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இந்நூறைக் றகயாள்்வதறகான ்வழிகாட்டி

வ்வறை மறறும் உயரகல்வி  
வமம்பாட்டிறகான ்வாய்ப்புகள்

வணிகக் கணிதம் மறறும் புள்ளியலை ஒரு பாடமாகக் ககாணட மமல்நிலை 
வகுப்பு வணிகவியல் மாணவரகளுக்கான மமறபடிப்பு வாயப்புகளின் பட்டியல்.

மாணவரகள் ஒவகவாரு அத்தியாயம் , பாடம் அல்ைது ஆணடு இறுதியில் 
அலடந்திருக்கமவணடிய கறறல் இைக்குகலைக் குறிக்கிறது,கறைலின் வ�ாக்கஙகள்

குறிப்பு  பாடத்தின் கூடுதல் கருத்துக்கலை தருபலவ.

மாணவரகளின் கணித சிந்தலனகலை வைரக்கும் வியத்தகு உணலமகள், 
கருத்துக்கள் மபான்றலவ.

பயிறசி மாணவரகளின் நிலனவாறறல் ,சிந்தித்தல் மறறும் புரிதலை  மமம்படுத்த பயிறசி 
அளித்தல்.

மாணவரகளின் கணினி சார அறிவுத்திறலன மமம்படுத்துதல்.இறையச் செயல்பாடு

இறைய இறைப்புகள் கணினி வழி மூைஙகளுக்கான பட்டியல்.

உடனடி பதில்  
விறனக் குறியீடு

மாணவரகள் பாடஙகள் கதாடரபான கருத்துக்கலை மமலும் அறிந்துககாள்ை 
கமய்நிகர கறறல் உைகத்துக்கு அலைத்து கசல்லும் வழி.

இதர கைக்குகள் மாணவரகளுக்கான கறறலை மமம்படுத்த கூடுதல் கணக்குகள்.

கறைச் சொறகள் கணித தமிழ் வழிச் கசாறகளுக்கான ஆஙகிை கமாழியாக்கம்

பாரற்வ நூல்கள் பாடத் தலைப்மபாடு கதாடரபுலடய மமலும் விவரஙகலை அறிந்து ககாள்வதறகான 
துலணநூறகளின் பட்டியல்
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்வணிகக் கணிதம் மறறும் புள்ளியியல் பயிலும் மாை்வரகளுக்கான 
வ்வறை மறறும் உயரகல்வி  வமம்பாட்டிறகான ்வாய்ப்புகள்

வணிகவியல் பாடத்திடடத்தில் வணிகக் கணிதம் மற்றும் புள்ளியியலை ஒரு 
பாடமாக ககாணட பிரிவில் பயிலும் மமல்நிலை வகுப்பு  மாணவரகள், 

தஙகளது மமற்படிப்புக்கு, BCA, B.Com மற்றும் B.Sc. புள்ளியியல்  ஆகிய 
பிரிவுகலள மதரவு கெயயைாம்.

வணிக பிரிவு மமல்நிலை வகுப்பு மாணவரகளுக்கு, வஙகி மற்றும், நிதி நிறுவனஙகளிலும்  மவலை 
வாயப்புகள் சிறப்பாக உள்ளன.  கணினிலய ஒரு சிறநத பாடமாகக் ககாணட B.Com பிரிலவ 
கபரும்பாைான மாணவரகள் மதரவு கெயகினறனர.
கதாழில் முலற மமற்படிப்புக்களான CA, ICAI முதலிய படிப்புகலள மதரநகதடுத்து கவற்றி 
கபறுவதன மூைம், படடயகணக்காளர (Chartered Accountant) நிறுவனச் கெயைர (Company Secretary) 
மபானற சிறநத பதவிகலள கபற முடியும். மமலும் B.Com படடதாரிகள், M.Com, P.h.D மற்றும் M.Phil 
மபானற மமற்படிப்பு வகுப்புகலள கதாடரைாம். B.Com படடதாரிகளுக்கு கபருமளவில் மவலை 
வாயப்புகள் காத்திருக்கினறன.
படடப்படிப்பு முடித்த பிறகு, MBA,MA கபாருளியல் MA கெயல்முலற மற்றும் புள்ளியியல் ஆராயச்சி 
படட மமற்படிப்பு முதலிய பிரிவுகலள மதரவு கெயயைாம். இவற்லற தவிர, எணணற்ற படடய 
படிப்பு, ொனறிதழ் படிப்பு மற்றும் கதாழிற் பயிற்சிக் கல்விகள் முதலியனவற்லற மமற்ககாள்வதன 
மூைம் ஆரம்ப காை மவலை வாயப்புகலள கபறைாம்.
வணிகக் கணிதம் மற்றும் புள்ளியலை ஒரு பாடமாகக் ககாணட மமல்நிலை வகுப்பு வணிகவியல் 
மாணவரகளுக்கான மமற்படிப்பு வாயப்புகளின படடியல்.

படிப்புகள் கல்வி நிறு்வனஙகள் வமறபடிப்பிறகான 
்வாய்ப்புகள்

இளஙகறை ்வணிகவியல்
(B.Com.) / B.Com (Computer)
இளஙகறை வியாபார 
நிர்வாகம் (B.B.A.), 
இளஙகறை ்வணிக வமைாணறம 
(B.B.M.), 
இளஙகறை கணினி பயன்பாடுகள் 
(B.C.A.), 
இளஙகறை கறை (B.A.)

• அலனத்து அரசினர கலை மறறும் அறிவியல் 
கல்லூரிகள், அரசு நிதி உதவிகபறும் கல்லூரிகள், 
சுயநிதி கல்லூரிகள்

• ஸ்ரீராம் வணிகவியல் கல்லூரி (SRCC), புதுகடல்லி.
• கூட்டுவாழ்வு சமுதாய கலை மறறும் வணிகவியல் 

கல்லூரி, பூமன (Symbiosis Society’s College of Arts 
& Commerce, Pune).

• புனித சூலசயப்பர கல்லூரி, கபஙகளுரூ

C.A., I.C.W.A, C.S. 

இளஙகறை அறிவியல் புள்ளியியல் 
(B.Sc Statistics)

• மாநிை கல்லூரி மசப்பாக்கம், கசன்லன.
• டாக்டர. அம்மபத்கர அரசு கலை கல்லூரி, வியாசரபடி, 

கசன்லன - 39
• அரசு கலை கல்லூரி, திணடிவனம், விழுப்புரம் 

மறறும் நாகரமகாயில்.
• கசன்லன கிறித்தவ கல்லூரி, தாம்பரம்
• ைமயாைா கல்லூரி, கசன்லன
• D.R.B.C.C இந்து கல்லூரி பட்டாபிராம், கசன்லன.

M.Sc., Statistics

5 ்வருட ஒருஙகிறைந்த வியாபார 
நிர்வாகம், ்வணிகம் மறறும் ெட்ட 
படிப்புகள் (Five years integrated Course)
B.B.A., LLB, B.A., LLB,
B.Com., LL.B. 

• அலனத்து அரசு சட்ட கல்லூரிகள்.
• டாக்டர அம்மபத்கர சட்ட பல்கலைகைகத்தின் கீழ் 

இலணக்கப்பட்ட சிறப்பு சட்டக் கல்வி நிறுவனஙகள்

M.L.

5 ்வருட ஒருஙகிறைந்த முதுகறை 
சபாருளியல் படிப்புகள்
M.A. Economics (Integrated Five Year 
course) – Admission based on All India 
Entrance Examination

• கசன்லன கபாருளியல் கல்லூரி, மகாட்டூரபுரம், 
கசன்லன

Ph.D.,

இளஙகறை ெமூகப்பணி
(B.S.W.)

• கசன்லன சமூகப்பணி கல்லூரி, எழும்பூர, கசன்லன. M.S.W
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1.1 அணிக்மகாலவகள் 1

ஜுன்1.2 அணியின் மநரமாறு 8

1.3 உள்ளீடு - கவளியீடு பகுப்பாய்வு 16

2 இயறகணிதம் 26-53

2.1 பகுதிப் பின்னஙகள் 26

ஜுன்2.2 வரிலச மாறறஙகள் 30

2.3 மசரவுகள் 37

2.4 கணிதத் கதாகுத்தறிதல் 41
ஜுலை

2.5 ஈருறுப்புத் மதறறம் 43

3 பகுமுறை ்வடிவியல் 54-80

3.1  நியமப்பாலத அல்ைது இயஙகுவலர 54

ஜுலை
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3.5 கூம்பு கவட்டு முக வலைவலரகள் 70

4 திரிவகாைமிதி 81-101

4.1 திரிமகாணமிதி விகிதஙகளின் குறியீடுகள் 83

ஆகஸ்டு
4.2 கூட்டுக் மகாணஙகளின் திரிமகாணமிதி விகிதஙகள் 86
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1அணிகளும் அணிக்கோவைகளும்

கற்றல்  ந�ோககஙகள்
இந்த அத்தியாயத்்்த படித்்தபின்பு 

பின்்வரும் பாடக் கருத்துக்ை மாண்வரகள் 
புரிநதுக்்காள்ை இயலும்

 z அணி மற்றும் அணிக்்கா்்வகளின் 
்வ்ைய்ை

 z அணிக்்கா்்வகளின் பண்புகள்
 z ்ேரப்பு அணியின் கருத்துரு
 z ்ேரமாறு அணியின் கருத்துரு 
 z ஒருஙக்ம ் ேரிய ேமன்பாடுக்ைத் 

தீரத்்தல் 
 z உள்ளீடு – ்்வளியீடு பகுப்பாய்வு

்ேகி ்கா்வா

1.1   அணிகநகோவைகள் 
(Determinants)

அறிமுகம்
பழ்ம்வாய்ந்த சீன மு்ையில் 

ஒருஙக்ம ேமன்பாடுகளின் ் கழுக்கள் மூஙகில் 
குச்சிக்ைக் ்காண்டு கணக்கிடும் ்ோக்கில் 
சீை்மக்கப்படும் ் ேைத்தில் ் ேகி ் கா்வா (1683)  
என்கிை ஜப்பானிய கணி்தவியலாைர 
அணிக்்கா்்வகள் பற்றிய கருத்்்த 
உரு்வாக்கினார என்று ேம்பப்படுகிைது.  பின்னர 
காட்ஃபி்ைட் வில்்கம் ்வான் ்லப்னட்ஸ் 

அணிகளும் அணிகநகோவைகளும்1
அ

த்தி
யா

யம்

என்கிை ்ஜரமானிய கணி்தவியலாைர 
அணிக் ்கா்்வக்ை மு்ையாக 
்மம்படுத்தினார. ஆர்தர ்கய்்ல (1841) 
என்ப்வர நிகழகாலத்தில் அல்லது ்தற்்பாது 
பயன்படுத்்தப்படுகின்ை ்ேஙகுத்துக்்காடு 
குறியீட்்ட அறிமுகப்படுத்தினார.  ஒருஙக்ம 
ேமன்பாடுக்ை தீரப்ப்தற்கான விதிக்ை 
1750ஆம் ஆண்டு ்்வளியிட்ட்வர என்று 
அறியபட்ட கிைாமர என்ப்வைால் அணி்கா்்வ 
அறிமுகப்படுத்்தப்பட்டது. 

பத்்தாம் ்வகுப்பில் 
அணிகள் மற்றும் அ்தன் 
இயற்கணி்த பண்புகள் 
பற்றி படித்துள்்ைாம். 
்மலும் இயற்கணி்த 
ேமன்பாடுகளின் ்்தாகுப்்ப அணி்வடிவில் 
எழு்தலாம் எனவும் படித்துள்்ைாம். (x1, y1) 
(x2, y2) மற்றும் (x3, y3) உச்சிக்ை ்காண்ட 
முக்்காணத்தின் பைப்பானது,

( ) ( ) ( )x y y x y y x y y
2
1

1 2 3 2 3 1 3 1 2- + - + -[ ]  
என ோம் அறிநதுள்்ைாம். இவ்வ்க 

அ்மப்பி்ன நி்னவுக்கூர்வதில் 
கடினத்்தன்்ம்யக் கு்ைக்கும் வி்தமாக 
கணி்தவியலாைரகள் இ்வற்்ை அணிக்்கா்்வ 
அ்மப்பில் வி்வரிக்கும் மு்ை்ய 
உரு்வாக்கினாரகள். என்்வ ்மற்கண்ட 
அ்மப்்ப

 2
1

x
x
x

y
y
y

1
1
1

1

2

3

1

2

3

 என எழு்தலாம்.

ஆ்கயால் ஒரு அணிக்்கா்்வ என்பது 
ஒரு குறிப்பிட்ட விரி்வாக்கத்்்த எளிய ்வழியில் 
எழு்த உ்தவும் அ்மப்பு ஆகும். அ்்வகள் 
ேதுை்வடிவில் இரு குத்துக்்காடுகளுக்கி்ட்ய 
்வரி்ேப்படுத்்தப்பட்டுள்ை்்த காண்க.   
இப்பாடப்பகுதியில் ்மய்்யண்க்ை 
மூலகஙகைாக ்காண்ட மூன்று ்வரி்ே 
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2 11 ஆம் வகுப்பு வணிகக் கணிதம் மற்றும் புள்ளியியல்

இ்த்ன சுருக்கமாக , , ...... ; , , .. ..a i m j n1 2 1 2ij mxn = =6 @
, , ...... ; , , .. ..a i m j n1 2 1 2ij mxn = =6 @  எனவும் எழு்தலாம். இஙகு aij 

என்ை உறுப்பு நி்ை i மற்றும் நிைல் j-இல் 
உள்ை உறுப்பு ஆகும். 

அணியின் ைவககள்
நிவை அணி (Row matrix)

ஒ்ை ஒரு நி்ை்ய மட்டு்ம ்காண்ட 
அணி நி்ை அணி எனப்படும்.

உ்தாைணமாக, 
............ ..........A a a a a ai n n11 12 13 1 1 1 ×= 6 @ ; 

B 1 2 X1 2= 7 A   

நிைல் அணி (Column matrix)
ஒ்ை ஒரு நிை்ல மட்டு்ம ்காண்ட 

அணி நிைல் அணி எனப்படும்.

உ்தாைணமாக, 

.

.

.

,A

a
a

a

B
3
5

m m

11

21

1 1

2 1

×

×
= =

-

R

T

S
S
S
S
S
S
S
S

=

V

X

W
W
W
W
W
W
W
W

G

பூச்சிய அணி அல்்லது இன்வமை அணி  
(சுழி அணி)  (Zero matrix)

ஓர அணியில் உள்ை அ்னத்து 
உறுப்புகளும் பூச்சியம் எனில், அவ்வணி 
பூச்சிய அணி எனப்படும்

உ்தாைணமாக, 

O = ,06 @  O = 
0
0

0
0= G ,  O =

0
0
0

0
0
0

0
0
0

R

T

SSSSSSSS

V

X

WWWWWWWW

என்பன பூச்சிய அணிகைாகும்.

குறிப்பு
பூச்சிய அணியின் ்வரி்ே எந்த 
்வரி்ேயாகவும் அ்மயலாம்.

்வ்ையுள்ை அணிக்்கா்்வக்ைப் பற்றி 
படிப்்பாம். ்மலும் அணிக்்கா்்வகளின் 
பல்்்வறு பண்புகள் (நிரூபணமின்றி), 
சிற்ைணிக்்கா்்வகள், இ்ணக்காைணிகள், 
்ேரப்பு அணி, ேதுை அணியின் ் ேரமாறு மற்றும் 
அணிக்்கா்்வகளின் ்வணிக பயன்பாடு 
ஆகிய்வற்்ை கற்கலாம்.

முந்்தய ்வகுப்புகளில் அணிக்ைப் 
பற்றி கற்றுக் ்காண்்டாம். அணிகள் மற்றும் 
அ்வற்றின் ்ேயல்பாடுகள் பற்றி நி்னவு 
கூைலாம்.

1.1.1 நிவைவு கூறுதல்
அணி (Matrix)

ைவையவ்ற 1.1

உறுப்புக்ைச் ்ேவ்வக ்வடிவில் 
நி்ைகள் மற்றும் நிைல்க்ைக் ்காண்டு 
ஒரு அ்டப்புக் குறிக்குள் அ்மப்பது 
அணியாகும்.

அணிக்ை A, B, C, …என்ை 
எழுத்துகைால் குறிப்பிடு்வது ்வழக்கம்.

உ்தாைணமாக , A
1
5

4
8

2
6= = G

அணியின் ைரிவை அல்்லது பரிமைோணம் 
(Order of a matrix)

ஓர அணி A இல் m நி்ைகள் மற்றும் n 
நிைல்கள் இருந்தால் அந்த அணி A இன் ்வரி்ே  
m × n ஆகும். 

உ்தாைணமாக,  A = 1
5

4

8

2

6
= G எனில் A 

இன் ்வரி்ே  2 × 3

அணியின் பபோதுைடிைம்  
(General form of matrix)

்பாது்வாக m × n ்வரி்ேயுள்ை அணி 
A பின்்வருமாறு அ்மயும்.

A = 

a a a
a a a

a a a

a
a

a

a
a

am m m

i

i

mi

n

n

mn

11 12 13

21 22 23

1 2 3

1

2

1

2

g g g

g g g

g g

g g

g g g

g g g

g g

g g

g g

g g g

g g g

g g

R

T

SSSSSSSSSSSSSS

V

X

WWWWWWWWWWWWWW
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3அணிகளும் அணிக்கோவைகளும்

உ்தாைணமாக, 

A =
5

0

0

0

5

0

0

0

5
> H  என்பது ்வரி்ே 3 உ்டய 

தி்ேயிலி அணியாகும்.

அ்லகு அணி அல்்லது ைமைனி அணி  
(Unit matrix)

ஒரு தி்ேயிலி அணியில் மு்தன்்ம 
மூ்லவிட்ட உறுப்புகள் அ்னத்தும் “எண் 
ஒன்று” எனில் அவ்வணி ேமனி அணி அல்லது 
அலகு அணி எனப்படும்.

உ்தாைணமாக, 

I
1

0

0

1
2 = = G என்பது ்வரி்ே 2 உ்டய 

அலகு அணியாகும்.

I
1
0
0

0
1
0

0
0
1

3 =

R

T

S
S
SS

V

X

W
W
WW
 என்பது ்வரி்ே 3 

உ்டய அலகு அணியாகும்.

அணியின் திவையிலி பபருககல் 
(Multiplication of matrix by scalar)

A aij= 6 @ என்ை அணியின் அ்னத்து 
உறுப்புக்ையும் k என்ை தி்ேயிலியால் 
்பருக்கு்வ்தால் கி்டக்கும் அணி kA kaij= 6 @  
(i, j -ன் அ்னத்து மதிப்புகளுக்கும்).

மாைாக ஓர அணி A-்ய மாறிலி k ஆல் 
்பருக்கு்வது என்பது அணி  A இல் உள்ை 
ஒவ்்வாரு உறுப்்பயும் k ஆல் ்பருக்க 
கி்டக்கும் அணியாகும்.

உ்தாைணமாக, A=
1
3

2
2

4
8-

= G  எனில்,  

2A = 2
6

4

4

8

16-
= G ஆகும்.

அணியின் எதிரமைவ்ற  
(Negative of a matrix)

A a m nij= #6 @  என்பது ஏ்்தனும் ஒரு 
அணி என்க. A இன் கூட்டல் எதிரம்ை 
A aij m n- = - #6 @  ஆனது அ்னத்து 

உறுப்புகளின் குறி்ய மாற்று்வ்தன் மூலம் 
்பைப்படுகிைது.   

ைதுை அணி (Square matrix)
ஓர அணியின் நி்ை மற்றும் நிைல்களின் 

எண்ணிக்்க ேமம் எனில், அவ்வணி ஒரு 
ேதுை அணியாகும்.

உ்தாைணமாக, 8

4

2

2
A = = G ்வரி்ே 2-ஐ 

உ்டய ேதுை அணி ஆகும்

B = 
3
2

2

1
0

5
3

0
5
4

-

-

R

T

S
S
S
SS

V

X

W
W
W
WW

  ்வரி்ே 3-ஐ உ்டய 
ேதுை அணி ஆகும்.

குறிப்பு
ஒரு ேதுை அணியின் மு்தன்்ம மூ்லவிட்ட 

உறுப்புகளின் கூடு்தல் அணியின்  
சு்வடு ஆகும்.

முகநகோண அணி (Triangular matrix)
ஒரு ேதுை அணியில் மு்தன்்ம 

மூ்லவிட்டத்திற்கு ்மல் அல்லது கீழ உள்ை 
அ்னத்து உறுப்புகளும் பூச்சியம் எனில் 
அவ்வணி முக்்காண அணியாகும்.

உ்தாைணமாக, 

A=
1

0

0

2

2

0

3

4

5
> H , B = 

1

2

3

0

3

4

0

0

7
> H  

மூவ்லவிட்ட அணி (Diagonal matrix)
ஒரு ேதுை அணியில் மு்தன்்ம 

மூ்லவிட்ட உறுப்புக்ைத் ்தவிை மற்ை 
அ்னத்து உறுப்புகளும் பூஜ்ஜியம் எனில் 
அவ்வணி மூ்லவிட்ட அணியாகும்.

உ்தாைணமாக, 

A=
5

0

0

0

2

0

0

0

1
> H என்பது ்வரி்ே 3–ஐ 

உ்டய மூ்லவிட்ட அணியாகும்.

திவையிலி அணி (Scalar matrix)
ஒரு மூ்லவிட்ட அணியில் மு்தன்்ம 

மூ்லவிட்ட உறுப்புகள் ேமமாக இருந்தால் 
அது தி்ேயிலி அணி ஆகும்.
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4 11 ஆம் வகுப்பு வணிகக் கணிதம் மற்றும் புள்ளியியல்

நிவை நிைல் மைோறறு அணி  
(Transpose Matrix)

A aij= 6 @ என்பது m #  n ்வரி்ேயு்டய 
ஒரு அணி என்க. அணி A இன் நி்ைக்ை 
நிைல்கைாகவும் அல்லது நிைல்க்ை 
நி்ைகைாகவும் மாற்று்வ்தன் மூலம் ்பைப்படும் 
அணி A இன் நி்ை நிைல் மாற்று அணி எனப்படும்.  
அந்த அணி்ய AT  என்று குறிக்கலாம். இஙகு 
AT  இன் ்வரி்ே n #  m  ஆகும்.

உ்தாைணமாக,  

1

3

2

4

5

6
A = = G எனில்  

1

2

5

3

4

6

AT = > H

குறிப்பு
்மற்கூறியக் கருத்துகள், மாண்வரகள் 
ேன்கு அறிந்த்்வ என ேம்பப்படுகிைது. ேமது 
்தற்்பா்்தய பாடத்திட்டத்தி்ன கீழ்வரும் 
பிரிவுகளிலிருநது ்்தாடஙகு்்வாம்.

ைவையவ்ற 1.2

்மய்்யண்கள் அல்லது கலப்்பண்க்ை 
உறுப்புகைாகக் ்காண்ட n  ்வரி்ேயுள்ை 
ஒவ்்வாரு ேதுை அணி A யுடன் ோம் ஓர 
எண்்ண ்்தாடரபுபடுத்்த முடியுமானால், 
இ்த்ன அணி A இன் அணிக்்கா்்வ 
என்கி்ைாம்.  இ்த்ன | A | அல்லது det (A) 
அல்லது Δ எனகுறிக்கலாம்.

ேதுை அணி A இன் உறுப்புக்ை 
்காண்டு ஓர அணிக்்கா்்வ்ய 
்வடி்வ்மத்்தால் இ்த்ன அணி A இன் 
அணிக்்கா்்வ எனலாம்.

A = a
a

a

a
11

21

12

22

= G எனில் 

| A | = 
a
a

a
a

11

21

12

22
 = a a a a11 22 21 12-  

எடுதுககோடட ாடா  

மதிப்பிடுக : 2
1

4

4-

உ்தாைணமாக, A
2
0

5
5

7
6=

-= G  எனில், 

A
2

0
5
5

7
6- =

-
-

-
-

= G  ஆகும்.

ைமை அணிகள் (Equality of matrices)
A, B என்ை  இரு அணிகள் 

(i) ஒ்ை ்வரி்ே உ்டயன்வாகவும்   

(ii) அ்வற்றின் ஒத்்த உறுப்புகள் 
ேமமாகவும் இருந்தால் அ்்வ ேம 
அணிகள் எனப்படும்.

அணிகளின் கூட்டலும்,  கழிுதலும் 
(Addition and subtraction of matrices)

இரு அணிகள் A, B என்பன ஒ்ை 
்வரி்ேயாக அ்மயும்்பாது மட்டும் அ்வற்றின் 
கூட்டல், கழித்்தல் ்வ்ையறுக்கப்படுகிைது. 
இ்வற்றின் கூடு்தல் A + B ஆனது A, B இன் 
ஒத்்த உறுப்புக்ைக் கூட்டு்வ்தன் மூலம் 
்பைப்படு்வ்தாகும். குறியீட்டு மு்ையில்

A = [aij]m× n மற்றும் B = [bij]m × n   
எனில், A + B = [aij+ bij]m × n 

இ்்த ்பான்று A − B = A + (−B) =  
[aij]m× n+ [− bij]m × n= [aij− bij]m × n  என்ப்தாகும்.

அணிகளின் பபருககல்  
(Multiplication of matrices)

A, B என்ை  இரு அணிகளில் A இன்  
நிைல்களின் எண்ணிக்்கயும், B  -ன் 
நி்ைகளின் எண்ணிக்்கயும் ேமமாக 
இருப்பின் இவ்வணிகள் ்பருக்கத்்தக்க்்வ 
எனப்படும். அணி A இன் ஒவ்்வாரு 
நி்ையிலுள்ை உறுப்புக்ையும் அணி B இன் 
ஒவ்்வாரு நிைலின் ஒத்்த உறுப்புகளுடன் 
்பருக்கி கூட்டு்வ்தன் மூலம் AB என்ை 
்பருக்கல் அணி கி்டக்கிைது. 

A aij= 6 @ என்பது  m #  p  ்வரி்ேயு்டய 
அணி மற்றும் B bij= 6 @ என்பது p #  n 
்வரி்ேயு்டய  அணி எனில் AB யின் ் பருக்கல் 
அணி C cij= 6 @  என்பது  m #  n ்வரி்ேயு்டய 
அணி ஆகும்.
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5அணிகளும் அணிக்கோவைகளும்

a12  இன் இ்ணக்காைணி 

A12 ( ) ( )M
a

a

a

a
a a a a1

21

31

23

33

1 2
12 21 33 31 23= - =- =- -+

(iii) a13  இன் சிற்ைணிக்்கா்்வ  

M13 = a
a

a

a
a a a a

21

31

22

32
21 32 31 22= -

a13 இன் இ்ணக்காைணி 

A13 ( ) M
a

a

a

a
a a a a1

21

31

22

32

1 3
13 21 32 31 22= - = = -+

எடுதுககோடட ாட் 
1
4

2
3
-

 என்ை அணிக்்கா்்வயில் 
உள்ை உறுப்புக்களுக்கு சிற்ைணிக்்கா்்வ 
மற்றும் இ்ணக்காைணிகள் காண்க.
தீரவு 

    1 இன் சிற்ைணிக்்கா்்வ = M11  = 3

− 2 இன் சிற்ைணிக்்கா்்வ = M12  = 4

    4 இன் சிற்ைணிக்்கா்்வ = M21  = − 2 

    3 இன் சிற்ைணிக்்கா்்வ = M22  = 1

1 இன் இ்ணக்காைணி = A11 = ( ) M1 31 1
11- =+

–2 இன் இ்ணக்காைணி =  
 A12 = ( ) M1 41 2

12- =-+

4 இன் இ்ணக்காைணி = A21 = ( ) M1 22 1
21- =+

3 இன் இ்ணக்காைணி = A22 = ( ) M1 12 2
22- =+

எடுதுககோடட ாட் 
3

2

4

1

2

1

2

5

0

 என்ை அணிக்்கா்்வயின் 

ஒவ்்வாரு உறுப்பின் சிற்ைணிக்்கா்்வ 
மற்றும் இ்ணக்காைணிகள் காண்க.
தீரவு
3 இன் சிற்ைணிக்்கா்்வ M11 =  

 

2

1

5

0
0 5 5= - =-

1 இன் சிற்ைணிக்்கா்்வ M12 =  

 2

4

5

0
0 20 20= - =-

தீரவு
( )( ) ( )

2

1

4

4
2 4 1 4

-
= - -   

  = 8+4 =12

மூன்று அல்லது அ்தற்கு ்மல் 
்வரி்ேயு்டய அணிக்்கா்்வகளின் 

மதிப்புக்ை மதிப்பிடு்வ்தற்கு ோம் சிற்ைணி 
மற்றும் இ்ணகாைணிக்ை ்வ்ையறுக்க 

்்வண்டும்.

1.1.2 சிற்றணிகநகோவை (Minor)
| A | = |[aij]| என்பது n ்வரி்ேயு்டய 

அணிக்்கா்்வ என்க. ஏ்்தனும் ஒரு உறுப்பு 
aij இன் சிற்ைணிக்்கா்்வயானது aij 
அ்மந்த நி்ை மற்றும் நிை்ல நீக்கு்வ்தால் 
்பைப்படும் அணிக்்கா்்வயாகும். aij யின்  
சிற்ைணிக்்கா்்வயானது Mij எனக் 
குறிக்கப்படுகிைது.

1.1.3 இவணககோைணிகள் (Cofactors)
்தகுந்த குறியுடன் கூடிய 

சிற்ைணிக்்கா்்வகள் இ்ணக்காைணிகள் 
ஆகும். aij என்ை உறுப்பின் இ்ணக்காைணி 
Aij எனில்

( )A M1ij
i j

ij= - +

மூன்ைாம் ்வரி்ே அணிக்்கா்்வ 
a
a
a

a
a
a

a
a
a

11

21

31

12

22

32

13

23

33

 இன் உறுப்புகைான 11 12 13, ,a a a  

இ்வற்றின் சிற்ைணிக்்கா்்வகள் மற்றும் 
இ்ணக்காைணிகள் பின்்வருமாறு 
்வ்ையறுக்கப்படுகிைது.
(i) a11  இன் சிற்ைணிக்்கா்்வ 

M11 
a

a

a

a
a a a a

22

32

23

33
22 33 32 23= = -

a11  இன் இ்ணக்காைணி  

A11 ( ) M
a

a

a

a
a a a a1 1 1

11

22

32

23

33

22 33 32 23= - = = -+

(ii) a12  இன் சிற்ைணிக்்கா்்வ 

M12 
a

a

a

a
a a a a

21

31

23

33

21 33 31 23= = -

01_11th_BM-STAT_Ch-1-TM.indd   5 08-12-2021   20:53:36

www.tntextbooks.in



6 11 ஆம் வகுப்பு வணிகக் கணிதம் மற்றும் புள்ளியியல்

ஒரு அணிக்்கா்்வ்ய எந்த்்வாரு நி்ை 
அல்லது நிைல் ்வழியாகவும் மதிப்பிடலாம்.

உ்தாைணமாக,
a
a
a

a
a
a

a
a
a

11

21

31

12

22

32

13

23

33

D =  என்க.

Δ =  a11A11+ a12A12+ a13A13 (அல்லது)   
a11M11−a12M12 + a13M13 (R1 ்வழியாக 
விரிவுபடுத்்த)

Δ =  a11A11+ a21A21+ a31A31  (அல்லது)  
a11M11−a21M21+ a31M31 (C1 ்வழியாக 
விரிவுபடுத்்த)

எடுதுககோடட ாட் 

மதிப்பு காண்க: 
1

1

4

2

3

1

4

0

0

-

தீரவு
1

1

4

2

3

1

4

0

0

-  = 1 (1இன் சிற்ைணிக்்கா்்வ)  
 –2 (2 இன் சிற்ைணிக்்கா்்வ) 
 + 4(4 இன் சிற்ைணிக்்கா்்வ)

= 1
3 0 1 0 1 3

2 4
1 0 4 0 4 1

− −
− +

= 0 –0 –52 = –52. 

1.1.4  அணிகநகோவைகளின் 
பண்புகள் (நிரூபணமின்றி)

1. ஓர அணிக்்கா்்வயின் நி்ை, 
நிைல்க்ை பரிமாற்ைம் ்ேய்்தால், அ்தன் 
மதிப்பு மாைாது.

2. ஓர அணிக்்கா்்வயின் ஏ்்தனும் இரு 
நி்ைகள் (நிைல்கள்) ்தமக்குள் பரிமாற்ைம் 
்ேய்யப்படின் அணிக்்கா்்வ  மதிப்பின் 
குறிமட்டு்ம மாறும். 

3. ஓர அணிக்்கா்்வயில் இரு நி்ைகள் 
(நிைல்கள்) ேர்வேமம் எனில் அவ்வணிக் 
்கா்்வயின் மதிப்பு பூச்சியமாகும்.

2 இன் சிற்ைணிக்்கா்்வ M13 =  

 2

4

2

1
2 8 6= - =-

2 இன் சிற்ைணிக்்கா்்வ M21 =  

 

1

1

2

0
0 2 2= - =-

2 இன் சிற்ைணிக்்கா்்வ M22 =  

 3

4

2

0
0 8 8= - =-

5 இன் சிற்ைணிக்்கா்்வ M23 =  

 
3

4

1

1
3 4 1= - =-

4 இன் சிற்ைணிக்்கா்்வ M31 =  

 1

2

2

5
5 4 1= - =

1 இன் சிற்ைணிக்்கா்்வ M32 =  

 3

2

2

5
15 4 11= - =

0 இன் சிற்ைணிக்்கா்்வ M33 =  

 
3

2

1

2
6 2 4= - =

3 இன் இ்ணக்காைணி A11 =  
 ( ) M M1 51 1

11 11- = =-+

1 இன் இ்ணக்காைணி A12 =  
 ( ) M M1 201 2

12 12- =- =+

2 இன் இ்ணக்காைணி A13
 =  

 ( ) M M1 61 3
13 13- = =-+

2 இன் இ்ணக்காைணி A21 =  

 ( ) M M1 22 1
21 21- =- =+

2 இன் இ்ணக்காைணி A22 =  

 ( ) M M1 82 2
22 22- = =-+

5 இன் இ்ணக்காைணி A23 =  

 
( ) M M1 12 3

23 23- =- =+

4 இன் இ்ணக்காைணி A31 =  

 ( ) M M1 13 1
31 31- = =+

1 இன் இ்ணக்காைணி A32 =  

 ( ) M M1 113 2
32 32- =- =-+

 
0 இன் இ்ணக்காைணி A33 =  

 ( ) M M1 43 3
33 33- = =+
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7அணிகளும் அணிக்கோவைகளும்

3
4

2
5

1
7

6
8

4
11

8
13+ =e e eo o o

  
3
4

2
5

1
7

6
8

4
11

8
13!+

எடுதுககோடட ாட் 
x

x

x

x1

1
-

+  ன் மதிப்பு காண்க.

தீரவு
x

x

x

x1

1
-

+  = x2–(x–1)(x+1)

   = x2–(x2–1)

   = x2–x2+1 = 1

குறிப்பு
முக்்காணம் அணியின் அணிக்்கா்்வயின் 
மதிப்பு என்பது அணியின் மு்தன்்ம மூ்ல 
விட்ட உறுப்புகளின் ் பருக்கல் பலனாகும்.

எடுதுககோடட ாட் 

தீரக்க 
x x

x

x

x

x

1

0

0

2

0

2

3

3

-

-

-

-

-

 = 0

தீரவு
x x

x

x

x

x

1

0

0

2

0

2

3

3

-

-

-

-

-

 = 0

&  (x–1)(x–2)(x–3) = 0

x = 1, x = 2, x = 3

எடுதுககோடட ாட் 
1

102

17

3

18

3

4

36

6

 ன் மதிப்பு காண்க.

தீரவு
1

102

17

3

18

3

4

36

6

 = 6
1

17

17

3

3

3

4

6

6

 = 0 (a R2 /  R3)

4. ஓர அணிக்்கா்்வயின் ஏ்்தனும் 
ஒரு நி்ையில் (நிைலில்) உள்ை 
ஒவ்்வாரு உறுப்பும் ஒரு மாறிலி 
k ஆல் ்பருக்கப்பட்டிருப்பின் அந்த 
அணிக்்கா்்வயின் மதிப்பு k ஆல் 
்பருக்கப்படும்.

5. ஓர அணிக்்கா்்வயில் ஒரு நி்ையில் 
(நிைலில்) உள்ை ஒவ்்வாரு உறுப்்பாடும் 
மற்ை நி்ைகளில் (நிைல்களில்) உள்ை 
ஒத்்த உறுப்புக்ைக் குறிப்பிட்ட 
மாறிலிகைால் மு்ையாக ்பருக்கிக் 
கூட்டு்வ்தால் அவ்வணிக் ்கா்்வயின் 
மதிப்பு மாைாது.

6. ஓர அணிக்்கா்்வயில் உள்ை இரு 
நி்ைகள் (நிைல்கள்) விகி்த ேமத்தில் 
இருப்பின் அவ்வணிக்்கா்்வயின் 
மதிப்பு பூச்சியமாகும்.

7. ஓர அணிக்்கா்்வயில் உள்ை ஒரு 
நி்ையின் (நிைலின்) ஒவ்்வாரு உறுப்பும் 
இைண்டு அல்லது அ்தற்கு ்மற்பட்ட 
உறுப்புகளின் கூடு்தலாக இருக்கும் 
எனில் அவ்வணிக்்கா்்வ்ய அ்்த 
்வரி்ேயு்டய இைண்டு அல்லது அ்தற்கு 
்மற்பட்ட அணிக்்கா்்வகளின் கூட்டல் 
பலனாக எழு்த இயலும்.  

எடுதுககோடட ாட்  

x

x a

a

y

y b

b

z

z c

c

2 2 2 2 2 2+ + +  = 0 எனக் காட்டுக. 

தீரவு
x

x a

a

y

y b

b

z

z c

c

2 2 2 2 2 2+ + +

  = 
x

x

a

y

y

b

z

z

c

x

a

a

y

b

b

z

c

c

2 2 2 2 2 2+  

 = 0 + 0 = 0
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8 11 ஆம் வகுப்பு வணிகக் கணிதம் மற்றும் புள்ளியியல்

6. 
a

b

c

a bc

b ca

c ab

1

1

1

2

2

2

-

-

-

 –ன் மதிப்பு காண்க

7. 
a

b

c

bc

ca

ab

b c

c a

a b

1

1

1

+

+

+

 = 0 என நிறுவுக. 

8. 
a

ab

ac

ab

b

bc

ac

bc

c

a b c4

2

2

2

2 2 2

-

-

-

=  என நிறுவுக.

1.2  அணியின் ந�ரமைோறு  
(Inverse of a matrix)

1.2.1  பூச்சியகநகோவை அணி 
(Singular matrix)

A என்ை ஒரு ேதுை அணியின், |A| = 0  
எனில் அவ்வணி பூச்சியக்்கா்்வ அணி 
எனப்படும்.

1.2.2  பூச்சியமைற்ற நகோவை அணி 
(Non-singular matrix)

A என்ை ஒரு ேதுை அணியின், |A| ≠ 0 
எனில் அவ்வணி பூச்சியமற்ை  ்கா்்வ அணி 
எனப்படும்.

எடுதுககோடட ாடாட 
1

2

2

4
= G

 
–ஐ பூச்சியக்்கா்்வ அணி எனக் 

காட்டுக.

தீரவு
 A = 1

2

2

4
= G

    A  = 1
2

2

4

  = 4 – 4 = 0

`  A என்பது பூச்சிய ்கா்்வ அணி ஆகும்.

எடுதுககோடட ாடாா 

8

4

2

3
= G –ஐ பூச்சியமற்ை ்கா்்வ அணி 

எனக் காட்டுக.

எடுதுககோடட ாட் 

a

b

c

a

b

c

1

1

1

2

2

2

 = (a–b) (b–c) (c–a) என நிறுவுக.

தீரவு
a

b

c

a

b

c

1

1

1

2

2

2

 = 
a b

b c

c

a b

b c

c

R R R

R R R

0

0

1

2 2

2 2

2

1 1 2

2 2 3

"

"

-

-

-

-
-

-

 = 
a b

b c

c

a b a b

b c b c

c

0

0

1 2

-

-

- +

- +

^ ^

^ ^

h h

h h

 = a b b c

c

a b

b c

c

0

0

1

1

1
2

- -

+

+^ ^h h

 = 0 0a b b c b c a b- - - + + - +^ ^ ^h h h6 @" ,

     0 0a b b c b c a b- - - + + - +^ ^ ^h h h6 @" ,

 = a b b c c a- - -^ ^ ^h h h

பயிறசி ாடா

1. கீ்ழ ்காடுக்கப்பட்டுள்ை 
அணிக்்கா்்வகளின் அ்னத்து 
உறுப்புகளின் சிற்ைணிக் ்கா்்வகள் 
மற்றும் இ்ணக்காைணிக்ைக் 
காண்க.

(i) 
5
0

20
1-   (ii) 

1

4

3

3

1

5

2

2

2

-

-

2. 
3

2

1

2

0

2

4

1

3

-

 –ன் மதிப்பு காண்க

3. தீரக்க: 
x2

4

1

1

2

3

6

7

 = 0

4. A
3

2

1

1
=

-= G மற்றும் B
3
1

0
2=
-

= G எனில் 

|AB| ்யக் காண்க.

5. தீரக்க: 
x

x

7

3

4

5

3

11

1

-

-

 = 0
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9அணிகளும் அணிக்கோவைகளும்

குறிப்பு
(i) adjA A n 1= -  இஙகு n என்பது  

A இன் ்வரி்ேயாகும்.
(ii) kA k An=  இஙகு n என்பது  

A இன் ்வரி்ேயாகும்.
(iii) ( )adj kA k adjAn 1= -  இஙகு n என்பது 

A இன் ்வரி்ேயாகும்.
(iv) ( ) ( )A adj A adj A A A I= =

(v) ,AdjI I I=  என்பது ஓர அலகு அணி.
(vi) adj (AB) = (adj B)(adj A)

(vii) AB A B=

எடுதுககோடட ாடா் 

A
1
0
4

2
1
1

3
0
0

=
-

- -R

T

SSSSSSSS

V

X

WWWWWWWW
 எனில் adj A காண்க

தீரவு
Aij = (–1)i+jMij

A11 = (–1)1+1M11 = 
1

1

0

0
 = 0

A12 = (–1)1+2M12 = 
0

4

0

0
-
-

= 0

A13 = (–1)1+3M13 = 
0

4

1

1-
 = 0–(–4) = 4

A21 = (–1)2+1M21 = 2

1

3

0
-
- -  

  = 0 3 3- - - = -^ ] gh

A22 = (–1)2+2M22 = 1

4

3

0-

-  = 0–12 = –12

A23 = (–1)2+3M23 = 1

4

2

1
1 8 7-

-

-
=- - =] g 

  1

4

2

1
1 8 7-

-

-
=- - =] g

A31 = (–1)3+1M31 = ( )
2

1

3

0
0 3 3

- -
= - - = 

  
( )

2

1

3

0
0 3 3

- -
= - - =

A32 = (–1)3+2M32 = 1

0

3

0
0 0 0-

-
= - =

தீரவு

       A = 8
4

2

3
= G

     A  = 8
4

2

3

  = 24 – 8  = 16
        !  0

`  A என்பது பூச்சியமற்ை ்கா்்வ 
அணி ஆகும்

A மற்றும் B என்பன ேம  
்வரி்ேயு்டய பூச்சியமற்ை ்கா்்வ 

அணிகள் எனில் AB மற்றும்  BA 
மு்ை்ய ேம ்வரி்ேயு்டய பூச்சியமற்ை 

்கா்்வ அணிகைாக  இருக்கும்.

1.2.3  நைரப்பு அணி  
(Adjoint of matrix)

A என்ை அணியின் இ்ணக்காைணிகைால் 
பதிலீடு ்ேய்து ்பைப்படும் அணியின் நி்ை 
நிைல் மாற்று அணி, A யின் ்ேரப்பு அணி 
ஆகும்.  இ்த்ன adj A என எழு்தலாம்

அ்தா்வது adj A = Aij
T6 @ . Aij6 @என்பது 

்காடுக்கப்பட்ட அணியின் இ்ணக்காைணி 
அணி ஆகும்.

எடுதுககோடட ாடா் 

A = 2
1

3

4
= G

 
எனில் adj A காண்க.

தீரவு

 A = 2
1

3

4
= G

 [Aij]  = 
4
3

1
2-
-> H

 adj A = Aij
T6 @

  = 4

1

3

2-

-= G
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10 11 ஆம் வகுப்பு வணிகக் கணிதம் மற்றும் புள்ளியியல்

A ஒரு பூச்சியமற்ை ்கா்்வ 
அணி எனில்

A I A A2 1+= = -

எடுதுககோடட ாடா் 

A = 2

3

4

2-
= G எனில் A–1 காண்க.

தீரவு
 A = 2

3

4

2-
= G

 A  = 2

3

4

2-

  = 16 ≠ 0 

A என்பது பூச்சியமற்ை ்கா்்வ அணி 
ஆ்கயால், A 1-  ்யக் காணஇயலும்.

 adj A = 2
3

4

2

-= G

 A 1-  = 
A
adjA

1

  = 
16
1 2

3

4

2

-= G

எடுதுககோடட ாடா் 

A = 2

3

6

9

-

-
= G எனில் A 1-  காண்க. 

தீரவு

A  =
2
3

6
9

-
-  = 0

A என்பது பூச்சியக்்கா்்வ அணி.  
என்்வ  A 1-  ்யக் காணஇயலாது. 

எடுதுககோடட ாடா்  

A = 
2

2

2

4

5

5

4

4

3
> H எனில் A 1-  காண்க. 

தீரவு

A  = 
2

2

2

4

5

5

4

4

3

 = 2 5
5

4

3
4 4
2

2

4

3

2

2

5

5
- +

= ( ) ( ) ( )2 15 20 4 6 8 4 10 10- - - + -

A33 = (–1)3+3M33 = 1

0

2

1
1 0 1=

-
= - =

[Aij] = 
0

3

3

0

12

0

4

7

1

- -> H

Adj A = Aij
T6 @

 = 
0

0

4

3

12

7

3

0

1

-

-> H

1.2.4 ந�ரமைோறு அணி 
A என்பது ்வரி்ே n  உ்டய 

பூச்சியமற்ை ்கா்்வ அணி என்க. AB=BA =I   
(I என்பது n ்வரி்ே அலகு அணி) எனுமாறு 
ஒரு அணி B –ஐ காண முடிந்தால் B ஆனது 
A இன் ்ேரமாறு அணி எனப்படும். A இன் 
்ேரமாறு அணி்ய A 1- என எழு்தலாம். 
இப்்பாது,  A (adj A) = (adj A)A = A  I

(  A A adj A
1
c m   = A adj A

1
c mA = I

(  AB = BA = I  இஙகு  B  = 
A
adjA

1

A
A
adjA

11 =-

குறிப்பு
(i) B என்பது A இன் ்ேரமாறு எனில் A 

என்பது B இன் ்ேரமாறு ஆகும்
அ்தா்வது B A A B1 1&= =- -

(ii) AA A A I1 1= =- -

(iii) ஓர அணிக்கு ் ேரமாறு இருக்குமானால் 
அது ஒரு்மத் ்தன்்ம ்வாய்ந்த்தாகும்.  
அ்தா்வது எந்த அணிக்கும் ஒன்றுக்கு 
்மற்பட்ட ்ேரமாறுகள் இருக்காது  

(iv) A–1 –ன் ்வரி்ேயும், A –ன் ்வரி்ேயும் 
ேமமாக இருக்கும்.

(v) I I1 =- , இஙகு I என்பது அலகு 
அணியாகும்.

(vi) ( )AB B A1 1 1=- - -       (vii) A A
11 =-
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11அணிகளும் அணிக்கோவைகளும்

 k

k

k

k

8 2

4

12 3

8 2

0

0

0

0
&
-

-

-

-
== =G G

 k4 0& - =

 &  k = 4

 A  = 2
1

3

2

  = 4 – 3 = 1 0!
`  A 1-

 ்யக் காணஇயலும்.

 adj A = 2
1

3

2-

-= G

 A 1-  = 
A
adjA

1

  = 
1
1 2

1

3

2-

-= G = 2
1

3

2-

-= G

எடுதுககோடட ாடா் 

A= 1
1

2

1
= G, B = 0

1

1

2

-= G எனில்,  

( )AB B A1 1 1=- - -  எனக் காட்டுக
தீரவு

்தைவு A  = 1
1

2

1
1 2 1 0!= - =-

`  A 1-

 ்யக் காணஇயலும்.

B  = 0
1

1

2
0 1 1 0!

-
= + =

 B 1- ்யக் காணஇயலும்.

  AB = 1
1

2

1

0

1

1

2

-= =G G = 2
1

3

1
= G

AB  = 2
1

3

1

 = 1 0!-

( )AB 1- ்யக் காணஇயலும்.

 adj(AB) = 1

1

3

2-

-= G

 ( )AB 1-  = ( )
AB
adj AB

1

  = 
1
1 1

1

3

2- -

-= G

  = 1

1

3

2

-

-
= G … (1)

= ( ) ( ) ( )2 5 4 2 4 0- - - +

= 10 8 0- + +  = 2 0!-

A என்பது பூச்சியமற்ை ்கா்்வ அணி 
ஆ்கயால், A 1-  ்யக் காணஇயலும்.
 ; ;A A A5 8 411 21 31= - = =-

 ; ;A A A2 2 012 22 32= =- =

 ; ;A A A0 2 213 23 33= =- =

 Aij6 @ = 
5

8

4

2

2

0

0

2

2

-

-

- -> H

adj A = 
5

2

0

8

2

2

4

0

2

-

-

-

-

> H

    A 1-  = 
A
adjA

1  = 
2
1

5

2

0

8

2

2

4

0

2
-

-

-

-

-

> H

 = 
2
5

1
0

4
1
1

2
0
1

-
-

-

R

T

SSSSSSSSSS

V

X

WWWWWWWWWW
எடுதுககோடட ாடா் 

2

1

3

2
A = = G எனில்  A kA I O2

2- + =  
என்ை ேமன்பாட்்ட நி்ைவு ்ேய்யும் k –ன் 
மதிப்்பக் காண்க. ்மலும் A 1-  காண்க. 
தீரவு

 A = 2
1

3

2
= G

 A2  = A.A

  = 2

1

3

2

2

1

3

2
= =G G

  = 7

4

12

7
= G

்தைவு A kA I O2
2- + =

7

4

12

7

2

1

3

2

1

0

0

1

0

0

0

0
k& - + == = = =G G G G

 7 2 1

4 0

12 3 0

7 2 1

k

k

k

k
&

- +

- +

- +

- +
= G= 0

0

0

0
= G
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 = 
35
1
35

0

0

0

35

0

0

0

35
> H

 = 
1

0

0

0

1

0

0

0

1
35
35 > H 

 = 
1

0

0

0

1

0

0

0

1
> H   =    I

BA = B =

− −

− −

−























4

35

11

35

5

35

1

35

6

35

25

35

6

35

1

35

10

35

35
4

35
1

35
6

35
11

35
6

35
1

35
5

35
25

35
10

1

4

1

3

2

2

7

3

1

-

- -

-

-

R

T

S
S
S
S
S
S

>

V

X

W
W
W
W
W
W

H

 = 
35
1

4

1

6

11

6

1

5

25

10

1

4

1

3

2

2

7

3

1

-

- -

-

-
> >H H 

 = 
35
1
35

0

0

0

35

0

0

0

35
> H = 

1

0

0

0

1

0

0

0

1
35
35 > H

 = 
1

0

0

0

1

0

0

0

1
> H = I

AB = BA = I

ஆ்கயால் A மற்றும் B அணிகள் 
ஒன்றுக்்கான்று ்ேரமாறு ஆகும்.

பயிறசி ாட்

1. 2

1

3

4
A = = G எனில் A இன் ்ேரப்பு அணி 
காண்க.

2. 
1

1

1

3

4

3

3

3

4

A = > H எனில் A(adj A) = |A| I  

என்ப்்த ேரிபாரக்க, ்மலும் A 1-  
காண்க.

3. கீ்ழ ்காடுக்கப்பட்டுள்ை அணிகளுக்கு 
்ேரமாறு அணி காண்க.

 (i) 1
2

1

3

-= G  (ii) 3

1

1

3-
= G 

 adj A = 1

1

2

1-

-= G 

 A 1-  = 
A
adjA

1

  = 1
1 1

1
2
1- -
-= G

  = 1

1

2

1

-

-
= G

 adj B  = 2

1

1

0-
= G

 B 1-  = 
B
adjB

1

  = 
1
1 2

1

1

0-
= G

  = 2

1

1

0-
= G

 B A1 1- -  = 2

1

1

0

1

1

2

1-

-

-
= =G G

  = 1

1

3

2

-

-
= G … (2)

(1) மற்றும்  (2) லிருநது  ( )AB B A1 1 1=- - -

ஆகும்.

எடுதுககோடட ாடா் 

1

4

1

3

2

2

7

3

1

A = > H  மற்றும் B =

− −

− −

−























4

35

11

35

5

35

1

35

6

35

25

35

6

35

1

35

10

35

 

என்ை அணிகள் ஒன்றுக்்கான்று ்ேரமாறு 
எனக்காட்டுக.

தீரவு

AB = 
1
4
1

3
2
2

7
3
1

35
4

35
1

35
6

35
11

35
6

35
1

35
5

35
25

35
10

-

- -

-

-

R

T

S
S
SS

R

T

S
S
S
S
S
SS

V

X

W
W
WW

V

X

W
W
W
W
W
WW

B =

− −

− −

−























4

35

11

35

5

35

1

35

6

35

25

35

6

35

1

35

10

35

 = 
1
4
1

3
2
2

7
3
1

35
1

4
1
6

11
6
1

5
25
10

-

- -

-

-

R

T

S
S
SS

R

T

S
S
SS

V

X

W
W
WW

V

X

W
W
WW
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13அணிகளும் அணிக்கோவைகளும்

அேமபடித்்தான n ்ேரிய ேமன்பாடுகளின் 
்்தாகுப்்ப எடுத்துக்்காள்்்வாம்.

+ + ...a x a x a x bn n11 1 12 2 1 1+ =

+ + ...a x a x a x bn n21 1 22 2 2 2+ =  
………………………………

………………………………

...a x a x a x bm m mn n m1 1 2 2+ + + =

இ்த்ன 

....
...

... ... .. .. ... ...

... ... .. .. ... ...
...

.

.
.
.

a a a
a a a

a a a

x
x

x

b
b

b

n

n

m m mn n m

11 12 1

21 22 2

1 2

1

2

1

2

=

R

T

S
S
S
S
S
SS

R

T

S
S
S
S
S
SS

R

T

S
S
S
S
S
SS

V

X

W
W
W
W
W
WW

V

X

W
W
W
W
W
WW

V

X

W
W
W
W
W
WW

என்ை அ்மப்பில் எழு்தலாம். 

இவ்வாைாக AX = B … (1) என்கிை 
அணி ேமன்பாட்்ட அ்டகி்ைாம்.

A = 

.....
.....

.. ... .... .... .....

.. ... .... .... .....
....

a a a
a a a

a a a

n

n

m m mn

11 12 1

21 22 2

1 2

R

T

S
S
S
S
S
SS

V

X

W
W
W
W
W
WW

; X = .
.

x
x

xn

1

2

R

T

S
S
S
S
S
SS

V

X

W
W
W
W
W
WW

 மற்றும் B = .
.

b
b

bm

1

2

R

T

S
S
S
S
S
S
S

V

X

W
W
W
W
W
W
W

ேமன்பாடு (1) லிருநது 

X = A–1B

எடுதுககோடட ாட்ட 
்ேரமாறு அணி மு்ையில் தீரக்க:

2x + 5y = 1

3x + 2y = 7

தீரவு 

x

y

2

3

5

2
= =G G = 1

7
= G  என எழு்தலாம்

 AX = B

 X = A–1B

A = 2
3

5

2
= G, X = x

y
= G மற்றும் B = 1

7
= G

 (iii) 
1

0

0

2

2

0

3

4

5
> H (iv) 

3

2

1

5

3

4

4

1

6

-

-

-

-

-

-
> H

4. A
2

1

3

6
=

-
= G மற்றும் B

1

1

4

2
=
-

-
= G 

எனில், adj (AB) = (adj B)(adj A) 
என்ப்்த ேரிபாரக்க

5. A

2

2

9

2

3

1

2

0

5

=

-

> H எனில்,  (adj A)A = O 

எனக் காட்டுக.

6. A

1

4

4

2

3

4

2

4

5

=

-

-

-

-

> H எனில், A இன் 

்ேரமாறு அணி A எனக் காட்டுக.

7. A

1

2

1

0

1

1

3

1

1

1 =

-

-- > H எனில், A ஐக் காண்க.

8. 
2

1

1

2

3

2

1

1

2

A = > H மற்றும் B
5
4

5
1

5
1

5
2

5
3

5
2

5
1

5
1

5
4

= -

-

-

-

-

-

R

T

S
S
S
S
S
S

V

X

W
W
W
W
W
W

 

என்ை அணிகள் ஒன்றுக்்கான்று 
்ேரமாறு ஆகும் எனக் காட்டுக.

9. 3

2

7

5
A = = G மற்றும் 6

7

8

9
B = = G எனில், 

( )AB B A1 1 1=- - -  என்ப்்த ேரிபாரக்க.

10. 
1

2

9

1

7

3

4

11

m> Hஎன்ை அணிக்கு ்ேரமாறு 

இல்்ல எனில் m  இன் மதிப்பு காண்க.

11. X

8

5

10

1

1

1

3

2

4

= -

-

-

-

-
> H, Y

p q

2

0

5

1

2

1

1=

-

> H மற்றும், 

Y X 1= -  எனில் p,q –ன் மதிப்புக்ைக் 
காண்க.

1.2.5 ந�ரமைோறு அணி கோணல் 
முவ்றயில் ந�ரிய ைமைன்போட 
பதோகுப்பின் தீரவு கோணல் 
, , ...,x x xn1 2  என்ப்்வ மதிப்பிட ்்வண்டிய 

n மாறிகள் என்க. இம் மாறிகளில் அ்மந்த 
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14 11 ஆம் வகுப்பு வணிகக் கணிதம் மற்றும் புள்ளியியல்

A11 = –1 A12 = –8 A13 = –10

A21 = –5 A22 = –6 A23 = 1

A31 = –1 A32 = 9 A33 = 7

 [Aij] = 
1

5

1

8

6

9

10

1

7

-

-

-

-

-

-

> H 

 adj A = [Aij]
T

  = 
1

8

10

5

6

1

1

9

7

-

-

-

-

-

-

> H

 A–1 = 
A
adjA

1

  = 
17
1

1

8

10

5

6

1

1

9

7

-

-

-

-

-

-

-

> H
 X = A–1B

  = 
17
1

1

8

10

5

6

1

1

9

7

8

1

4

-

-

-

-

-

-

-

> >H H

  = 
17
1

17

34

51

-

-

-

-
> H = 

1

2

3
> H

 
x

y

z
> H = 

1

2

3
> H

x = 1, y = 2 மற்றும் z = 3

எடுதுககோடட ாட்் 

4 கி்லா ் ்வஙகாயம்,  3 கி்லா ் காது்ம 
மற்றும் 2 கி்லா அரிசியின் ் மாத்்த வி்ல ̀ 320,  
2 கி்லா ்்வஙகாயம், 4 கி்லா ்காது்ம, 
6 கி்லா அரிசியின் ்மாத்்த வி்ல `560,  
6 கி்லா ்்வஙகாயம், 2 கி்லா ்காது்ம 
மற்றும் 3 கி்லா அரிசியின் ்மாத்்த வி்ல 
`380 எனில், ்ேரமாறு அணி மு்ையில் ஒரு 
கி்லாவிற்கான ்பாருள்களின் வி்ல்ய 
காண்க.
தீரவு 

ஒரு கி்லா ்்வஙகாயம், ்காது்ம, 
அரிசியின் வி்லகள் மு்ை்ய  x, y, z என்க.

 A  = 2
3

5

2

  = –11 ]  0 
 A–1 ்யக் காணஇயலும்.

 adj A = 2
3

5

2-

-= G

 A–1 = 
A
adjA

1

  = 
11
1 2

3

5

2- -

-= G

 X = A–1B

  = 
11
1 2

3

5

2

1

7- -

-= =G G

  = 
11
1 33

11
-

-= G = 3

1-
= G

 x

y
= G = 3

1-
= G

 x = 3, y = –1

எடுதுககோடட ாட்ா  

்ேரமாறு அணிமு்ையில் தீரக்க:

; ;x y z x y z x y z3 2 3 8 2 1 4 3 2 4- + = + - = - + =

; ;x y z x y z x y z3 2 3 8 2 1 4 3 2 4- + = + - = - + =

தீரவு 

்தைவு 
x

y

z

3

2

4

2

1

3

3

1

2

-

-

-> >H H = 
8

1

4
> H

இ்த்ன AX = B என்று எழு்தலாம்

X = A–1B

இஙகு A = 
3

2

4

2

1

3

3

1

2

-

-

-> H, X = 
x

y

z
> H மற்றும் B = 

8

1

4
> H

 A  = 
3

2

4

2

1

3

3

1

2

-

-

-

  = –17 ]  0 

A–1 ்யக் காணஇயலும்.
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15அணிகளும் அணிக்கோவைகளும்

  = 
5
1
0 280 380

960 0 760

640 560 380

- +

+ -

- + +
> H 

  = 
5
1
100

200

300
> H

  
x

y

z
> H = 

20

40

60
> H

x = 20,  y = 40, z = 60

ஒரு கி்லா ்்வஙகாயத்தின் வி்ல = `20

ஒரு கி்லா ்காது்மயின் வி்ல = `40

ஒரு கி்லா அரிசியின் வி்ல = `60

பயிறசி ாட்

1. ்ேரமாறு அணிமு்ையில் தீரக்க:   
2x + 3y – 5 = 0 ; x – 2y + 1 = 0

2. ்ேரமாறு அணிமு்ையில் தீரக்க:

(i) 3x – y + 2z = 13; 2x + y – z = 3;  
x + 3y – 5z = –8

(ii)  x – y + 2z = 3; 2x + z = 1;  
3x + 2y + z = 4

(iii)  2x – z = 0 ; 5x + y = 4 ; y + 3z = 5

3. இைவி என்கிை விற்ப்னயாைர ்்வவ்்வறு 
்தைகு வீ்தஙக்ையு்டய A, B, C  என்ை 
மூன்று ்பாருட்க்ை 2009 ஆண்டின் ேன்வரி, 
பிப்ை்வரி மற்றும் மாரச் மா்தஙகளில் விற்ப்ன 
்ேய்்த்தற்கான வி்வைஙகள் கீ்ழயுள்ை 
அட்ட்வ்ணயில் ்காடுக்கப்பட்டுள்ைன

மைோதஙகள் விறபவை பையத 
அ்லகுகள் பபற்ற 

பமைோுத தைகு 
(ரூபோயில்) A           B           C  

ேன்வரி  9           10           2 800
பிப்ை்வரி 15           5            4 900

மாரச்  6           10           3 850

A, B, C என்ை மூன்று ்பாருட்களுக்கான 
்தைகு வீ்தத்்்த ்ேரமாறு அணி மு்ையில் 
காண்க.

4x + 3y + 2z = 320

2x + 4y + 6z = 560 

6x + 2y + 3z = 380

இ்த்ன
x

y

z

4

2

6

3

4

2

2

6

3
> >H H = 

320

560

380
> H என எழு்தலாம்.

 AX = B

இஙகு, A = 
4

2

6

3

4

2

2

6

3
> H, X = 

x

y

z
> H மற்றும் B = 

320

560

380
> H

A  = 
4

2

6

3

4

2

2

6

3

 = 50 ]  0 

A–1 ்யக் காணஇயலும்.
A11 = 0 A12 = 30 A13 = –20

A21 = –5 A22 = 0 A23 = 10

A31 = 10 A32 = –20 A33 = 10

 [Aij] = 
0

5

10

30

0

20

20

10

10

-

-

-

> H 

 adj A = [Aij]
T

  = 
0

30

20

5

0

10

10

20

10-

-

-> H

 A–1 = 
A
adjA

1

  = 
50
1

0

30

20

5

0

10

10

20

10-

-

-> H

 X = A–1B

  = 
50
1

0

30

20

5

0

10

10

20

10-

-

-> H 
320

560

380
> H

  = 
5
1

0

30

20

5

0

10

10

20

10

32

56

38-

-

-> >H H
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1.3  உள்ளீட – பைளியீட பகுப்போயவு 
(Input – Output Analysis)

 ்பைாசிரியர ்்வஸ்லி W. லி்யான்டிப் 
என்ப்வைால் உள்ளீடு – ்்வளியீடு பகுப்பாய்வு 
என்ை உத்தி கண்டறியப்பட்டது.  உள்ளீடு – 
்்வளியீடு பகுப்பாய்வு என்பது ்பாருைா்தாைப் 
பிரிவுகளுக்கு இ்ட்யயான இ்ணச் 
ோரபுக்ை அடிப்ப்டயாகக் ்காண்ட 
்பாருைா்தாை பகுப்பாய்வு அ்மப்பாகும்.  
இந்த மு்ையானது ்பரும்பாலும் ்ேரி்ட 
அல்லது எதிரி்ட ்பாருைா்தாை அதிரவுகளின் 
வி்ைவுக்ை கணக்கிட பயன்படுகிைது. 
்மலும் ் பாருைா்தாைம் முழு்வதிலும் ஏற்படகூடிய 
சிற்ை்ல வி்ைவுக்ை பகுப்பாய்வு ்ேய்ய 
பயன்படுகிைது.
 உள்ளீடு – ்்வளியீடு பகுப்பாய்வு 
உள்ளீடு-்்வளியீடு அட்ட்வ்ணக்ை 
அடிப்ப்டயாகக் ் காண்ட்தாகும்.   ் பாருைா்தாை 
கட்ட்மப்பில் உள்ை ்்தாழிற்ோ்லகளுக்கு 
சுழற்சி மு்ையில் அளிக்கப்படும் வி்வைஙகள் 
நி்ை மற்றும் நிைல்கைாக அட்ட்வ்ணயில் 
்தைப்பட்டுள்ைன. ஒவ்்வாரு நி்ை மற்றும் 
நிைல்களின் ்த்லப்பில் ்்தாழிற்ோ்லகள் 
்வ்கப்படுத்்தப்படுகிைது.  ஒவ்்வாரு நிைலில் 
உள்ை வி்வைம் ்்தாழிற்ோ்ல உற்பத்தியில் 
பயன்படுத்்தக் கூடிய உள்ளீடுகளின் அைவி்ன 
்்தாடரபுப்படுத்துகிைது.  உ்தாைணத்திற்கு 
்மாட்டார உற்பத்தியில், நிைல், ்மாட்டார 
கட்ட்மப்பிற்கு ்்த்்வயான ்வைஙக்ை 
குறிக்கிைது. (அ்தா்வது இரும்பு, அலுமினியம், 
பிைாஸ்டிக், மின்னணுக்கள் மற்றும் பல) 
உள்ளீடு மற்றும் ்்வளியீடு மாதிரிகள் 
ஒரு ரூபாய் மு்தலீடு அல்லது உற்பத்திக்கு 
்்த்்வயான உ்ழப்பின் அை்்வ 
குறிப்ப்தற்குத்  ்தனியாக அட்ட்வ்ணக்ைக் 
்காண்டிருக்கும்.
 A1 மற்றும் A2 என்ை இரு 
்்தாழிற்ோ்க்ைக் ்காண்ட எளி்மயான 
்பாருைா்தாைக் கட்ட்மப்பு ஒன்்ை 
கருது்்வாம். அந்த ்்தாழிற்ோ்லகள் 

4. A, B, C  என்ை மூன்று ்பாருட்களின் 
வி்ல்ய ஒரு அலகிற்கு மு்ை்ய x, y 
மற்றும் z என்க.  P என்ப்வர 4 அலகு C –்ய 
்வாஙகுகிைார. 3 அலகு A மற்றும் 5 அலகு  
B ் ய விற்ப்ன ் ேய்கிைார.  Q என்ப்வர  3 
அலகு B ் ய ்வாஙகுகிைார.  ் மலும் 2 அலகு 
A ்யயும் 1 அலகு C ்யயும் விற்ப்ன 
்ேய்கிைார.  R என்ப்வர  1 அலகு A ்ய 
்வாஙகுகிைார.  ்மலும் 4 அலகு B ்யயும் 
6 அலகு C ்யயும் விற்ப்ன ்ேய்கிைார. 
்மற்கண்ட்வற்றில் P,Q,R என்ப்வரகள் 
மு்ை்ய ஈட்டியத் ்்தா்க `6,000,  
`5,000, `13,000 எனில் A,B மற்றும் C ன் 
ஒரு அலகிற்கான வி்ல்யக் ்ேரமாறு 
அணி மு்ையில் காண்க. 

5. மூன்று எண்களின் கூடு்தல் 20. மு்தல் 
எண்்ண 2 ஆல் ்பருக்கி, இைண்டா்வது 
எண்்ணக் கூட்டி, மூன்ைா்வது 
எண்்ணக் கழிக்க, கி்டக்கும் மதிப்பு 
23 ஆகும். மு்தல்  எண்்ண மூன்ைால் 
்பருக்கி ்வரும் மதிப்புடன் இைண்டு மற்றும் 
மூன்ைாம் எண்க்ைக் கூட்ட கி்டக்கும் 
மதிப்பு 46 எனில் அந்த எண்க்ை 
்ேரமாறு அணிமு்ையில் காண்க.

6. ஒரு அலு்வலகத்தில் மூன்று ்வாைஙகளில் 
்ேலவுகள் ்ேய்்த்தற்கான வி்வைஙகள் 
்தைப்பட்டுள்ைன.  மூன்று ்வாைஙகளுக்கு 
்்வவ்்வறு ்தைப்பினரின் ஊதியஙகள் 
மாைாமல் இருப்ப்தாகக் ்காள்்்வாம். 
ஒவ்்வாரு ்தைப்பினரின் ஊதியத்்்தயும் 
்ேரமாறு அணி மு்ையில் கணக்கிடுக.

ைோைஙகள்

ஊழியரகளின் 
எண்ணிகவக

ைோைுதிறகு 
பமைோுத 
பை்லவு

(`)A B C

1 ்வது ்வாைம் 4 2 3 4900

2 ்வது ்வாைம் 3 3 2 4500

3 ்வது ்வாைம் 4 3 4 5800
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17அணிகளும் அணிக்கோவைகளும்

என்்வ ேமன்பாடுகள் (1) ் ய கீழகண்ட்வாறு 
எழு்தலாம்.

 b11x1+ b12x2+ d1 = x1

 b21x1+ b22x2+ d2 = x2 

 இ்வற்்ைக் கீழகண்ட்வாறு மாற்றி 
எழு்தலாம்.
 b x b x1 11 1 12 2- -^ h  = d1

 1b x b x2221 1 2- + -^ h  = d2

இ்வற்றின் அணி அ்மப்பு

     b

b

b

b

x

x

1

1
11

21

12

22

1

2

-

-

-

-
= =G G = d

d
1

2

= G

      b

b

b

b

x

x

1

0

0

1
11

21

12

22

1

2

-e eo o = G) 3  = d
d
1

2

= G

 (1–B)X = D  ஆகும்

இஙகு  B = ,
b

b

b

b
I
1

0

0

1
11

21

12

22

== =G G

 X = ,
x

x
D

d

d
1

2

1

2

== =G G

X=(I–B)-1D

இஙகு அணி  B என்பது ்்தாழில்நுட்ப 
அணி [Technology Matrix] எனப்படும்.

1.3.1  ஹோககின்ஸ்-வைமைன் 
நிபநதவைகள்

்பாருைா்தாைக் கட்ட்மப்பு ்ேயல்படும் 
்வ்கயில் இருக்க ஹாக்கின்-்ேமன் 
என்ப்வரகைது கீழக்கண்ட இரு நிபந்த்னகள் 
நி்ைவு ்ேய்யப்பட ்்வண்டும்.

B என்பது ்்தாழில்நுட்ப அணி எனில்,
(i)  I – B அணியின் மு்தன்்ம மூ்லவிட்ட 

உறுப்புகள் மி்க எண்கைாக இருக்க 
்்வண்டும்.

(ii) I B-  மி்க எண்ணாக இருக்க 
்்வண்டும்.

ஒவ்்வான்றும் ஒ்ை வி்தமான ்பாரு்ை 
மட்டு்ம உற்பத்திச் ்ேய்்வ்தாகக் ்காள்்்வாம்.  
ஒவ்்வாரு ்்தாழிற்ோ்லயும் ்தனது 
்ேயல்பாட்டிற்கு, ்தன் உற்பத்தியில் ஒரு 
பகுதி்யயும், ஏ்னய்வற்றிற்கு மற்ை 
்்தாழிற்ோ்லயின் உற்பத்தி்யயும் 
பயன்படுத்திக் ் காள்கிைது.  இவவி்தமாக அ்்வ 
ஒன்்ை்யான்று ோரநது ்ேயல்படுகின்ைன. 
்மலும் உற்பத்தி முழு்வதும் நுகைப்படு்வ்தாகக் 
்காள்்்வாம்.  அ்தா்வது ஒவ்்வாரு 
்்தாழிற்ோ்லயில் ்மாத்்த உற்பத்தியும் 
அ்தன் ்்த்்வயும், மற்ை ்்தாழிற்ோ்லகளின் 
்்த்்வ்யயும், ் ்வளியாரின் ் ்த்்வ அ்தா்வது 
இறுதித் ்்த்்வ்யயும் ேரியாக நி்ைவு 
்ேய்யுமாறு அ்ம்வ்தாகக் ்காள்்்வாம்.
 ்பாருைா்தாைக் கட்ட்மப்பு மாைாதிருக்கும் 
்பாது இரு ்்தாழிற்ோ்லகளின் ்தற்்பா்்தய 
உற்பத்தி அைவுகளின் வி்வைஙகள் அடிப்ப்டயில், 
்்வளியாரின் ்்த்்வயின் மாற்ைத்திற்கு 
ஏற்ைபடி  உற்பத்தி அைவுகள் எந்த அைவில் 
இருக்க ்்வண்டும் என்ப்்தக் காணு்வ்்த ேமது 
்ோக்கமாகும்.

 aij  என்பது  Aj ஆல் பயன்படுத்்தப்படும் 
Ai  இன் உற்பத்தியின் ரூபாய் மதிப்பு என்க. 
இதில்   i, j = 1, 2

 x1 மற்றும்  x2  என்பன மு்ை்ய  A1 
மற்றும்  A2 இன் ்தற்்பா்்தய உற்பத்திகளின் 
ரூபாய் மதிப்புகள் என்க.
 d1 மற்றும்  d2  என்பன மு்ை்ய  A1 
மற்றும்  A2 இன் உற்பத்திக்கான இறுதித் 
்்த்்வகளின் ரூபாய் மதிப்புகள் என்க.
 இ்வற்றின் ்வாயிலாக ோம் அ்மக்கும் 
ேமன்பாடுகள்
a11+ a12+ d1 = x1; a21+ a22+ d2 = x2 ... (1)

்மலும்  bij = 
x
a
j

ij  i, j = 1, 2  என்க

அ்தா்வது

b11 = ; ; ;
x
a

b
x
a

b
x
a

b
x
a

1

11
12

2

12
21

1

21
22

2

22= = =
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18 11 ஆம் வகுப்பு வணிகக் கணிதம் மற்றும் புள்ளியியல்

தீரவு 

a11 = 500 a12 = 1600 x1 = 2500

a21 = 1750 a22 = 1600 x2 = 8000

b11 = 0.20
x
a

2500
500

1

11 = = ;

b12 = 0.20
x
a

8000
1600

2

12 = =

b21 = 0. 0
x
a

2500
1750

7
1

21 = = ;

b22 = 0.20
x
a

8000
1600

2

22 = =

்்தாழில்நுட்ப அணி = .
.

.

.

0 2

0 7

0 2

0 2
= G

I – B = 1
0

0

1
= G – .

.

.

.

0 2

0 7

0 2

0 2
= G

 = .

.

.

.

0 8

0 7

0 2

0 8-

-= G 
மு்தன்்ம மூ்லவிட்ட உறுப்புகள் 

மி்கயாக உள்ைது

இப்்பாழுது, I B-  = .

.

.

.

0 8

0 7

0 2

0 8-

-

  = (0.8)(0.8)–(–0.7)(–0.2)

  = 0.64 – 0.14 

  = 0.50 >0

I B-  இன்  மு்தன்்ம மூ்லவிட்ட 
உறுப்புகள் மி்கயாக உள்ைது. ்மலும்  
|I–B| என்பது மி்க. ஹாக்கின்ஸ்-்ேமன் 
(Hawkins-simon) இரு நிபந்த்னகளும் 
நி்ைவு ்ேய்யப்பட்டுள்ைது.  என்்வ இந்த 
்பாருைா்தாைக் கட்ட்மப்பு ்ேயல்படும் 
்வ்கயில் உள்ைது.

எடுதுககோடட ாட்் 
ஒரு ்பாருைா்தாை அ்மப்பில் P1 

மற்றும் P2 என்ை இரு ்்தாழிற்ோ்லகள் 
உள்ைன.  அ்வற்றின் ்்த்்வ மற்றும் அளிப்பு 
நில்வைம் (ரூபாய் ்காடிகளில்) கீழ்வரும் 
அட்ட்வ்ணயில் ்காடுக்கப்பட்டுள்ைது.

எடுதுககோடட ாட்் 
இரு ்்தாழிற்ோ்லக்ையு்டய ்பாருைா்தாை 
அ்மப்பின் ்்தாழில்நுட்ப அணி

.

.

.

.

0 8

0 9

0 2

0 7
= G எனில் ஹாக்கின்ஸ்-்ேமன் 

நிபந்த்னகளின்படி அது ் ேயல்படும் ்வ்கயில் 
உள்ை்தா என்று கண்டுபிடிக்க.
தீரவு 

 B = .
.

.

.

0 8

0 9

0 2

0 7
= G

 I – B = 1
0

0

1
= G – .

.

.

.

0 8
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  = .
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.
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-= G

 I B-  = .

.

.

.

0 2

0 9

0 2

0 3-

-

  = (0.2)(0.3)–(–0.2)(–0.9)

  = 0.06 – 0.18

  = –0.12 < 0

I B-  என்பது கு்ை எண்.
ஃஹாக்கின்ஸ்-்ேமன் [Hawkins-simon] 
நிபந்த்னகள் நி்ைவு ்ேய்யப்படவில்்ல. 
என்்வ ்பாருைா்தாைக் கட்ட்மப்பு 
்ேயல்படும் ்வ்கயில் இல்்ல.

எடுதுககோடட ாட்் 
2016 ஆம் ஆண்டின் இைண்டு 

்்தாழிற்ோ்லகளின் பரி்வரத்்த்னகளின், 
்பாருைா்தாைக் கட்ட்மப்பின் வி்வைம் கீ்ழ 
்காடுக்கப்பட்டுள்ைது.

பதோழிறைோவ்ல 1 2 இறுதி 
நதவை

பமைோுத 
உறபுதி

1 500 1,600 400 2,500

2 1,750 1,600 4,650 8,000

்்தாழிலாைரகள் 250 4,800 - -

்்தாழில்நுட்ப அணி்யக் கண்டுபிடித்து,  இந்த 
்பாருைா்தாைக் கட்ட்மப்பு ஹாக்கின்ஸ்-
்ேமன் நிபந்த்னகளின் படி ்ேயல்படும் 
்வ்கயில் உள்ை்தா என ேரிபாரக்க.
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(I–B)–1 = ( )
I B

adj I B
1
-

-

(|I – B|≠0, என்ப்தால் (I – B)–1 கி்டக்கப்்பறும்)

  = ( )adj I B1
30
7 -

  = 
7
30 2
1

5
2
12
5

5
4

R

T

S
S
SS

V

X

W
W
WW
 = 
7
1 15

12
2
25

24
> H

தீரவு = X = (I–B)–1D, இஙகு D = 35
42
= G

 = 
7
1 15

12
2
25

24

35

42

150

204
=> = =H G G

P1 –ன் உற்பத்தி `150 ்காடியாகவும், 
P2 –ன் உற்பத்தி `204 ்காடியாகவும் இருக்க 
்்வண்டும்.

எடுதுககோடட ாட்் 
ஒரு ்பாருைா்தாை கட்ட்மப்பில் 

நிலக்கரி மற்றும் இரும்பு உற்பத்தி 
்ேய்யப்படுகின்ைன. இைண்டு ்பாருட்களும் 
ஒவ்்வான்றின் உற்பத்தியில் இ்டஉள்ளீடாக 
பயன்படுகிைது. ஒரு டன் இரும்பு உற்பத்திக்கு 
0.4 டன் இரும்பு மற்றும் 0.7 டன் நிலக்கரி 
்்த்்வப்படுகிைது. இவ்வா்ை  ஒரு டன் நிலக்கரி 
உற்பத்திக்கு 0.1 டன் இரும்பு மற்றும் 0.6 டன் 
நிலக்கரி  ்்த்்வப்படுகிைது. எந்த ஒரு உள்ளீடு 
மூல்தனமும் ்்த்்வப்படவில்்ல. இந்த 
அ்மப்பு ்ேயல்படும் நி்லயில் உள்ை்தாக 
நீஙகள் கருதுகிறீரகைா? ஒரு டன் இரும்பு 
மற்றும் ஒரு டன் நிலக்கரி உற்பத்தி ்ேய்யத் 
்்த்்வப்படும் ்்வ்ல ோட்கள் மு்ை்ய 5 
மற்றும் 2.  ் பாருைா்தாை கட்ட்மப்பில் 100 டன்  
நிலக்கரியும் 50 டன் இரும்பும் உற்பத்தி ்ேய்ய 
்்வண்டும் எனில் ்மாத்்த உற்பத்தி ்ேய்யத் 
்்த்்வப்படும் ்்தாழிலாைர ோட்களின் 
எண்ணிக்்க்யக் காண்க.

தீரவு

இரும்பு நி்லககரி இறுதி நதவை
இரும்பு 0.4 0.1 50
நிலக்கரி 0.7 0.6 100
்்தாழிலாைர 
ோட்கள் 5 2 -

உறபுதியோளர 
பிரிவு

உபநயோகிப்நபோர 
பிரிவு

P1                    P2

இறுதிு 
நதவை

பமைோுத 
உறபுதி

P1 10              25 15 50
P2 20              30 10 60

P1 –ன் இறுதித் ் ்த்்வயானது 35க்கும் 
P2 –ன் இறுதித் ்்த்்வ 42 க்கும் மாறும்்பாது 
உற்பத்திக்ைக் கணக்கிடுக.

தீரவு
a11 = 10 a12 = 25 x1 = 50

a21 = 20 a22 = 30 x2 = 60

b11 = x
a

50
10

5
1

1

11 = = ;   b12 = x
a

60
25

12
5

2

12 = =

b21 = x
a

50
20

5
2

1

21 = = ;   b22 = x
a

60
30

2
1

2

22 = =

்்தாழில்நுட்ப அணி, B = 5
1

5
2
12
5

2
1

R

T

S
S
SS

V

X

W
W
WW

I – B = 1
0

0

1
= G – 5

1

5
2
12
5

2
1

R

T

S
S
SS

V

X

W
W
WW

 = 5
4

5
2

12
5

2
1-

-
R

T

S
S
SS

V

X

W
W
WW

மு்தன்்ம மூ்லவிட்ட உறுப்புகள் 
மி்கயாக உள்ைது.

   I B-  = 5
4

5
2

12
5

2
1-

-
 

   = 0
30
7 2

(I – B) இன் மு்தன்்ம மூ்லவிட்ட 
உறுப்புகள் மி்கயாக உள்ைது. ்மலும்  
|I – B| யும் மி்கயாக உள்ைது.  ஹாக்கின்ஸ் 
– ்ேமன் இரு நிபந்்த்னகளும் நி்ைவு 
்ேய்யப்பட்டுள்ைன. என்்வ ்பாருைா்தாை 
கட்ட்மப்பு ்ேயல்படும் ்வ்கயில் உள்ைது.

adj (I–B) = 2
1

5
2
12
5

5
4

R

T

S
S
SS

V

X

W
W
WW
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பயிறசி ாட்

1. இரு ்்தாழிற்ோ்லகளின் ்பாருைா்தாை 
அ்மப்பின் ்்தாழில் நுட்ப அணி 

.

.
.
.

0 50
0 41

0 30
0 33= G  எனில் ஹாக்கின்ஸ் – ் ேமன் 

நிபந்த்னகளின்படி ்்தாறிழோ்லகளின் 
்ேயல்பாடு ோத்தியமான்தா என  ேரிபாரக்க. 

2. இரு ்்தாழிற்ோ்லகளின் ்பாருைா்தாை 
அ்மப்பின் ்்தாழில் நுட்ப அணி 

.
.

.
.

0 6
0 20

0 9
0 80= Gஎனில் ஹாக்கின்ஸ் – ் ேமன் 

நிபந்த்னகளின்படி ்்தாறிழோ்லகளின் 
்ேயல்பாடு ோத்தியமானா்தா என ேரிபாரக்க

3. இரு ்்தாழிற்ோ்லகளின் ்பாருைா்தாை 
அ்மப்பின் ்்தாழில் நுட்ப அணி 

.

.
.
.

0 50
0 40

0 25
0 67= Gஎனில் ஹாக்கின்ஸ் – ் ேமன் 

நிபந்த்னகளின்படி ்்தாறிழோ்லகளின் 
்ேயல்பாடு உள்ை்தா என ஆைாய்க.

4. A மற்றும்  B ஆகிய இரு ்பாருட்கள் 
உற்பத்தி ்ேய்யப்படுகிைது 0.4 டன் A 
மற்றும் 0.7 டன் B ஆகிய்்வகள்  1 டன் 
A உற்பத்தி ்ேய்ய ்்த்்வப்படுகிைது.  
அ்்த்பான்று 0.1 டன் A மற்றும் 0.7 டன்  
B ஆகிய்்வகள்  1 டன் B உற்பத்தி 
்ேய்ய ்்த்்வப்படுகிைது.  ்்தாழில் நுட்ப 
அணி்ய எழு்தவும்.  68 டன்கள்  A மற்றும் 
10.2 டன்கள் B ஆகிய்்வ ்்த்்வப்படும் 
எனில் இைண்்டயும் உற்பத்தி ் ேய்்வ்தற்கு 
்்த்்வயான ்மாத்்த அைவு காண்க.

5. இரு ்்தாழிற்ோ்லகளுக்கி்ட்ய 
உள்ை உற்பத்தி பரிமாற்ைம் கீ்ழ 
்காடுக்கப்பட்டுள்ைது.

உறபுதி 
பிரிவு 

நுகரநைோர 
பிரிவு 

உள்�ோடட 
நதவை 

பமைோுத 
பைளியீட

X        Y
X 30       40 50 120
Y 20        10 30 60

்்தாழில் நுட்ப அணி்ய கண்டுபிடிக்க 
மற்றும் ஹாக்கின்ஸ் - ் ேமன் 

்்தாழில்நுட்ப அணி B = .
.

.

.

0 4

0 7

0 1

0 6
= G

I – B = 1
0

0

1
= G – .

.

.

.

0 4

0 7

0 1

0 6
= G = .

.

.

.

0 6

0 7

0 1

0 4-

-= G

I B-  = .

.

.

.

0 6

0 7

0 1

0 4-

-

 = (0.6)(0.4)–(–0.7)(–0.1)

 = 0.24 – 0.07 = 0.17

ஹாக்கின்ஸ்-்ேமனின் இரு நிபந்த்னகளும் 
நி்ைவு ்ேய்யப்பட்டுள்ைது. என்்வ இந்த 
்பாருைா்தாைக் கட்ட்மப்பு ்ேயல்படும் ்வ்கயில் 
உள்ைது.

 adj (I–B) = .
.

.

.

0 4

0 7

0 1

0 6
= G

 (I–B)–1 = ( )
I B

adj I B
1
-

-

  = 
.
0.4

0.7

0.1

0.60 17
1 = G

X = (I–B)–1D, இஙகு D = 50
100
= G

  = 
.

.

.

.

.0 17
1 0 4

0 7

0 1

0 6

50

100
= =G G

  = 
.0 17
1 30

95
= G

  = .
.

176 5
558 8

இரும்பு ்்வளியீடு = 176.5 டன்கள்
நிலக்கரி ்்வளியீடு = 558.8 டன்கள்
்மாத்்த ்்தாழிலாைரகளின் ்்வ்ல ோட்கள்
= 5(இரும்பு ் ்வளியீடு) + 2(நிலக்கரி ் ்வளியீடு)

= 5(176.5) + 2(558.8)

= 882.5 + 1117.6 = 2000.1

-  2000 ்்தாழிலாைர ோட்கள்.
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2. 
x y
y z
z x

x
y
z

y
z
x

2
2
2

+
+
+

 இன் மதிப்பு

 (a) x y z (b) x + y + z

 (c) 2x + 2y + 2z (d) 0

3. 
2
6
1

3
0
5

5
4
7

-

-
  இல் –7 இன் இ்ணக் 
காைணி

 (a) –18 (b) 18

 (c) –7 (d) 7

4. 
1
3
2

2
1
3

3
2
1

D =  எனில், 
3
1
2

1
2
3

2
3
1

 –ன் மதிப்பு 

 (a) D (b) –D

 (c) 3D (d) –3D

5. 
a

b
c

0
0

0

0

0
0

2

  என்ை அணிக் ் கா்்வயின் 
மதிப்பு

 (a) abc (b) 0

 (c) a2 b2 c2 (d) –abc

6.  A என்பது ்வரி்ே 3 உ்டய ேதுை 
அணி எனில்  |kA| என்பது
(a) k A  (b) – k A

(c) k A3  (d) – k A3

7. adj AB] g  =  

(a) adjA adjB  (b) adjA adjBT T

(c) adjB adjA  (d) adjB adjAT T

8. 5
4

5
2

12
5

2
1-

-
f p  என்ை அணியின் ் ேரமாறு

 (a) 30
7 2

1

5
2

12
5

5
4f p  (b) 30

7 2
1

5
2

12
5

5
1-

-

f p

 (c) 7
30 2

1

5
2

12
5

5
4f p  (d) 7

30 2
1

5
2

12
5

5
4-

-

f p

நிபந்த்னகளின்படி அ்மப்பின் 
ோத்தியத்்்த ்ோதிக்கவும், உள் ்்த்்வ 
மாற்ைஙகள் மு்ை்ய 80 மற்றும் 40 
அலகு எனில் ஒவ்்வாரு பிரிவிலும் புது 
்்த்்வ்ய பூரத்தி ்ேய்்வ்தற்கான 
்மாத்்த ்்வளியீடு என்ன?

6. இரு ்பாருைா்தாை பிரிவிற்கான  
பரி்வரத்்த்ன அணி கீ்ழ 
்காடுக்கப்பட்டுள்ைது.

பிரிவு விறபவை இறுதிு 
நதவை 

பமைோுத 
உறபுதி 

1            2
1 4            3 13 20
2 5            4   3 12

(i)  ் ்தாழில் நுட்ப அணி்ய எழுதுக
(ii)  பிரிவு 1 –ன் இறுதித் ் ்த்்வயானது 

23 அலகுகள் அதிகரிக்கும் ்பாது 
உற்பத்திக்ைக் காண்க.

7. ஒரு ்்தாழிற்ோ்ல உற்பத்திப் 
பரிமாற்ைத்தின் இரு பிரிவு  X மற்றும் Y 
்காடுக்கப்பட்டுள்ைது.

உறபுதிப்  
பிரிவு

நுகரநைோர 
பிரிவு 

உள்�ோடட 
நதவை 

பமைோுத 
உறபுதி 

X           Y
X 15         10 10 35

Y  20        30 15 65

X –ன் உள்ோட்டு ்்த்்வ  12 க்கும்   
Y –ன் உள்ோட்டு ்்த்்வ 18 க்கும் 
மாறும் ்பாது ்மாத்்த உற்பத்தி காண்க.

பயிறசி ாட்

   ைரியோை விவ்டவயு நதரநபதடுது 
எழுதுக

1. x x
x

0

1

1
2
3

0
 = 0  எனில் x –ன் மதிப்புகள் 

காண்க
 (a) 0, –1 (b) 0, 1
 (c) –1, 1 (d) –1, –1
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14. A
1
1

2
4=

-
-

e o எனில் A adjA^ h என்பது

(a) 
4
1

2
1

-
-

-
-

e o  (b) 
4
1

2
1-
-

e o

(c) 
2
0

0
2e o  (d) 

0
2

2
0e o

15.  A, B என்பது பூச்சியமற்ைக்்கா்்வ 
அணி எனில், பின்்வரு்வன்வற்றுள் எது 
்த்வறு?

 (a) A I2 =  & A A1 =-

 (b) I I1 =-

 (c) AX B=  எனில், X B A1= -  

 (d)  A என்பது ்வரி்ே 3 உ்டய ேதுை 
அணி எனில்   adj A A 2=

16. x
x

y
y

z
z

5
4
3

5
4
3

5
4
3- - -

 இன் மதிப்பு

 (a) 5 (b) 4 (c) 0 (d) –3

17. ்ேரமாறு அணி உ்டய  ்வரி்ே 2 
்காண்ட அணி A எனில், det A 1-

^ h  
என்பது

 (a) det(A) (b) det A
1
] g

 (c) 1 (d) 0

18.  A என்பது 3 × 3 ்வரி்ே உ்டய அணி 
மற்றும் A 4=  எனில், A 1-  என்பது

 (a) 4
1  (b) 16

1

 (c) 2 (d) 4

19.  A என்பது ்வரி்ே 3 உ்டய ேதுை அணி 
மற்றும்  A 3=  எனில், adjA  என்பது

 (a) 81 (b) 27 (c) 3 (d) 9

20. 
x
y
z

x yz
y zx
z xy

1
1
1

2

2

2

-
-
-

 –ன் மதிப்பு

 (a) 1 (b) 0 (c) –1 (d) xyz-

9. A
a
c

b
d= e o ் மலும் ad bc 0!-  எனில், 

A 1-  என்பது

(a) ad bc
d
c

b
a

1
- -
e o

(b) ad bc
d
c

b
a

1
- e o

(c) ad bc
d
c

b
a

1
- -

-
e o

(d) ad bc
d
c

b
a

1
-

-
e o

10. உள்ளீடு–்்வளியீடு பகுப்பாய்வு 
்ேயல்படும் ்வாய்ப்பிற்கான ஹாக்கின்ஸ்-  
்ேமன் நிபந்த்னகளின் எண்ணிக்்க

 (a) 1 (b) 3 (c) 4 (d) 2

11.  உள்ளீடு – ்்வளியீடு பகுப்பாய்்்வ 
அறிமுகப்படுத்திய்வர

 (a) ேர. பிைான்சிஸ் கால்டன் 
 (b) பிஷர
 (c) ் பைாசிரியர ் ்வஸ்லி. W. லி்யான்டிப் 
 (d) ஆர்தர ்கய்லி

12.  கீ்ழ ்காடுக்கப்பட்டுள்ை அணிகளில் 
எ்தற்கு ்ேரமாறு அணி இல்்ல?

 (a) 
1
1

1
4

-
-

e o  (b) 
2
4

1
2-
-

e o

 (c) 
cos
sin

sin
cos

a

a

a

a-
e o  

 (d) 
sin
cos

sin
cos

a

a

a

a-
e o

13. 
3
5

1
2e o என்ை அணியின் ்ேரமாறு அணி

 (a) 
2
5

1
3-
-

e o  (b) 
2
1

5
3

-
-

e o

 (c) 
3
5

1
3-
-
-

e o  (d) 
3
1

5
2

-
-

e o
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4. a b
a c

ab

b c

ac
bc a b c

0
0

0
22

2

2

2

2

2 3 3 3=  என நிறுவுக.

5. A
1
3
1

1
4
1

1
7
1

=
-

R

T

SSSSSSSS

V

X

WWWWWWWW
 எனில் 

A adjA adjA A A I3= =^ ^ ]h h g  
என்ப்்த ேரிபாரக்க.

6.  A = 
3

15

5

1

6

2

1

5

2

-
-

-
-

R

T

SSSSSSSS

V

X

WWWWWWWW
 –ன் ் ேரமாறு காண்க 

7. A = 
1
2

1
3
-> H  எனில்,  A A I O4 52

2- + =  

என நிறுவுக மற்றும் A 1-  காண்க.
8.  ் ேரமாறு அணி மு்ையில் தீரக்க: 

, ,x y z x y y z2 2 0 2 1- + = - = - = . 

9. 2 கி்லா ்காது்ம மற்றும் 1 கி்லா 
ேரக்க்ையின் ்மாத்்த வி்ல `70. 
ஒரு கி்லா ்காது்ம மற்றும் 1 
கி்லா அரிசியின் ்மாத்்த வி்ல `70.  
3 கி்லா ்காது்ம, 2 கி்லா ேரக்க்ை 
மற்றும் 1 கி்லா அரிசியின் ்மாத்்த 
வி்ல `170.  எனில் ்ேரமாறு அணி 
மு்ையில் ஒவ்்வாரு ் பாருட்களின் ஒரு 
கி்லாவிற்கான  வி்ல்யக் காண்க.

10. A மற்றும் B என்ை இரு ்்தாழிற்ோ்லகளின் 
்பாருைா்தாை அ்மப்பின் வி்வைஙகள் 
(ரூபாய் ்காடிகளில்) கீ்ழ 
்காடுக்கப்பட்டுள்ைன.

உறபுதியோளர
உபநயோகிப்நபோர இறுதிு 

நதவை
பமைோுத 

உறபுதிA B
A 50 75 75 200

B 100 50 50 200

A –ன் இறுதித் ்்த்்வ 300 ஆகவும்   
B   இன் இறுதித் ்்த்்வ 600 ஆகவும் 
மாறும்்பாது அ்வற்றின் உற்பத்தி 
அைவுக்ைக் காண்க

21.  A = 
cos
sin

sin
cos

i

i

i

i-
= G எனில், A2  என்பது

 (a) cos4 2i  (b) 4
 (c) 2 (d) 1

22. 
a
a
a

a
a
a

a
a
a

11

21

31

12

22

32

13

23

33

D =  மற்றும் Aij என்பது  

aij, இன் இ்ணக்காைணி எனில் D  ன்  
மதிப்பு

 (a) a A a A a A11 31 12 32 13 33+ +

 (b) a A a A a A11 11 12 21 13 31+ +

 (c) a A a A a A21 11 22 12 23 13+ +

 (d) a A a A a A11 11 21 21 31 31+ +

23. 
x
8

2
5  = 0 எனில்  x –ன் மதிப்பு 

 (a) 6
5-   (b) 6

5

 (c) 5
16-   (d) 5

16

24. 
4
3

3
1  = –5 எனில்,  

20
15

15
5  –ன் மதிப்பு 

 (a) –5 (b) –125 (c) –25 (d) 0

25. ஓர அணிக் ்கா்்வயில் மூன்று 
நி்ைகள் (நிைல்கள்) ேர்வ ேமம் எனில்  
அவ்வணிக் ்கா்்வயின் மதிப்பு

 (a) 0 (b) 2 (c) 1 (d) 3

இதை கணககுகள்

1. தீரக்க: 
x

x
x

2
1

2
5
2

1

-

-

  = 0

2. மதிப்பிடுக 
10041
10045
10049

10042
10046
10050

10043
10047
10051

3.  விரிவுபடுத்்தாமல் அணிக் ்கா்்வயின் 
மதிப்பு பூச்சியம் என நிறுவுக 

5
5
5

5
5
5

5
5
5

2

4

2

3

5

3

4

6
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பதோகுப்புவை
 z  ஒரு ேதுை அணிக்கு ்்தாடரபு்டய அணிக்்கா்்வயின் மதிப்பு  

ஓர எண்ணாக அ்மயும்.

 z A = 11 12

21 22

a a
a a

 
 
 

என்ை அணியின் அணிக் ்கா்்வ மதிப்பு A a a a a11 22 21 12= -

 z  A என்ை அணிக்்கா்்வயின் aij என்ை ஓர உறுப்பின் சிற்ைணிக் ்கா்்வ என்பது, 
Aயிலிருநது aij  உள்ை நி்ை, நிைல்க்ை விடுவித்துப் ்பைப்படும் அணிக்்கா்்வ ஆகும்.  
இ்த்ன Mij எனக் குறிப்்பாம்.

 z  ்தகுந்த குறியுடன் கூடிய சிற்ைணிக்்கா்்வ இ்ணக்காைணி ஆகும்.  aij என்ை உறுப்பின் 
இ்ணக்காைணி Aij எனில் ( ) .A M1ij

i j
ij= - +

 z ∆ = 
a
a
a

a
a
a

a
a
a

11

21

31

12

22

32

13

23

33

 எனில்,  

Δ= a11A11+ a12A12+ a13A13   அல்லது   a11M11−a12M12+ a13M13

 z adj A = Aij
T7 A   இஙகு Aij7 A  என்பது ்காடுக்கப்பட்ட அணியின்  இ்ணக்காைணி அணி.

 z adjA A n 1= - , இஙகு n  என்பது A என்ை அணியின் ்வரி்ே.

 z A adjA adjA A A I= =^ ^ ]h h g .

 z adjI = I, I என்பது அலகு அணி ஆகும்.

 z adj(AB) = (adj B)(adj A).

 z A என்ை ஒரு ேதுை அணியில்  | A | = 0 எனில் அவ்வணி பூச்சியக்்கா்்வ அணி எனப்படும்.

 z A என்ை ஒரு ேதுை அணியில் | A | !  0 எனில் அவ்வணி பூச்சியமற்ை  ்கா்்வ அணி 
எனப்படும்.

 z A என்பது n ஆம் ்வரி்ே பூச்சியமற்ைக்்கா்்வ அணி என்க.  AB = BA = I  எனுமாறு 
ஒரு அணி B –ஐ காண முடிந்தால் B ஆனது A இன் ்ேரமாறு அணி எனப்படும். A இன் 
்ேரமாறு அணி்ய  A–1 என எழு்தலாம்.

 z A இன் ்ேரமாறு   A A adjA11 =- .

 z  ஹாக்கின்ஸ்-்ேமன் (Hawkkins - Simon) நிபந்த்னகளின்படி உள்ளீடு - ்்வளியீடு 
பகுப்பாய்வு ்ேயல்படும் ்வ்கயில் உள்ை்தா என உறுதிப்படுத்்த

 (i)  I B-  அணியின் மு்தன்்ம மூ்லவிட்ட உறுப்புகள் மி்க எண்கைாக இருக்க 
்்வண்டும்.

 (ii) I B-  மி்க எண்ணாக இருக்க ்்வண்டும்.
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கவ்லச் பைோறகள் (GLOSSARY)  
அணிக்காவை Determinant
இவைக காரணி Cofactor
உள்ளீடு Input
சிற்றணிக ்காவைகள் Minors
்ேர்ப்பு அணி Adjoint Matrix 
திவேயிலி Scalar
நிவர நிரல் மாறறு அணி Transpose of a Matrix
்ேர்மாறு அணி Inverse Matrix 
பகுப்பாய்வு Analysis
பூச்சியக ்காவை அணி Singular Matrix 
பூச்சியமற்றக ்காவை அணி Non-Singular Matrix 
முக்காை அணி Triangular Matrix 
மூவை விட்ட அணி Digonal Matrix 
வைளியீடு Output

்ேயல்பாட்டிற்கான உைலி : 

https://ggbm.at/qKj9gSTG (or) scan the QR Code

இவணயச் பையல்போட

இறுதியில் கிவ்டககப்பபறும் ப்டம்   
படி – 1
்காடுக்கப்பட்டிருக்கும் உைலி / வி்ைவுக்குறியீ்டப் 
பயன்படுத்தி GeoGebra பக்கத்திற்குச் ்ேல்க..
“11th BUSINESS MATHEMATICS and STATISTICS” 
எனும் GeoGebra பணிப் புத்்தகத்தில் “Simultaneous Equations” க்கான பணித்்தா்ை 
எடுத்துக் ்காள்ைவும்.

படி - 2
்்தரவுப்்பட்டியில் ்்த்்வயான ஒருஙக்மச் ேமன்பாடுகளுக்கான அைவுருக்க்ை 
உள்ளீட்டுப்்பட்டியில் ்தட்டச்சு ்ேய்யவும். நீஙகைாக தீர்்வக் கண்டுபிடித்துக் கீ்ழ காணும் 
தீர்்வச் ேரி பாரக்கவும். ்வலப் பக்கத்தில் ேமன்பாடுகளுக்கான ்தைஙகளும் அ்வற்றின் 
்்வட்டுப்புள்ளியும்(தீரவு) காணப்படும். மூன்று ்தைஙகளும் ஒரு புள்ளியில் ்்வட்டாவிடில் தீரவு 
இல்்ல என்று ்பாருள் படும்.

01_11th_BM-STAT_Ch-1-TM.indd   25 08-12-2021   20:54:25

www.tntextbooks.in



26 11 ஆம் வகுப்பு வணிகக் கணிதம் மற்றும் புள்ளியியல்

பயனபடக் கூடிய முக்கியமான கணித 
கூற்ாகும். இயறகணிதம் எனபது 
எணகள�ாடு ததாடர்புடடய வடிவியல் 
மறறும் தரவு பகுபபாயளவாடு கூடிய 
தெயல்கள் மீது உருவாக்கபபட்டிருக்கி்து.  
“Algebra” எனபது “al-Jabr”  என் அளரபிய 
வார்்தடதயிலிருந்து தருவிக்கபபட்டதாகும்.  
“அல்-குவாரிஷ்மி ” (Al-Khwarizm) என் 
அரபு கணிதவியலா�ர் இயறகணித்ததின 
தந்டத எனறு பாரம்பரியமாக 
அறியபபடுகி்ார். ஏதாவது 
ஒரு ெமத� உருவ்ததின 
சுற்�வு, பரபப�வு மறறும் 
திணம தபாருள்களின 
கனஅ�வு, வட�த� 
பரபபு ஆகியவறட் கணடுபிடிபபதறகு 
இயறகணிதம் பயனபடுகி்து.

2.1   பகுதிப் பின்னங்கள்   
(Partial Fractions)

விகிதமுறு க்கோவை  
(Rational Expression) 

q x
p x

b x b x b
a x a x a

m m
m

n n
n

0 1
1

0 1
1

g
g=

+ + +
+ + +

-

-

]

]

g

g
,[q(x)≠0] 

என் வடிவ்ததில் எழுதபபடும் ளகாடவ 
விகிதமுறு ளகாடவ எனபபடும்.

ஒரு விகிதமுறு ளகாடவயில் 
ததாகுதியின படியானது, பகுதியின படிடய 
விட குட்வாக இருந்தால், அது விகிதமுறு 
தகு பினனக் ளகாடவ எனறு அடைக்கபபடும்.  
ததாகுதியின படியானது பகுதியின படிக்குச் 
ெமமாகளவா அல்லது அதிகமாகளவா இருந்தால், 
அது விகிதமுறு தகாப பினனக் ளகாடவ 
என்டைக்கபபடும்.  

ஒரு தகா பினன வடிவில் உள்� 
விகிதமுறு ளகாடவடய பல்லுருபபு ளகாடவ 
மறறும் தகு பினன வடிவில் விகிதமுறு 

்கற்றல் க�ோக்கங்கள்
இந்த அ்ததியாய்தடத படி்ததபினபு பினவரும் 
பாடக் கரு்ததுகட� மாணவர்கள் புரிந்து 
தகாள்� இயலும்

 z  பகுதி பினனஙகளின வடரயட்
 z  பகுதி பினனஙகட� பிரி்ததலின 

பல்ளவறு உ்ததிகள்.
 z  வார்்தடதகள் அடம்ததல் ளபான் 

பல்ளவறு வடகயான வரிடெ 
மாற்ஙகள்.

 z  குழுக்கள் அடம்ததல் ளபான் 
பல்ளவறு வடகயான ளெர்வு

 z  வரிடெ மாற்ஙகள் மறறும் ளெர்வுகள் 
ஆகியவறறிறகு இடடளயயான 
ளவறுபாடு

 z  கணித்த ததாகு்ததறிதலின தகாள்டக 
மறறும் கரு்ததுருக்கள்.

 z  ஈருறுபபு விரிவாக்க்ததின உ்ததிகள்.

அல்-குவாரிஷ்மி

முனனுவை 
இயறகணிதம் எனபது கணித 

கரு்ததுருக்கட� ஒருஙகிடணபபதறகு 

இயற்கணிதம்2
அ
த்தி

யா
யம்
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27இயற்கணிதம்

ளகாடவ ஆகியவறறின கூடுதல் ஆக விவரிக்க 
முடியும்.

அதாவது, q x
p x
]

]

g

g
 = f x q x

r x
+]
]

]
g

g

g

எடு்ததுக்காட்டாக,

 x x
x x

2 1
1

2

2

+ +
+ +  = 1 – x x

x
2 12 + +

பகுதிப் பின்னங்கள் – (Partial Fractions)

x 1
3
- மறறும்  x 2

2
-  என் விகிதமுறு 

ளகாடவகட� கூடுதல் அல்லது கழி்ததல் 
விகிதஙகளின மூலம் ஒளர ஒரு விகிதமுறு 
ளகாடவயாக மாறறி எழுதலாம்.

ஆகளவ, 

x x1
3

2
2

- + -  = x x
x
1 2

5 8
- -
-

] ]g g

ஆகளவ,

x x
x
1 2

5 8
- -
-

] ]g g
 = x x1

3
2

2
- + -   

ஒரு விகிதமுறு ளகாடவடய  
இரணடு அல்லது மூனறு எளிய விகிதமுறு 
ளகாடவகளின கூட்டல் அல்லது கழி்ததல் 
அடமபபில் எழுதும் முட்ளய பகுதிப 
பினனஙக�ாகப பிரி்ததல் எனபபடும்.

தபாதுவாக p(x)  மறறும் q(x) எனபன 
x –ல் அடமந்த இரு பல்லுறுபபுக் ளகாடவகள் 

எனில் q x
p x
]

]

g

g
  என் விகிதமுறு ளகாடவயிடன 

சில குறிபபிட்ட நிபந்தடனகளுக்குட்பட்டு 
எளிய விகிதமுறு ளகாடவகளின  கூடுதல் 
அல்லது கழி்ததலாக மாறறி எழுதும் முட்க்கு 
பகுதி பினனஙக�ாகப பிரி்ததல் எனறு தபயர்.

2.1.1  ஒரு படி ்கோைணி்கள் (ஒகை 
்கோைணி மீண்டும் ைைோவை)

q x
p x
]

]

g

g
 என் விகிதமுறு ளகாடவயின  

பகுதி q(x) ஆனது மீணடும் வராத ஒரு 
படி காரணிகளின தபருக்கு ததாடகயாக, 

ax b cx d+ +] ]g g  என் வடிவ்ததில் இருந்தால் 
அவறறிடன ax b

A
cx d

B
+ + +  எனறு பிரி்தது 

எழுதலாம்.  இஙகு A  மறறும் B யின மதிபபுகள் 
கணக்கிடபபட ளவணடும்.

உதாரணமாக

x x
x

x
A

x
B

1 2
3 7

1 2- -
+ = - + -] ] ] ]g g g g

 
என எழுதலாம்.

எடுுதக்கோகடு ாட் 

x x
A

x
B

1
1

1 12 -
= - + +^ h

 

எனபனவறறில் A, B மதிபபுகட�க் காணக    

தீர்வு 

x 1
1

2 -^ h
 = x

A
x

B
1 1- + +  எனக

இருபு்மும் x x1 1- +] ]g g  ஆல் தபருக்க

1 = A x B x1 1+ + -] ]g g  ... (1)

x =1 எனில்,  1 = A 2] g  

 `  A = 2
1

 x=–1 எனில்,   1 = A(0)+B(–2)

 `  B = – 2
1  

எடுுதக்கோகடு ாடா    

x x
x

5 6
7 1

2 - +
-  –ஐ பகுதி பினனஙக�ாக 

மாறறுக.

தீர்வு 

x x5 62 - +  = x x2 3- -] ]g g

x x
x

5 6
7 1

2 - +
-  

= x
A

2-] g
 + x

B
3-] g

 எனக  …(1)

இருபு்மும் (x–2)(x–3), ஆல் தபருக்க

x7 1-  = A x B x3 2- + -] ]g g  … (2)

x = 3 என ெமனபாடு (2) –ல் பிரதியிட

21 – 1 = B (1)  

&  B = 20
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x = –1 என (2) ல் பிரதியிட

1 4- +  = A B C0 0 3 1+ + -] ] ] ]g g g g

`    C = 1-

x x
x
4 1

4
2 - +
+

^ ]h g
 = ( )x x x2 2

1
2 2

1
1

1
- + + - +] g

2.1.2  பகுதியில்  ஒரு  படிக  ்கோைணி்கள்  
(n-முவ்ற திரும்பு திரும்ப ைருைத) 

தகாடுக்கபபட்ட ( )
( )

q x
p x , என் பினன்ததில் 

பகுதி ( )q x –ல் ax b+] g  என் ஒருபடிக் 
காரணியானது n முட் திரும்ப்த திரும்ப 
வருமாயின, ax b n+] g  வடிவ்ததில் இருந்தால் 
அதறகுரிய எளிய பினனம் பினவருமாறு

ax b
A

ax b
A

ax b
A

ax b
A

n
n1

2
2

3
3 g+ +

+
+

+
+ + +] ] ] ]g g g g

 

உதாரணமாக,

x x
x

4 1
9 7

2+ +
+

] ]g g
 = x

A
x

B
x

C
4 1 1 2+ + + + +] ] ]g g g

  

எடுுதக்கோகடு ாட் 

x x
x

1 1 2- +] ]g g
 = x

A
x

B
x

C
1 1 1 2- + + + +] g

 

எனில் A, B மறறும் C ன மதிபபுகட�க் 
காணக.
தீர்வு

x x
x

1 1 2- +] ]g g
 = x

A
x

B
x

C
1 1 1 2- + + + +] g

x = A x B x x C x1 1 1 12+ + - + + -] ] ] ]g g g g ...(1)

 x = 1 என (1) –ல் பிரதியிட

 1 = A B C1 1 0 02+ + +] ] ]g g g

`  A = 4
1

 x = –1 என (1) –ல் பிரதியிட

 1-  = A B C0 0 1 1+ + - -] ] ]g g g

  C`  = 2
1

x = 2 என ெமனபாடு (2) –ல் பிரதியிட
14 1-  = A 1-] g   

&  A = 13-

A மறறும் B யின மதிபபுகட� (1) –ல் பிரதியிட

x x
x

5 6
7 1

2 - +
-  = x x2

13
3

20
-
- + -] ]g g

    

x x
x

5 6
7 1

2 - +
-  =

x x
x

x x
x

2
1

3
7 1

3
1

2
7 1

x x2 3- -
-

+ - -
-

= =]

]

] ]

]

]g g

g

g g

g< <F F   

 = x x2
13

3
20

-
- + -] ]g g

எடுுதக்கோகடு ாட் 

x x
x
4 1

4
2 - +
+

^ ]h g
 –ஐ பகுதி பினனஙக�ாக 

மாறறுக.
தீர்வு 

பகுதிடய ஒரு படி காரணிகளின 
தபருக்கஙக�ாக எழுதுக

x x4 12 - +^ ]h g  = x x x2 2 1- + +] ] ]g g g   

`  x x
x
4 1

4
2 - +
+

^ ]h g

= x
A

x
B

x
C

2 2 1- + + + +] ] ]g g g
 எனக ...(1)

இருபு்மும் (x–2)(x+2)(x+1) ஆல் 
தபருக்க

x 4+ = A x x B x x C x x2 1 2 1 2 2+ + + - + + - +] ] ] ] ] ]g g g g g g

  A x x B x x C x x2 1 2 1 2 2+ + + - + + - +] ] ] ] ] ]g g g g g g  ... (2)

x = –2 என (2) –ல் பிரதியிட

2 4- +  =   A B C0 4 1 0+ - - +] ] ] ]g g g g

`  B = 2
1

x = 2 என (2) –ல் பிரதியிட

2 + 4 = A B C4 3 0 0+ +] ] ] ]g g g g

`   A = 2
1
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29இயற்கணிதம்

எடுுதக்கோகடு ாட் 

x x1 2
9

2- +] ]g g
 –ஐ  பகுதி பினனஙக�ாக 

மாறறுக.

தீர்வு

x x1 2
9

2- +] ]g g

  = x
A

x
B

x
C

1 2 2 2- + + + +] ] ]g g g
… (1)

x x1 2 2- +] ]g g ஆல் இருபு்மும் தபருக்க

`  9 = A x B x x C x2 1 2 12+ + - + + -] ] ] ]g g g g 
            A x B x x C x2 1 2 12+ + - + + -] ] ] ]g g g g  … (2)

x = –2 என (2) –ல் பிரதியிட

 9 = A B C0 0 2 1+ + - -] ] ]g g g

`  C = –3 
x = 1 என (2) –ல் பிரதியிட

 9 = A B C3 0 02 + +] ] ]g g g

`  A = 1 

x2  இன தகழுக்கட� ெமனபாடு (2) –ல்  
இருபு்மும் ெமனபடு்தத

 0 = A B+

 B = A-

 `  B = –1

,A B  மறறும் C –ன மதிபபுகட� (1) –ல்  
பிரதியிட

x x1 2
9

2- +] ]g g
 = x x x1

1
2

1
2

3
2- - + - +] g

2.1.3 ஒரு படி ்கோைணி்களோ்க,  ்கோைணிப் 
படுுதமுடியோத  இரு  படிக 
்கோைணி்கவள உள்ளடககிய பகுதி

q x
p x
]

]

g

g
, எனகி் விகிதமுறு ளகாடவயில்,  

q x] g  இன ஒரு பகுதியானது ax bx c2 + +  
என் இருபடிக் காரணி ளகாடவடய ஒருபடிக் 
காரணிக்ளகாடவகளின  தபருக்கலாக 

ெமனபாடு (1) –ல் மாறிலிகளின தகழுக்கட� 
ெமனபடு்தத

 A B C- -  = 0

     B&  = A C-      

 `   B = – 4
1    

எடுுதக்கோகடு ாட் 

x x
x
2 3

1
2- +
+

] ]g g
 –ஐ பகுதி பினனஙக�ாக 

மாறறுக.
தீர்வு      

x x
x
2 3

1
2- +
+

] ]g g
 

 = x
A

x
B

x
C

2 2 32- + - + +] ] ]g g g
  ... (1)

x x2 32- +] ]g g  ஆல் இருபு்மும் தபருக்க

x 1+  = A x x B x C x2 3 3 2 2- + + + + -] ] ] ]g g g g

 …(2)
x = 2 என (2) –ல் பிரதியிட

2+1 = A B C0 5 0+ +] ] ]g g g

`  B = 5
3

x = –3 என (2) –ல் பிரதியிட

–3+1 = A B C0 0 3 2 2+ + - -] ] ]g g g

`  C = 25
2-  

x2  இன தகழுக்கட� ெமனபாடு (2) –ல்   
இருபு்மும் ெமனபடு்தத

 0 = A C+

 A = C-

 ̀  A = 25
2

,A B  மறறும் C –ன மதிபபுகட� (1) –ல்  
பிரதியிட, 

x x
x
2 3

1
2- +
+

] ]g g
 =

x x x25 2
2

5 2
3

25 3
2

2- + - - +] ] ]g g g
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பயிறசி ாட்

கீழகாணும் பினனஙகட� பகுதி 
பினனஙக�ாக மாறறுக:

1. x x
x

3 2
3 7

2 - +
+  2. x x

x
2 1

4 1
- +
+

] ]g g

3. x x1 2
1

2- +] ]g g
 4. x 1

1
2 -

5. x x
x
2 1

2
2+ -

-
] ]g g

 6. x
x x

2
2 5 7

3

2

-
- -
] g

  

7. x x
x x

2
6 2

2

2

+
- +
] g

 8. x x
x
2 1

3
2

2

+ +
-

] ^g h

9. x x
x
1 3

2
2- +

+
] ]g g

 10. x x4 1
1

2 + +^ ]h g
 

2.2  ைரிவை ைோற்றங்கள் 
2.2.1 ்கோைணீயப் பபருக்கம்

ஏளதனும் இயல் எண n றகு, n - ன 
காரணீயப தபருக்கல் எனபது, முதல் n இயல் 
எணகளின தபருக்கு்த ததாடக என வடரயறுக்க 
படுகி்து. இது குறியீட்டில்  n! அல்லது n  எனக் 
குறிக்கபபடுகி்து. 

n, எனகி் இயல் எணணிறகு  
n! = n n n1 2- -] ]g g  … 3 2 1# #

எடு்ததுக்காட்டாக, 
5! = 5#4#3#2#1 =120

4! = 4#3#2#1=24

3! = 3#2#1=6 

2! = 2#1=2

1! = 1

ஏளதனும் இயல் எண  n க்கு
n! = n n n1 2- -] ]g g  … 3 2 1# #

 = !n n 1-] g

 = n n n1 2- -] ]g g !

குறிப்பு

0! = 1

மாற் இயலாது எனில், q x
p x
]

]

g

g
 எனபதன ஒரு 

பகுதிபபிரிபபாக ax bx c
Ax B
2 + +
+  டய எழுதலாம். 

எடுுதக்கோகடு ாட்     

x x
x

1 1
2 1

2- +
+

] ^g h
 எனபதடன பகுதி 

பினனஙக�ாக பிரிக்க.  

தீர்வு
இஙகு x 12 +^ h  டய ஒரு படி காரணிக�ாக 
காரணி படு்தத முடியாது.  எனளவ

x x
x

1 1
2 1

2- +
+

] ^g h
 = x

A
x
Bx c

1 12- +
+
+  எனக ... (1)

இருபு்மும் x x1 12- +] ^g h  ஆல் தபருக்குக   

  2x+1 = A x Bx C x1 12 + + + -^ ] ]h g g  ... (2)

x = 1 என (2) –ல் பிரதியிட

 2+1  = A 1 1 0+ +] g

 `  A = 2
3  

x = 0 என (2) –ல் பிரதியிட

 0+1  = A C0 1 0 1+ + + -] ] ]g g g

 1 = A – C 

 `   C = 2
1

x2  இன தகழுக்கட� ெமனபாடு (2) 
இன இருபு்மும் ெமனபடு்தத,

 A B+  = 0

 B = A-

 ̀    B = 2
3-

,A B  மறறும் C –ன மதிபபுகட� (1) –ல்  
பிரதியிட

x x
x

1 1
2 1

2- +
+

] ^g h
 = x x

x
1

2
3

1
2
3

2
1

2- +
+

- +

       = x x
x

2 1
3

2 1
3 1

2- -
+
-

] ^g h
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2.2.2  எண்ணுதலின அடிப்பவடக 
ப்கோள்வ்க்கள்

பபருக்கலின அடிப்பவடக ப்கோள்வ்க: 
மூனறு நுடைவாயில்களும், 

தவளிளயறுவதறகு இரணடு வாயில்களும் 
உள்� விைா மணடப்தடத கரு்ததில் 
தகாள்ளவாம். வரும் ஒரு நபர் எ்ததடன 
வழிகளில் விைா மணடப்ததிறகு உள்ள� 
தெனறு தவளிளய்லாம் எனபதறகான 
விடடடயக் காணபது நமது ளநாக்கமாகும். 

இந்த கணக்கில், மணடப்ததின மூனறு 
நுடைவாயில்கட� முட்ளய P1, P2 மறறும் 
P3 எனக் தகாள்ளவாம். விைா மணடப்தடத 
விட்டு தவளிளயறும் வழிகட� S1 மறறும் S2 
எனக் தகாள்ளவாம்.

விைா மணடப்ததிறகு  வரும், ஒரு நபர் 
P1  அல்லது P2 அல்லது  P3 என் ஏளதனும் ஒரு 
நுடைவாயில் வழியாக, 3 வழிகளில் உள்ள� 
தெல்லலாம். மணடப்ததிறகுள் தென்வுடன, 
S1 அல்லது S2 என் ஏளதனும் ஒரு வாயில் 
வழியாக, (இரு வழிகளில்) தவளிளய்லாம்.
விைா மணடப்ததிறகு தெனறு தவளிளயறும் 
தமா்தத வழிகளின எணணிக்டக 3 × 2 = 6 
வழிகள்

ளமறகாணும் சூழநிடலப ளபானறு 
நடடமுட் வாழக்டகயில் பல்வடக 
கணக்குகளின, தீர்வு காண, நாம் 
பயனபடு்ததும் தகாள்டகளய, தபருக்கலின 
அடிபபடடக் தகாள்டகயாகும். 

P1

P1 S1

P1 S2

P3 S1

P2 S1

P2 S2

P3 S2

S1

S1

S1

S2

S2

S2

P2

P3

படம் 2.1

குறிபபாக, 8! = 8×(7×6×5×4×3×2×1)  

 = 8×7!

எடுுதக்கோகடு ாட்   

கீழகணடவறறின மதிபபுகட�க் காணக:

(i) !
!

6
7  (ii) !

!
5
8  (iii) ! !

!
6 3
9  

தீர்வு

  (i) !
!

6
7  = !

!
6

7 6#  = 7

 (ii) !
!

5
8  = !

!
5

8 7 6 5# # #  = 336

(iii) ! !
!

6 3
9  = ! !

!
6 3

9 8 7 6
3 2 1
9 8 7

#
# # #

# #
# #

=  = 84

எடுுதக்கோகடு ாட் 
7! –ஐ 5! –ன காரணீயப தபருக்கலாக 

மாறறி எழுதுக.
தீர்வு

7! = 7×6!
= 7×6×5! = 42×5!

எடுுதக்கோகடு ாட்ட 

! ! !
n

9
1

10
1

11+ =  எனில் n –ன மதிபபு 
காணக.

தீர்வு 

 ! !9
1

10
1+  = !

n
11

 ! !9
1

10 9
1
#+  = !

n
11

 !9
1 1 10

1+: D  = !
n

11

 !9
1

10
11#  = !

n
11

 n = !
!

9 10
11 11
#
#

  = !
!
10

11 11#

  = !
!

10
11 10 11# #

 n = 121
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நானகு வழிகளில் விடடயளிக்கலாம்.  எனளவ, 
நானகு வினாக்களுக்கு = 4 4 4 4# # # =256 
வழிகளில் விடடயளிக்கலாம்

எடுுதக்கோகடு ாட்் 
இலக்கஙகட� மீணடும் பயனபடு்ததாமல் 

எ்ததடன மூனறு இலக்க எணகட� 
உருவாக்கலாம் ?
தீர்வு

ஒரு மூனறு இலக்க எணணின மூனறு 
இலக்கஙகட� மூனறு காலியிடஙகட�க் 
தகாணடு குறிபளபாம்.
 100வது 10வது இடம் ஒன்ாவது 
 இடம்  இடம்

1 2 3
படம் 2.3

எந்த ஒரு மூனறிலக்க எணடணயும் 
பூச்சிய்ததில் ததாடஙக இயலாது. ஆதலால், 
நூ்ாவது இலக்க்ததிடன 1லிருந்து 9 வடர  
உள்� இலக்கஙகட� பயனபடு்ததி  
9 வழிகளில் நிரபபலாம்.இலக்கஙகட� 
மீணடும் பயனபடு்தத இயலாது.ஆதலால் 10 வது  
இலக்க்ததிடன, 0 உட்பட மீதம் உள்� 
இலக்கஙகட� தகாணடு 9 வழிகளில் 
பூர்்ததி தெயயலாம். இவவாள் ஒன்ாவது 
இலக்க்ததிடன 8 வழிகளில் பூர்்ததி தெயயலாம்.

தபருக்கல் அடிபபடடக் தகாள்டகபபடி, 
தமா்தத மூனறிலக்க எணகளின எணணிக்டக  
= 9#9#8 = 648 எணகள் ஆகும்.

2.2.3 கூகடலின அடிப்பவடக ப்கோள்வ்க
இக்தகாள்டகடய வி�க்குவதறகு, 

மறறுதமாரு சூழநிடலடயக் கருதுளவாம். ஒரு 
வகுபபில் 10 மாணவர்களும், 8 மாணவிகளும் 
உள்�னர். ளமறகணட மாணவர்களின 
வகுபபாசிரியர், அந்த வகுபபின ொர்பாக ஒரு 
மாணவன அல்லது ஒரு மாணவிடய ஒரு 
விைாவிறகு அனுபப விரும்புகி்ார்.எ்ததடன 
வழிகளில் இருபாலரில் ஒருவடர்த ளதர்வு 
தெயது அனுபபலாம் எனபதறகான தீர்டவக் 
காணளபாம்.

ைவையவ்ற 2.1

தகாடுக்கபபட்ட இரு பணிகளில் 
ஒனட் m வழிகளிலும் மறத்ானட் 
n வழிகளிலும் தெயயமுடியும் எனில், 
இரு பணிகட�யும் ஒருஙளக, ததாடர்ந்து  
m × n வழிகளில் தெயய முடியும் எனபளத 
தபருக்கலின அடிபபடடக் தகாள்டக ஆகும்.

எடுுதக்கோகடு ாட்் 
‘NOTE’ என் ஆஙகிலச் தொல்லில் 

உள்� நானகு எழு்ததுக்கட�க் தகாணடு, 
எழு்ததுக்கள் மீணடும் வராதவாறு, அர்்ததமற் 
அல்லது அர்்ததம் உடடய வார்்தடதகள் 
எ்ததடன உருவாக்கலாம்?
தீர்வு

தகாடுக்கபபட்ட ஆஙகில வார்்தடத  
‘NOTE’ –ல் உள்� நானகு எழு்ததுக்கட�, 
கீழகணடவாறு நானகு காலியிடஙகட� 
தகாணடு குறிபளபாம்

1 2 3 4
படம் 2.2

முதல் காலியிட்தடத, நானகு எழு்ததுக்கட� 
தகாணடு, நானகு வழிகளில் நிரபபலாம். 
எழு்ததுக்கட� மீணடும் ஒருமுட் பயனபடு்தத 
முடியாததால், இரணடாம் காலியிட்தடத 
3 முட்களிலும் மூன்ாம் காலியிட்தடத 
இரணடு வழிகளிலும், கடடசி இட்தடத ஒரு 
வழியிலும் நிரபபலாம். தபருக்கலின அடிபபடடக் 
தகாள்டகயினபடி உருவாக்கபபடும் 
தமா்தத வார்்தடதகளின எணணிக்டக 
4 3 2 1 24# # # =  வார்்தடதகள் ஆகும்.

எடுுதக்கோகடு ாட்ா 
ஒவதவாரு குறிக்ளகாள் வினாவும் 

நானகு வாயபபுகட� தபறறிருபபின, 
நானகு வினாக்களுக்கு, தமா்ததம் எ்ததடன 
வழிகளில் விடடயளிக்கலாம்?
தீர்வு

ஒவதவாரு வினாவிறகும், 4 விடடகள் 
உணடு, ஆதலால், ஒவதவாரு வினாடவயும் 
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அடிபபடடக் தகாள்டகபபடி இவவிரு 
பாடபு்ததகஙகளில் ஏளதனும் ஒனட் 5+6=11 
வழிகளில் வாஙகலாம்.

பயிறசி ாடா

1. ! ! !
x

6
1

7
1

8+ =  எனில் x- ன மதிபடபக் 
காணக

2. n = 5 மறறும் r = 2 எனும்தபாழுது   

! ( ) !
!

r n r
n
- - ன மதிபடபக் காணக.

3. (n+2)! = 60[(n–1)!], எனில் n - ன 
மதிபடபக் காணக. 

4. 0 முதல் 9 வடர உள்� இலக்கஙகட�ப 
பயனபடு்ததி 67 என் எணணில் 
ததாடஙகுமாறு எந்த இலக்கமும் ஒரு 
தடடவக்கு ளமல் திரும்ப ளதான்ாமல், 
எ்ததடன 5 இலக்க ததாடலளபசி 
எணகட� உருவாக்க முடியும்?

5. 5, 6, 7, 8 மறறும் 9 என் இலக்கஙகட�க் 
தகாணடு. இலக்கஙகள் திரும்ப 
வராதவாறு, 1000க்கும் குட்வான 
எ்ததடன எணகட� உருவாக்கலாம்?

2.2.4  ைரிவை ைோற்றங்களின 
ைவையவ்ற (Permutations)

ஓர் உதாரண்ததிறகு, “ஆபபிள், 
திராட்டெ, மறறும் வாடைபபைஙகள்” 
ஆகிய கனிக�ால் உருவாக்கபபட்ட 
“கனி்ததுணடுகளின கலடவ” (Fruit salad) 
எடு்ததுக்தகாள்ளவாம். கனி்ததுணடுகளின 
கலடவயில் பை்ததுணடுகள் எந்த வரிடெயில் 
ளெர்க்கபபடுகின்ன எனபது முக்கியமல்ல. 
எந்த வரிடெயில் இபபை்ததுணடுகள் 
ளெர்க்கபபட்டாலும் நாம் ஒளர மாதிரி சுடவயுள்� 
கனி்ததுணடுகளின கலடவடயளய 
தபறுளவாம்.

ஆனால், எணகுறியீடு 395 உள்� 
ஒரு எண பூட்டட (number lock) எடு்ததுக் 
தகாள்ளவாம்.எணகுறியீட்டட மூனறு 
முட்க்கு ளமல் தவ்ாக முயறசி்ததால், 

கீழகணட இரு வழிகளில் ஏளதனும் 
ஒனட் வகுபபாசிரியர் ளதர்வு தெயயலாம்.
 (i) 10 மாணவர்களில்  இருந்து ஒருவடர ப்தது 

வழிகளில் ளதர்ந்ததடுக்கலாம் (அல்லது)
(ii) 8 மாணவிகளில் இருந்து ஒருவடர எட்டு 

வழிகளில் ளதர்ந்ததடுக்கலாம் 
10 மாணவர்களிலிருந்து ஒருவடர 10 

வழிகளிலும், 8 மாணவிகளிலிருந்து ஒருவடர 
8 வழிகளிலிருந்தும் ளதர்ந்ததடுக்கலாம். 
விைாவிறகு ஒருவடர ளதர்ந்ததடுக்கும் தமா்தத 
வழிகளின எணணிக்டக 10+8 = 18 வழிகள்.

இவவடக கணக்குகட�, தீர்பபதறகான 
தகாள்டக “கூட்டலின அடிபபடடக் தகாள்டக”  
எனபபடும். 

தகாடுக்கபபட்ட இரு பணிகட�்த 
தனி்ததனியாக, ொர்பற் முட்யில், முட்ளய 
m, n வழிகளில் தெயது முடிக்க முடியுமானால், 
இரணடு பணிகட�யும் (m+n) வழிகளில் 
தெயது முடிக்க முடியும். இதுளவ கூட்டலின 
அடிபபடடக் தகாள்டக எனபபடும்.

ைவையவ்ற 2.2

தகாடுக்கபபட்ட இரு பணிகட�்த 
தனி்ததனியாக, ொர்பற் முட்யில்,  
முட்ளய m, n வழிகளில் தெயது முடிக்க 
முடியுமானால், இரணடு பணிகட�யும் 
(m+n) வழிகளில் தெயது முடிக்க முடியும். 
இதுளவ கூட்டலின அடிபபடடக் தகாள்டக 
எனபபடும்.

எடுுதக்கோகடு ாட்் 
பு்ததக விறபடன கடடயில், 6 வணிகவியல் 
பு்ததகமும், 5 கணக்குபபதிவியல் பு்ததகமும்  
உள்�ன.  பு்ததகம் வாஙக விரும்பும் ஒரு 
மாணவன பு்ததகஙகளில் ஏளதனும் ஒனட் 
எ்ததடன வழிகளில் வாஙகலாம்?
தீர்வு

6 வணிகவியல் பு்ததகஙகளில் ஒனட் 
6 வழிகளில் வாஙகலாம்.

5 கணக்குப பதிவியல் பு்ததகஙகளில் 
ஒனட் 5 வழிகளில் வாஙகலாம். கூட்டலின 
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தீர்வு

     5P3 = !
!

!
!

5 3
5

2
5

- =
] g

= 60.

P(8, 5) = 8P5

 = !
!

8 5
8
-] g

 = !
!

3
8

 = !
!

3
8 7 6 5 4 3× × × × ×  = 6720

முடிவு்கள்
(i)  0!  = 1

(ii)  np0 = !
!

!
!

n
n

n
n

0 1- = =
] g

(iii)  np1 = !
!

!
!

n
n

n
n n n1 1

1
- = -

-
=

] ]

]

g g

g

(iv)  npn = !
!

!
! !n n

n n n0- = =
] g

(v)  npr = n(n–1) (n–2) ... [n–(r–1)]

எடுுதக்கோகடு ாட்்   
மதிபபு காணக :  (i) 8P3   (ii) 5P4

தீர்வு
(i) 8P3  = 8 7 6# #  = 336.

(ii) 5P4  = 5 4 3 2# # #  = 120.

எடுுதக்கோகடு ாட்் 
சுவறறின மீதுள்� 5 ஆணிகளில் 7 

படஙகட� எ்ததடன வழிகளில் தபாரு்ததலாம்?

தீர்வு
சுவறறின மீதுள்� 5 ஆணிகளில் 

7 படஙகட� தபாரு்ததுவது எனபது, ஏழு 
படஙகளில் ஒளர ளநர்ததில் ஐந்து படஙகட� 
ளதர்ந்ததடுபபதறகான வரிடெ மாற்ஙகளின 
எணணிக்டக 

= 7P5 = !
!

7 5
7
-] g

 = 2520 வழிகள்.

எடுுதக்கோகடு ாட்் 
“LOGARITHMS” என் வார்்தடதயில் 

உள்� எழு்ததுக்கட�ப பயனபடு்ததி, 
(எழு்ததுக்கட� மீணடும் இடம்தப்ாதவாறு 

பூட்டானது நிரந்தரமாக பூட்டிக்தகாள்ளும்.
இச்சூழநிடலயில், 395 என் எணகுறியீட்டின 
வரிடெ மிகவும் முக்கியமானது.

395 என் குறியீட்டிறகு பதிலாக, 3 – 
5 – 9 அல்லது 9-5-3 எனறு  இலக்கஙகளின 
வரிடெடய மாறறி உள்ளீடு தெயதால் 
பூட்டட்த தி்க்க முடியாது.  எணகுறியீட்டட 
மிகச் ெரியாக 3 - 9 - 5 என உள்ளீடு தெயதால் 
மட்டுளம, எண பூட்டட தி்க்க முடியும்.

நடடமுட் வாழக்டகயில், ளமறகணட 
எடு்ததுக்காட்டுகட� ளபான் சூழநிடலகட� 
எதிர்தகாள்� வரிடெமாற்ஙகள் (permutations) 
பறறி அறிந்துதகாள்ளவாம்.

ைவையவ்ற 2.3

n தபாருட்களிலிருந்து r தபாருட்கட� 
ளதர்ந்ததடு்தது வரிடெபபடு்ததும் விதஙகளின 
எணணிக்டகடய n தபாருட்களிலிருந்து ஓளர 
ளநர்ததில் r தபாருட்கட� ளதர்ந்ததடுக்கும் 
வரிடெ மாற்ஙகளின எணணிக்டக 
எனலாம்.

எடு்ததுக்காட்டாக, 1, 2, 3 என் மூனறு 
இலக்கஙகட�க்தகாணடு உருவாக்கபபடும் 
மூனறு இலக்க எணகளின எணணிக்டக 6 
ஆகும். அவவாறு உருவாக்கபபட்ட மூனறிலக்க 
எணகள் பினவருமாறு

123, 132, 231, 213, 312, 321

குறியீடு: n > 1, 0 < r < n, எனுமாறு உள்� 
n தபாருட்களிலிருந்து r தபாருட்கட� 
ளதர்ந்ததடு்தது வரிடெபபடு்ததும் வரிடெ 
மாற்ஙகளின எணணிக்டக P(n,r  
(அல்லது ) nPr   என குறிக்கபபடுகி்து.

நிரூபணமினறி கீழகணட ளதற்்தடத நாம் 
தபறுகிள்ாம்.

ளதற்ம் : npr = ( ) !
!

n r
n
-   

எடுுதக்கோகடு ாட்் 
5P3 மறறும்  P(8, 5) ஆகியவறறின 

மதிபபு காணக

02_11th_BM-STAT_Ch-2-TM.indd   34 13-12-2021   11:24:50

www.tntextbooks.in



35இயற்கணிதம்

பலமுவ்ற ைரும் பைவகைறு பபோருக்களின 
ைரிவை ைோற்றங்கள்:

n தபாருட்களில் p தபாருட்கள் 
ஒருவடகயாகவும், q தபாருட்கள் மறத்ாரு 
வடகயாகவும் உள்�ன எனக் தகாள்ளவாம். 
இஙகுp + q = n எனில் n தபாருட்களிலிருந்து 
ஓளர ளநர்ததில் அடன்தடதயும் 
ளதர்ந்ததடுக்கும்ளபாது உருவாகும் வரிடெ 
மாற்ஙகளின எணணிக்டக ! !

!
p q
n

தபாதுவாக n தபாருட்களில் p1 
தபாருட்கள் முதல் வடகயாகவும், p2 தபாருள்கள் 
இரணடாம் வடகயாகவும், p3 தபாருள்கள் 
மூன்ாம் வடகயாகவும், … pk தபாருள்கள்  
k ஆவது வடகயாகவும் இருபபதாக 
தகாள்ளவாம்.  ளமலும் p1 + p2 + …+pk  = n. எனில்,  
அடன்தது தபாருள்கட�யும் ளதர்ந்ததடுபபதன 
மூலம் உருவாகும் வரிடெ மாற்ஙகளின 

எணணிக்டக = ! ! ... !
!

p p p
n

k1 2
.

எடுுதக்கோகடு ாடா் 

(i)  MISSISSIPPI   (ii)  MATHEMATICS 
என் வார்்தடதகளில் உள்� அடன்தது 
எழு்ததுக்கட�யும் பயனபடு்ததி, எ்ததடன 
வார்்தடதகள் அடமக்கலாம் ?
தீர்வு

(i) MISSISSIPPI என் வார்்தடதயில் உள்� 
எழு்ததுக்களின எணணிக்டக = 11

இந்த வார்்தடதயில்
M என் எழு்தது ஒருமுட்யும்
I   என் எழு்தது 4 முட்யும்
S   என் எழு்தது 4 முட்யும்
 P   என் எழு்தது 2 முட்யும் 
இடம்தபறுகி்து.

அடமக்கபபடும் வார்்தடதகளின எணணிக்டக 
n =  ! ! !

!
4 4 2

11

அர்்ததம் உள்� அல்லது அர்்ததமற்) 4 எழு்தது 
வார்்தடதகள் எ்ததடன அடமக்கலாம் ?
தீர்வு

LOGARITHMS என் வார்்தடதயில் 
உள்� எழு்ததுக்களின எணணிக்டக 10 

எனளவ n = 10

4 எழு்தது வார்்தடதகட� நாம் காணளவணடி 
உள்�தால், r = 4

எனளவ ளதடவயான வார்்தடதகள் 

npr = 10 p4

 = 10 × 9 × 8 × 7
 = 5040

எடுுதக்கோகடு ாட்் 
nPr = 360, எனில் n, r –ன மதிபபுகட�க் 

காணக.
தீர்வு

nPr  = 360 = 36 × 10

 = 3 × 3 × 4 × 5 × 2

 = 6 × 5 × 4 × 3 = 6P4

எனளவ n = 6 மறறும் r = 4

மீண்டும், மீண்டும் ைருகின்ற 
பபோருக்களின ைரிவை ைோற்றங்கள்:

n தவவளவறு தபாருட்களிலிருந்து 
ஒளர ளநர்ததில் r தபாருட்களிடன 
ளதர்ந்ததடுக்கும்ளபாது தபாருட்கட� மீணடும் 
இடம்தப் அனுமதிக்கும்தபாழுது உருவாகும் 
வரிடெ மாற்ஙகளின எணணிக்டக nr ஆகும்.
எடுுதக்கோகடு ாடாட 

1, 2, 3, … , 9 வடரயுள்� ஒனபது 
இலக்கஙகட�க் தகாணடு, இலக்கஙகள் 
திரும்ப இடம்தபறுமாறு எ்ததடன மூனறிலக்க 
எணகள் அடமக்கலாம்?
தீர்வு

இஙகு இலக்கஙகளின எணணிக்டக 9
எனளவ n = 9 மறறும்  r = 3

ளதடவபபடும் மூனறிலக்க எணகள் = nr

 = 93 = 729 எணகள்
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ABCD, BCDA, CDAB, DABC  எனபனவறட் 
வட்ட்ததின மீது வரிடெபபடு்ததினால் இடவ 
அடன்ததும் ஒளர வரிடெப படு்ததுதடல 
குறிக்கும் எனபடத கீழகணட பட்ததினமூலம் 
காணலாம்.

எனளவ, ‘4’ தபாருள்களின வட்ட வரிடெ 
மாற்ஙகளின எணணிக்டக ! !4

4 3=

தபாதுவாக, n தவவளவறு தபாருள்களின 
அடன்தது தபாருள்கட�யும் ஒளர ளநர்ததில் 
எடு்ததுக்தகாணடால், அடமக்கபபடும் வட்ட 
வரிடெ மாற்ஙகளின எணணிக்டக =  
(n–1)! ஆகும்

குறிப்பு
வட்ட வரிடெ மாற்ஙகள் வலச்சுறறு, 

இடச்சுறறு ளவறுபாடினறி இருபபின 
தபாருள்களின வட்ட வரிடெ மாற்ஙகளின 

எணணிக்டக !n
2

1-] g  ஆகும்.

எடுுதக்கோகடு ாடாா 
8 மாணவர்கட� எ்ததடன வழிகளில்

(i) ளநர்க்ளகாட்டின மீது வரிடெபபடு்ததலாம்  

(ii) வட்டவடிவில் வரிடெபபடு்ததலாம்.

தீர்வு
(i) 8 மாணவர்களின ளநர்ளகாட்டின மீதான 

வரிடெ மாற்ஙகளின எணணிக்டக = 
8P8 = 8! வழிகள் 

(ii) மாணவர்கள், வட்ட்ததின மீதான வரிடெ 
படு்ததும்ளபாது வரிடெ மாற்ஙகளின 
எணணிக்டக (8–1)! = 7! (இஙகு 
வலச்சுறறுக்கும், இடச்சுறறுக்கும் ளவறுபாடு 
காண இயலும்) 

எடுுதக்கோகடு ாடா் 
ஒளர மாதிரியான 10 ொவிகட�, 

ஒரு வட�ய்ததில் எ்ததடன வடககளில் 
வரிடெபபடு்ததலாம்?

(ii) MATHEMATICS என் வார்்தடதயில் 
உள்� எழு்ததுக்களின எணணிக்டக = 11 

M   என் எழு்தது 2 முட்யும்
T    என் எழு்தது 2 முட்யும்
A என  ் எழு்தது 2 முட்யும் மீதமுள்� 

எழு்ததுக்கள் தலா ஒரு முட்யும் இடம்தபாறுகி்து.
எனளவ அடன்தது எழு்ததுக்கட�யும் 

பயனபடு்ததி அடமக்கபபடும் வார்்தடதகளின 
எணணிக்டக = ! ! !

!
2 2 2

11

2.2.5  ைகட ைரிவை ைோற்றங்கள் 
(Circular permutation)

தென் பிரிவில், ளநர்ளகாட்டின மீதான 
n தபாருள்களின வரிடெ மாற்ஙகட� பறறிய 
விவரஙகட� பயினள்ாம். அடவகள் ளநரிய 
வரிடெ மாற்ஙகள் என அடைக்கபபடுகின்து.  
தறதபாழுது n தபாருட்களின, வட்ட்ததின 
மீதான வரிடெ மாற்ஙகட�க் காணளபாம்.  
இடவ வட்ட வரிடெ மாற்ம் எனபபடுகி்து.

படம் 2.4

C(–g, –f)

A

C

BD
C(–g, –f)

B

D

CA

C(–g, –f)

C

A

DB
C(–g, –f)

D

B

AC

A, B, C, D என் நானகு எழு்ததுக்கட� 
கருதுளவாம்.  இந்த நானகு எழு்ததுக்களின 
ளநர் ளகாட்டின மீதான வரிடெமாற்ஙகளின 
எணணிக்டக 4! ஆகும். இந்த 4!  
வரிடெமாற்ஙகளில் கீழகணட ளநர்ளகாட்டின 
மீதான நானகு வரிடெபபடு்ததுதடலக் கருதுக, 
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`  கூட்டலின அடிபபடடக் தகாள்டகபபடி 
RANK என் வார்்தடதயின தரம் 

6 + 6 + 6 + 1+1 = 20

பயிறசி ாட்

1.  nP4 = 12(nP2), எனில், n-ன மதிபபு 
காணக,

2. இரணடு சிறுமிகள் ளெர்ந்து அமராதவாறு, 
5 சிறுவர்கள் மறறும் 3 சிறுமிகட� ஒரு  
வரிடெயில் எ்ததடன வழிகளில் 
அமரடவக்கலாம் ?

3. 0 முதல் 9 வடர உள்� 10 இலக்கஙகட�க் 
தகாணடு, 35 என் எணணில் ததாடஙகும், 
6 இலக்க ததாடலளபசி எணகளில், 
இலக்கஙகள் மீணடும் இடம்தப்ாதவாறு, 
எ்ததடன எணகள் அடமக்கலாம்? 

4. “ASSASSINATION” என் வார்்தடதயில் 
உள்� அடன்தது எழு்ததுக்கட�யும் 
பயனபடு்ததி எ்ததடன வார்்தடதகட� 
உருவாக்கலாம் ?

5. (a)  ஒளர வடகயான 8 மணிகட� 
எ்ததடன வழிகளில், ஆபரண 
மாடலயில் ளகார்க்கலாம்?

(b)  8 சிறுவர்கட�க் தகாணடு எ்ததடன 
வட�யஙகட� உருவாக்கலாம்?

6. ஆஙகில அகராதியில் ‘CHAT’ என் 
வார்்தடதயின தர்தடதக் காணக

2.3  கைர்வு்கள் (Combinations)
ளெர்வுகள் எனபது ளதர்ந்ததடுக்கும் 

வரிடெடய கணக்கில் தகாள்�ாமல் 
தபாருட்கட� ஒரு ததாகுபபிலிருந்து 
ளதர்ந்ததடுபபதாகும்.  அதாவது தபாருட்களின 
வரிடெடய தபாருட்படு்ததாமல் தபாருட்கட� 
ளதர்ந்ததடுக்கும் தெயலாகும்.  நானகு நபர்கள் 
A, B, C மறறும் D எனக.  இவர்களில் A மறறும் 
B டய்த ளதர்ந்ததடுபபதும், B மறறும் A டய்த 
ளதர்ந்ததடுபபதும்  இரு ளவறு ளதர்வாக கருத  
முடியாது.  ளதர்வு தெயயபபடும் நபர்களின 
வரிடெ முக்கியமல்ல. தகாடுக்கபபட்ட நானகு 

தீர்வு
ொவிகள் அடன்ததும் ஒளர 

மாதிரியானது.  ஆதலால் வட�ய்ததில் 
வரிடெபபடு்ததும் தபாழுது, வலச்சுறறுக்கும் 
இடச்சுறறிறகும் ளவறுபாடுகட� காண 
இயலாது. எனளவ, ொவிகளின வட்ட வரிடெ 
மாற்ஙகளின எணணிக்டக 

! ! !n
2

1
2

10 1
2
9-

=
-

=
] ]g g

எடுுதக்கோகடு ாடா் 
ஆஙகில அகராதியில் உள்� ‘RANK’ 

என் வார்்தடதயின தரம் காணக.
தீர்வு

‘RANK’ என் ஆஙகில வார்்தடதடயக் 
தகாணடு உருவாக்கபபடும், வரிடெ 
மாற்ஙகளின எணணிக்டக 4! 

இந்த வார்்தடதயில் உள்� எழு்ததுக்கட� 
அகர வரிடெயில் A, K, N, R என வரிடெபபடு்ததிக் 
தகாள்� ளவணடும்.

அ்கைோதியில் உள்ள ைோர்ுவதயின தைம்
தகாடுக்கபபட்ட ஒரு ஆஙகில 

வார்்தடதயின, தரம் காணபதறகு, ஆஙகில 
வார்்தடதயில் உள்� எழு்ததுக்கட� 
அகர வரிடெயில் வரிடெபபடு்ததிக் 

தகாள்�ளவணடும்.  தரம் காணும்தபாழுது 
உருவாக்கபபடும் வார்்தடதகள் அர்்ததம் 

உள்�தாகளவா, அர்்ததமற்தாகளவா 
இருக்கலாம்

A-ஐக் தகாணடு ததாடஙகும் வார்்தடதகளின 
எணணிக்டக = 3! = 6

K-ஐக் தகாணடு ததாடஙகும் வார்்தடதகளின 
எணணிக்டக = 3! = 6

N-ஐக் தகாணடு ததாடஙகும் வார்்தடதகளின 
எணணிக்டக = 3! = 6

RAKஎன்த ததாடஙகும் வார்்தடதகளின 
எணணிக்டக = 1! = 1

RANK என் வார்்தடத = 0! = 1
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38 11 ஆம் வகுப்பு வணிகக் கணிதம் மற்றும் புள்ளியியல்

பண்பு்கள் 

(i)  nC0 = ncn = 1

(ii)  nC1 = n

(iii)  nC2 = !
n n

2
1-] g

(iv)  nCx = nCy ,  
எனில் x = y அல்லது x + y = n

(v)  nCr = nCn–r

(vi)  nCr+ nCr–1 = (n + 1)Cr 

(vii)  nCr = !r
npr

எடுுதக்கோகடு ாடா் 
nC4 = nC6 எனில் 12Cn –ன மதிபபு காணக. 

தீர்வு
nCx = nCy , எனில் x + y = n என் 

பணபினபடி
 nC4  =  nC6  எனில்,

 n = 4 + 6 = 10

 12Cn = 12C10

  = 12C2

  = 1 2
12 11

×
×  = 66

எடுுதக்கோகடு ாடா் 
nPr = 720 மறறும் nCr = 120 எனில்  

r –ன மதிபபு காணக.
தீர்வு

 nCr = !r
nPr  என் ததாடர்பினபடி

 120 = !r
720

 r! = 120
720  = 6 = 3!

  (  r = 3

எடுுதக்கோகடு ாடா் 
15C3r = 15Cr+3  எனில்  r –ன மதிபபு 

காணக.

நபர்களில் 2 அலுவலக ஊழியர்கட� 6 
வடககளில் ளதர்ந்ததடுக்கலாம். அடவ AB, 
AC, AD, BC, BD, CD எனபனவாகும். 
ளமறகணடவாறு தெயல்படு்ததபபடும் பல்ளவறு 
ளதர்வுகளில் தெயல்முடிவுகள் ளெர்வுகள் 
எனபபடும்.  அதாவது, 4C2 = 1 2

4 3
×
×  = 6

திரும்ப்த திரும்ப வராத பல்ளவறு 
ளதர்வுகளின முட் எனபது ளெர்வுகள் என 
வைஙகபபடும்

ைவையவ்ற 2.4

ளெர்வுகள் எனபது n தபாருள்களிலிருந்து 
r தபாருள்கட� ஒளர ளநர்ததில் திரும்ப்த 
திரும்ப வராமல் ளதர்ந்ததடுக்கும் முட்யாகும்.
n தபாருள்களிலிருந்து  r தபாருள்கட� nCr 
வழிகளில் ளதர்ந்து எடுக்கலாம்.  இஙகு n ≠ 0 
ஆனால் r = 0 ஆக இருக்கலாம்.
nCr –ன மதிபபு

nCr  = ! !
!

r n r
n
-] g

 , n > 1, 0 < r < n

உதாரண்ததிறகு 5 பந்துகளில் இருந்து  
3 பந்துகட� 5C3 வழிகளில் ளதர்ந்ததடுக்கலாம்.

5C3 = ! !
!

! !
!

3 5 3
5

3 2
5

1 2 3
5 4 3

× ×
× ×

- = =
]

b
g

l  

= 10 வழிகளில் ளதர்ந்ததடுக்கலாம்.

எடுுதக்கோகடு ாடா் 
8C2 –ன மதிபபு காணக

தீர்வு
8C2 = 2 1

8 7
×
×  = 28

வரிடெ மாற்ஙகள் எனபது பட்டியல் 
படு்ததுவது (வரிடெ அவசியம்)  

ளெர்வுகள் எனபது குழுவிறகானது  
(வரிடெ அவசியம் அற்து))
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39இயற்கணிதம்

10C8 × 10C5 = 10C2 × 10C5  

= 2 1
10 9

×
×  × × ×

5 4 3 2 1
10 9 8 7 6

× × × ×
× ×  

= 11340 வழிகள்

எடுுதக்கோகடு ாட்் 
4 பந்து வீச்ொ�ர்கள், 2 இலக்கு நிடல 

காபபா�ர்கள் (wicket keeper) உள்�டக்கிய 
16 கிரிக்தகட் விட�யாட்டு வீரர்கள் 
குழுவிலிருந்து குட்ந்தது 11 ளபர் அடஙகிய 
கிரிக்தகட் அணி உருவாக்கபபடுகி்து. 
குட்ந்தது 3 பந்து வீச்ொ�ர்கள் மறறும் 
குட்ந்தது ஒரு இலக்கு நிடல காபபா�ர் 
தகாணட 11 ளபர் அடஙகிய கிரிக்தகட் குழுடவ 
எ்ததடன வழிகளில் அடமக்கலாம்?

தீர்வு
11 விட�யாட்டு வீரர்கள் அடஙகிய 

கிரிக்தகட் குழுடவ கீழக்கணட வழிகளில் 
அடமக்கலாம்.
(i) 3 பந்து வீச்ொ�ர்கள், 1 இலக்கு 

நிடல காபபா�ர் மறறும் 7 ஏடனய 
விட�யாட்டு வீரர்கள் அடஙகிய குழு 

×C C C4 2 10×3 1 7  வழிகளில் அடமக்கலாம்

C C C4 2 10× ×3 1 7  = C C C4 2 10× ×1 1 3

= 960 வழிகளில் அடமக்கலாம் 

(ii) 3 பந்து வீச்ொ�ர்கள், 2 இலக்கு நிடல 
காபபா�ர்கள் மறறும் 6 ஏடனய 
விட�யாட்டு வீரர்கள் அடஙகிய குழு

C C C4 2 10× ×1 2 6  

C C C4 2 10× ×1 2 6  = C C C4 2 10× ×1 2 4

 = 840 வழிகளில் அடமக்கலாம்

(iii) 4 பந்து வீச்ொ�ர்கள், 1 இலக்கு நிடல 
காபபா�ர் மறறும் 6 ஏடனய விட�யாட்டு 
வீரர்கள் அடஙகிய குழு C C C4 2 104 1 6# #  

C C C4 2 104 1 4# #  
= 420 வழிகளில் அடமக்கலாம்

தீர்வு
15C3r = 15Cr+3

nCx = nCy (  x + y = n, 

என் பணபிலிருந்து நாம் தபறுவது

3r + r + 3 = 15

 (        r = 3

எடுுதக்கோகடு ாடா் 
32 மாணவர்கட� தகாணட ஒரு 

வகுபபிலிருந்து நானகு மாணவர்கள், ஒரு ளபாட்டி்த 
ளதர்வில் பஙளகறக ளதர்ந்ததடுக்கபபடுகி்ார்கள்.  
இவர்கட� எ்ததடன வழிகளில் ளதர்வு 
தெயயலாம்?

தீர்வு
32 மாணவர்களிலிருந்து 4 மாணவர்கட�்த 
ளதர்ந்ததடுக்கும் வழிகளின எணணிக்டக

= 32C4

= ! !
!

4 32 4
32
-] g

= ! !
!

4 28
32
] g

எடுுதக்கோகடு ாட்ட   

ஒரு வினா்ததாளில் பிரிவு (அ), பிரிவு 
(ஆ) என் இரு பிரிவுகள் உள்�ன. ஒவதவாரு 
பிரிவிறகும் 10 வினாக்கள் உள்�ன.  
வினா்ததாளுக்கு விடடயளிக்கும் ஒரு மாணவன, 
பகுதி (அ) -விலிருந்து 8 வினாக்களுக்கும், 
பகுதி (ஆ) -விலிருந்து 5 வினாக்களுக்கும் 
விடடயளிக்க ளவணடும் எனில், எ்ததடன 
வழிகளில், அம்மாணவர், வினாக்கட�்த 
ளதர்ந்ததடுக்கலாம்? 

தீர்வு
வினா்ததாளில் பகுதி (அ) –விலிருந்து  

8 வினாக்கட� 10C8 வழிகளிலும். பகுதி (ஆ)-வில் 
உள்� 10 வினாக்களிலிருந்து 5 வினாக்கட� 
10C5 வழிகளிலும் ளதர்ந்ததடுக்கலாம். எனளவ 
தபருக்கல் தகாள்டக விதிபபடி தமா்தத 
ளதர்வுகளின எணணிக்டக
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பயிறசி ாட்

1.  nPr = 1680, nCr = 70 எனில் n மறறும் 
r –ன மதிபடபக் காணக.

2. 8C4 + 8C3 = 9C4 எனபடத ெரிபார்.
3. வட்ட்ததின மீதுள்� 21 புள்ளிகள் வழியாக 

எ்ததடன நாணகள் வடரயலாம்?
4. ஓர் அறுளகாண்ததின முடனபபுள்ளிகட� 

இடண்தது எ்ததடன முக்ளகாணஙகள் 
வடரயலாம்?

5. 7 ஆஙகில தமயதயழு்ததுகள் மறறும் 
4 ஆஙகில உயிதரழு்ததுகளிலிருந்து, 
3 தமயதயழு்ததுகள் மறறும் இரணடு 
உயிதரழு்ததுகட� ளதர்ந்ததடு்தது, 
எ்ததடன வார்்தடதகள் உருவாக்கலாம்?

6. 4 பகடடகள் உருட்டபபடுகி்து எனில் 
குட்ந்தபட்ெம் ஒரு பகடடயாவது 2 
என் எண ளதானறுமாறு கிடடக்கதபறும் 
அடன்ததுவிதமான ொ்ததியக்கூறுகளின 
எணணிக்டக யாது?

7. ஒரு விருந்தில் 18 விருந்தினர்கள் கலந்து 
தகாள்கி்ார்கள்.  ஒரு நீணட ளமடெயில் 
இருபு்மும், பக்க்ததிறகு 9 ளபர் வீதம் 
அமரடவக்கபபடுகி்ார்கள், அவர்களில் 
குறிபபிட்ட 3 ளபர் ஒரு குறிபபிட்ட பக்க்ததிலும், 
ளமலும் இரணடு ளபர் ளமடெயின மறத்ாரு 
பக்க்ததிலும் அமர விரும்புகி்ார்கள் எனில் 
எ்ததடன வழிகளில் விருந்தினர்கட� 
அமர டவக்கலாம்?

8. ஒரு பலளகாணம் 44 மூடல 
விட்டஙகட�ப தபறறிருபபின 
அபபலளகாண்ததின பக்கஙகளின 
எணணிக்டகடய கணடுபிடி?

9. 15 ளபர் அடஙகிய கிரிக்தகட் விட�யாட்டு 
வீரர்கள் குழுவில் இருந்து 11 ளபர் 
அடஙகிய குழுடவ கீழக்கணடவாறு 
எ்ததடன வழிகளில் ளதர்வு தெயயலாம்?

(i) வீரர்கட� ளதர்வு தெயவதில் எந்த 
வித நிபந்தடனகளும் இல்டல.

(iv) 4 பந்து வீச்ொ�ர்கள், 2 இலக்கு 
நிடல காபபா�ர் மறறும் 5 ஏடனய 
விட�யாட்டு வீரர்கள் அடஙகிய குழு

C C C4 2 104 2 5# #   

C C C4 2 104 2 5# #  
= 252 வழிகளில் அடமக்கலாம்.

கூட்டலின எணணுதல் தகாள்டகபபடி, 
கிரிக்தகட் குழுடவ அடமக்கும் தமா்தத 
வழிகளின எணணிக்டக 

= 960+840+420+ 252 

= 2472 வழிகள்

எடுுதக்கோகடு ாட்ா 
nC4 2] g= n C2 3+] g , எனில் n–ன மதிபடப 

காணக.
தீர்வு
 ( )nC4 2  = n C2 3+] g  

 ( )n n4 1 2
1

#
-  = n n n

1 2 3
2 1
# #

+ +] ] ]g g g

 n12 1-] g  = (n+2) (n+1)

 n12 1-] g  = n n3 22 + +^ h

  n n9 142 - +  = 0

 n n2 7- -] ]g g  = 0 ,n n2 7& = =   

எடுுதக்கோகடு ாட்் 
n C2 n+] g = 45 எனில்  n – ன மதிபடப 

காணக.
தீர்வு

 n C2 n+] g  = 45
 n C2 n n2+ + -] g  = 45
 n C2 2+] g  = 45

 ( )n n
2

2 1+ +] g
 = 45

 n n3 882 + -  = 0
 n n11 8+ -] ]g g  = 0

 n = –11, 8
n, குட் எணணாக இருக்க முடியாது. 

 ` n = 8
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41இயற்கணிதம்

எடுுதக்கோகடு ாட்் 
கணித்த ததாகு்ததறிதல் முட்யில் 

1 + 2 + 3 +… + n = n n
2

1+] g , (அடன்தது
n N! ) என நிறுவுக.
தீர்வு 

P(n) என் கூறறு கீழக்கணடவாறு 
வடரயறுக்கபபடுகி்து

n N!  க்கு P(n) = 1 + 2 + 3 + … +n 

 = n n
2

1+] g  எனக.
படி 1: n =1 என பிரதியிடவும்

P(1) –ன LHS = 1

 P(1) –ன RHS = 2
1 1 1+] g  = 1

 LHS = RHS
`  P(1) எனபது உணடமயாகும்.
படி 2:  n = k எனபதறகு ளமறகணடகூறறு 

உணடம எனக.
i.e., P(k) எனபது உணடமயாகும்.

P(k) =  1 + 2 + 3+… + k =  k k
2

1+] g  
எனபது உணடமயாகும்.

படி 3:  P(k + 1) எனபது உணடமதயன நிரூபிக்க
P(k + 1) = 1 + 2 + 3 + … + k + (k +1)

 = P(k) + k +1

 = k k
2

1+] g  + k +1

 = k k k
2

1 2 1+ + +] ]g g  

 = k k
2

1 2+ +] ]g g

`  P(k +1) எனபது உணடமயாகும். 
இவவா்ாக P(k) எனபது உணடமதயனில் 
P(k +1) எனபது உணடமயாகும்.

`  P(n) எனபது அடன்தது n N!  க்கும்  
உணடமயாகும்.

ஆகளவ 1+ 2 + 3 +… +n  = ,n n n N2
1

!
+] g  

என் கூறறு உணடமயாகும்.

(ii) ஒரு குறிபபிட்ட வீரர் எபதபாழுதும் 
குழுவில் இடம் தபறுவார்.

(iii) ஒரு குறிபபிட்ட வீரர் எபதபாழுதும் 
குழுவில் இடம் தப்மாட்டார்.

10. 6 ஆணகள் மறறும் 4 தபணகளிலிருந்து 
5 ளபர் அடஙகிய குழு, கீழக்கணடவாறு

(i) குழுவில் குட்ந்தது இரணடு 
தபணகள் இடம் தபறுமாறும் 

(ii) குழுவில் அதிகபட்ெம் இரணடு 
தபணகள் இடம் தபறுமாறும்

 எ்ததடன வடககளில் அடமக்கலாம்.

2.4   ்கணிது பதோகுுதறிதல் 
(Mathematical induction)
n என் மிடக முழுக்கள் எணகட�க் 

தகாணடு அடமக்கும் பல்ளவறு கணிதக் 
கூறறிடன நிரூபிக்கப பயனபடும் ஒரு 
உ்ததிளய கணித்த ததாகு்ததறிதல் எனபபடும்.

இயறகணிதம், வடிவியல், மறறும் 
பகுபபாயவு ஆகியவறறின கூட்டுதலின 
உணடம தனடமடய நிறுவ, 
கணி்ததததாகு்ததறிதல் முட் பயனபடுகி்து.

்கணிது  பதோகுுதறிதலின  முதனவைக 
ப்கோள்வ்க:

ஒவதவாரு இயல் எண n – க்கும் 
தகுந்த ஒரு கூறறிடன  P(n) எனக. 
(i)  ஆைம்பநிவல: n =1 எனும்தபாழுது P(1) 

எனபது உணடமயாகும். (ஏளதனும் 
நிடலயான இயல் எணகளுக்கும் 
உணடமயாகும்) மறறும்

(ii)  பதோகுுதறிதல்  நிவல: n = k 
எனும்தபாழுது கூறறு உணடமதயனில் 
(இஙகு k எனபது ஒரு குறிபபிட்ட, ஆனால் 
தனனிச்டெயான இயல் எண) n = k + 1 
எனபதறகும் இக்கூறறு உணடமயாகும்.  
அதாவது, கூறறு P(k) உணடம எனில் 
P(k+1) –ம் உணடமயாக இருக்கும்.  
ஆகளவ P(n) எனபது அடன்தது இயல் 
எணகளுக்கும் உணடமயாகும் எனபது 
கணித்த ததாகு்ததறிதலின முதனடமக் 
தகாள்டகயாகும்.
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n = 1 என பிரதியிட
P(1)–ன LHS = 12

  = 1

P(1)–ன RHS = 6
1 1 1 2 1+ +] ]g g

  = 1

 LHS = RHS
`  P(1) உணடமயாகும்.

P(k) எனபடத உணடம என எடு்ததுக்தகாள்க
P(k) = 12 + 22 + 32 +… +k2

 = k k k
6

1 2 1+ +] ]g g

P(k + 1) –ன 
LHS = 12 + 22+ 32 + … + k2 + (k+1)2 

 = p k k 1 2+ +] ]g g

 = k k k k6
1 2 1 1 2+ +

+ +] ]
]

g g
g

 = k k k k
6

1 2 1 6 1 2+ + + +] ] ]g g g

 = 
k k k k

6
1 2 1 6 1+ + + +] ] ]g g g6 @

  

 = 
k k k

6
1 2 7 62+ + +] ^g h

 = k k k
6

1 2 2 3+ + +] ] ]g g g  = RHS

`   P(k) உணடமதயன்ால் P(k + 1) 
உணடமயாகும்.

`   அடன்தது இயல் மதிபபிறகும் P(n) 
உணடமயாகும்.
எடுுதக்கோகடு ாட்் 

23n–1 எனபது “7 ஆல் வகுபடும்” 
(அடன்தது n N! ) என நிரூபி.
தீர்வு 

P(n) = 23n–1 எனக
படி 1: n = 1 என பிரதியிட

`  P(1) = 23–1 

 = 7 (7 ஆல் வகுபடும் எண)
P(1) உணடம ஆகும்.

எடுுதக்கோகடு ாட்் 
கணித்த ததாகு்ததறிதல் மூலம் 

1 + 3 + 5 +…+ (2n–1) = n2 (அடன்தது n N! )  
என நிரூபி.
தீர்வு

P(n) = 1 + 3+ 5 + …+ (2n–1) = n2 எனக.
n = 1 எனும் தபாழுது
P(1) –ன LHS = 1

P(1) –ன RHS = 12

  = 1

 LHS = RHS

`   P(1) உணடமயாகும்.
P(k) எனபதறகு ளமறகணடகூறறு 

உணடம எனக.
P(k) = 1 + 3 + 5 + ... + (2k–1) = k2

எனளவ P(k + 1)  எனபது உணடம 
என நிரூபிக்க ளவணடும்.

P(k + 1) –ன 
LHS = 1 + 3+ 5 + … + (2k–1) + (2k+1) 

 = P k k2 1+ +] ]g g

 = k k2 12 + +

 = k 1 2+] g  = RHS

P(k) உணடமதயனில் P(k + 1) 
உணடமயாகும்.

`  ததாகு்ததறிதலின விதிபபடி n –ன 
எல்லா இயல் மதிபபிறகும் P(n) உணடம 
ஆகும்.

எடுுதக்கோகடு ாட்் 
கணித்த ததாகு்ததறிதலின படி 

12 + 22 + 32 + … + n2 = n n n
6

1 2 1+ +] ]g g  
(அடன்தது  n N! ) என நிறுவுக.
தீர்வு

P(n) எனபது குறிக்கும் கூறறு :

12 + 22 + 32 + … +n2 = n n n
6

1 2 1+ +] ]g g  
எனக 
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43இயற்கணிதம்

P(k + 1) உணடம என நிரூபிக்க 
P(k + 1) = k k1 12+ + +] ]g g

 = k k k2 1 12 + + + +

 = k k k2 22 + + +

 = 2m + 2(k + 1)  by (1)

 = 2(m + k + 1)  (ஒர் இரட்டட படட 
எண)

`  (k + 1)2 + (k + 1) ஒர் இரட்டடப 
படட எண

`  P(k) உணடம எனில் P(k + 1) 
உணடம ஆகி்து.

`  n –ன எல்லா இயல் மதிபபிறகும் 
P(n) உணடம ஆகி்து.

பயிறசி ாட்

்கணிது  பதோகுுதறிதல்  மூலம்  அடன்தது 
n N!  ககும் கீழக்கண்டைறவ்ற நிறுவு்க

1. 13 + 23 + 33+… +n3  = ( )n n
4

12 2+ .

2. 1.2 + 2.3 + 3.4 +… + n(n + 1) = 
n n n

3
1 2+ +] ]g g .

3. 4 + 8 + 12 + … + 4n  = 2n(n+1).

4. 1 + 4 + 7 + … + (3n –2) = n n
2

3 1-] g  .

5. 32n –1 எனபது  8ஆல் வகுபடும்.

6. a bn n-  எனபது  a – b ஆல் வகுபடும்.

7. 52n –1 எனபது 24 ஆல் வகுபடும்.

8. n(n + 1) (n+2)எனபது 6 ஆல் வகுபடும்.

9. அடன்தது இயல் எணகளுக்கும் 2n > n.

2.5   ஈருறுப்புு கதற்றம்  
(Binomial theorem)
கூடுதல் அல்லது கழி்ததல் என் 

தெயலிக�ால் இடணக்கபபட்ட இரணடு 
உறுபபுகட�க் தகாணட இயறகணிதக் 

படி 2:  n = k எனபதறகு ளமறகணடகூறறு 
உணடம எனக.
P( ) = 23k–1  ,7 ஆல் வகுபடும் எண 

எனக.
ஏளதனும் ஒரு m N!  க்கு 
23k–1 = 7m எனக. ... (1)

படி 3:  P(  + 1) உணடம என நிரூபிக்க 
ளவணடும்
 P(k +1) = 2 k3 1+] g–1

  = 2 1k3 3 -+] g

  = 2 2 1k3 3$ -

  = 2 8 1k3 $ -

  = 2 7 1 1k3 $ + -] g

  = 2 7 2 1k k3 3$ + -^ h

  = ( )m m2 7 7 7 2k k3 3$ + = +

&  7 ஆல் வகுபடும் எண
எனளவ, P (k +1) –ம் உணடம ஆகி்து.
கணித்த ததாகு்ததறிதல் விதிபபடி P(k) 

உணடம எனில் P (k +1) –ம் உணடம 
ஆகி்து.

`     n –ன அடன்தது இயல் 
மதிபபுகளுக்கும் P (n) உணடம ஆகி்து.

எடுுதக்கோகடு ாட்் 
கணித்த ததாகு்ததறிதல் விதிபபடி n2 + n  

ஒரு “இரட்டடப படட எண” (அடன்தது n N! )  
என நிறுவுக.
தீர்வு
P(n) எனபது n2+ n என வடரயறுக்கபபடுகி்து.

n = 1 என பிதியிடவும்
P(1) =  12 + 1 = 1 + 1 = 2,  

ஒரு இரட்டடபபடட எண.

P(k) எனபது   உணடம எனக.

P(k) = k2 + k ஒர் “இரட்டட படட 
எண” எனபது உணடமயாகும்

`  P(k) = k2 + k = 2m, m N!  …(1)
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கதற்றம் (நிரூபணமினறி) 

x a n+] g  n N! றகான ஈருறுபபு்த 
ளதற்்தடத இஙகு நாம் காணளபாம்  
(நிரூபணமினறி)

x,  ‘a’  எனபன இரு தமயதயணகள் எனில்,  
அடன்தது n N!  க்கும் x a n+] g  –ன விரிவு

x a n+] g  =  ...nC x a nC x a nC x a nC x an n n
r

n r r
0

0
1

1 1
2

2 2+ + + +- - -

...nC x a nC x a nC x a nC x an n n
r

n r r
0

0
1

1 1
2

2 2+ + + +- - - + ...

nC x a nC x a nC x an
n

n
n

r

n

r
n r r

1
1 1 0

0
+ + =-

-

=

-/

குறிப்பு
n = 0 எனில் (x+a)0  = 1

n = 1 எனில் 
x a C x C a x a1 10 1+ = + = +] g

n = 2 எனில்

x a C x C x C a x xa a2 2 2 2a2
0

2
1 2

2 2 2+ = + + = + +] g   

              x a C x C x C a x xa a2 2 2 2a2
0

2
1 2

2 2 2+ = + + = + +] g

n = 3 எனில் 
x a C x C x a C xa C a3 3 3 33

0
3

1
2

2
2

3
3+ = + + +] g

             = x x a xa a3 33 2 2 3+ + +   ...

x a n+] g  - ன விரிவில் உள்� 
ஈருறுபபுக் தகழுக்கள் முக்ளகாண வடிவில் 
வடிவடமக்கபபட்டுள்�து.  இதுளவ பாஸகலின 
முக்ளகாணம் எனபபடுகி்து.

n = 0      1  

n = 1     1  1

n = 2    1   2  1

n = 3    1  3  3  1

n = 4  1  4  6  4  1

n = 5 1  5  10  10  5  1

படம் 2.5

ளகாடவயானது ஒரு ஈருறுபபுக்ளகாடவ 
(Binomial) என அடைக்கபபடுகி்து.

, , , ,x y a b x y p p y5 2 1 5
4
7 1

2+ - + + +^ ] c c dh g m m n 

, , , ,x y a b x y p p y5 2 1 5
4
7 1

2+ - + + +^ ] c c dh g m m n எனபன ஈருறுபபுக் ளகாடவக்கான 
எடு்ததுக்காட்டுகள் ஆகும். 

ஈருறுபபு அடுக்குகட� விரிவாக்குதல் 
எனபது ஈருறுபபு்த ளதற்ம் அல்லது ஈருறுபபு 
ளகாடவ எனபபடும்.

(x + y )n எனபதடன  axbyc என் 
அடமபபில் உள்� உறுபபுகளின கூடுதலாக 
விரிவாக்கம் தெயய முடியும்.  இஙகு b மறறும் c  
என் அடுக்குகள் b + c = n எனுமாறு உள்� 
மிடகமுழுக்க�ாகும். ஒவதவாரு உறுபபிலும் 
உள்�  a என் மிடக முழுக்தகழு எனபது 
ஈருறுபபுக் தகழு என வைஙகபபடும். 

கிளரக்க கணிதளமடத யூக்ளிட் எனபரால் 
தபா.ஆ.மு. 4 ஆம் நூற்ாணடில்  (x + a)2 -ன 
விரிவு வைஙகபபட்டுள்�து.  தபா.ஆ.மு. 6 ஆம் 
நூற்ாணடில்  (x + a)3 -ன விரிவு இந்தியாவில் 
அறியபபட்டதறகான ஆதாரம் உள்�து. 1544- 
ஆம் ஆணடு ‘டமக்ளகல் ஸடிதபல்’ (Michael 
Stifle) எனபவரால் ‘ஈருறுபபுக் தகழு’ என் 
பதம் அறிமுகபபடு்ததபபட்டது. 

பிள�ஸ பாஸகல் (Blaise Pascal) 
(19 ஜுன 1623 – 19 ஆகஸட் 1662) 
எனபவர் பிரானஸ நாட்டு கணித ளமடத, 
இயறபியலா�ர், எழு்ததா�ர் மறறும் 
க்தளதாலிக்க இட்யியலா�ர்.  இவர் 1652 
ஆம் ஆணடு தவளியிடபபட்ட “எணகணித 
முக்ளகாணம்” என் பதிவில் ஈருறுபபுக் 
தகழுக்கட� முக்ளகாண வடிவில் 
வடிவடம்ததுள்�ார். இதுளவ தறதபாழுது 
பாஸகலின முக்ளகாணம் எனபபடுகி்து. 

ஈருறுபபு்த ளதற்ம் (x + a)n -ன 
விரிடவ, அடன்தது விகிதமுறு எண ‘n’ க்கும் 
உகந்ததாக மாறறி தபாதுவாக அடம்ததவர் 
ெர் ஐெக் நியூட்டன அவர்கள். 
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45இயற்கணிதம்

ளதடவபபடுகி்து.  இதறகு நாம் முதலில் tr 1+  
என் தபாது உறுபடப எழுத ளவணடும்.  
tr 1+  எனகி்  ளதடவயான உறுபடப 
எடு்ததுக்தகாணடு r –ன மதிபடப காண 
முடியும்.  x –ன தனி உறுபடப காணபதறகு 
tr 1+   என் தபாது உறுபபின x –ன அடுக்டக 
பூச்சிய்ததுடன ெமனதெயது கிடடக்கும் r –ன 
மதிபடப tr 1+   பிரதியிட x –ன தனிமதிபடப 
நாம் தப்முடியும்.

குறிப்பு
x a n+] g  = ... ...nC x a nC x a nC x a nC x a an n n

r
n r r n

0
0

1
1 1

2
2 2+ + + + + +- - -       

... ...nC x a nC x a nC x a nC x a an n n
r

n r r n
0

0
1

1 1
2

2 2+ + + + + +- - - … (1)
(i) (x–a)n –ல், a க்கு பதில்  –a டய பிரதியிட 

x a n-] g  = ... ...nC x a nC x a nC x a nC x a an n n
r

n r r n
0

0
1

1
2

2 2+ - + - + + - + + -- - -] ] ] ]g g g g  
              ... ...nC x a nC x a nC x a nC x a an n n

r
n r r n

0
0

1
1

2
2 2+ - + - + + - + + -- - -] ] ] ]g g g g   

              ... ...nC x a nC x a nC x a nC x a an n n
r

n r r n
0

0
1

1
2

2 2+ - + - + + - + + -- - -] ] ] ]g g g g

 =  ... ( ) ... ( )nC x a nC x a nC x a nC x a a1 1n n n r
r

n r r n n
0

0
1

1
2

2 2- + + + - + + -- - -] ] ] ]g g g g

... ( ) ... ( )nC x a nC x a nC x a nC x a a1 1n n n r
r

n r r n n
0

0
1

1
2

2 2- + + + - + + -- - -] ] ] ]g g g g  ...(2)  

ளமறகணட விரிவாக்க்ததிலுள்� 
அடு்ததடு்தத உறுபபுகளின குறிகள் மிடக 
அல்லது குட்யாக மாறி மாறி இருக்கும்.
(ii)  a = 1 எனறு (1) –ல் பிரதியிட

... ...x nC x nC x nC x nC x1 1n
r

r
n

n
1 2

2+ = + + + + + +] g        
                ... ...x nC x nC x nC x nC x1 1n

r
r

n
n

1 2
2+ = + + + + + +] g   ...(3)

(iii)  x = – x  எனறு (3) –ல் பிரதியிட 

... ... (– )x nC x nC x nC x nC x1 1 1 1n
r

r r
n

n n
1 2

2- = - + + + - + +] ]g g  ... ... (– )x nC x nC x nC x nC x1 1 1 1n
r

r r
n

n n
1 2

2- = - + + + - + +] ]g g   
... ... (– )x nC x nC x nC x nC x1 1 1 1n

r
r r

n
n n

1 2
2- = - + + + - + +] ]g g    

... ... (– )x nC x nC x nC x nC x1 1 1 1n
r

r r
n

n n
1 2

2- = - + + + - + +] ]g g

எடுுதக்கோகடு ாட்் 
ஈருறுபபு்த ளதற்்தடதப பயனபடு்ததி 

(2x + 3y)5 –ன விரிவுக் காணக.

தீர்வு 
x a n+] g  =  ...nC x a nC x a nC x a nC x an n n

r
n r r

0
0

1
1 1

2
2 2+ + + +- - -

...nC x a nC x a nC x a nC x an n n
r

n r r
0

0
1

1 1
2

2 2+ + + +- - -  

+... nC x a nC x an
n

n
n

1
1 1 0+ +-

-

குறிப்பு
(i) (x + a)n எனபதன விரிவில்  n+1 

உறுபபுகள் உள்�ன.
(ii) (x + a)n –ன விரிவில், ஒவதவாரு 

உறுபபிலும் உள்� x  மறறும் a –ன 
அடுக்குகளின கூடுதல் n ஆகும்

(iii) , , , , ... , ...nC nC nC nC nC nCr n0 1 2 3  
எனபன ஈருறுபபுக் தகழுக்கள் 
எனபபடும்.  இடவகள்  , ,C C C ,0 1 2  

, ..., , ..., ,C C Cr n3 , எனவும் குறிக்கபபடும்.
(iv) (x+a)n –ன விரிவில் உள்� தபாது 

உறுபபு tr+1 = nC x ar
n r r-

(v) ,nC nCr n r= - , r = 0, 1, 2, …, n  
ஆகிவறறிறகான பணபினபடி  
(x + a)n–ன விரிவில் 
இருபு்்ததிலிருந்தும் ெம தூர்ததில் 
உள்� உறுபபுகளின தகழுக்கள் 
ெமமாக இருக்கும். 

(vi) ஈருறுபபுக் தகழுக்களின கூடுதல் = 2n 

(vii) (1+x)n, எனபதன விரிவாக்க்ததில் 
ஒறட்பபடட உறுபபுகளின 
தகழுக்களின கூடுதல் = 
இரட்டடபபடட உறுபபுகளின 
தகழுக்களின கூடுதல் = 2n–1 

(x + a)n ன �டு உறுப்பு ்கோணுதல்
ைவ்க (i) (x+a)n –ன விரிவில் n – 

இரட்டடபபடட எனில்  (n+1 
ஒறட்பபடட ஆகும்) இந்த 
விரிவில் உள்� ஒளர நடு உறுபபு  
tn

2
+1

 ஆகும். 

ைவ்க (ii) (x+a)n-ல் n  ஒறட்பபடட 
எனில்  (n+1 இரட்டடபபடட 
ஆகும் ) இதன விரிவில் இரணடு 
நடு உறுபபுகள் இருக்கும். அடவ  
tn+1

2

 மறறும் tn+3

2

 ஆகும்.

சில ளவட�களில் (x + a)n - ன 
விரிவாக்க்ததில் ஒரு குறிபபிட்ட உறுபபு 
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46 11 ஆம் வகுப்பு வணிகக் கணிதம் மற்றும் புள்ளியியல்

எடுுதக்கோகடு ாட்ா 

x x
3

2
10

-c m  எனபதன விரிவில்  5வது 
உறுபடபக் காணக.
தீர்வு

x a n+] g  எனபதன விரிவில் தபாது 
உறுபபு tr 1+  = nC x ar

n r r-  ஆகும். ... (1)

x x
3

2
10

-c m  –ன 5வது உறுபடபக் 
காண ெமனபாடு (1) –ல் n க்கு 10 –யும் r க்கு  
4 –யும் பிரதியிட  

t4 1+  = t C x x10
3

5 4
6

2
4

= -] cg m    

(இஙகு n = 10 , x = x , a = – x
3

2  )

 = C x
x10 3

4
6

8

4
] g

 = x
17010

2

எடுுதக்கோகடு ாட்் 

x x
22 10
-b l  –ன விரிவில் நடு உறுபடபக் 

காணக.
தீர்வு  

x a n+] g  எனபதன விரிவில் தபாது 
உறுபபு tr 1+  = nC x ar

n r r-  ஆகும். ... (1)

நடு உறுபடபக் காண

x x
22 10
-b l  எனபதடன x a n+] g  உடன ஒபபிட

n = 10, ,x x a x
22= = -  மறறும் 

r = 5 என (1) –ல் பிரதியிட

t t5 1 6=+  = C x x10 2
5

2 5 5-
^ bh l

= C x x10 2
5

10
5

5-] g  

= –8064x5

எடுுதக்கோகடு ாட்்   
x y3 9

9
+b l  -ன விரிவில் நடுஉறுபடபக் 

காணக.

x y2 3 5+^ h  =  C x C x y C x y C x y5 2 5 2 3 5 2 3 5 2 30
5

1
4

2
3 2

3
2 3

+ + +] ] ^ ] ^ ] ^g g h g h g h

C x C x y C x y C x y5 2 5 2 3 5 2 3 5 2 30
5

1
4

2
3 2

3
2 3

+ + +] ] ^ ] ^ ] ^g g h g h g h

+ C x y C y5 2 3 5 34
4

5
5

+] ^ ^g h h

 = x x y x y x y32 5 16 3 2 1
5 4 8 9 3 2 1

5 4 3 4 27×
×

× ×
× ×5 4 3 2 2 3+ + + +] ^ ^ _ _g h h i i

  x x y x y x y32 5 16 3 2 1
5 4 8 9 3 2 1

5 4 3 4 27×
×

× ×
× ×5 4 3 2 2 3+ + + +] ^ ^ _ _g h h i i+  

   x y y5 2 81 2434 5+] g

 = x x y x y x y xy y32 240 720 1080 810  2435 4 3 2 2 3 4 5+ + + +  +  
    x x y x y x y xy y32 240 720 1080 810  2435 4 3 2 2 3 4 5+ + + +  +

எடுுதக்கோகடு ாட்ட 
ஈருறுபபு்த ளதற்்தடதப பயனபடு்ததி 

x x
12

2
4

+c m  –ன விரிவுக் காணக. 

தீர்வு

x x
12

2
4

+c m  = x C x x C x x C x x C x4 1 4
1

4
1

4
12 4

1
2 3

2 2
2 2

2
2

3
2

2
3

4 2
4

+ + + +^ ^ ^ c ^ c ch h h m h m m 

   x C x x C x x C x x C x4 1 4
1

4
1

4
12 4

1
2 3

2 2
2 2

2
2

3
2

2
3

4 2
4

+ + + +^ ^ ^ c ^ c ch h h m h m m 

   x C x x C x x C x x C x4 1 4
1

4
1

4
12 4

1
2 3

2 2
2 2

2
2

3
2

2
3

4 2
4

+ + + +^ ^ ^ c ^ c ch h h m h m m

  = x x x x x4 6 4 4 18 4
2 4 8+ + + + +

எடுுதக்கோகடு ாட்் 
ஈருறுபபு்த ளதற்்தடதப பயனபடு்ததி  

(101)5 –ன விரிவு காணக.

தீர்வு

(101)5 = (100 + 1)5

  =  (100)5 + C5 1 (100)4 + C5 2

(100)3 + C5 3 (100)2 + C5 4

(100) + C5 5

 =  10000000000+ 5(100000000) 
+ 10(1000000) + 10(10000) 
+ 5(100) + 1

 =  10000000000 + 500000000 + 
10000000 + 100000 + 500 + 1

 = 10510100501
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47இயற்கணிதம்

x10-ன தகழுடவக்காண 22–3r = 10 எனக.
&  r = 4 
r = 4 என (1) –ல்  பிரதியிட,

t5  = C x11 2 34
11 4 4 10-  = C x11 2 34

7 4 10$

`  x10 - ன தகழு C11 2 34
7 4 .

எடுுதக்கோகடு ாட்் 

x x2 3
1

2
9

+c m - ன விரிவில் x டயச் ொராத 
உறுபபிடனக் காணக.  
தீர்வு  

(x + a)n - ன விரிவில் தபாது உறுபபு 
tr 1+  = nC x ar

n r r-

x x2 3
1

2
9

+c m  எனபதடன (x + a)n 

உடன ஒபபிடுக.

`  tr 1+  = C x x9 2 3
1

r
r

r
9

2
-] cg m

 = C x x9 2 3
1

r
r r

r
r9 9 2- - -

tr 1+  = C x9 3
2

r r
r

r
9

9 3$
-

-  ... (1)

x - டய ொராத உறுபடபக் காண x –ன  
அடுக்டக ‘0’ விறகு ெமனபடு்தத

 9 – 3r =  0

`  r = 3

r = 3  –ஐ (1) –ல்  பிரதியிட

t3 1+   = C x9 3
2

3 5

9 3
0$

-

  

= C9 3
2

3 5

6
 = 1792

பயிறசி ாட்

1.  ஈருறுபபு ளதற்்தடதப பயனபடு்ததி 
விரிவுபடு்ததுக.

(i) a b2 3 4-] g  (ii) x y
1 7
+c m

(iii) x x
1

2
6

+c m  

தீர்வு 
 x y3 9

9
+b l   எனபதடன(x + a)n உடன 

ஒபபிடுக. n = 9 எனில் ப்தது உறுபபுகட� 
(இரட்டட படட) நாம் தபறுகிள்ாம்.

`  இதன விரிவில் உள்� இரணடு நடு 
உறுபபுகள் முட்ளய  

`  ,t t
2 2

n n1 3+ +  அதாவது ,t t
2 2
9 1 9 3+ +  ஆகும்.

ஆகளவ, t5  மறறும் t6  எனபன நடு 
உறுபபுக�ாகும்.

(x + a)n –ன  விரிவில் தபாது உறுபபு 
tr 1+  = nC x ar

n r r-     (1)

  r = 4 என (1) –ல்  பிரதியிட 

t t4 1 5=+  = C x y9 3 94
5 4
$b ^l h

 =  C x y9 3 94 5

5
4 4$

 = x y4 3 2 1
9 8 7 6

3 9× × ×
× × ×

5

5
4 4$ $

 = x y3402 5 4

r = 5 என (1) –ல்  பிரதியிட 

t t5 1 6=+  =  C x y9 3 95
4 5
$b ^l h

 =  C x y9 3 95 4

4
5 5$

 = x y91854 4 5

எடுுதக்கோகடு ாட்்   

x x2 32 11
-b l –ன விரிவில் x10-ன தகழுடவக் 

காணக.
தீர்வு  

(x + a)n– ன  விரிவில் தபாது உறுபபு 

tr 1+  = nC x ar
n r r-  ... (1)

x x2 32 11
-b l  எனபதடன (x + a)n 

உடன ஒபபிடுக 

tr 1+  = C x x11 2 3
r

r r2 11 --
^ bh l

= C x x11 2 3 1
r

r r r
r

11 2 11 -- -
] b

]
g l

g

= C x11 2 1 3r
r r r r11 22 3$-- -] g
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4. nPr  = 720 nCr] g , எனில் r-ன மதிபபு 

(a) 4 (b) 5 (c) 6 (d) 7

5. ஒரு நாணயம், ஐந்துமுட் 
சுணடபபடும்தபாழுது கிடடக்கும் 
அடன்தது ொ்ததிய கூறுகளின 
எணணிக்டக

(a) 25  (b) 52 (c) 10 (d) 2
5

6. n - பக்கஙகட�க் தகாணட 
பலளகாண்ததின மூடல விட்டஙகளின 
எணணிக்டக 
(a) nC2  (b) nC 22 -

(c) nC n2 -   (d) nC 12 -

7. அடன்தது n N!  க்கு n n n n1 2 3+ + +] ] ]g g g

n n n n1 2 3+ + +] ] ]g g g– ஐ வகுக்கக்கூடிய மிகபதபரிய 
மிடக முழு எண ஆனது

(a) 2 (b) 6 (c) 20 (d) 24

8. n என் மிடகமுழுவிறகு x a n+] g   
எனபதன விரிவில் உள்� உறுபபுகளின 
எணணிக்டக   
(a) n      (b) n + 1

(c) n – 1  (d) 2n

9. n என் மிடகமுழுவிறகு nC1+ nC2+ 
nC3+ … + nCn –ன மதிபபு
(a) 2n      (b) 2n –1

(c) n2  (d) n2–1

10. x y2 7-^ h  எனபதன விரிவில், x3  எனபது 
எ்ததடனயாவது உறுபபு?

(a) 3வது      (b)  4வது

(c) 5வது  (d) 6வது

11. x x
1 10
+b l  எனபதன விரிவின நடு 

உறுபபு ஆனது

(a) C x10 1
4 b l   (b) C10 5

(c) C10 6   (d) C x10 7
4       

2. ஈருறுபபு்த ளதற்்தடத பயனபடு்ததி 
மதிபபு காணக:

(i) (101)4 (ii) (999)5 

3. (x–2y)13எனபதன விரிவில் 
5வது  உறுபடபக் காணக.

4. கீழக்கணடவறறின விரிவில் நடு 
உறுபடபக் காணக.

(i) x x
1 11
+b l  (ii) x x3 2

2 8
+b l  

(iii) x x2 32
3

10
-c m

5. கீழக்கணடவறறின விரிவில் x-ஐச் ொராத 
உறுபடபக் காணக 

(i) x x3
22 9

-b l  (ii) x x
2

2
15

-c m

(iii) x x2 12 12
+b l

6. x x
1 n2
+b l  –ன விரிவில்  x - ஐச் ொராத 

உறுபபு 1 3 5
!

...
n

n2 1 2n$ $ -] g  என 
நிறுவுக.

7. x1 n2+] g  - ன விரிவில் நடு உறுபபு 

!
. . …( )

n
n x1 3 5 2 1 2n n-  எனக் காணபி. 

பயிறசி ாட்

  ைரியோ்ன விவடவயு கதர்்நபதடுுத 
எழுத்கட

1. nC nC3 2=  எனில் nc4  –ன மதிபபு  
(a) 2 (b) 3 (c) 4 (d) 5

2. np2  = 20 எனும் தபாழுது  n - ன மதிபபு 
(a) 3 (b) 6 (c) 5 (d) 4

3. 5 விட�யாட்டு வீரர்களிலிருந்து 
நானகு 4 ளபடர எ்ததடன வழிகளில் 
ளதர்ந்ததடுக்கலாம்?
(a) 4! (b) 20 (c) 25 (d) 5
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49இயற்கணிதம்

20. “CHEESE” என் வார்்தடதயிலுள்� 
எழு்ததுக்கட� தகாணடு அடமக்கபபடும் 
வார்்தடதகளின எணணிக்டக
(a) 120 (b) 240 (c) 720 (d) 6

21. 13 விருந்தினர்கள் ஓர் இரவு விருந்தில் 
கலந்து தகாள்கி்ார்கள், அவவிருந்தில் 
நடடதபறும் டகக்குலுக்குதலின 
எணணிக்டக
(a)  715 (b) 78 
(c) 286 (d) 13

22. எழு்ததுக்கள் திரும்ப வராத நிடலயில் 
“ EQUATION ” , என் வார்்தடதயில் 
உள்� எழு்ததுக்கட�ப பயனபடு்ததி 
உருவாக்கபபடும், தபாருள்படும் 
(அல்லது) தபாருள்படா வார்்தடதகளின 
எணணிக்டக  
(a) 7! (b) 3! (c) 8! (d) 5!

23. ஒரு குறிபபிட்ட விரிவாக்க்ததின ஈருறுபபு 
தகழுக்களின கூடுதல் 256 எனில், 
அவவிரிவில் உள்� உறுபபுகளின 
எணணிக்டக
(a) 8 (b) 7   (c) 6  (d) 9

24. தபாருட்கட� மீணடும் பயனபடு்ததலாம் 
என் வடகயில், தவவளவ்ான n  
தபாருட்களிலிருந்து r தபாருட்கட� ஒளர 
ளநர்ததில் ளதர்ந்ததடு்தது வரிடெபபடு்ததும்  
வழிகளின எணணிக்டக 

(a) rn              (b) nr             
(c) !

!
n r

n
-] g

       (d) !
!

n r
n
+] g

25. ஈருறுபபு தகழுக்களின கூடுதல்

(a) 2n   (b) n2  
(c) 2n (d)  n+17

இதை ்கணககு்கள்
1. பகுதி பினனஙக�ாக மாறறுக : 

x x
x
1 3

5 7
- +
+

] ]g g

2. பகுதி பினனஙக�ாக மாறறுக : 

x x
x

3 2
4

2 - +
-

12. x x
2 6
+b l  –ன விரிவின மாறிலி உறுபபு

(a) 156 (b) 165
(c) 162 (d) 160

13. 3 2 8
+^ h  எனபதன விரிவின கடடசி 

உறுபபு 
(a) 81 (b) 16
(c) 8 2   (d)  27 3

14. x x
kx

x x4 2 1 4
4

2 1
1

+ - = + + -] ]g g
 

எனில் k –ன மதிபபு 
(a) 9 (b) 11 (c) 5 (d) 7

15. எழு்ததுக்கட� மீணடும் பயனபடு்ததலாம் 
என் வடகயில் NUMBER என் 
வார்்தடதயிலிருந்து அடமக்கபபடும் 
மூனறு எழு்தது வார்்தடதகளின 
எணணிக்டக
(a) 206 (b) 133
(c) 216 (d) 300

16. நானகு இடண ளகாடுகள், மறத்ாரு 
மூனறு இடண ளகாடுகள�ாடு 
தவட்டிக் தகாள்ளும் ததாகுபபிலிருந்து 
உருவாக்கபபடும் இடணகரஙகளின 
எணணிக்டக
(a) 18 (b) 12 (c) 9 (d) 6

17. ஒரு ளதர்வின வினா்ததாளின ெரியா 
அல்லது தவ்ா என் வடகயில் 
10 வினாக்கள் உள்�ன. அடவ 
விடடயளிக்கபபடும் வழிகள் 
(a) 240 (b) 120
(c) 1024 (d) 100

18. C C C C C C C C C C5 5 5 5 5 5 5 5 5 50 1 1 2 2 3 3 4 4 5+ + + + + + + + +] ] ] ] ]g g g g g

C C C C C C C C C C5 5 5 5 5 5 5 5 5 50 1 1 2 2 3 3 4 4 5+ + + + + + + + +] ] ] ] ]g g g g g –ன மதிபபு
(a) 26 –2  (b) 25 –1
(c) 28 (d) 27

19. தவவளவறு இலக்கஙகட� உடடய 9 
இலக்க எணகளின தமா்தத எணணிக்டக
(a) 10! (b) 9! 
(c) 9 × 9!  (d) 10 × 10!
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ளதர்ந்ததடுக்கபபடுகி்து.  முதல் சீட்டட 
எடுபபவர் காடரப பரிொகப தபறுகி்ார். 
இரணடாவது சீட்டுக்கு இரு ெக்கர 
வாகனமும், மூன்ாவது சீட்டுக்கு 
மிதிவணடியும் மறறும் நானகாவது 
சீட்டுக்கு இரு ெக்கரஙகட� தகாணட 
உந்து வணடி பரிொக கிடடக்கி்து.  
இந்த பரிசுகள் எ்ததடன வழிகளில் 
வைஙகபபடுகி்து?

8. 9 கணிதம், 8 தபாரு�ாதாரம் மறறும் 7 
வரலாறறு பு்ததகஙகளின ததாகுபபில் 
இருந்து எ்ததடன வழிகளில் 2 கணிதம், 
2 தபாரு�ாதாரம் மறறும் 2 வரலாறறு 
பு்ததகஙகட�்த ளதர்ந்ததடுக்க முடியும்?

9. 3 சிவபபு, 2 மஞெள் மறறும் 2 பச்டெ நி் 
ெமிக்டஞை (signal) தகாடிகள் உள்�ன.  
தெஙகு்ததான தகாடிக்கம்ப்ததில் 
தகாடிகட�ப பயனபடு்ததி நாம் 
விரும்பும் எ்ததடன வடகயான 
பல்ளவறு ெமிக்டஞைகட� தப் முடியும்?

10. x x
2

2
17

+c m  என் விரிவாக்க்ததில்  
x11  –ன தகழுடவக் காணக.

3. பகுதி பினனஙக�ாக மாறறுக : 

x x
x x

2 3
6 14 27

2

2

+ -
- -

] ]g g

4. பகுதி பினனஙக�ாக மாறறுக : 

x x x
x x
2 1

5 8 5
2

2

- - +
- +

] ^g h

5. பினவருவனவறறின மதிபபுகட� காணக

(i) 2!
3! × 0! + 0!  (ii)  

(22)!
3! + 1!

(iii)  5!
(3!)! × 2!

6. A, B, C , D, E, F என் 6 எழு்ததுகளிலிருந்து 
5 எழு்ததுகட�ப பயனபடு்ததி எ்ததடன 
வடக குறியீடுகட� அடமக்க முடியும்?  
a) திரும்பி வராடம b) திரும்பி 
வரக்கூடியடவ c) திரும்பி வராடம 
ஆனால்  E என் எழு்ததிலிருந்து 
ஆரம்பிக்க ளவணடும் d) திரும்பி 
வராடம ஆனால் C A B –ல் முடிவடடய 
ளவணடும்.

7. 20 பரிசு சீட்டுகள் தகாணட 
ததாபபியிலிருந்து, 4 சீட்டுகள் வரிடெயாக  

ததாகுபபுடர
 z  ஏளதனும் இயல் எண n றகு, n  - ன காரணீயப தபருக்கம் எனபது,  

முதல் n இயல் எணகளின தபருக்கு்த ததாடகயாகும். இது குறியீட்டில்   
n! அல்லது n   என குறிக்கபபடுகி்து.

 z n என் இயல் எணணுக்கு n! = n(n–1) (n–2)…3×2×1

 z 0!=1

 z  இரணடு பணிகளில் ஒவதவானறும் தனி்ததனி m மறறும் n வழிகளில் தெயல்படு்ததபபடுகி்து 
எனில் இரணடு பணிகளும் (m+n) வழிகளில் தெயல்படு்தத முடியும்.

 z n தபாருள்களின r என் தபாருள்கட� ஒளர ளநர்ததில் எடு்தது வரிடெபபடு்ததும் 
வழிகளின எணணிக்டக எனபது வரிடெ மாற்ஙகளின எணணிக்டகயாகும்.

 z !
!np n r

n
r = -] g

 z !
!

!
!np n

n
n
n

0 1= - = =q
] g
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 z !
!

!
!

np n
n

n
n n

n1 1
1

1 = - = -
-

=
] ]

^

g g

h

 z !
!

!
! !np n n

n n n0n = - = =
] g

 z ( )( )…[ ( )]np n n n n r1 2 1r = - - - -

 z n தவவளவறு தபாருட்களிலிருந்து ஒளர ளநர்ததில்  r தபாருட்கட� ளதர்ந்ததடுக்கும்ளபாது 
தபாருட்கட� மீணடும் இடம்தப் அனுமதிக்கும் தபாழுது உருவாகும் வரிடெ 
மாற்ஙகளின எணணிக்டக   nr ஆகும்

 z ! !
!

p q
n  எனபது n தபாருட்களில் p தபாருட்கள் ஒருவடகயாகவும், q தபாருட்கள் மறத்ாரு 

வடகயாகவும் உள்�ன எனக் தகாள்ளவாம்.இஙகு p+q =n எனில் n தபாருட்களிலிருந்து 
ஓளர ளநர்ததில் அடன்தடதயும் ளதர்ந்ததடுக்கும்ளபாது உருவாகும் வரிடெ மாற்ஙகளின 
எணணிக்டக.

 z வட்ட வரிடெ மாற்்ததில் வலச்சுறறு (clock wise) இடச்சுறறு (anti-clockwise) 
ஆகியவறறிறகான ளவறுபாடு காணமுடிந்தால், தபாருள்களிள் வட்ட வரிடெ மாற்ஙகளின 
எணணிக்டக (n-1)! ஆகும்

 z வட்ட வரிடெமாற்ஙகள் வலச்சுறறு, இடச்சுறறு ளவறுபாடினறி இருபபின தபாருள்களில் 
வட்ட வரிடெ மாற்ஙகளின எணணிக்டக !n

2
1-] g  ஆகும்.

 z  n தபாருட்களிலிருந்து r தபாருட்கட� ளதர்வு தெயயும் வழிகளின எணணிக்டக ளெர்வுகள் 
ஆகும்.

 z n தபாருள்களிலிருந்து r தபாருள்கட� ளதர்ந்ததடுக்கும் வழிகள் ncr ஆகும்.

 z ! !
! ,nC r n r

n r n0r 1#= -^ h
 n > 1, 0 < r < n

 z nCn  = 1 = nC0  

 z nC1  = n

 z nC2  = !
n n

2
1-^ h

 z nCx = nCy , எனில் x = y அல்லது x + y = n.

 z nCr  = nCn r-  

 z nC nC n C1r r r1+ = +- ^ h

 z ( ) …x a nC x a nC x a nC x a nC x a nC x an
o

n o n n
r

n r r
n

n
1

1 1
2

2 2
1

1 1+ = + + + + +- - -
-

- ... ( ) …x a nC x a nC x a nC x a nC x a nC x an
o

n o n n
r

n r r
n

n
1

1 1
2

2 2
1

1 1+ = + + + + +- - -
-

-   

       nC x a nC x an
n

r

n

r
n r r0

0
+ =

=

-/

 z (x+a)n என் விரிவில் n+1 என் உறுபபுகள் இருக்கும்.

 z  இந்த விரிவாக்க்ததில் ஒவதவாரு உறுபபுகளில் உள்� x  மறறும் a –ன அடுக்குகளின 
கூடுதல் n ஆகும். 
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52 11 ஆம் வகுப்பு வணிகக் கணிதம் மற்றும் புள்ளியியல்

 z , , , …… …nC nC nC nC nC nCr n0 1 2 3  ஆகியடவகள் , , , … …C C C C C Cr n0 1 2 3  எனவும் 
குறிக்கபபடும்.  அடவகள் ஈருறுபபுக் தகழுக்கள் எனபபடும்.

 z r = 0, 1, 2,…n ஆகியவறறிறகு  nC nCr n r= - , எனளவ (x+a)n என் விரிவாக்க்ததின 
இரு முடனகளிலிருந்தும் ெமதூர்ததில் உள்� ஈருறுபபுக் தகழுக்கள் ெமமானடவயாகும். 
ளமலும் , , ,nC nC nC nC nC nCn n n0 1 1 2 2= = =- -

 z ஈருறுபபுக் தகழுக்களின கூடுதல் 2n ஆகும்.

 z  ஒறட்பபடட ஈருறுபபுக் தகழுக்களின கூடுதல் = இரட்டட படட ஈருறுபபுக் தகழுக்களின 
கூடுதல் = 2n-1

 z x a n+^ h என் விரிவாக்க்ததின தபாது உறுபபு t nC x ar r
n r r

1 =+
- .

்கவலச் பைோற்கள் (GLOSSARY)  
ஈருறுப்பு Binomial

எண்ணுதலின் க�ொள்� Principle of counting

எண்ணுதலின் கெருக�ல் க�ொள்� Multiplication Principle of counting

ஒரு ெடிக�ொரணி Linear factor

�ணிதத் கதொகுத்தறிதல் Mathematical Induction

�ொரணீயப் கெருக�ம் Factorial

க�ழு Coefficient

சொரொ உறுப்பு Independent term

சசர்வு Combination

ெகுதிப் ெின்்னங�ள Partial fractions

ெொஸ�லின் முகச�ொணம் Pascal’s Triangle

்ைய  உறுப்பு Middle term

வட்ட வொி்ச ைொறறம் Circular Permutation

வொி்ச ைொறறங�ள Permutations

வி�ிதமுறு ச�ொ்வ Rational Expression
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53இயற்கணிதம்

தெயல்பாட்டிறகான உரலி :

https://ggbm.at/qKj9gSTG  (or) scan the QR Code

இவணயச் பையல்போடு

இறுதியில் கிவடக்கப்பபறும் படம்   
படி – 1
தகாடுக்கபபட்டிருக்கும் உரலி / விடரவுக்குறியீடடப 
பயனபடு்ததி GeoGebra பக்க்ததிறகுச் தெல்க..
“11th BUSINESS MATHEMATICS and 
STATISTICS” எனும் GeoGebra பணிப பு்ததக்ததில் 
“Combination Exercise” க்கான பணி்ததாட� எடு்ததுக் தகாள்�வும்.

படி - 2

நீஙக�ாக தீர்டவக் கணடு பிடி்தது “Show solution” தபட்டிடயச் தொடுக்கி கீளை காணும் 
தீர்டவச் ெரி பார்க்கவும். ளமலும் “Short method” தபட்டிடயச் தொடுக்கி எளிய முட்யிடனக் 
காணக.

இவணயச் பையல்போடு

இறுதியில் கிவடக்கப்பபறும் படம்   
படி – 1
தகாடுக்கபபட்டிருக்கும் உரலி / விடரவுக்குறியீடடப 
பயனபடு்ததி GeoGebra பக்க்ததிறகுச் தெல்க..
“11th BUSINESS MATHEMATICS and 
STATISTICS” எனும் GeoGebra பணிப பு்ததக்ததில் 
“Pascal’s Triangle” க்கான பணி்ததாட� எடு்ததுக் தகாள்�வும்.

படி - 2
“Pascal’s Triangle” க்கான பணி்ததாளில், “View Pascal Triangle” மறறும் “View Pascal’s 
Numbers” தபட்டிகட�ச் தொடுக்கி பாஸகல் எணகட�க் கவனிக்கவும், இபதபாழுது “view 
Combination” தபட்டிடயச் தொடுக்கினால்  nCr-இன மதிபபு ளதானறும். கணக்கீடு தெயது 
ஒவதவாரு புள்ளியுடனும் ஒபபீடு தெயக.

தெயல்பாட்டிறகான உரலி :

https://ggbm.at/qKj9gSTG  (or) scan the QR Code
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54 11 ஆம் வகுப்பு வணிகக் கணிதம் மற்றும் புள்ளியியல்

என்ற ச�ொற்களிலிருந்து 
வருவிக்கப்பட்டது. “geo” 
என்றொல் பூமி எனறும், 
“metron’’ என்றொல் அளப்பது 
எனறும் ச்பொருளொகும்.

வடிவியல் என்பது புள்ளி்கள், க்கொடு்கள், 
வளளவு்கள், கேற்பரபபு க்பொன்றளவ்களளயும், 
அளவ்களின ்பண்பு்களளயும் ்பறறியப 
்படிப்பொகும்.  வடிவியல் வளளவளர்களுககும், 
இயற்கணித �ேன்பொடு்களுககும் உள்ள 
சதொ்டரள்ப வலியுறுத்துவது, ்பகுமுள்ற 
வடிவியலின முககியப ்பங்கொகும்.

பு்கழச்பற்ற பிசரஞ்சு தத்துவ கேளதயும், 
்கணித கேளதயுேொன, ரொகன ச்ட்கொரக்ட 
(1596-1650), இயற்கணிதத்ளத ்பயன்படுத்தி, 
வடிவியளை ்கற்பது சதொ்டர்பொன, முள்றயொன 
்கற்றளை முதனமுதலில் தனனுள்டய நூைொன 
“la Geometry’’ –ல் 1637-ல் பிரசுரித்தொர.  
இயற்கணிதம் ேறறும் வடிவியலின க�ரவு, 
தறக்பொது ்பகுமுள்ற வடிவியல் எனறு 
அளைக்கப்படுகி்றது.  இதனொல் அவர ்பகுமுள்ற 
வடிவியலின தந்ளத எனக ்கருதப்படுகி்றொர.

விேொனம் தயொரிககும் சதொழிற�ொளையில் 
்பகுமுள்ற வடிவியல் ச்பருேளவில் 
்பயன்படுகி்றது.  குறிப்பொ்க விேொனப ்பொ்கங்களின 
வடிவங்கள் �ொரந்த துள்றயில் ச்பருேளவில் 
்பயன்படுகி்றது.

3.1   நியமப்பாதை அல்லது 
இயங்குவதை (Locus)

வதையதை 3.1

ஒரு குறிபபிட்ட வடிவ ்கணித விதியின 
அல்ைது விதி்களின அடிப்பள்டயில் இயஙகும் 
புள்ளியின ்பொளத அதன இயஙகுவளர  
அல்ைது நியேப்பொளத எனப்படும்.

கறைல ந�பாககங்கள்
இந்த அத்தியொயத்ளத ்படித்தபினபு பினவரும் 
்பொ்டக ்கருத்து்களள ேொணவர்கள் புரிந்து 
ச்கொள்ள இயலும்

 z இயஙகுவளர
 z இருக்கொடு்களுககு இள்டப்பட்ட க்கொணம்
 z ஒருபுள்ளி வழிகக்கொடு்களின ்கருத்துரு
 z இரடள்ட கேரகக்கொடு்கள்
 z ஒருவட்டத்தின ச்பொதுவடிவ ேறறும் 

துளணயைகு �ேன்பொடு்கள்
 z வட்டத்தின ச்பொதுவொன �ேன்பொடடின 

ளேயம் ேறறும் ஆரம்
 z ஒரு விட்டத்தின முளனபபுள்ளி்கள் 

ச்கொடுக்கப்படின வட்டத்தின �ேன்பொடு 
்கொணுதல்

 z ஒரு வட்டத்திறகு, ச்கொடுக்கப்பட்ட 
புள்ளியில் சதொடுக்கொடடின �ேன்பொடு

 z கூம்புசவடடியின வள்க்களள அறிதல் 
 z ்பரவளளயத்தின திட்டச�ேன்பொடு, 

குவியம், இயககுவளர ்பரவளளயத்தின 
ச�வவ்கைம் ேறறும் வணி்கப ்பயன்பொடு்கள்

ைபாநே டெகபாரநெ
(1596-1650)

அறிமுகம் 
“Geometry” என்ற ச�ொல்ைொனது 

கிகரக்க சேொழியின “geo” ேறறும் “metron’’ 

்குமுதை வடிவியல3
அ
த்தி

யா
யம்
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55பகுமுறை வடிவியல்

ஒகர கேர திள�யில் ே்கரும் 
ஒரு புள்ளியின இயஙகுவளர 

ஒரு கேரக்கொடு ஆகும்.

எடுதுககபாகட ாட்   

ஒரு தளத்தின மீதுள்ள ஒரு புள்ளி 
ஆதியிலிருந்து உள்ள சதொளைவு அபபுள்ளியின   
y-அசசிலிருந்து அதன சதொளைளவப 
க்பொல் மூனறு ே்டஙச்கனில் அபபுள்ளியின  
இயஙகுவளரளயக ்கொண்்க.

தீரவு
,P x y1 1^ h  என்பது இயஙகுவளரயின 

மீதுள்ள ஏகதனும் ஒரு புள்ளி என்க. 
,P x y1 1^ h  என்ற புள்ளியிலிருந்து y-அசசிறகு 

வளரயப்பட்ட ச�ஙகுத்துக க்கொடடின 
அடிபபுள்ளி A என்க.

OP = 3 AP ச்கொடுக்கப்படடுள்ளது
 OP2 = 9AP2

 x y0 01
2

1
2- + -^ ^h h  = x9 1

2  

 x y1
2

1
2+   = x9 1

2

 x y8 1
2

1
2-  = 0

` ,P x y1 1^ h  –ன இயஙகுவளர  x y8 02 2- =

எடுதுககபாகட ாட் 
(2, –3) ேறறும் (3, –4) என்ற 

புள்ளி்களிலிருந்து �ேதூரத்திலிருககும்  ஒரு 
ே்கரும் புள்ளியின இயஙகுவளரளயக ்கொண்்க.

தீரவு
ச்கொடுக்கப்படடுள்ள புள்ளி்களள 

A(2, –3) ேறறும் B(3, –4) என எடுத்துக 
ச்கொள்கவொம்

,P x y1 1^ h  என்பது இயஙகுவளரயின 
மீதுள்ள ஏகதனும் ஒரு புள்ளி என்க.

 PA = PB ச்கொடுக்கப்படடுள்ளது.

PA2 = PB2

3.1.1  இயங்குவதையின் சமன்்பாட 
(Equation of a locus)  

a

aC P2

P1

a

்ப்டம் 3.1

இயஙகுவளரயில் உள்ள அளனத்துப 
புள்ளி்களின ஆயத்சதொளைவு்களொல் ஈடு 
ச�யயப்படும் x, y– ல் உள்ள  எந்த ஒரு சதொ்டரபும் 
இயஙகுவளரச �ேன்பொடு எனப்படும்.  

எடுத்துக்கொடடு்கள், 

(i)  C(h, k)  என்ற  நிளையொன புள்ளியிலிருந்து, 
எபச்பொழுதும் �ேதூரத்தில் உள்ள P(x, 
y) என்ற புள்ளியின இயஙகுவளர, 
அபபுள்ளிளய ளேயேொ்க உள்டய 
வட்டேொகும்.  நிளையொன புள்ளி c –ஐ  
வட்டத்தின ளேயம் எனக்பொம். 

(ii)  A, B  என்ற இரு நிளையொன 
புள்ளி்களிலிருந்து �ேதூரத்தில் உள்ள 
புள்ளியின இயஙகுவளர AB ககு ளேயக 
குத்துகக்கொ்டொகும்.

்ப்டம் 3.2

A B
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2. (3, –2) என்ற புள்ளியிலிருந்து, எபச்பொழுதும் 
4 அைகு தூரத்தில் இருககும் புள்ளியின 
நியேப்பொளதளயக ்கொண்்க.

3. ஒரு ே்கரும் புள்ளி, (2,1) ேறறும் (1,2) என்ற 
புள்ளி்களிலிருந்து உள்ள சதொளைவு்கள் 
2:1 என்ற விகிதத்தில் இருககுேொறு 
ே்கருகி்றசதனில், அபபுள்ளியின 
இயஙகுவளரளயக ்கொண்்க.

4. (7, –6) ேறறும் (3,4) என்ற புள்ளி்களுககு 
�ேதூரத்தில், x - அசசின மீதளேந்த ஒரு 
புள்ளிளயக ்கொண்்க.

5. A(–1, 1) ேறறும் B(2, 3) என்பன இரு 
நிளைபபுள்ளி்கள் எனில் முகக்கொணம் 
APB –ன ்பரப்பளவு 8 �.அைகு்கள் 
என்றவொறு ே்கரும் P என்ற புள்ளியின 
நியேப ்பொளதளயக ்கொண்்க.

3.2   ந�ரகநகபாடகளின் டைபாகுபபு 
(System of straight lines)

3.2.1  நிதேவு கூறுைல -  
ந�ரகநகபாடகள்

முந்ளதய வகுபபு்களில், ்பகுமுள்ற 
வடிவியல் ்பறறிய அடிப்பள்ட ்கருத்துருக்களள, 
அறிந்துள்களொம்.  தூர வொய்பொடு, பிரிவு வொய்பொடு, 
முகக்கொணத்தின ்பரபபு ்கொணும் வொய்பொடு 
ேறறும் க்கொடு்களின �ொயவு முதலியனவறள்ற 
கீழவகுபபு்களில்  ்கறறுள்களொம்.  கேரக்கொடு்களின 
்பைவள்க �ேன்பொடு்களள, 10 ஆம் வகுபபில் 
்கறறுள்களொம். 11 ஆம் வகுபபின புதிய 
்கருத்துக்களளயும், புதிய வளரயள்ற்களளயும் 
ேனகு புரிந்து ச்கொள்ள, நிளனவு கூறுதல் 
அவசியேொகி்றது.

ந�ரகநகபாடகளின் ்லநவறு வடிவங்கள்:
(i) சபாய்வு- டவகடதுண்டவடிவம்
�ொயவு m  ேறறும் y சவடடுத்துண்டு  c  உள்டய 
கேரகக்கொடடின �ேன்பொடு  y = mx+c ஆகும்
(ii) புள்ளி- சபாய்வு வடிவம் 
ச்கொடுக்கப்பட்ட புள்ளி ,P x y1 1^ h  வழிச 
ச�ல்வதும் �ொயவு m உள்டயதுேொன 
கேரகக்கொடடின �ேன்பொடு

y y m x x1 1- = -^ h

x y2 31
2

1
2- + +^ ^h h  = x y3 41

2
1

2- + +^ ^h h

x x y y4 4 6 91
2

1 1
2

1- + + + +   
 = x x y y6 9 8 161

2
1 1

2
1- + + + +

 x y2 2 121 1- -  = 0
 x y 61 1- -  = 0

,P x y1 1^ h  –ன இயஙகுவளர  x y 6- -  = 0.

எடுதுககபாகட ாடா 
(–5, 1) ேறறும் (3, 2) என்ற புள்ளி்களு்டன 

ஒரு ச�ஙக்கொண முகக்கொணத்ளத அளேககும் 
வள்கயில் ே்கரும் புள்ளியின இயஙகுவளரளயக 
்கொண்.

தீரவு
ச்கொடுக்கப்பட்ட புள்ளி்கள் A(–5, 1) 

ேறறும் B(3, 2) என்க.
,P x y1 1^ h  என்பது இயஙகுவளரயின 

மீது ஏகதனும் ஒரு புள்ளி என்க.

APB+  = 90o ச்கொடுக்கப்படடுள்ளது.
அதொவது TAPB ஒர ச�ஙக்கொண 

முகக்கொணேொகும்
BA2  = PA2+PB2

(3+5)2 + (2–1)2 = x y x y5 1 3 21
2

1
2

1
2

1
2+ + - + - + -^ ^ ^ ^h h h h  

x y x y5 1 3 21
2

1
2

1
2

1
2+ + - + - + -^ ^ ^ ^h h h h

65 = x x y y x x y y10 25 2 1 6 9 4 41
2

1 1
2

1 1
2

1 1
2

1+ + + - + + - + + - +

x x y y x x y y10 25 2 1 6 9 4 41
2

1 1
2

1 1
2

1 1
2

1+ + + - + + - + + - +

அதொவது x y x y2 2 4 6 39 651
2

1
2

1 1+ + - + -  = 0

அதொவது x y x y2 3 131
2

1
2

1 1+ + - -  = 0

எனகவ ,P x y1 1^ h  –ன இயஙகுவளர 
x y x y2 3 132 2+ + - - = 0

்யிறசி ாட்

1. (1, 3) என்ற புள்ளிககும்,  x-அசசுககும், 
�ேசதொளைவில் உள்ளவொறு ே்கரும் ஒரு 
புள்ளியின நியேப்பொளதளயக ்கொண்்க.
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1i  ேறறும் 2i  என்பன l1  ேறறும் 
l2  க்கொடு்களொல் x-அசசு்டன ஏற்படுத்தப்படும் 
க்கொணங்கள் என்க. எனகவ க்கொடு்களின 
�ொயவு்கள் tanm1 1i=  ேறறும் tanm2 2i=  
என்க. 

க்கொடு்கள் l1  ேறறும் l2  ்களுககு 
இள்டப்பட்ட க்கொணம் i  எனில், 1 2i i i= -  
(்ப்டம் 3.3).

 ` tani  = tan 1 2i i-^ h

  = tan tan
tan tan

1 1 2

1 2

i i

i i

+

-

 tanθ = m m
m m

1 1 2

1 2
+
-

 θ = tan
− −

+








1 1 2

1 2
1

m m
m m

குறிபபு

(i) இஙகு m m
m m

1 1 2

1 2
+
-

 என்பது மிள்க 
(>0)எனில், l1  ேறறும் l2  ்களுககு 
இள்ட்பட்ட க்கொணம் i  என்பது 
குறுஙக்கொணேொகும்.  m m

m m
1 1 2

1 2
+
-  -ன 

ேதிபபு குள்ற (<0) எனில், i  என்பது 
விரிக்கொணேொ்க இருககும்.

(ii) இருக்கொடு்கள் இளணயொ்க 
இருப்பதற்கொன கதளவயொனதும் 
ேறறும் க்பொதுேொனதுேொன ்கடடுப்பொடு 
அவறறின �ொயவு்கள் �ேம். அதொவது 
m1=m2.

(iii) இருக்கொடு்கள் ஒனறுகச்கொனறு 
ச�ஙகுத்தொ்க இருப்பதற்கொன, 
கதளவயொனதும் ேறறும் 
க்பொதுேொனதுேொன ்கடடுப்பொடு, அந்தக 
க்கொடு்களின �ொயவு்களின ச்பருககுத் 
சதொள்க –1 ஆ்க இருக்க கவண்டும், 
அதொவது m1 m2=–1.  (இஙகு 
m1   ேறறும் m2  என்பன முடிவுறு 
எண்ணொகும்)

(iii) இருபுள்ளிகள்  வடிவம் 

ச்கொடுக்கப்பட்ட புள்ளி்கள் , , ,A x y B x y1 1 2 2^ ^h h  
ஆகியவறள்ற இளணககும் கேரகக்கொடடின 
�ேன்பொடு y y

y y
x x
x x

2 1

1

2 1

1
-
-

= -
-  ஆகும்.

,A x y1 1^ h , ,B x y2 2^ h  ஆகிய புள்ளி்களள 
இளணககும் கேரகக்கொடடின �ேன்பொடு 
அணிகக்கொளவ வடிவில் 

x
x
x

y
y
y

1
1
1

01

2

1

2

=  ஆகும்.

(iv) டவகடதுண்ட வடிவம்
x-அசசு சவடடுதுண்டு a ேறறும் y-அசசு 
சவடடுத்துண்டு b எனில், கேரகக்கொடடின 
சவடடுத்துண்டு வடிவச �ேன்பொடு,

a
x

b
y

1+ =  ஆகும்.

(v) ட்பாதுவடிவம்
கேரகக்கொடடின ச்பொதுவடிவச �ேன்பொடு 
ax by c 0+ + =  ஆகும். இஙகு a, b ேறறும் c  
என்பன ேொறிலி்கள். கேலும் a, b என்பன ஒகர 
�ேயத்தில் பூசசியேற்ற ேொறிலி்கள் ஆகும்.

3.2.2 இரு ந�ரகநகபாடகளுககு 
இதெப்கெ நகபாணங்கள்  
(Angle between two straight lines) 

y

l1 l2

P

xO

i

2i 1i

்ப்டம் 3.3  

l1 ேறறும் l2 என்பன, P-யில் சவடடிக 
ச்கொள்ளும் :l y m x c1 1 1= +  ேறறும்  

:l y m x c2 2 2= +  என்ற �ேன்பொடு்களொல் 
குறிக்கப்படும் இருக்கொடு்கள் என்க.
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எடுதுககபாகட ாட் 
x y 5 0- + =  என்ற க்கொடு ஆதியிலிருந்தும்  
P(2, 2) என்ற புள்ளியிலிருந்தும் �ே 
சதொளைவில் உள்ளது எனக ்கொடடு்க.

தீரவு
ச்கொடுக்கப்பட்ட க்கொடு x y 5 0- + =   
P(2, 2) என்ற புள்ளியிலிருந்து உள்ள 

ச�ஙகுத்து சதொளைவு 

= 
1 1

2 2 5
2 2+
- +  = 

2
5  = 

2
5

(0, 0) லிருந்து உள்ள சதொளைவு

= 
1 1

5
2

5
2 2+

=  = 
2

5

ச்கொடுக்கபட்ட க்கொடு  (0, 0) ேறறும் (2, 2)  
புள்ளி்களிலிருந்து �ே சதொளைவில் உள்ளது

எடுதுககபாகட ாட் 
இரு க்கொடு்களுககு இள்டப்பட்ட 

க்கொணம் 4
r , கேலும் ஒரு க்கொடடின �ொயவு  

3, எனில் ேறச்றொரு க்கொடடின �ொயளவக 
்கொண்்க.

தீரவு
m1 ேறறும் m2 ஆகியவள்களள 

�ொயவு்களொ்க உள்டய கேரக்கொடு்களுககு 
இள்டப்பட்ட க்கொணம் i  எனில்

tan i  = m m
m m

1 1 2

1 2
+
-

இஙகு ,m 3 41 i
r= = ேறறும் ,m 3 41 i

r= =

`  tan 4
r  = m

m
1 3
3

2

2
+
-

 1 = m
m

1 3
3

2
2

+
-

d n

 m1 3 2+  = m3 2-

&  m2  = 2
1

     ேறக்றொர க்கொடடின �ொயவு 2
1 .

x-அசசு ேறறும் y-அசசு ஆகிய 
கேரக்கொடு்கள் ஒனறுகச்கொனறு 
ச�ஙகுத்து, ஆனொல் இவறறின 

�ொயவு்களின ச்பருககுத் 
சதொள்க  m m 11 2 = -  என்பது 
உண்ளேயல்ை.  ஏசனனில் 

x-அசசின �ொயவு m1=0,  
y- அசசின �ொயவு m2  முடிவிலி.

எடுதுககபாகட ாட் 
x y2 3 0- + =  ேறறும் x y 2 0+ + =  

என்ற கேரகக்கொடு்களுககு இள்டப்பட்ட 
குறுஙக்கொணத்ளதக ்கொண்்க.

தீரவு
m1 ேறறும் m2 என்பன  x y2 3 0- + =

ே ற று ம்  x y 2 0+ + =  எ ன ்ற  க ே ர க 
க்கொடு்களின �ொயவு்கள் என்க.

இஙகு m1 = 2, m2 = –1

i  என்பது ச்கொடுக்கப்பட்ட க்கொடு்களுககு 
இள்டப்பட்ட க்கொணம் எனில் 

tan i  = m m
m m

1 1 2

1 2
+
-

  = 1 2 1
2 1 3+ -
+ =
^ h

 i  = tan 31-
^ h

3.2.3  ஒரு நகபாகடிலிருந்து ஒரு 
புள்ளியின் டைபாத்லவு  
(Distance of a point from a line) 

(i)  P(l, m) என்ற புள்ளியிருந்து   
ax by c 0+ + =  -ன ச�ஙகுத்து 

தூரம் d
a b

al bm c
2 2=
+

+ +

(ii)  ஆதி (0, 0) லிருந்து ax by c 0+ + =
ax by c 0+ + = -ன ச�ஙகுத்து சதொளைவு 

d
a b

c
2 2=
+
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3
8
2

4
11
3

13
33
7

-
-
-

-
-
-

 

= 3(77–99) + 4(–56+66) – 13(–24+22)

= –66 + 40 + 26 = 0

&   ச்கொடுக்கப்பட்ட க்கொடு்கள் ஒரு புள்ளி வழிக 
க்கொடு்கள் ஆகும்.

ஒருங்களேப புள்ளிளயக ்கொண
�ேன்பொடு  (1) #2 &    6x–8y =26

�ேன்பொடு (3) #3 &     6x–9y =21
            ___________
          y = 5
            ___________

y = 5 எனும்ச்பொழுது  �ேன்பொடு (2) 
லிருந்து 8x = 88

x = 11

`  ஒருங்களேப புள்ளி  (11, 5)

எடுதுககபாகட ாட் 
3x – 5y – 11 = 0, 5x + 3y – 7 = 0 

ேறறும் x ky 0+ =  என்பன ஒரு புள்ளி வழிக 
க்கொடு்கள் எனில்,  k-ன ேதிபபுக ்கொண்்க.

தீரவு
புள்ளி வழிக க்கொடு்களுக்கொன ்கடடுப்பொடு.

a
a
a

b
b
b

c
c
c

1

2

3

1

2

3

1

2

3

 =0 

k

3
5
1

5
3

11
7

0

- -
-  = 0

1(35+33) – k(–21+55) = 0
&  34k = 68.  `  k = 2.

எடுதுககபாகட ாட் 
ஒரு தனியொர நிறுவனம், 2012 

ஆம் ஆண்டு ஒரு எழுத்தளர `20,000/- 
ஊதியத்திறகு, ்பணியில் அேரத்துகி்றது.  2017 
ஆம் ஆண்டு அவரது ஊதியம் `25,000 ஆ்க 
உயரத்தப்படுகி்றது.  எனில்,

3.2.4  ஒரு புள்ளி வழிக நகபாடகள் 
(Concurrence of lines)

l1  ேறறும் l2   என்ற க்கொடு்கள் �ந்திககும் 
ச்பொதுவொன புள்ளி ‘P’ எனில், P என்பது 
க்கொடு்களின சவடடும் புள்ளி எனப்படும். க்கொடு்கள்  
l1  ேறறும் l2  ்களின �ேன்பொடு்களள தீரப்பதன 
மூைம், சவடடும் புள்ளிளயக ்கொணைொம்.

மூனறு அல்ைது மூனறுககு கேற்பட்ட 
க்கொடு்கள் ஒரு ச்பொதுவொன புள்ளிளய 
ச்பறறிருககும் எனில், அகக்கொடு்கள் ஒரு புள்ளி 
வழிக க்கொடு்கள் எனப்படும். அந்த ச்பொதுவொன 
புள்ளி, க்கொடு்களின ஒருங்களேப புள்ளி 
எனப்படும். 

டகபாடககப்கெ  நகபாடகள்  புள்ளி  வழிக 
நகபாடகளபாக இருப்ைறகபாே ககடப்பாட 

a x b y c1 1 1+ +  = 0  "  (1)

a x b y c2 2 2+ +  = 0  "  (2)

a x b y c 03 3 3+ + =   "  (3)

என்பன ச்கொடுக்கப்பட்ட மூனறு 
க்கொடு்கள் என்க. இகக்கொடு்கள் ஒரு புள்ளி 
வழிகக்கொடு்களொ்க இருப்பதற்கொன ்கடடுப்பொடு

a
a
a

b
b
b

c
c
c

1

2

3

1

2

3

1

2

3

 = 0

எடுதுககபாகட ாட் 
,x y x y3 4 13 0 8 11 33- - = - =  ேறறும் 

x y2 3 7 0- - =  என்பன ஒரு புள்ளிவழிக 
க்கொடு்கள் எனக்கொடடு்க.  கேலும் அகக்கொடு்களின 
ஒருங்களே புள்ளிளயக ்கொண்்க.

தீரவு
ச்கொடுக்கப்பட்ட க்கொடு்கள்
 x y3 4 13- -  = 0 ... (1)

 x y8 11-  = 33 ... (2)
x y2 3 7- -  = 0  ... (3)

புள்ளி வழிக க்கொடு்களுக்கொன ்கடடுப்பொடு  
a
a
a

b
b
b

c
c
c

1

2

3

1

2

3

1

2

3

 = 0 
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3. ,x y x4 0 3 2 0+ - = + =   ேறறும் 
x y3 3 16 0- + =  என்பன ஒரு புள்ளி 

வழிக க்கொடு்கள் எனக்கொடடு.
4. ;x y x y3 4 13 2 7 1+ = - =-  ேறறும்  

ax y 14 0- - =  என்பன ஒரு புள்ளி 
வழிக க்கொடு்கள் எனில் ‘a’ –ன ேதிபபுக 
்கொண்்க.

5. ஒரு தனியொர உற்பத்தி நிறுவனம்  80  
சதொளைக்கொடசி ச்படடி்களள, `2,20,000 
ககு உற்பத்தி ச�யகி்றது.  கேலும் 125 
சதொளைக்கொடசி ச்படடி்களள `2,87,500 
ககு உற்பத்தி ச�யகி்றது என்க.   ச�ைவு-
வளளவளர ஒரு கேரக்கொடு எனில், 
கேற்பட்ட விவரங்களுக்கொன ச�ைவு-
வளளவளரளயக ்கொண்்க. கேலும் 
95 சதொளைக்கொடசி ச்படடி்களள 
தயொரிப்பதற்கொன ச�ைளவ ்கணககிடு்க.

3.3    இைகதெ ந�ரகநகபாடகள்  
(Pair of straight lines)

3.3.1 இைகதெ ந�ரகநகபாடகளின் 
ஒருங்கிதணந்ை சமன்்பாட 
(Combined equation of the pair 
of straight lines)

l x m y n 01 1 1+ + =  ேறறும் l x m y n 02 2 2+ + =  
என்பன இரு தனித்த கேரகக்கொடு்களின 
�ேன்பொடு்கள் என்க.

அந்த கேரகக்கொடு்களின ஒருஙகிளணந்த 
�ேன்பொடு

l x m y n1 1 1+ +^ h l x m y n2 2 2+ +^ h  = 0

l l x l m l m xy m m y l n l n x m n m n y n n 01 2
2

1 2 2 1 1 2
2

1 2 2 1 1 2 2 1 1 2+ + + + + + + + =^ ^ ^h h h

 l l x l m l m xy m m y l n l n x m n m n y n n 01 2
2

1 2 2 1 1 2
2

1 2 2 1 1 2 2 1 1 2+ + + + + + + + =^ ^ ^h h h

 l l x l m l m xy m m y l n l n x m n m n y n n 01 2
2

1 2 2 1 1 2
2

1 2 2 1 1 2 2 1 1 2+ + + + + + + + =^ ^ ^h h h

இது, 

ax hxy by gx fy c2 2 2 02 2+ + + + + =

என்ற இரு்படி ச்பொதுவடிவ 
�ேன்பொடடின அளேபபில் உள்ளது. (இஙகு 

, , , , ,a b c f g h  ேொறிலி்கள்) எனகவ இதளன 
இரடள்ட கேரகக்கொடு்களின ஒருஙகிளணந்த 
�ேன்பொ்டொ்க எடுத்துக ச்கொள்ளைொம்.

(i) கேற்பட்ட விவரங்களள  y-எழுத்தரின 
ஊதியம் ேறறும் x-அவரது ்பணி 
ஆண்்டொ்க ச்கொண்டு x, y-ல் ஒரு்படிச 
�ேன்பொ்டொ்க எழுது்க. 

(ii) 2020 ஆம் ஆண்டு அவரது ஊதியத்ளத 
்கணககிடு்க.

தீரவு
இஙகு y என்பது எழுத்தரின ஊதியம் 

எனவும், x-ளய எழுத்தரின ்பணி ஆண்டு 
எனவும் ச்கொள்்க.

ஆண்ட  (x) ஊதியம்  (y)

2012(x1) 20,000(y1)

2017(x2) 25,000(y2)

2020 ?

கேற்பட்ட விவரங்களிலிருந்து x, y- ன 
ஒரு ்படிச�ேன்பொ்டொனது  

  y y
y y
2 1

1
-
-

 = x x
x x

2 1

1
-
-

 , ,
,y

25 000 20 000
20 000
-

-
 = x

2017 2012
2012
-
-

  
,y

5000
20 000-

 = x
5
2012-

y = 1000x – 2012000+20,000

y = 1000x – 19,92,000

2020 ஆம் ஆண்டு அவரது �ம்்பளம் 
 y = 1000(2020)–19,92,000

y = `28000

்யிறசி ாட்

1. �ொயவு்கள் 2
1  ேறறும் 3 உள்டய 

கேரகக்கொடு்களுககு இள்டப்பட்ட 
க்கொணத்ளதக ்கொண்்க.

2. (4, 1) என்ற புள்ளியிலிருந்து 
x y3 4 12 0- + =  என்ற க்கொடு உள்ள 

ச�ஙகுத்து தூரத்ளதக ்கொண்்க.
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     tan m m
m m

1 1 2

1 2i = +
-

   = ±
a b

h ab2 2

+
-

 ‘i ’ –ஐ ஒரு குறுஙக்கொணேொ்க எடுத்துக 
ச்கொள்கவொம்

`         i  = tan a b
h ab21

2

+
-- < F

குறிபபு

(i) ax hxy by gx fy c2 2 2 02 2+ + + + + =  
என்ற இரடள்ட கேரகக்கொடு்களுககு 
இள்டப்பட்ட க்கொணம் i  எனில்,  

  i  = tan a b
h ab21

2

+
-- < F

(ii) கேரகக்கொடு்கள் இளணயொனளவ 
எனில் h ab2 = .

(iii) கேரகக்கொடு்கள் ஒனறுககு ஒனறு 
ச�ஙகுத்தொனளவ எனில், a b 0+ =  

அதொவது x2 –ன ச்கழு + y2 –ன ச்கழு = 0 

3.3.4 ட்பாதுவபாே இரு்டிச் சமன்்பாட 
இைகதெ ந�ரகநகபாடகதளக 
குறிப்ைறகபாே  ககடப்பாட  
(The condition for general second 
degree equation to represent the 
pair of straight lines)  
ax hxy by gx fy c2 2 2 02 2+ + + + + =  

என்ற இரு்படி ச்பொதுச �ேன்பொடு இரடள்ட 
கேரகக்கொடு்களளக குறிப்பதற்கொனக ்கடடுப்பொடு

– – –abc fgh af bg ch2 02 2 2+ =

குறிபபு
இதளன அணிகக்கொளவ வடிவில்    

 
a
h
g

h
b
f

g
f
c

0=  என எழுதைொம்.

3.3.2 ஆதிவழிச் டசலலும் இைகதெ 
ந�ரகநகபாடகள் (Pair of straight 
lines passing through the origin)
x, y –ன இரண்்டொம் ்படி �ே்படித்தொன 

�ேன்பொடு 
ax hxy by2 02 2+ + =  ... (1) 

ஆனது ஆதிவழிச ச�ல்லும் இரடள்ட 
கேரகக்கொடு்களளக குறிககும்.

ஆதிவழிச ச�ல்லும் இரு கேரகக்கொடு்களின 
தனித்த �ேன்பொடு்கள் 

y m x1=  ேறறும் y m x2=  என்க.

அவறறின க�ரபபு �ேன்பொ்டொனது

 y m x y m x1 2- -^ ^h h  = 0

&  m m x m m xy y1 2
2

1 2
2- + +^ h  = 0 ... (2)

(1), (2) ஆகியளவ ஒகர இரடள்ட 
கேரகக்கொடு்களளக குறிககின்றன.

`  m m
a

m m
h b2

11 2 1 2
=
- + =
^ h

m m b
a

1 2& =  அதொவது �ொயவு்களின 
ச்பருக்கற்பைன = b

a  

m m b
h2

1 2+ = -  அதொவது �ொயவு்களின 
கூடுதல் = b

h2-  

3.3.3 ஆதிவழிச் டசலலும் இைகதெ 
ந�ரகநகபாடகளுககு இதெப்கெ 
நகபாணம் (Angle between pair  
of straight lines passing through 
the origin)

ஆதிவழிச ச�ல்லும் இரடள்ட கேரகக்கொடு்களின 
�ேன்பொடு

ax hxy by2 02 2+ + =  

இதன தனித்த க்கொடு்களின �ொயவு்கள்  
m1, m2  என்க.

`m m b
h2

1 2+ = -  ேறறும் m m b
a

1 2 =

இரடள்ட கேரகக்கொடு்களுககு இள்டப்பட்ட 
க்கொணம் i  என்க. 
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i  = tan a b
h ab21

2

+
-- < F  

 = tan
5

2 4
25 61 -- > H   

tan 5
11` i = - b l

எடுதுககபாகட ாட்் 

ax hxy by2 02 2+ + =  என்ற இரடள்ட 
கேரகக்கொடு்களின ஒனறின �ொயவு ேற்றதின 
�ொயளவபக்பொை இரண்டு ே்டஙகு எனில் 

h ab8 92 =  என நிறுவு்க.

தீரவு
m1, m2 என்பன 

ax hxy by22 2+ +  = 0 என்ற இரடள்ட 
கேரகக்கொடு்களின �ொயவு்கள் என்க.

`  m m1 2+  = b
h2-  ேறறும் m m b

a
1 2 =

 ்கணககின்படி m m22 1=  

`  m m21 1+  = b
h2-  ேறறும் m m b

a21 1$ =

`   m1 = b
h

3
2-  ேறறும் m b

a2 1
2 =

&  b
h2 3

2 2
-b l  = b

a

&  b
h

9
8

2

2
 = b

a

&  8h2 = 9ab

எடுதுககபாகட ாட்ா 

x xy y x y2 7 3 5 5 2 02 2+ + + + + =  
என்பது இரடள்ட கேரகக்கொடு்களளக குறிககும் 
எனக ்கொடடு்க. கேலும் இகக்கொடு்களின 
தனித்தனிச �ேன்பொடு்களளயும் ்கொண்்க.

தீரவு 
ச்கொடுக்கப்பட்ட �ேன்பொடு x xy y x y2 7 3 5 5 2 02 2+ + + + + = 

x xy y x y2 7 3 5 5 2 02 2+ + + + + =  இதளன
ax hxy by gx fy c2 2 2 02 2+ + + + + = , 

உ்டன ஒபபிடும்க்பொது
, , , , ,a b h g f c2 3 2

7
2
5

2
5 2= = = = = =

எடுதுககபாகட ாட்ட 
x y2 1 0+ - = , x y2 5 0+ - =  என்ற  

தனித்தனி �ேன்பொடு்களளக ச்கொண்்ட 
இரடள்ட கேரகக்கொடு்களின ஒருஙகிளணந்த 
�ேன்பொடடிளனக ்கொண்்க.

தீரவு
ச்கொடுக்கப்பட்ட கேரகக்கொடு்களின ஒருஙகிளணந்த 
�ேன்பொடு

x y2 1+ -^ h x y2 5 0+ - =^ h

அதொவது    
x xy x xy y y x y2 4 2 2 10 5 5 02 2+ - + + - - - + =  

 x xy x xy y y x y2 4 2 2 10 5 5 02 2+ - + + - - - + =

    x xy y x y2 5 2 11 7 5 02 2+ + - - + =

எடுதுககபாகட ாட்் 
x xy y x y2 5 3 6 7 4 02 2+ + + + + =  

என்பது இரடள்ட கேரகக்கொடு்களளக குறிககும் 
எனக ்கொடடு்க. கேலும் இகக்கொடு்களுககு 
இள்டப்பட்ட க்கொணம் ்கொண்்க.

தீரவு 
ச்கொடுக்கப்பட்ட �ேன்பொடு 
 x xy y x y2 5 3 6 7 4 02 2+ + + + + =  
இதளன
 ax hxy by gx fy c2 2 2 02 2+ + + + + =  
உ்டன ஒபபிடும்க்பொது
 , , , ,a b h g f2 3 2

5 3 2
7= = = = =  

ேறறும் c = 4  

இரடள்ட கேரகக்கொடடிற்கொன ்கடடுப்பொடு
– – –abc fgh af bg ch2 02 2 2+ = .

– – –abc fgh af bg ch2 24 2
105

2
49 27 25 02 2 2+ = + - - - =

 – – –abc fgh af bg ch2 24 2
105

2
49 27 25 02 2 2+ = + - - - =

எனகவ ச்கொடுக்கப்பட்ட �ேன்பொடு 
இரடள்ட கேரகக்கொடு்களளக குறிககும் 

இரடள்ட கேரக்கொடு்களுககு இள்டப்பட்ட 
க்கொணம் ‘θ’ என்க.
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எனகவ இரடள்ட கேரகக்கொடு்கள் 
இளணயொகும்.

x xy y4 12 92 2- +  = x y2 3 2-^ h

x xy y x y4 12 9 18 27 82 2- + + - +  = 0  
என்பளத
 &      x y x y2 3 9 2 3 82- + - +^ ^h h  = 0 
என எழுதைொம்.

  2x–3y = z  என்க.
 z z9 82 + +  = 0

 (z+1)(z+8) = 0

 z+1 = 0        z+8 = 0

 2x–3y+1 = 0 2x–3y+8 = 0

எனகவ இரடள்ட இளண 
கேரகக்கொடு்களின தனித்தனி �ேன்பொடு்கள்

2x–3y+1 = 0 ேறறும் 2x–3y+8 =0.

எடுதுககபாகட ாட்் 
x xy y4 02 2+ + =  என்ற இரடள்ட 

கேரகக்கொடு்களுககு இள்டப்பட்ட க்கொணத்ளதக 
்கொண்்க.
தீரவு 

ச்கொடுக்கப்பட்ட �ேன்பொடு x xy y4 02 2+ + =

இஙகு a = 1, b = 1 ேறறும் h = 2.

இரடள்ட கேரகக்கொடு்களுககு இள்டப்பட்ட 
க்கொணம் ‘i ’ என்க 

θ = tan a b
h ab21

2

+
-- < F

 = tan 2
2 4 11 -- < F

  = tan 31- ^ h

i  = 3
r

எடுதுககபாகட ாட்்   

k-ன எம்ேதிபபிறகு x xy y x y k2 5 2 15 18 02 2+ + + + + = 
x xy y x y k2 5 2 15 18 02 2+ + + + + =  என்பது இரடள்ட கேரக 

க்கொடு்களளக குறிககும்?

a
h
g

h
b
f

g
f
c

 = 
2

3
2

2
7

2
5

2
7

2
5

2
5

2
5

= b b bl l2 6 4
25

2
7 7 4

25
2
5

4
35

2
15- - - + - l

  2 6 4
25

2
7 9 4

25
2
5

4
35

2
15- - - + -b b bl l l

= 2 4
1

2
7

4
3

2
5

4
5

$ $- - +b l

= 2
1

8
21

8
25- - +  = 0

எனகவ ச்கொடுக்கப்பட்ட �ேன்பொடு 
இரடள்ட கேரகக்கொடு்களளக குறிககும்

x xy y2 7 32 2+ +  = x xy xy y2 6 32 2+ + +

= x x y y x y2 3 3+ + +^ ^h h

= x y x y3 2+ +^ ^h h

x xy y x y2 7 3 5 5 22 2+ + + + +   
 = x y l x y m3 2+ + + +^ ^h h  என்க.

x –ன ச்கழுக்களள �ேன்படுத்த,

2l + m = 5 (1)

y –ன ச்கழுக்களள �ேன்படுத்த,

l + 3m = 5 (2)

(1) ேறறும் (2) –ஐ தீரக்க ேேககு 
கிள்டப்பது  m = 1 ேறறும் l = 2

எனகவ, இரடள்ட கேரகக்கொடு்களின 
தனித்தனி �ேன்பொடு 

x y3 2 0+ + =  ேறறும் x y2 1 0+ + = .

எடுதுககபாகட ாட்் 
x xy y x y4 12 9 18 27 8 02 2- + + - + =  

என்ற இரடள்ட கேரகக்கொடு்கள் இளணயொன 
இரடள்ட கேரகக்கொடு்களளக குறிககும் எனக 
்கொடடு்க.  கேலும் இகக்கொடு்களின தனித்தனிச 
�ேன்பொடு்களளயும் ்கொண்்க.

தீரவு 
ச்கொடுக்கப்பட்ட �ேன்பொடு  x xy y x y4 12 9 18 27 8 02 2- + + - + =

x xy y x y4 12 9 18 27 8 02 2- + + - + =

இஙகு  a = 4, b = 9,  h = –6
  h ab 36 36 02 - = - =
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3.4.1 தமயம், ஆைம் டகபாடககப்டின் 
வகெுதின் சமன்்பாட கபாணல 
(The equation of a circle when 
the centre and radius are given)

y

xMLO

்ப்டம் 3.4

r(h, k) 
C R

P(x, y)

வட்டத்தின ளேயம் C(h, k) எனவும், 
ஆரம் ‘r’ எனவும் ச்கொள்்க.  

P(x, y) என்பது வட்டத்தின கேல் 
உள்ள ஏகதனும் ஒரு புள்ளி என்க. 

 CP = r

 CP2 = r2

(x–h)2 + (y–k)2 = r2 

இதுகவ வட்டத்தின �ேன்பொ்டொகும்.
குறிப்பொ்க ளேயம் ஆதி எனில் x2 + y2 = r2 
என்பது வட்டத்தின �ேன்பொ்டொகும்.

எடுதுககபாகட ாட்் 
ளேயம் (3, –1) ேறறும் ஆரம் 4 உள்டய 

வட்டத்தின �ேன்பொடு ்கொண்்க.

தீரவு
வட்டத்தின �ேன்பொடு  

x h y k2 2- + -^ ^h h  = r2

இஙகு (h, k) = (3, –1) கேலும் r = 4

x y3 12 2- + +^ ^h h  = 16

x x y y6 9 2 12 2- + + + +  = 16

x y x y6 2 62 2+ - + -  = 0

தீரவு
இஙகு a = 2, b = 2, h = 2

5 , g = 2
15 ,   

f = 9, c = k.

ச்கொடுக்கப்பட்ட க்கொடு இரடள்ட 
கேரகக்கொடு்களள குறிப்பதொல், 

abc fgh af bg ch2 2 2 2+ - - -  = 0

அதொவது, k k4 2
675 162 2

225
4

25+ - - -  = 0

&  k k16 1350 648 450 25+ - - - = 0

&  9k = 252 `  k = 28

்யிறசி ாடா

1. ax xy y x y c5 6 12 52 2+ - + + +  = 0 என்ற 
�ேன்பொட்டொல் குறிக்கப்படும் கேரகக்கொடு்கள் 
ஒனறுகச்கொனறு ச�ஙகுத்து எனில் a 
ேறறும் c -ன ேதிபபு்களளக ்கொண்்க.

2. x xy y x y12 10 2 14 5 22 2- + + - +  = 0 
என்பது இரடள்ட கேரகக்கொடு்களளக 
குறிககும் எனக ்கொடடு்க.  கேலும் 
இகக்கொடு்களின தனித்தனிச 
�ேன்பொடு்களளயும் ்கொண்்க.

3. x xy y x y4 12 9 6 9 22 2+ + - - + =0 என்ற 
இரடள்ட கேரகக்கொடு்கள் இளணயொன 
இரடள்ட கேரகக்கொடு்களளக குறிககும் 
எனக ்கொடடு்க. கேலும் இகக்கொடு்களின 
தனித்தனிச �ேன்பொடு்களளயும் ்கொண்்க.

4. x xy y x y3 5 2 17 102 2- - + + + =0 என்ற 
இரடள்ட கேரகக்கொடு்களுககு இள்டப்பட்ட 
க்கொணத்ளதக ்கொண்்க.

3.4  வகெங்கள் (Circles)

வதையதை 3.2

ஒரு நிளையொனப புள்ளியிலிருந்து 
எபச்பொழுதும் ேொ்றொத தூரத்தில் இருககுேொறு 
ே்கரும் புள்ளியின நியேப்பொளத வட்டம் 
எனப்படும். நிளையொன புள்ளிளய வட்டத்தின 
ளேயம் எனவும், ேொ்றொத தூரத்ளத அதன 
ஆரம் எனவும் கூறுவர.
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65பகுமுறை வடிவியல்

தீரவு 
இரு புள்ளி்களள இளணககும் 

க்கொடடிளன விட்டேொ்கக ச்கொண்்ட வட்டத்தின 
�ேன்பொடு   

x x x x y y y y1 2 1 2- - + - -^ ^ ^ ^h h h h  = 0

இஙகு  ,x y1 1^ h  = (2, 4) ேறறும்    
,x y2 2^ h  = (3, –2)

` x x y y2 3 4 2- - + - +] ] _ _g g i i = 0

                 x y x y5 2 22 2+ - - -  = 0

3.4.3  வகெுதின் ட்பாதுவடிவச்  
சமன்்பாட (General equation  
of a circle)

வட்டத்தின ச்பொதுவடிவச �ேன்பொடு  
x y gx fy c2 22 2+ + + +  = 0 என்பதொகும்,

இஙகு g, f, c  என்பன ேொறிலி்கள்.

 x y gx fy2 22 2+ + +  = –c

x gx g g y fy f f2 22 2 2 2 2 2+ + - + + + -  = –c 

 x g g y f f2 2 2 2+ - + + -^ ^h h  = –c

x g y f2 2+ + +^ ^h h  = g f c2 2+ -

h h^ ^x g y f2 2
- - + - -7 7A A  = g f c2 2 2

+ -7 A
இதளன x h y k r2 2 2- + - =^ ^h h  என்ற 

வட்டத்தின �ேன்பொடடு்டன ஒபபிடும்க்பொது
வட்டத்தின ளேயம் ,g f- -^ h  எனறும், 

ஆரம் g f c2 2+ -  எனறும் கிள்டககும்.

குறிபபு
ச்பொது வடிவ இரு்படிச �ேன்பொடு 
ax by hxy gx fy c2 2 2 02 2+ + + + + =  
ஒரு வட்டத்ளத  குறிப்பதறகு கீழக்கண்்ட  
நி்பந்தளன்கள் நிள்றவு  ச�யயப்ப்ட 
கவண்டும்
(i)  a = b (அதொவது) x2 –ன ச்கழு = y2 -ன ச்கழு.

(ii)  h = 0 (அதொவது) xy-ன ச்கழு =0  
(xy உறுபபு கிள்டயொது).

எடுதுககபாகட ாட்் 
ஆதிளய ளேயேொ்கவும், ஆரம் 3 

உள்டய வட்டத்தின �ேன்பொடு ்கொண்்க.
தீரவு

வட்டத்தின �ேன்பொடு x2 + y2 = r2

இஙகு r = 3
ஆ்ககவ வட்டத்தின �ேன்பொடு x2 + y2 = 9

3.4.2 இரு புள்ளிகதள இதணககும் 
நகபாகடிதே விகெமபாகக டகபாண்ெ 
வகெுதின் சமன்்பாகதெக 
கபாணல (Equation of a circle 
when the end points of a 
diameter are given) 

்ப்டம் 3.5

C

P(x, y)

A(x1, y1) B(x2, y2)

,A x y1 1^ h , ,B x y2 2^ h  என்பன விட்டத்தின இரு 
முளனபபுள்ளி்கள் என்க

P(x, y) என்பது வட்டத்தின கேலுள்ள 
ஏகதனும் ஒரு புள்ளி என்க. 

அளர வட்டத்தில் உள்ள க்கொணம் 
APB  = 90c

`  (AP ன �ொயவு) (BP ன �ொயவு) = –1

x x
y y

x x
y y

1

1

2

2#-
-

-
-

d dn n  = –1

y y y y1 2- -^ ^h h  = x x x x1 2- - -^ ^h h

 &  x x x x y y y y1 2 1 2- - + - -^ ^ ^ ^h h h h  = 0 
 இதுகவ கதளவயொன வட்டத்தின 
�ேன்பொ்டொகும்.

எடுதுககபாகட ாட்் 
(2, 4), (3, –2) என்பன ஒரு விட்டத்தின 

முளனபபுள்ளி்கள் எனில், அவவட்டத்தின 
�ேன்பொடள்டக ்கொண்்க.
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1 + 4 + a + 2b  = 0  ேறறும்   
 1 + 1+ a + b = 0

&  a b2+  = –5 (1)

ேறறும்        a + b = –2 (2)

(1) ேறறும் (2) -ஐ தீரப்பதன மூைம் 
ேேககு கிள்டப்பது  a = 1, b, = –3 .

எடுதுககபாகட ாட்ா 

x y x y2 6 12 2+ + - +  = 0 என்ற 
வட்டத்தின ளேயம் ax y2 2+ +  = 0 என்ற 
க்கொடடின மீது அளேயுசேனில் ‘a’-ன ேதிபபு 
்கொண்.

தீரவு
வட்ட ளேயம் C(–1, 3)

இது  ax y2 2+ +  = 0 என்ற கேரகக்கொடடின 
கேல் உள்ளது.

எனகவ  –a  + 6 + 2 = 0

 a = 8

எடுதுககபாகட ாட்் 
x y x y6 42 2+ - + –12 = 0 என்ற 

வட்டம் (7, –5) என்ற புள்ளி வழிச ச�ல்லும் 
எனக்கொடடு. கேலும் இபபுள்ளி வழிச ச�ல்லும் 
விட்டத்தின ேறுமுளனளயக ்கொண்்க.

தீரவு
A(7, –5) என்க.
வட்டத்தின �ேன்பொடு  

 x y x y6 4 122 2+ - + -  = 0

(7, –5) –ஐ பிரதியி்ட

x y x y6 4 122 2+ - + -  =

7 5 6 7 4 5 122 2+ - - + - -] ] ]g g g

 = 49 + 25 – 42 – 20 – 12 = 0 

`  (7, –5) ஆனது வட்டத்தின கேல் 
அளேகி்றது

இஙகு     g =  –3 ேறறும்   f = 2

`     ளேயம் = C(3, –2)

எடுதுககபாகட ாட்ட 
x y x y8 6 24 02 2+ - + - =  என்ற வட்டத்தின 
ளேயம் ேறறும் ஆரத்ளதக ்கொண்்க.

தீரவு
வட்டத்தின �ேன்பொடு 
x y x y8 6 242 2+ - + -  = 0  

இஙகு g = –4, f = 3, c = –24

ளேயம் = , ,C g f C 4 3- - = -^ ^h h  

ஆரம்  r = g f c2 2+ -   

  = 16 9 24+ +  = 7 அைகு.

எடுதுககபாகட ாட்் 
a, b ்களின எம்ேதிபபு்களுககு 

a x by b xy x y2 2 4 4 12 2- + + - + + -] ]g g  = 0  
எனும் �ேன்பொடு வட்டத்ளதக குறிககும்? 
வட்டத்தின �ேன்பொடள்டயும் எழுது்க.

தீரவு
ச்கொடுக்கப்பட்ட �ேன்பொடு 
a x by b xy x y2 2 4 4 12 2- + + - + + -] ]g g  = 0 

்கடடுப்பொடடின்படி,

(i) xy –ன ச்கழு = 0 &   b–2 = 0
             `  b = 2

(ii) x2 –ன ச்கழு = y2 –ன ச்கழு  
&  a–2 = b

 a – 2 = 2  &   a = 4

எனகவ வட்டத்தின �ேன்பொடு  

x y x y2 2 4 4 1 02 2+ + + - =

எடுதுககபாகட ாட்் 
x y ax by2 2+ + +  = 0 என்ற வட்டேொனது 
(1, 2) ேறறும் (1, 1) என்ற புள்ளி்கள் 
வழிச ச�ல்கி்றது எனில் ‘a’ ேறறும் ‘b’-ன 
ேதிபபு்களளக ்கொண்்க.

தீரவு
x y ax by2 2+ + +  = 0 என்ற வட்டேொனது 
(1, 2) ேறறும் (1, 1) என்ற புள்ளி்கள் வழிச 
ச�ல்வதொல்
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3.4.4  வகெுதின் துதணய்லகு 
வடிவம் (Parametric form  
of a circle) 

ஆதிளய ளேயேொ்கவும் r –ஐ ஆரேொ்கவும் 
ச்கொண்்ட ஒரு வட்டத்ளத எடுத்துக ச்கொள்கவொம்.  
P(x,y)  வட்டத்தின மீது ஏகதனும் ஒரு புள்ளி 
என்க. x-அசசின மிள்க திள�கயொடு OP  
என்ற கேரகக்கொடு i  என்ற க்கொணத்ளத 
ஏற்படுத்துகி்றது என்க. 

x -அசசுககு ச�ஙகுத்தொ்க PM ஐ வளர்க.   

்ப்டம் 3.6

r

O M

P(x, y)

i

x

y

்ப்டத்திலிருந்து,

cos cosr
x x r&i i= =

= =sin sinr
y

y r&i i

x = r cosi , y = r sini  என்ற 
�ேன்பொடு்கள் x y r2 2 2+ =  என்ற வட்டத்தின 
துளணயைகு �ேன்பொடு்கள் ஆகும். இஙகு ‘i ’  
என்பது துளணயைகு ேறறும் 0 2# #i r .

எடுதுககபாகட ாட்் 

x y2 2+   =  25 என்ற வட்டத்தின 
துளணயைகு �ேன்பொடு்களளக ்கொண்்க.

தீரவு

இஙகு r2 = 25  &   r = 5

வட்டத்தின துளணயைகு �ேன்பொடு்கள்  
x = r cosi  ,  y = r sini  

, ,cos sinx y5 5 0 2& # #i i i r= =

விட்டத்தின ேறுமுளன B (x, y) என்க.

AB –ன ளேயம் = , ,x y C2
7

2
5 3 2+ - = -c ^m h

x
2

7+  = 3  
y

2
5

2
-
= -

 x 7 6+ =      y 5 4- =-

         x = –1          y = 1
`  விட்டத்தின ேறுமுளன (–1, 1) ஆகும்.

எடுதுககபாகட ாட்் 
(0,0), (1, 2) ேறறும் (2, 0) ஆகிய 

புள்ளி்களின வழியொ்கச ச�ல்லும் வட்டத்தின 
�ேன்பொடள்டக ்கொண்்க.

தீரவு
வட்டத்தின �ேன்பொடு  

x y gx fy c2 22 2+ + + +  = 0 என்க.

வட்டேொனது  (0, 0) என்ற புள்ளி வழிச 
ச�ல்வதொல்

c = 0 ... (1)

வட்டேொனது  (1, 2) என்ற புள்ளி வழிச 
ச�ல்வதொல்

( ) ( )g f c1 2 2 1 2 22 2+ + + +  = 0

 2g  + 4f  + c = –5 ... (2)

வட்டேொனது (2, 0) என்ற புள்ளி வழிச 
ச�ல்வதொல்

( ) ( )g f c2 0 2 2 2 02 + + + +  = 0

 4g + c = –4 ... (3)

(1) –ஐ (3) –ல் பிரதியி்ட
4g = –4  &  g = –1

�ேன்பொடு்கள் (1), (2) ேறறும் (3) –ஐ 
தீரக்க, ேேககுக கிள்டப்பது

,g f1 4
3= - = - , c = 0

`    வட்டத்தின �ேன்பொடு

 ( )x y x y2 1 2 4
3 02 2+ + - +
-

+b l = 0

அதொவது,  x y x y2 2 4 32 2+ - -  = 0
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3.4.5 டைபாடநகபாடகள் (Tangents) 

்ப்டம் 3.7

P(x1, y1)

C(–g, –f)

T

,x y1 1^ h  என்ற புள்ளியி்டத்தில் 

x y gx fy c2 22 2+ + + +  = 0  என்ற 
வட்டத்தின சதொடுக்கொடடின �ேன்பொடு

( ) ( )xx yy g x x f y y c1 1 1 1+ + + + + + = 0  
ஆகும். 

கிளளமுடிவு: 

x y a2 2 2+ =  என்ற வட்டத்திறகு ,x y1 1^ h  
புள்ளியி்டத்து சதொடுக்கொடடின �ேன்பொடு 
xx yy a1 1

2+ = ஆகும்

குறிபபு
வட்டத்தின �ேன்பொடு  

x y gx fy c2 22 2+ + + +  = 0 –ல்    
x2 -ஐ xx1 எனவும், y2 -ஐ yy1 எனவும்  

x -ஐ x x
2

1+  எனவும் கேலும்  

y -ஐ y y
2

1+   எனவும் பிரதியி்ட ( ,x y1 1)  
என்ற புள்ளியி்டத்து சதொடுக்கொடடின 

�ேன்பொடு கிள்டககும்.

எடுதுககபாகட ாட்் 
(–2, 5) என்ற புள்ளியி்டத்து x y x y3 8 172 2+ + - + 

x y x y3 8 172 2+ + - +  = 0 என்ற வட்டத்திறகு வளரயப்படும் 
சதொடுக்கொடடின �ேன்பொடள்டக ்கொண்்க.
தீரவு

,x y1 1^ h  என்ற புள்ளியில் ச்கொடுக்கப்படடுள்ள 
வட்டத்திறகு வளரயப்படும் சதொடுக்கொடடின 
�ேன்பொடு

xx yy x x y y3 2
1 8 2

1 171 1 1 1# #+ + + - + +^ ^h h 

xx yy x x y y3 2
1 8 2

1 171 1 1 1# #+ + + - + +^ ^h h  = 0

்யிறசி ாட்

1. பினவரும் வட்டங்களின �ேன்பொடு 
்கொண்்க.

(i) ளேயம் (3,5) ேறறும் ஆரம் 5 
அைகு்கள்

(ii) ளேயம் (0, 0) ேறறும் ஆரம் 2 
அைகு்கள்

2.  பினவரும் வட்டங்களின ளேயத்ளதயும் 
ஆரத்ளதயும் ்கொண்்க
(i)  x y2 2+  = 16

(ii) x y x y22 4 25 02 2+ - - + =

(iii) x y x y5 5 4 8 16 02 2+ + - - =

(iv) x x y y2 5 2 1 0+ - + - - =] ] ^ ^g g h h

3. 16r  அைகிளன சுற்றளவொ்கக ச்கொண்்ட  
வட்டத்தின ளேயம் (–3, –2) எனில் 
வட்டத்தின �ேன்பொடு ்கொண்்க. 

4.  (1,4) என்ற புள்ளியின வழியொ்கவும் (2,3) 
–ஐ ளேயேொ்கவும் உள்டய வட்டத்தின 
�ேன்பொடு ்கொண்்க.

5.  (0,1),(4,3) ேறறும் (1, –1) என்ற 
புள்ளி்கள் வழியொ்கச ச�ல்ைககூடிய 
வட்டத்தின �ேன்பொடு ்கொண்்க.

6. (1, 0), (0, 1) என்ற புள்ளி்களின 
வழியொ்கவும் x+y = 1 என்ற க்கொடடின 
கேல் ளேயத்ளதயும் உள்டய வட்டத்தின 
�ேன்பொடு ்கொண்்க.

7.  x+y =6 ேறறும் x+2y = 4 ஆகியவறள்ற 
விட்டங்களொ்கக ச்கொண்்டதும் (2, 6) என்ற 
புள்ளி வழிச ச�ல்வதுேொன வட்டத்தின 
�ேன்பொடு ்கொண்்க.

8.  (4, 7) ேறறும் (–2, 5) என்பன ஒரு 
விட்டத்தின முளனபபுள்ளி்கள் எனில் 
அவவட்டத்தின �ேன்பொடு ்கொண்்க.

9. x = 3 cosi , y =3 sini , 0 2# #i r
என்பன ஒரு வட்டத்தின துளணயைகு 
�ேன்பொடு்கள் எனில், வட்டத்தின 
்கொரடீசியன �ேன்பொடு ்கொண்்க.
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அதொவது சதொடுக்கொடடின நீளம்  

=  x y x y8 4 81
2

1
2

1 1+ + + +

=  ( ) ( )2 3 8 2 4 3 82 2+ + + +     
[இஙகு , ( , )x y 2 31 1 =^ h ]

= 49

சதொடுக்கொடடின நீளம் = 7 அைகு்கள்.

எடுதுககபாகட ாட்் 
P(0,1), Q(5,9), R(–2, 3) ேறறும் S(2, 2)  

என்ற புள்ளி்கள்  x y x y4 4 82 2+ - + -  = 0  
என்ற வட்டத்திறகு சவளிகய, வட்டத்தின 
கேல் அல்ைது வட்டத்தினுள் அளேயுேொ என 
தீரேொனிக்க? 

தீரவு
வட்டத்தின �ேன்பொடு
x y x y4 4 82 2+ - + -  = 0

PT2 = x y x y4 4 81
2

1
2

1 1+ - + -

P(0, 1) என்ற புள்ளியில்  

PT2 = 0+ 1 + 0 + 4–8 = –3 < 0

Q(5, 9) என்ற புள்ளியில் 
QT2 = 25 + 81 –20 + 36 –8 = 114 > 0

 R(–2, 3) என்ற புள்ளியில் 

RT2 = 4 + 9 + 8 + 12 – 8 = 25 > 0

S(2, 2) என்ற புள்ளியில் 
ST2 = 4 + 4 – 8 + 8 – 8 = 0

எனகவ P என்பது வட்டத்திறகு 
உள்களயும், Q ேறறும் R என்பன வட்டத்திறகு 
சவளிகயயும், S வட்டத்தின கேகையும் 
அளேகி்றது.

முடிவு

y = mx + c என்ற கேரகக்கொடு 
x y a2 2 2+ =  என்ற 
வட்டத்திறகு சதொடுக்கொ்டொ்க 
அளேய கதளவயொனக 
்கடடுப்பொடு ( )c a m12 2 2= +  
ஆகும்.

இஙகு    ,x y1 1^ h  = (–2, 5) 

( ) ( )x y x y2 5 2
3 2 4 5 17- + + - - + +  = 0

x y x y2 5 2
3 3 4 20 17- + + - - - +  = 0

x y x y4 10 3 6 8 40 34- + + - - - +  = 0

கதளவயொன சதொடுக்கொடடின �ேன்பொடு 
x y2 12- +  = 0 ஆகும்.

வகெுதிறகபாே டைபாடநகபாகடின் நீளம் 
(Length of the tangent to the circle)

P ,x y1 1^ h  என்ற புள்ளியிலிருந்து  
x y gx fy c2 22 2+ + + +  = 0 என்ற வட்டத்திறகு 
வளரயப்பட்ட சதொடுக்கொடடின நீளம்  

PT = x y gx fy c2 21
2

1
2

1 1+ + + +

்ப்டம் 3.8

P(x1, y1)

C(–g, –f)

T

குறிபபு
(i) P என்ற புள்ளி வட்டப ்பரிதியின கேல் 

இருந்தொல் PT2 = 0  
(ii) P என்ற புள்ளி வட்டத்திறகு சவளிகய 

இருந்தொல்,  PT2 > 0
(iii) PT2 < 0 எனில் P யொனது வட்டத்திறகு 

உள்கள அளேயும் 

எடுதுககபாகட ாட்் 
x y x y8 4 82 2+ + + +   =  0 என்ற 

வட்டத்திறகு (2, 3) என்ற புள்ளியிலிருந்து 
வளரயப்படும் சதொடுக்கொடடின நீளம் ்கொண்்க.
தீரவு

x y gx fy c2 22 2+ + + +    =   0 என்ற 
வட்டத்திறகு ,x y1 1^ h  என்ற புள்ளியிலிருந்து 
வளரயப்படும் சதொடுக்கொடடின நீளம்   

= x y gx fy c2 21
2

1
2

1 1+ + + +
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்ப்டம் 3.9

M

l

P(ே்கரும் புள்ளி)

F(நிளைப புள்ளி)நிள
ை

கக
்கொ

டு 
(இ

யக
கு

வ
ள

ர)

்ப்டத்தில் நிளையொனப புள்ளி  F என்பது 
குவியம் எனப்படும். நிளையொன க்கொடு l  
என்பது இயககுவளர எனப்படும். P என்பது 
ே்கரும் புள்ளி எனில், ,PM

FP e=  ேொறிலி 
எனுேொறு இயஙகும் P-ன இயஙகு்பொளத 
கூம்பு சவடடுமு்க வளளவளர எனப்படும்.  
இஙகு ‘e’ என்பது ளேயத் சதொளைத் த்கவு 
எனப்படும்.

ளேயத் சதொளைத்த்கவின ேதிபபின 
அடிப்பள்டயில் கூம்பு சவடடு மு்க வளளவளரளய 
கீழ்கண்்டவொறு வள்கப்படுத்தைொம்,

a) e = 1, எனில்,  கூம்பு சவடடுமு்க வளளவளர 
்பரவளளயம் எனப்படும்

b) e < 1, எனில், இவவளளவளர நீள்வட்டம் 
எனப்படும்.

c) e > 1, எனில், இவவளளவளர 
அதி்பரவளளயம் எனப்படும்.

ச்பொதுவொன இரு்படிச �ேன்பொடு 
ax hxy by gx fy c2 2 2 02 2+ + + + + =  

என்பது,

(i) இரடள்டக க்கொடு்களள குறிப்பதற்கொன 
்கடடுப்பொடு abc fgh af bg ch2 02 2 2+ - - - =  
ஆகும்.

(ii) வட்டத்ளத குறிப்பதற்கொன ்கடடுப்பொடு a = b  
ேறறும் h = 0 ஆகும்.

கேற்கண்்ட இரு ்கடடுப்பொடு்கள், 
நிள்றவு ச�யயப்ப்டவில்ளை எனில்,

எடுதுககபாகட ாடாட 
x y k3 4 0+ - =  என்ற க்கொ்டொனது 

x y 642 2+ -    =   0 என்ற வட்டத்திறகு 
சதொடுக்கொடு எனில் k -ன ேதிபபு ்கொண்்க. 
தீரவு

ச்கொடுக்கப்படடுள்ள �ேன்பொடு்கள் 
x y 64 02 2+ - =  ேறறும்  x y k3 4 0+ - =

சதொடுக்கொ்டொவதறகுரிய ்கடடுப்பொடு  
( )c a m12 2 2= +  

இஙகு  a2 = 64, m = 4
3- , c = k

4

( )c a m k1 16 64 1 16
92 2 2

2
&= + = +b l   

             k2 = 64 × 25
             k  = ± 40

்யிறசி ாட்

1.  (–2, –2) என்ற புள்ளியி்டத்து x y x y4 4 82 2+ - + -
x y x y4 4 82 2+ - + -  = 0 என்ற வட்டத்திறகு 

சதொடுக்கொடு ்கொண்்க.
2.  P(1, 0), Q(2, 1) ேறறும் R(2, 3) என்ற 

புள்ளி்கள்  x y x y4 6 92 2+ - - +  = 0 
என்ற வட்டத்திறகு சவளிகய, வட்டத்தின 
கேல் அல்ைது வட்டத்தினுள் அளேயுேொ 
என தீரேொனிக்க?

3. (1, 2) என்ற புள்ளியிலிருந்து x y x y2 4 92 2+ - + + 
x y x y2 4 92 2+ - + +  = 0 என்ற வட்டத்திறகு வளரயப்படும் 

சதொடுக்கொடடின நீளம் ்கொண்்க.
4. x y P3 4+ -  = 0 என்ற க்கொடு x y 162 2+ =  

என்ற வட்டத்திறகு ஒரு சதொடுக்கொடு எனில் 
P யின ேதிபபுக ்கொண்்க.

3.5   கூம்பு டவகட முக வதளவதைகள் 
(Conics) 

வதையதை 3.3

ஒரு தளத்தில், ே்கரும் புள்ளியொனது, 
நிளையொனக க்கொடடிலிருந்து அபபுள்ளியின 
ச�ஙகுத்து தூரமும், நிளையொன புள்ளியிலிருந்து 
உள்ள தூரமும் ேொ்றொத விகிதத்தில் இருககுேொறு 
ே்கருேொயின, அபபுள்ளியின இயஙகு ்பொளத 
கூம்பு சவடடு மு்க வளளவளர எனப்படும்.
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71பகுமுறை வடிவியல்

இயககுவதை   ்பரவளளயம் வளரவதறகு 
்பயன்படும் நிளையொனக க்கொடு l 
என்பது இயககுவளர எனப்படும். 
இஙகு இயககுவளரயின 
�ேன்பொடு x = –a.

அச்சு   ்பரவளளயத்தின அச�ொனது 
்பரவளளயத்தின �ேசீர 
அச�ொகும். y ax42 =  
வளளவளர x -அசள� 
ச்பொறுத்து �ேசசீரொ்க உள்ளது.   
எனகவ  x -அசசு அல்ைது 
y = 0 என்பது y ax42 =  
்பரவளளயத்தின அசசு ஆகும்.

முதே   ்பரவளளயம், அதன 
அசள� சவடடும் புள்ளி, 
்பரவளளயத்தின முளன 
எனப்படும்.  இஙகு  V(0,0) 
என்பது ்பரவளளயத்தின 
முளன எனப்படும்.

குவியதூைம்   ்பரவளளயத்தின மீதுள்ள 
புள்ளி, அதன குவியத்தில் 
இருந்து உள்ள சதொளைவு, 
குவிய தூரம் எனப்படும்.

குவிய �பாண்   ஒரு ்பரவளளயத்தின குவியம் 
வழிச ச�ல்லும் ேொண். குவிய 
ேொண் எனப்படும்.

டசவவக்லம்  ்பரவளளயத்தின, அசசுககு 
ச�ஙகுத்தொன குவியேொண், 
ச�வவ்கைம் எனப்படும்.  இஙகு 
ச�வவ்கைத்தின �ேன்பொடு  
x = a. ச�வவ்கைத்தின நீளம் 4a

3.5.3  ் ைவதளயுதின் பிை திகெ 
வடிவங்கள் (Other standard 
parabolas)

1.  இெபபுைம்  திைபபுதெய  ்ைவதளயம்: 
y ax a4 02 2-= 6 @ 

x > 0, எனும் ச்பொழுது, y ஆனது 
்கற்பளனயொகி்றது.  எனகவ x ≤ 0 ககு ேடடும் 
வளளவளர அளேயும்.

ax hxy by gx fy c2 2 2 02 2+ + + + + =  என்ற 
�ேன்பொடடில்

(i) –h ab 02 =  எனில், ஒரு ்பரவளளயத்ளதக 
குறிககும்.

(ii) –h ab 0<2  எனில், ஒரு நீள் வட்டத்ளதக 
குறிககும்.

(iii) –h ab 0>2  எனில், ஒரு 
அதி்பரவளளயத்ளதக குறிககும்.

3.5.1 ்ைவதளயம் (Parabola)

வதையதை 3.4

ஒரு நிளையொன புள்ளியிலிருந்தும், 
நிளையொனக க்கொடடிலிருந்தும் �ே 
தூரத்தில் இருககுேொறு இயஙகும் புள்ளியின 
இயஙகுவளர, ்பரவளளயம் எனப்படும்.

y2 = 4ax  என்பது ்பரவளளயத்தின திட்ட 
வடிவச �ேன்பொடு ஆகும்.  இது வைப்பக்கம் 

தி்றபபுள்டயது.

3.5.2 ்ைவதளயுதுென் டைபாெரபுதெய 
வதையதைகள் (Definitions 
regarding a parabola) y ax42 =

்ப்டம் 3.10

V

P(x, y)

M(–a, y)

l

Z(–a, 0) F(a, 0) x

y  

குவியம்  ்பரவளளயம் வளரவதறகு 
்பயன்படும் நிளையொனப புள்ளி 
F என்பது குவியம் எனப்படும். 
இஙகு F(a,0) என்பது குவியம் 
ஆகும்.
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சமன்்பாடகள் y2 = 4ax y2 = –4ax x2 = 4ay x2 = –4ay

அசசு  y = 0 y = 0 x = 0 x = 0

முளன V(0, 0) V(0, 0) V(0, 0) V(0, 0)

குவியம் F(a, 0) F(–a, 0) F(0, a) F(0, –a)

இயககுவளரயின 
�ேன்பொடு x = –a x = a y = –a y = a

ச�வவ்கைத்தின 
நீளம் 4a 4a 4a 4a

ச�வவ்கைத்தின 
�ேன்பொடு x = a x = –a y = a y = –a

ஆதிதய  இெமபாறைம்  டசய்ைல  அல்லது 
அச்சுககதள  இெபட்யரச்சி  டசய்யும் 
முதை  (The process of shifting the 
origin or translation of axes)

xoy அளேபபில் x –அசசுககு இளணயொன 
ஒரு க்கொடு வளர்க. (X-அசசு என்க)  ேறறும் 
y-அசசுககு இளணயொன ஒரு க்கொடு வளர்க 
(Y- அசசு என்க). P(x,y) என்ற புள்ளிளய xoy 
அளேபபில் எடுத்துகச்கொள்்க. அகத புள்ளி XO Yl   
அளேபபில் P(X,Y) என்க.

 

்ப்டம் 3.14

Ol

O

k
h

P(x, y)

(X, Y)

M      L(0, 0)

X

x

y
Y

xoy -இன அளேபபில் Ol -ன அசசுத்தூரங்கள்  
(h, k) என்க.

xoy அளேபபில் P-ன புதிய அசசுத் 
தூரங்கள் :

 OL = OM + ML

  = h + X

  அதொவது, x = X + h

இகத க்பொல் y = Y + k

 

்ப்டம் 3.11

V

x = ay2=–4ax

F(–a, 0) x

y

2.  நமலபுைம்  திைபபுதெய  ்ைவதளயம்  :   
x ay a4 02 2= 6 @

y < 0 எனும் ச்பொழுது x ஆனது 
்கற்பளனயொகி்றது.  எனகவ y ≥ 0 ககு ேடடும் 
வளளவளர அளேயும்.

்ப்டம் 3.12

V

y = –a

x2 = 4ay

F(0, a)

x

y

3.  கீழ்புைம்  திைபபுதெய  ்ைவதளயம் :  
x ay a4 02 2-= 6 @

y > 0 எனும் ச்பொழுது, x ்கற்பளன ஆகி்றது. 
எனகவ y ≤ 0 வளளவளர அளேகி்றது.  

்ப்டம் 3.13

V
y = a

x2=–4ay
F(0, –a)

x

y
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73பகுமுறை வடிவியல்

எடுதுககபாகட ாடா் 
x y 2 0- + =  என்ற இயககுவளரயும் 

(1, 3) என்ற குவியத்ளதயும் உள்டய 
்பரவளளயத்தின �ேன்பொடு ்கொண்்க. 

தீரவு

்ப்டம் 3.15

M

x–
y 

+ 
2 

= 
0

P(x, y)

F(1, 3)

்கணககின்படி குவியம் F (1, 3) ேறறும் 
இயககுவளர   x y 2 0- + =  

                        x y 2 0- + =

,P x y^ h  என்பது ்பரவளளயத்தின 
மீதுள்ள புள்ளி என்க.

 ்பரவளளயத்தின வளரயள்றப்படி 
FP = PM

FP2 = x y1 32 2- + -^ ^h h

 = x x y y2 1 6 92 2- + + - +

 = x y x y2 6 102 2+ - - +

PM = +
x y

1 1
2

+

- +^ h

 = +
x y

2
2- +^ h

PM2 = 
x y x y xy y x

2
2

2
4 2 4 42 2 2- +

=
+ + - - +^ h

 
x y x y xy y x

2
2

2
4 2 4 42 2 2- +

=
+ + - - +^ h

FP2  = PM2

x y x y2 2 4 12 202 2+ - - +  =
 x y xy y x2 4 4 42 2+ - - + +

`  XO Yl  அளேபபில் P -ன புதிய ஆய 
அசசுத் தூரங்கள்.  

–X x h=  ேறறும் –Y y k=

குறிபபு
முளன (h, k) எனில், ச்பொது வடிவம் ச்ப்ற 
x-ஐ x–h ஆ்கவும் ேறறும் y-ஐ y–k ஆ்கவும் 
ேொற்றம் ச�ய்க.

3.5.4 ்ைவதளயுதின் திகெச் 
சமன்்பாகடின் ட்பாது வடிவம் –  
வ்லது புைம் திைபபுதெயது 
(அைபாவது முதே ஆதியில 
அதமயபாைது) (General form of the 
standard equation of a parabola, 
which is open rightward (iடeட, the 
vertex other than origin) :
XOY அளேபபில் முளன V(0, 0) 

இருககுேொறு ஒரு ்பரவளளயத்ளத எடுத்துக 
ச்கொள்கவொம், இதன அசசுத் தூரம் xoy 
அளேபபில் (h, k) என்க.  

இந்த ்பரவளளயம் XOY அளேபபில் 
வைதுபு்றம் தி்றபபுள்டயது.  எனகவ இதன 
�ேன்பொடு  Y aX42 =  ஆகும்.

ஆதிளய இ்டேொற்றம் ச�யவதொல்  
X = x – h ேறறும் Y = y – k என ேொறுகி்றது.  
xoy அளேபபில் ்பரவளளயத்தின �ேன்பொடு 

y k a x h42- = -^ ^h h .
இதுகவ வைதுபு்றம் தி்றபபுள்டய 

்பரவளளயத்தின திட்ட �ேன்பொடடின 
ச்பொதுவடிவம் ஆகும்.  இகதக்பொல் ேற்ற ச்பொது 
வடிவங்கள் 

 y k a x h42- =- -^ ^h h  (இ்டது்பக்கம் 
தி்றபபுள்டயது)

 x h a y k42- = -^ ^h h  (கேல்்பக்கம் 
தி்றபபுள்டயது)

 x h a y k42- =- -^ ^h h  (கீழ்பக்கம் 
தி்றபபுள்டயது)
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x 5-  = p p10 252- + -

  = p p10 252- - +_ i

  = p 5 2- -^ h

X x 5= -  ேறறும் P p 5= -  என்க.

X P2=-   அதொவது P X2 =-

இது கீழபபு்றம் தி்றபபுள்டய ்பரவளளயம்.

`  கேலும் x = 5 எனில் விளை p = 5  
அதொவது ்பரவளளயத்தின முளனயில் விளை 
உச�ேொகும்.
எடுதுககபாகட ாடா் 
x x y6 4 21 02 + - + =  என்ற ்பரவளளயத்தின 
அசசு, முளன, குவியம், இயககுவளரயின 
�ேன்பொடு, ச�வவ்கைத்தின நீளம் ஆகியவறள்றக 
்கொண்்க
தீரவு

 4y = x x6 212 + +

 4y = x x6 9 122 + + +^ h

 4y–12 = x 3 2+^ h

 x 3 2+^ h  = 4(y–3)

,X x Y y3 3= + = -

x X 3= -  ேறறும் y Y 3= +

 X2  = 4Y

X aY42 =  உ்டன ஒபபி்ட a4 4=

             a = 1

(X, Y) –ஐ 
ட்பாறுுது

(x, y) –ஐ 
ட்பாறுுது

,x X y Y3 3= - = + 
,x X y Y3 3= - = +  

அசசு y = 0 Y = 0 y = 3

முளன V(0,0) V(0,0) V(–3,3)

குவியம்  F(0, a) F(0, 1) F(–3, 4)

இயககுவளரயின 
�ேன்பொடு  (y=–a) Y = –1 y = 2

ச�வவ்கைத்தின 
நீளம் (4a) 4(1) = 4 4

்பரவளளயத்தின கதளவயொன �ேன்பொடு 

& x y xy x y2 8 8 162 2+ + - - +  = 0

எடுதுககபாகட ாடா் 
y x122 = -  என்ற ்பரவளளயத்தின, குவியம், 
முளன, இயககுவளரயின �ேன்பொடு, அசசு 
ச�வவ்கைத்தின நீளம் ஆகியவ்றறள்றக ்கொண்்க

தீரவு

்ப்டம் 3.16

V(0,0)

x = 3

F(–3, 0) x

y

ச்கொடுக்கப்பட்ட ்பரவளளயம் y ax42 =-  
என்ற அளேபபில் உள்ளது

இஙகு  4a = 12,  a = 3.
்பரவளளயம் இ்டபபு்றம் தி்றபபுள்டயது.  

எனகவ குவியம்
, ,F a F 3 0q- = -^ ^h h

முளன , ,V h k V 0 0=^ ^h h

இயககுவளரயின �ேன்பொடு x a=
அதொவது, x = 3
்பரவளளயத்தின அசசு x-அசசு இதன 

�ேன்பொடு y = 0.
ச�வவ்கைத்தின நீளம் = 4a =12

எடுதுககபாகட ாடாா 
x p p10 20 2= - -  என்ற கதளவச 

�ொரபு ஒரு ்பரவளளயம் எனக்கொடடு. கேலும் 
விளையொனது ்பரவளளயத்தின முளனயில் 
உச�த்ளத அள்டயும் எனக்கொடடு.
தீரவு

 x = p p10 20 2- -

  = p p20 10 5 52- - + + -
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எடுதுககபாகட ாடா் 
ச்பொருளின அளிபபுககும், விளைககும் 

உள்ள சதொ்டரபு x P5 15= -   என 
ச்கொடுக்கப்படுகி்றது. அந்த அளிபபு வளளவளர 
ஒரு ்பரவளளயம் எனக ்கொடடு்க. 

தீரவு
அளிபபு விளை சதொ்டர்பொனது  x2  = 5p – 15

= 5(p – 3)

X aP42& =  இஙகு  X x= ,  P p 3= -

`  அளிபபு வளளவளர ஒரு ்பரவளளயம் 
இதன முளன ( , )X P0 0= =

இஙகு V(0, 3) என்பது  முளனயொகும். 

்யிறசி ாட்

1. F(–1,–2) என்ற குவியத்ளதயும், 
–x y4 3 2 0+ =  என்ற இயஙகுவளரளயயும் 

உள்டய ்பரவளளயத்ளதக ்கொண்்க.

2. y kx2 =  என்ற ்பரவளளயம் (4,–2) 
என்ற புள்ளி வழிச ச�ல்கி்றது எனில் 
்பரவளளயத்தின குவியம் ேறறும் 
ச�வவ்கைத்தின நீளம் ்கொண்்க.

3. – –y y x8 8 24 02 + =  என்ற ்பரவளளயத்தின 
முளன, குவியம், அசசு, இயககுவளர ேறறும் 
ச�வவ்கைத்தின நீளம் ஆகியவறள்ற 
்கொண்்க.

4. கீழ்கொணும் ்பரவளளயங்களின முளன, 
குவியம், அசசு, இயககுவளர ேறறும் 
ச�வவ்கைத்தின நீளம் ஆகியவறள்ற 
்கொண்்க.

(a) y x202 =

(b) x y82 =

(c) x y162 =-   

5. விளை ேதிபபு மிக்க உகைொ்கத்ளத 
தயொரிககும் ஒரு நிறுவனத்தின ஒருேொத 
உற்பத்தி  x ்டன்களின �ரொ�ரி ேொறும் 
ச�ைவுச �ொரபு x x5

1 6 1002 - +  என 
ச்கொடுக்கப்படுகி்றது, எனில் �ரொ�ரி 
ேொறும் ச�ைவுச �ொரபு ஒரு ்பரவளளயம் 

எனக ்கொடடு. கேலும் ்பரவளளயத்தின 
முளனயில், உற்பத்தியின அளவு ேறறும் 
�ரொ�ரி ச�ைவு ஆகியறள்றக ்கொண்்க.

6.  x ேொதங்களில் ஈட்டப்பட்ட இைொ்பம் ` y  
(ஆயிரங்களில்) என்க. கேலும் y x x10 152= - + -

y x x10 152= - + -  எனில், ச�யல்திட்டத்ளத, 
முடிப்பதற்கொன மி்கச சி்றந்த ்கொைத்ளதக 
்கொண்்க.

்யிறசி ாட்

  சரியபாே விதெதயு நைரந்டைடுது 
எழுதுக

1. ,ax hxy by2 02 2+ + =  என்ற இரடள்ட 
கேரகக்கொடு்களின �ொயவு்கள் m1, m2 
எனில், m m1 2+  –ன ேதிபபு

(a) b
h2  (b) b

h2-   

(c) a
h2   (d) – a

h2

2. –x xy y7 4 02 2+ =  என்ற இரடள்ட 
கேரகக்கொடு்களுககு இள்டப்பட்ட க்கொணம் 

(a) tan 3
11- b l  (b) tan 2

11- b l  

(c) tan 5
331- c m  (d) tan 33

51- d n

3. x y2 3 5 0- - =  ேறறும் x y3 4 7 0- - =  
என்ற க்கொடு்கள் ஒரு வட்டத்தின விட்டங்கள் 
எனில், அவவட்டத்தின ளேயம்
(a) ( –1, 1) (b) (1,1)

(c) (1, –1) (d) (–1, –1)

4. x y3 2 1 0+ - =  என்ற க்கொடடின  
x-சவடடுத்துண்டு

(a) 3 (b) 2 (c) 3
1   (d) 2

1  

5. x y7 5 8 0+ - =  என்ற க்கொடடின �ொயவு 

(a) 5
7  (b) – 5

7  (c) 7
5   (d) – 7

5  

03_11th_BM-STAT_Ch-3-TM.indd   75 08-12-2021   20:59:50

www.tntextbooks.in



76 11 ஆம் வகுப்பு வணிகக் கணிதம் மற்றும் புள்ளியியல்

14. ஆதிவழிச  ச�ல்வதும், x -அசசின மீது 
ளேயத்ளத ச்கொண்்டதுேொன வட்டத்தின 
�ேன்பொடு
(a) x ax y2 02 2- + =

(b) y ay x2 02 2- + =

(c) x y a2 2 2+ =   
(d) x ay y2 02 2- + =

15. வட்டத்தின ளேயம் (–a, –b) ேறறும் ஆரம் 
a b2 2-  எனில் வட்டத்தின �ேன்பொடு

(a) x y ax by b2 2 2 02 2 2+ + + + =

(b) x y ax by b2 2 2 02 2 2+ + + - =   
(c) x y ax by b2 2 2 02 2 2+ - - - =

(d) x y ax by b2 2 2 02 2 2+ - - + =

16. ஆய அசசு்களின க�ரபபு �ேன்பொடு 

(a) x y 02 2- =  (b) x y 02 2+ =

(c) xy c=  (d) xy 0=

17. ax xy y4 2 02 2+ + =  என்ற �ேன்பொடு 
இளணயொன இரடள்டக க்கொடு்களள 
குறிககுசேனில் ‘a’ –ன ேதிபபு   
(a) 2 (b) –2 (c) 4  (d) –4

18. x y 162 2+ =  என்ற வட்டத்தின 
�ேன்பொடடின, y சவடடுத்துண்டு(்கள்) 
(a) 4 (b)16 (c) ±4 (d) ±16

19. ஒரு வட்டத்தின சுற்றளவு 8π அைகு்கள்  
ேறறும் ளேயம் (2, 2) எனில் அவவட்டத்தின 
�ேன்பொடு
(a) x y2 2 42 2- + - =^ ^h h

(b) x y2 2 162 2- + - =^ ^h h

(c) x y4 4 22 2- + - =^ ^h h

(d) x y 42 2+ =

20. (3, –4) -ஐ  ளேயேொ்க ச்கொண்்ட வட்டம் 
x -அசள�த் சதொடுேொனொல் வட்டத்தின 
�ேன்பொடு 
(a) x y3 4 42 2- + - =^ ^h h

(b) x y3 4 162 2- + + =^ ^h h

(c) x y3 4 162 2- + - =^ ^h h  
(d) x y 162 2+ =  

6. ஆய அசசு்களிலிருந்து �ேதூரத்தில் 
இருககுேொறு ே்கரும் P என்ற புள்ளியின 
இயஙகுவளர 

(a) y x
1=   (b) y x=-

(c) y x=  (d) y x
1= -  

7. x y2 7 0+ + =  என்ற க்கொடடிலிருந்து, 
எபச்பொழுதும் �ேசதொளைவில் 
இருககுேொறு ே்கரும் P என்ற புள்ளியின 
இயஙகுவளர  

(a) x y2 2 0+ + =  (b)  x y2 1 0- + =   

(c) x y2 2 0- + =    (d) x y3 1 0+ + =

8. kx xy y3 2 02 2+ - =  என்பது 
ச�ஙகுத்து இரடள்ட கேரகக்கொடு்களள 
குறிககுசேனில் k =

(a) 2
1   (b) – 2

1   (c) 2 (d) –2

9. x y ax by 4 02 2+ + + - =  என்ற 
வட்டத்தின ளேயம் (1, –2) எனில் அதன 
ஆரம்

(a) 3 (b) 2 (c) 4 (d) 1

10. (4, 5) என்ற புள்ளியிலிருந்து x y 162 2+ =  
என்ற வட்டத்திறகு வளரயப்படும் 
சதொடுக்கொடடின நீளம்

(a) 4 (b) 5 (c) 16 (d) 25

11. x y162 =  என்ற ்பரவளளயத்தின குவியம்   
(a) (4 ,0) (b) (–4 , 0)

(c) (0, 4) (d) (0, –4)

12. y x252 =-  ்பரவளளயத்தின 
ச�வவ்கைத்தின நீளம்.  

(a) 25 (b) –5 (c) 5 (d) –25

13. x y x y2 2 9 02 2+ - + - =  என்ற 
வட்டத்தின ளேயம் 

(a) (1 ,1) (b) (–1, –1)

(c) (–1,1) (d) (1, –1)
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3. , – –x y x y4 3 10 3 4 5+ = =  ேறறும் 
x y5 7+ =  என்பன ஒரு புள்ளி வழிக 

க்கொடு்கள் என நிறுவு்க.
4. ( )px p y8 2 3 1 0+ - + =  ேறறும் 

+ -px 8y 7 0=  என்ற க்கொடு்கள் 
ஒனறுகச்கொனறு ச�ஙகுத்து எனில் p 
யின ேதிபள்பக ்கொண்்க 

5. ax hxy by2 02 2+ + =  என்ற இரடள்ட 
கேரகக்கொடு்களின ஒனறின �ொயவு 
ேறச்றொனறு க்பொல் 3 ே்டஙகு எனில் 

h ab3 42 =  என நிறுவு்க
6. a x by b xy x y1 8 4 4 1 02 2- + + - + + - =] ]g g  

a x by b xy x y1 8 4 4 1 02 2- + + - + + - =] ]g g  என்ற �ேன்பொடு ஒரு 
வட்டத்ளதக குறிககும் எனில் a, b யின 
ேதிபபு ்கொண்்க 

7.  (–1,–2), (1, 0) ேறறும் (–3, –4) என்ற 
புள்ளி்கள் x y3 2 7 0+ + =  என்ற 
க்கொடடிறகு  கேல், கீழ அல்ைது க்கொடடின 
மீது உள்ளதொ என தீரேொனிக்க

8. x y x y2 6 15 02 2+ - + - =  என்ற 
வட்டத்தின விட்டத்தின ஒரு முளன (4, 1)  
எனில் ேறச்றொரு முளன ்கொண்்க.   

9.  x-அசள� ச்பொறுத்து �ேசசீரொன 
்பரவளளயம் (–2, –3) வழிச ச�ல்கி்றது 
எனில் அதன �ேன்பொடள்ட ்கொண்்க. 

10. y x2 4 12- = -^ ^h h  என்ற 
்பரவளளயத்திறகு அசசு, முளன, 
குவியம் இயககுவளரயின �ேன்பொடு, 
ச�வவ்கைத்தின நீளம் ஆகியவறள்றக 
்கொண்்க.

21. ஒரு வட்டம், x-அசசு, y-அசசு ேறறும்  
x = 6  என்ற கேரகக்கொடு ஆகியவறள்றத் 
சதொடுகி்றது எனில்,  அவவட்டத்தின 
விட்டத்தின நீளம் 

(a) 6 (b)3 (c) 12  (d) 4

22. ்பரவளளயத்தின ளேயத்சதொளைத்த்கவு 
(a) 3 (b) 2 (c) 0 (d) 1

23. குவியம் வழிச ச�ல்லும் இரடள்டக 
குத்தொயம் என்பது  
(a) குவியேொண் (b) ச�வவ்கைம் 
(c) இயககுவளர  (d) அசசு

24. y ax42 =  என்ற ்பரவளளயத்தின 
இயககுவளரககும் குவியத்திறகும் 
இள்டப்பட்டத் தூரம்
(a) a (b) 2a (c) 4a (d) 3a

25. y x2 =-  என்ற ்பரவளளயத்தின 
இயககுவளரயின �ேன்பொடு  
(a) x4 1 0+ =  (b) x4 1 0- =

(c) x 4 0- =  (d) x 4 0+ =

இைை கணககுகள்
1.  ே்கரும் புள்ளி P,   (2,3)  ேறறும்  (1, 5)  

ஆகியளவ ஒரு க்கொ்டளே  புள்ளி்கள் 
எனில்  P இன நியேப்பொளத ்கொண்்க 

2.  உற்பத்தி ச்பொருட்களின எண்ணிகள்க 
500 லிருந்து 1000 ஆ்க உயரும்க்பொது 
உற்பத்தி ச�ைவு `6000 லிருந்து `9000 
ஆ்க உயருகி்றது. x, y ககு இள்டப்பட்ட 
சதொ்டரபு ஓர ஒரு்படிச �ொரச்பனில் ச�ைவு 
(y) ேறறும் தயொரிக்கப்படும் ச்பொருட்களின 
எண்ணிகள்க (x)இவறறுககிள்டப்பட்ட 
சதொ்டரபிளன ்கொண்்க.
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டைபாகுபபுதை
 z y m x c1= + 1 ேறறும் y m x c2 2= +  என்ற சவடடிகச்கொள்ளும்  

க்கொடு்களுககு இள்டப்பட்ட க்கொணம் i  எனில்,  tan m m
m m

1
1

1 2
1 2i = +
--

tan
− −

+








1 1 2

1 2
1

m m
m m

 z a x b y c1 1 1+ +  = 0, a x b y c2 2 2+ +  = 0 ேறறும் a x b y c 03 3 3+ + =  என்ற க்கொடு்கள் ஒரு 

புள்ளி வழிச ச�ல்வதற்கொன ்கடடுப்பொடு
a
a
a

b
b
b

c
c
c

1

2

3

1

2

3

1

2

3

 =0

 z x, y-ல் ச்பொதுவொன ஓர இரு்படிச �ேன்பொடு ax hxy by gx fy c2 2 2 02 2+ + + + + =   
இரடள்ட கேரகக்கொடு்களளக குறிப்பதற்கொனக ்கடடுப்பொடு – – –abc fgh af bg ch2 02 2 2+ =  
என்பதொகும்.

 z ax hxy by2 02 2+ + =  ஆனது ஆதிவழிச ச�ல்லும் இரடள்ட கேரகக்கொடு்களளக குறிககும்.

 z ax hxy by2 02 2+ + =  என்ற ஆதிவழிச ச�ல்லும் இரடள்ட கேரகக்கொடு்கள் எனில் 
�ொயவு்களின ச்பருக்கல் ்பைன = b

a  �ொயவு்களின கூடுதல் ்பைன = b
h2- .

 z ax hxy by gx fy c2 2 2 02 2+ + + + + =  என்ற இரடள்ட கேரகக்கொடு்களுககு இள்டப்பட்ட 

க்கொணம்  i   எனில்,  i  = tan a b
h ab21

2!
+
-- < F .

 z  ளேயம் (h,k), ஆரம் r உள்டய வட்டத்தின �ேன்பொடு x h y k r2 2 2- + - =^ ^h h

 z  ளேயம் ஆதிபபுள்ளி, ஆரம் r உள்டய வட்டத்தின �ேன்பொடு x y r2 2 2+ = .

 z ,x y1 1^ h  ேறறும்  ,x y2 2^ h  என்ற புள்ளி்களள முளன்களொ்க உள்டய விட்டத்ளதக ச்கொண்்ட 
வட்டத்தின �ேன்பொடு : x x x x y y y y1 2 1 2- - + - -^ ^ ^ ^h h h h  = 0.

 z x y r2 2 2+ =  என்ற வட்டத்தின துளணயைகு �ேன்பொடு்கள்  x = r cosi ,  y = r sini   
0 2# #i r

 z ,x y1 1^ h  என்ற புள்ளியி்டத்து x y gx fy c2 22 2+ + + +  = 0 என்ற வட்டத்தின சதொடுக்கொடடின 
�ேன்பொ்டொனது ( ) ( )xx yy g x x f y y c1 1 1 1+ + + + + + = 0 ஆகும். ,x y1 1^ h  என்ற 
புள்ளியி்டத்து x y a2 2 2+ =  என்ற வட்டத்தின சதொடுக்கொடடின �ேன்பொடு xx yy a1 1

2+ = .

 z x y gx fy c2 22 2+ + + +  = 0 என்ற வட்டத்திறகு ,x y1 1^ h  என்ற புள்ளியிலிருந்து 
வளரயப்படும் சதொடுக்கொடடின நீளம் = x y gx fy c2 21

2
1
2

1 1+ + + + .

 z y mx c= +  என்ற கேரகக்கொடு x y a2 2 2+ =  என்ற வட்டத்திறகு சதொடுக்கொ்டொ்க அளேய 
கதளவயொன ்கடடுப்பொடு c a m12 2 2= +^ h .

 z  ்பரவளளயத்தின திட்ட வடிவம் y ax42 =
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79பகுமுறை வடிவியல்

கத்லச் டசபாறகள் (GLOSSARY)  
ஆதி Origin

ஆரம் Radius

இணை க�ோடு�ள் Parallel lines

இயக்குவணர Directix

இரடணடை கேரக்க�ோடு�ள் Pair of straight lines

ஒரு புள்்ி வழிக் க�ோடு�ள் Concurrent Lines

ஒருங�ணை புள்்ி Point of concurrency

குவியத்தூரம் Focal distance

குவியம் Focus

கூம்பு வவடடி�ள் Conics

சைன்ோடு Equation

வசஙகுத்துக் க�ோடு Perpendicular line

வசவவ�லம் Latus rectum

துணையலகு Parameter

வதோடுக�ோடு Tangent

வதோடுக�ோடடின ேீ்ம் Length of the tangent

ேோண் Chord

ேியைப்ோணத அலலது இயஙகுவணர Locus

கேரக்க�ோடு Straight line

்ரவண்யம் Parabola

முணை Vertex

ணையம் Centre 

வடடைம் Circle

விடடைம் Diameter

வவடடும் புள்்ி Point of intersection
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Step 4

்டி 2

ச�யல்்பொடடிற்கொன உரலி :
https://ggbm.at/qKj9gSTG  (or) scan the QR Code

இதணயச் டசயல்பாட

இறுதியில கிதெககபட்றும் ்ெம்   
்டி – 1
ச்கொடுக்கப்படடிருககும் உரலி / விளரவுககுறியீள்டப 
்பயன்படுத்தி GeoGebra ்பக்கத்திறகுச ச�ல்்க..
“11th BUSINESS MATHEMATICS and 
STATISTICS” எனும் GeoGebra ்பணிப புத்த்கத்தில் 
“Locus-Parabola” க்கொன ்பணித்தொளள எடுத்துக ச்கொள்ளவும்.

்டி - 2
“Locus-Parabola” க்கொன ்பணித்தொளில் இ்டப்பக்கம் உள்ள கதரவுபச்படடி்களில் கதளவயொன 
்பரவளளளயத் கதரவு ச�யது 4 வள்கயொன ்பரவளள, இயககுவளர ேறறும் குவியம் 
ஆகியவறள்ற ஆரொயந்து ்பொரக்கவும். இ்டப ்பக்கம் கீகை உள்ள ேழுவளை ே்கரத்தி “a” இன 
ேதிபள்ப ேொற்றைொம். கேலும் வைப ்பக்கத்தில் ்பரவளளயின நியே்பொளதளயயும் வளரயள்ற 
நி்பந்தளனளயயும் ்கொண play/pause ச்பொத்தொளனச ச�ொடுக்கவும்.

்டி 1
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81திரிக�ோணமிதி

கற்றல் ந�ோககஙகள்
இந்த அத்தியாயத்்்தப்  
படித்்த பின்பு மாணாக்கர்கள்  
பின்்வரும் பாடக்கருத்துக்க்ைப்  
புரிநது க்காள்ை இயலும்

 z திரிக்காணமிதியின் க்காண  
விகி்தங்கள்

 z  கூடடல் சூத்திரம், கபருக்கல் மற்றும் 
உடகபருக்கல் க்காணங்கள்

 z  கூடு்தல், கபருக்கலா்க உருமாற்்றம் 
மற்றும் மறு்த்ல 

 z  கேரமாறு திரிக்காணமிதி சாரபு்களின் 
அடிப்ப்டக ்கருத்துக்கள்

 z  கேரமாறு திரிக்காணமிதி சாரபு்களின் 
பண்பு்கள்

பிரம்மகுப்ோ

அறிமுகம
திரிக்காணமிதி என்்ற ்வாரத்்்த 

கிகரக்க ்வாரத்்்த்கைான டிரிக்காணா 
(trigona) மற்றும் கமடரான் (metron) என்்ற 
்வாரத்்்த்களிலிருநது உரு்வாக்கப்படடது. 
உண்்மயிகலகய திரிக்காணமிதி என்பது 
ஒரு முகக்காணத்தின் பக்கங்களுககும் மற்றும் 
க்காணங்களுககும் இ்டகயயுள்ை க்தாடரபுப் 
பற்றி  அறி்வது ஆகும்.  ஏ்றத்்தாழ இரண்டாம் 

திரிநகோணமிதி4
அ
த்தி

யா
யம்

நூற்்றாண்டில் A.D. ஜாரஜ் ரீடீ்கஸ் என்ப்வர 
மு்தன்மு்தலில் கசஙக்காணங்க்ைப் கபாறுத்து 
திரிக்காணமிதி சாரபு்க்ை ்வ்ரயறுத்்தார.  
பழங்கால இநதியாவின் ்கணி்தவியலாைர்கள் 
ஆரியபடடா, பிரம்மகுப்்தா, பாஸ்்கரா-I மற்றும் 
பாஸ்்கரா-II   ஆகிகயார, திரிக்காணமிதி 
சம்பந்தமான சில முககியமான முடிவு்க்ை 
அளித்்தார்கள். பாஸ்்கரா-I என்ப்வர 90 பா்்கக 
க்காணங்களுககு அதி்கமான மதிப்பு்களின் 
s ine  விகி்தங்க்ை ்காணு்வ்தற்்கான 
்வாயப்பாடு்க்ைக ்கண்டுபிடித்்தார. 
முற்்காலத்தில் திரிக்காணமிதி ்கடற்ப்டயியல், 
நில அை்்வயியல் மற்றும் ்வானவியல்  
ஆகிய்வற்றில் பயன்படுத்்தப்படடது.

்தற்்காலத்தில் திரிக்காணமிதி மின் 
்வ்ரபடம், அணுக க்காள்்்க 

விரி்வாக்கம், ்கடலில் எழும் அ்ல்களின் 
உயரத்்்த ்கணிப்பது, இ்சக குர்லப் 

பகுப்பாயவு கசய்வது கபான்்ற பல 
பகுதி்களில் பயன்படுத்்தப்படுகி்றது. 

மீள் போர்வை

1. sinθ = 
எதிரபக்கம் 

்கரணம்

2.  cosθ = 
அடுத்துள்ை பக்கம் 

்கரணம்

3.    tanθ = 
எதிரபக்கம் 

அடுத்துள்ை பக்கம்

4.  cotθ = 
அடுத்துள்ை பக்கம் 

எதிரபக்கம்

5. secθ = 
்கரணம்

அடுத்துள்ை பக்கம்

6.  cosecθ = 
்கரணம்

எதிரபக்கம்
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திரிநகோணமிதி விகி்ஙகளுககு 
இ்ைநேேோன த்ோைரபு 

1. sinθ = cosec
1
i

 அல்லது cosecθ = sin
1
i

 

2.  cosθ = sec
1
i

  அல்லது secθ = cos
1
i

 

3. tanθ = cos
sin
i
i  அல்லது cotθ = sin

cos
i
i     

4. tanθ = cot
1
i

 அல்லது cotθ = tan
1
i

  

திரிக்காணமிதி முற்க்றாரு்ம்கள்

1. sin cos2 2i i+  = 1 

2. tan1 2i+ = sec2θ       

3. cot1 2i+ = cosec2θ

நகோணம

B

முடிவு பக்கம்

க்தாடக்க பக்கம்

க்காணம் ∠AOB AO

படம் 4.1

ஒரு ்கதிர அ்தன் க்தாடக்க நி்லயிலிருநது 
முடிவு நி்ல ்வ்ர ஒரு புள்ளி்யப் கபாறுத்து 
சுழலும் அை்்வக க்காணம் என்கிக்றாம். ்கதிர 
‘OA’  ்ய க்தாடக்க பக்கம் என்றும் ்கதிர ‘OB’  
யின் முடிவு நி்ல க்காணத்தின் முடிவு பக்கம் 
என்றும்  அ்ழக்கலாம். புள்ளி ‘O’ –ஐ சுழலும் 
்கதிரின் மு்ன என்பர.  

இச்சுழற்சி ்கடி்கார சுழற்சிககு 
எதிரதி்சயில் இருந்தால், க்காணத்்்த 
மி்்ககக்காணம் என்றும் மற்றும்  சுழற்சியானது 
்கடி்கார சுழற்சி தி்சயில் இருந்தால், க்காணத்்்த 
கு்்றகக்காணம் என்றும் கூ்றலாம்.

நகோணஙகளின் அளவு
க்காணங்களின் அைவு்க்ை இரு 

்வ்்க்கைா்கப் பிரிக்கலாம். ஒன்று பா்்க 
அைவு மற்க்றான்று கரடியன் அைவு.

போ்க அளவு 
ஒரு க்காணத்தின் அைவு க்தாடக்க 

நி்லயிலிருநது முடிவு நி்ல ்வ்ர ஒரு 
முழு சுற்றின் 360

1
b l  பஙகு சுழற்சிககுச் 

சமமா்க இருந்தால் அந்த க்காணம்  ஒரு பா்்க 
அை்்வ க்காண்டுள்ைது எனக கூ்றலாம். 
கமலும் அ்த்ன 1o பா்்க (one degree) என 
எழு்தலாம்.  ஒரு கசஙக்காண முகக்காணத்்்த 
90o சமப்பகுதியா்க பிரித்்தால் அ்்வ ஒரு பா்்க 
எனப்படும்.  பா்்க்ய ்க்ல்கைா்கவும் மற்றும் 
்க்ல்க்ை வி்க்ல்கைா்கவும் பிரிக்கலாம்.

1 பா்்க = 60 ்க்ல்கள் (minutes) 60l
1 ்க்ல  = 60 வி்க்ல்கள் (seconds) (60m) 

நரடிேன் அளவு 
ஆரத்திற்கு சமமான ்வடடவில், 

அ்தன் ்வடட ்மயத்தில் ்தாஙகும் க்காணம் 
ஒரு கரடியன் எனப்படும் இ்்த 1c எனக 
குறிககிக்றாம். 

படம் 4.2

r

r

r

1c

A

B

O

குறிபபு
ஒரு ்வடடத்தின் ்வடடவில் அ்தன் ்மயத்தில் 
்தாங்கக கூடிய க்காணத்தின் 

கரடியன் அைவு = 
வில்லின் நீைம்

ஆரம்
` r

s
i =  இஙகு θ என்பது ்வடட ்மய க்காணம், 

s ்வடட வில்லின் நீைம், r ்வடடத்தின் ஆரம்.
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போ்ககளுககும நரடிேன்களுககும 
இ்ைநே உள்ள த்ோைரபு

ஒரு அலகு ஆரம் உ்டய ்வடடத்தின் 
சுற்்றைவு  2π என்ப்த்ன ோம் அறிக்வாம்.  
ஆரமானது ஒரு முழுச்சுற்று எடுத்துக 
க்காள்ளும் கபாது உரு்வாகும் க்காணம்  2π  
கரடியன்்கள் ஆகும். ்வடடம் அ்தன் ்மயப் 
பகுதியில் உரு்வாககும் க்காணம் 360c .

2π கரடியன் = 360c

π  கரடியன் = 180c

1 கரடியன் = 180c
r

எடுதககோகட ாட் 
(i) 160c  ்ய கரடியனா்க மாற்று்க
(ii) 5

4r  கரடிய்ன பா்்கயா்க மாற்று்க 

(iii) 4
1  கரடிய்ன பா்்கயா்க மாற்று்க

தீரவு
(i) 160c  = 160 180# r = 9

8
r

(ii) 5
4r கரடியன் = 5

4 180# c
r r = 144c

(iii) 4
1  கரடியன் = 4

1 180
r

  = 4
1 180 22

7# # =14 19 5c l ll

4.1  திரிநகோணமிதி விகி்ஙகளின் 
குறியீடகள் (Signs of 
trigonometric ratios) 

4.1.1 கோல் பகுதிகள் (Quadrants)
படத்தில் உள்ைபடி X OXl   மற்றும் Y OYl  
என்ப்்வ்கள் ஒன்றுகக்கான்று கசஙகுத்்தான 
இரு க்காடு்கைாகும். X OXl  –ஐ X-அச்சு என்றும், 
Y OYl  –ஐ  Y-அச்சு என்றும் அ்ழககின்க்றாம்.

இந்த அச்சுக்கள், முழு ்தைத்்்தயும் 4 
சம பா்கங்கைா்கப் பிரிககின்்றன. அ்்வ்கள் 
்கால்பகுதி்கள் (“Quadrants”)  என்று 
அ்ழக்கப்படு கின்்றன. XOY, 'YOX , 'X OY l  
மற்றும் Y OXl  என்ப்்வ்கள் மு்்றகய 
மு்தலாம், இரண்டாம், மூன்்றாம் மற்றும் 
ோன்்காம் ்கால்பகுதி என அறியப்படுகின்்றன.

Y

Y ′

X ′ X

I

IV

II

III

O

படம் 4.3

எடுதககோகட ாட் 
கீழக்காணும் க்காணங்களின் முடிவு நி்ல 
எந்தக ்கால்பகுதியில் அ்மயும் எனக ்காடடு்க.

(i) 70c-  (ii) 320c-  (iii) 1325c  

தீரவு
(i)  70c- -ன் முடிவு நி்ல ோன்்காம் 

்கால்பகுதியில் அ்மகி்றது.

படம் 4.4

Y

Y ′

X ′ X

P

O

(ii)  320c- –ன் முடிவு நி்ல மு்தல் ்கால் 
பகுதியில் அ்மகி்றது.

 

படம் 4.5

Y

Y ′

X ′ X

P

O
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(iii) 1325c  = 3 360 180 65# c c+ +] g -ன் 
முடிவு நி்ல மூன்்றாம் ்கால்பகுதியில் 
அ்மகி்றது

Y

Y ′

X ′ X

P

படம் 4.6

4.1.2 0º லிருந்த 360º வை்ர 
்மோறுபடகின்்ற நகோணம θ வின் 
திரிநகோணமிதி விகி்ஙகளின் 
குறியீடகள் (Signs of the 
trigonometric ratios of an angle 
θ as it varies from 0º to 360º)
மு்தல்  ்கால் பகுதியில்  x, y  இரண்டும் 

மி்்க குறியா்க இருககின்்றன.  ஆ்கக்வ எல்லா 
திரிக்காணமிதி விகி்தங்களும் மி்்கயா்க 
இருககும். இரண்டாம் ்கால் பகுதியில் 

90 180c c1 1i] g  x கு்்ற குறியா்கவும்,  y 
மி்்க குறியா்கவும் இருககின்்றன. ஆ்கக்வ  
sinθ மற்றும்  cosecθ மி்்கயா்க இருககும். 
மூன்்றாம் ்கால்பகுதியில், 180 270c c1 1i] g  
x மற்றும் y ஆகிய இரண்டும் கு்்றகுறி 

உ்டய்தா்க இருககின்்றன.  ஆ்கக்வ 
t an θ  மற்றும் cotθ மி்்கயா்க இருககும்.  
ோன்்காம் ்கால்பகுதியில் 270 360< <c ci] g  
x மி்்க குறியா்கவும், y கு்்ற குறியா்கவும் 
இருககின்்றன.  ஆ்கக்வ cosθ மற்றும் secθ 
மி்்கயா்க  இருககும்.

Y

Y ′

X ′ X

I ்கால்பகுதி
All

IV ்கால்பகுதி
cos & sec

II ்கால்பகுதி
sin & cosec

III ்கால்பகுதி
tan & cot

O

படம் 4.7

All Silver Tea Cups (ASTC)

( )f x  என்பது ஒற்்்றப்ப்டச் சாரபு எனில், 
( )f x-  = – ( )f x  ஆகும்.  , ,sin tan coti i i  

மற்றும் coseci  ஆகிய்்வ ஒற்்்றப்ப்டச் 
சாரபு்கைாகும். ( )f x  இரட்டப்ப்டச் சாரபு 
எனில், ( )f x-  = ( )f x ஆகும். cosiமற்றும் 
seciஎன்பன இரட்டப்ப்டச் சாரபு்கைாகும்.

க்காணம் /
விகி்தம் i-  

90c i-
(அ)

2
r
i-

90c i+
(அ)

2
r
i+

180c i-
(அ)
r i-

180c i+
(அ)
r i+

270c i-
(அ)

2
3r

i-

270c i+
(அ)

2
3r

i+

360c i-
(அ)

2r i-

360c i+
(அ)

2r i+

Sine sini- cosi cosi sini sini- cosi- cosi- sini- sini

Cosine cosi sini sini- cosi- cosi- sini- sini cosi cosi

tangent tani- coti coti- tani- tani coti coti- tani- tani

cotangent coti- tani tani- coti- coti tani tani- coti- coti

secant seci coseci coseci- seci- seci- coseci- coseci seci seci

cosecant coseci- seci seci coseci coseci- seci- seci- coseci- coseci

அடட்வ்ண  4.1
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4.1.3 த்ணக நகோணஙகளின் 
திரிநகோணமிதி விகி்ஙகள் 
(Trigonometric ratios of allied 
angles)
இரு க்காணங்களின் கூடு்தல் அல்லது 

வித்தியாசங்கள் பூச்சியக க்காணமா்கவும் 
அல்லது 90° கபருக்கங்கைா்கவும் இருககும்கபாது 
அவ்விருக்காணங்கள் து்ணக க்காணங்கள் 
எனக கூ்றப்படும். க்காணங்கள் –θ, 90°±θ, 
180°±θ, 360°±θ ஆகியன θ வின் து்ணக 
க்காணங்கள் ஆகும். து்ணக க்காணங்களின் 
திரிக்காணமிதி விகி்தங்க்ைப் பயன்படுத்தி 
எந்த ஒரு க்காணத்தின் திரிக்காணமிதி 
விகி்தங்க்ையும் ோம் ்காண முடியும். அ்்வ 
அடட்வ்ன 4.1 இல் க்காடுக்கப்படடுள்ைது. 
எடுதககோகட ாட் 
கீழக்காணும் திரிக்காணமிதி விகி்தங்களின் 
மதிப்பு்க்ைக ்காண்்க.

(i) sin 150c   (ii) ( )cos 210c-  
(iii) cosec 390c  (iv) tan ( )1215c-  
  (v)  sec1485c

தீரவு 
(i) sin150c  = sin(1× 90 60c c+ ) 

அ்தா்வது 150c  இரண்டாம் ்கால் 
பகுதியில் அ்ம்வ்தனால் 

sin150c  = sin(1× 90c+ 60c ) 

      = cos 60 2
1

c =

(ii) cos(–210o) = cos210o என்்க
அ்தா்வது 210° மூன்்றாம் ்கால் பகுதியில் 

அ்ம்வ்தனால், 
cos210o  = cos(180o + 30o)  

= –cos30o = 2
3

-

(iii)  cosec390o   = cosec(360o + 30o)  
= cosec30o = 2

(iv) tan(–1215o)  = –tan(1215o)  
= –tan(3×360o + 135o)

               = –tan135o  
= –tan(90o + 45o)  

= –(–cot45o) = 1
(v)  sec1485o  = sec(4 × 360o + 45o)  

= sec45o = 2

எடுதககோகட ாடா  

sin600o cos 390o + cos 480o sin 150o = –1 
என நிறுவு்க.

தீரவு
sin600o = sin(360o+240o) = sin240o 

= sin(180o + 60o) = – sin 60o 

= 2
3

-

cos390o  = cos(360o + 30o)  

= cos30o = 2
3

cos480o  = cos(360o + 120) 

= cos120o

 = cos(180o–60o)   

= –cos60o = 2
1-

sin150o  = sin(180o–30o)  

= sin30o = 2
1

இப்கபாது, sin 600o cos390o + cos480o sin150o

= 2
3

2
3

2
1

2
1

4
3

4
1

4
3 1 1- + - = - - = - - =-b b b bl l l l

2
3

2
3

2
1

2
1

4
3

4
1

4
3 1 1- + - = - - = - - =-b b b bl l l l

எடுதககோகட ாட் 

( ) ( )sin cot cosec
sin tan sec

180 360 90
90 180

c
c c

i i i
i i i

+ - -
- - -] ] ]

]

g g g

g
 = 1

என நிறுவு்க.

தீரவு
L.H.S  

= 
( ) ( )sin cot cosec
sin tan sec

180 360 90
90 180

c
c c

i i i
i i i

+ - -
- - -] ] ]

]

g g g

g

= sin cot sec
sin cot sec
i i i

i i i
- -
- -]

] ]

]g

g g

g  = 1
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பயிறசி ாட்

1. கீழ்கண்ட பா்்க அைவு்க்ை கரடியன் 
அைவில் மாற்று்க

 (i) 60o (ii) 150o 
 (iii) 240o (iv) –320o

2. கீழ்கண்ட கரடியன் அைவு்க்ை பா்்க 
அைவு்கைா்க மாற்று்க.

	 (i)		 8
r 			 (ii)	 5

9r 	

	 (iii)	–3		 (iv)	 18
11r

3. கீழ்கண்ட க்காணங்கள் எந்த ்கால்பகுதியில் 
அ்மயும்.

(i) 380o  (ii) –140o   (iii) 1195o

4. கீழக்கண்ட ஒவ்க்வாரு திரிக்காணமிதி 
விகி்தங்களின் மதிப்பு்க்ைக ்காண்்க.

(i)   sin300o   (ii)  cos(–210o)
(iii) sec390o   (iv)  tan(–855o)
(v)  cosec1125o

5. கீழக்கண்ட்வற்்்ற நிறுவு்க: 

(i)   tan(–225o) cot(–405o) –  
 tan(–765o) cot(675o) = 0

(ii)  sin cosec cos2 6 6
7

3 2
32 2 2r r r+ =

(iii)  sec sec tan tan2
3

2
5

2
5

2
5 1r

i i
r r

i i
r- - + + - =-b b b bl l l l+ 

 sec sec tan tan2
3

2
5

2
5

2
5 1r

i i
r r

i i
r- - + + - =-b b b bl l l l

6.  A, B, C, D என்பன ்வடட ோற்்கரத்தின் 
க்காணங்கள் எனில்  
 cosA + cosB + cosC + cosD = 0 என 
நிறுவு்க.

7. கீழக்கண்ட்வற்்்ற நிறுவு்க: 

(i) 
sin cos sin cosec

sin cos tan cot
360 360 270

180 90 270 360c c
i i i i

i i i i
- + - -
- + - -]

]

]

]

]

]

]

]

g

g

g

g

g

g g

g      

      = –1

(ii)  sin cos sin cosec cos sec2 2$ $ $i i
r
i i

r
i i- + -b bl l' 1

 sin cos sin cosec cos sec2 2$ $ $i i
r
i i

r
i i- + -b bl l' 1  = 1

8. cos510o cos330o + sin390o cos120o = –1  
என நிறுவு்க.

9. நிறுவு்க :
(i) tan cot cos cosx x x x2 2r r r r+ - - - +] ] ] ]g g g g–  
     tan cot cos cosx x x x2 2r r r r+ - - - +] ] ] ]g g g g  = sin x2

(ii)   secn cos cosec
sin cos tan sin cosA A A

A A A A A540 360 270
180 90 270 2
c c c
c c c
- + +

+ - -
=-]

]
]
] ]

]g
g

g
g g

g
 secn cos cosec

sin cos tan sin cosA A A
A A A A A540 360 270

180 90 270 2
c c c
c c c
- + +

+ - -
=-]

]
]
] ]

]g
g

g
g g

g
10. ,sin tan5

3
2
1

i {= =  மற்றும் 

2 2
3< < < <r

i r {
r  எனில், 

tan sec8 5i {-  –ன் மதிப்்பக 
்காண்்க.

4.2   கூகடக நகோணஙகளின் 
திரிநகோணமிதி விகி்ஙகள் 
(Trigonometric ratios of 
compound angles)

கூகடக நகோணஙகள் (Compound angles)
க்காணங்களின் கூடடல் மற்றும் 

்கழித்்தலின் முடி்வானது கூடடுகக்காணம் 
எனப்படும். அ்தா்வது இரண்டு அல்லது 
இரண்டிற்கு கமற்படட க்காணங்களின் 
இயற்்கணி்தக கூடு்தல் கூடடுகக்காணங்கள் 
எனப்படும்.

உ்தாரணமா்க,  A, B மற்றும் C ஆகியன 
மூன்று க்காணங்கள் எனில், A + B , A – B,  
A + B + C, A – B + C என்பன கூடடுக 
க்காணங்கைாகும்.

4.2.1  sine, cosine ்மறறும tangent 
என்பனவைறறின் கூகைல் ்மறறும 
கழிு்லின்  சூுதிரஙகள் (Sum 
and difference formulae of sine, 
cosine and tangent)

(i) sin A B+] g  = sinA cosB + cosA sinB 

(ii) sin A B-] g  = sinA cosB – cosA sinB

(iii) cos A B+] g  = cosA cosB – sinA sinB

(iv) cos A B-] g  = cosA cosB + sinA sinB
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(v) tan(A+B)  =  tan tan
tan tan

A B
A B

1 -
+

(vi) tan(A–B)  =  tan tan
tan tan

A B
A B

1 +
-

எடுதககோகட ாட் 
cosA = 5

4  மற்றும்  cosB = 13
12 ,  

2
3r  < (A, B) < 2r , எனில்  

(i) sin(A–B)  மற்றும் (ii) cos(A+B)   
ஆகிய்வற்றின் மதிப்பு்க்ைக ்காண்்க.
தீரவு    

2
3r  < (A, B) < 2r  என்ப்தால் A 

மற்றும் B ஆகியன ோன்்காம் ்கால் பகுதியில் 
அ்மகி்றது. எனக்வ sinA மற்றும் sinB 
ஆகிய்்வ கு்்றகுறி உ்டய்தா்க இருககும்.

cosA = 5
4  மற்றும் cosB = 13

12 , 

ஆ்கக்வ, 

sinA = cos A1 2- -

 = 1 25
16- -  

 = – 25
25 16-  

 = 5
3-

Sin B = cos B1 2- -

 = 1 169
144- -

 = – 169
169 144-

 = 13
5-

(i)  cos(A + B) =  cosA cosB –  
 sinA sinB

 = 5
4

13
12

5
3

13
5

# #-
- -
b bl l

 = 65
48

65
15

65
33- =

(ii)   sin(A – B) =  sinA cosB –  
 cosA sinB

 = 5
3

13
12

5
4

13
5-

-
-

b b b bl l l l

 = 65
36

65
20

65
16- + = -

எடுதககோகட ாட் 
பின்்வரும் திரிக்காணமிதி விகி்தங்களின் 
மதிப்பு்க்ைக ்காண்்க.

(i) sin15o    (ii) cos(–105o)  

 (iii) tan75o    (iv) –sec165o

தீரவு 
(i) sin15o = sin(45o–30o)

= sin cos cos sin45 30 45 30c c c c-

= 
2

1
2
3

2
1

2
1

2 2
3 1

# #- =
-

(ii) cos(–105o) = cos105o

= cos(60o + 45o)

= cos60o cos45o – sin60o sin45o

= 2
1

2
1

2
3

2
1

2 2
1 3

# #- =
-

(iii) tan75o = tan(45o + 30o)

= tan tan
tan tan

1 45 30
45 30

c c
c c

-
+

= 
1

3
1

1
3

1

3 1
3 1 2 3

-

+
=

-
+
= +

(iv) cos 165º = cos(180º–15º)

= –cos 15º
= –cos(60º – 45º)

= –(cos60º cos45º +  sin60º 
sin 45º)

= 2
1

2
1

2
3

2
1# #- +e o

= 2 2
1 3

-
+

e o

`  –sec165º  = 
1 3

2 2
+

           = 
1 3

2 2
1 3
1 3
#

+ -
-

           = 2 3 1-^ h
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எடுதககோகட ாட் 
tanA = m tanB எனில், 

sin
sin

A B
A B
-
+]

]

g

g
 = m

m
1
1
-
+  என நிறுவு்க.

தீரவு
tanA = m tanB என க்காடுக்கப்படடுள்ைது

 cos
sin

A
A  =  m cos

sin
B
B  

 cos sin
sin cos

A B
A B  =  m

கூடடல் மற்றும் ்கழித்்தல் விகி்த சம 
விதி்யப் பயன்படுத்தி ோம் கபறு்வது

sin cos cos sin
sin cos cos sin

A B A B
A B A B

-
+  = m

m
1
1
-
+  ஆகும்.

 sin
sin

A B
A B
-
+]

]

g

g
 = m

m
1
1
-
+ ,  

என நிறு்வப்படடது.

கூடடல் மற்றும் ்கழித்்தல்  
விகி்த சம விதி:

b
a

d
c=  எனில், a b

a b
c d
c d

-
+
= -
+

4.2.2 ்மைஙகு நகோணஙகளின் 
திரிநகோணமிதி விகி்ஙகள் 
(Trigonometric ratios of  
multiple angles)

sin2A, cos2A, tan2A, sin3A etc. ஆகியன 
மடஙகு க்காணங்களின் விகி்தங்கள் ஆகும்.

அ்வற்றின் முற்க்றாரு்ம்கள்  

 (i) sin 2A =  .sin sin cos cos sin sin cosA A A A A A A A2+ = + =^ h

              .sin sin cos cos sin sin cosA A A A A A A A2+ = + =^ h .sin sin cos cos sin sin cosA A A A A A A A2+ = + =^ h

              .sin sin cos cos sin sin cosA A A A A A A A2+ = + =^ h

 (ii) cos 2A  = ( ) –cos cos cos sin sin cos sinA A A A A A A A2 2+ = - = 
( ) –cos cos cos sin sin cos sinA A A A A A A A2 2+ = - =

( ) –cos cos cos sin sin cos sinA A A A A A A A2 2+ = - =
 (iii) sin 3A = sin(2A+A)

 = sin cos cos sinA A A A2 2+

= sin cos cos sin sinA A A A A2 1 2 2+ -^ ^h h

= sin cos sin sinA A A A2 22 3+ -

= Asin sin sinsinA A A2 1 22 3- + -^ h

= 3sinA− 4sin3A

இவ்்வா்றா்க ோம் கீழக்கண்ட 
மடஙகு க்காணங்களின் சூத்திரங்க்ை 
கபற்றிருககின்க்றாம்

1. (i) sin2A = 2sinA cosA 

 (ii) sin2A = tan
tan

A
A

1
2

2+

2.  (i) cos2A = cos2A – sin2A

 (ii) cos2A = 2cos2A–1

 (iii) cos2A = 1– 2 sin2A 

 (iv) cos2A = tan
tan

A
A

1
1

2

2

+
-

3.   tan2A = tan
tan

A
A

1
2

2-

4.  sin3A = sin sinA A3 4 3-  

5.  cos3A = cos cosA A4 33 -

6.  tan3A = tan
tan tan

A
A A

1 3
3

2

3

-
-

குறிபபு

(i)  cos cosA A2
1 1 22 = +] g        (அல்லது) 

cos cosA A
2

1 2
!= +

(ii)  sin cosA A2
1 1 22 = -] g       (அல்லது)

sin cosA A
2

1 2
!= -

எடுதககோகட ாட் 

cos
sin tan1 2

2
i
i

i
+

=  என நிறுவு்க.

தீரவு 

cos
sin

cos
sin cos

cos
sin tan1 2

2
2

2
2i

i
i

i i
i
i

i
+

= = =
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எடுதககோகட ாட்ட 
tan60o மதிப்பி்ன இரட்ட க்காணங்களின் 
சூத்திரத்்்தப் பயன்படுத்திக ்காண்்க.
தீரவு

tan A2  = tan
tan

A
A

1
2

2-

A = 30o என பிரதியிட கி்டக்கப் கபறு்வது,

tan60o = tan
tan

1 30
2 30

2 c
c

-

  = 
1 3

1

2
3

1

-
 = 

3
2
3

2

3
2

2
3#=  = 3

எடுதககோகட ாட்் 
tanA = 7

1  மற்றும் tanB = 3
1  எனில், 

cos2A = sin4B என நிறுவு்க.
தீரவு

cos2A =  
tan
tan

A
A

1
1

1 49
1

1 49
1

49
48

50
49

25
24

2

2
#

+
- =

+

-
= =

    
tan
tan

A
A

1
1

1 49
1

1 49
1

49
48

50
49

25
24

2

2
#

+
- =

+

-
= = tan

tan
A
A

1
1

1 49
1

1 49
1

49
48

50
49

25
24

2

2
#

+
- =

+

-
= =  … (1)

இப்கபாது, sin4B = 2sin2B cos2B

            = tan
tan

tan
tan

B
B

B
B2 1

2
1
1

25
24

2 2

2
#

+ +
- =

             
=

4 1
3

1+ 1
9

1 1
9

1+ 1
9

= 24
25

×
×

−  … (2)

(1) மற்றும் (2) லிருநது,  
cos2A = sin4B என கி்டக்கப்கபறுகி்றது.  

எடுதககோகட ாட்் 

tanA = sin
cos

B
B1 -  எனில், tan2A = tanB 

என நிறுவு்க.

தீரவு

Bsin
cos B1 -  = 

sin cos

sin

cos

sin
tanB B

B

B

B
B

2 2 2

2 2

2

2
2

2

= =

                 
sin cos

sin

cos

sin
tanB B

B

B

B
B

2 2 2

2 2

2

2
2

2

= =   … (1)

tanA = sin
cos

B
B1 -  என க்காடுக்கப்படடுள்ைது.

 `  tanA = tan B
2         (1) –ன் படி

 ⇒  A = B
2

 2A = B
 `  tan2A =  tanB

எடுதககோகட ாட்் 
tan 3

1
a =   மற்றும்  tan 7

1
b =  எனில், 

2 4a b r+ =^ h  என நிறுவு்க.

தீரவு
tan 2a b+^ h  = tan tan

tan tan
1 2

2
$a b

a b
-

+

tan 2a  = tan
tan

1
2

1 9
1

2 3
1

4
3

2

#

a
a

-
=
-

=

tan 2a b+^ h  = 
1 4

3
7
1

4
3

7
1

28
25
28
25

#-

+
=

 = 1 = tan 4
r

⇒ 2a b+  = 4
r

பயிறசி ாட்

1. கீழக்கண்ட்வற்றின் மதிப்பு்க்ைக ்காண்்க:  
(i) cosec15º (ii) sin(–105º) (iii) cot75º

2. கீழக்கண்ட்வற்றின் மதிப்பு்க்ைக ்காண்்க:
(i)    sin76º cos16º + cos76º sin16º

(ii)  sin cos cos sin4 12 4 12
r r r r+

(iii) cos70º cos10º – sin70º sin10º

(iv)  cos2 15º –sin2 15º

3. ,sin A A5
3 0 2< < r=  ,sin A A5
3 0 2< < r= மற்றும் 

,cosB B13
12

2
3< <r
r= -  ,cosB B13

12
2

3< <r
r= - எனில், 

கீழ்கண்ட்வற்றின் மதிப்பு்க்ைக 
்காண்்க:
(i) cos(A+B) (ii) sin(A–B) 
(iii) tan(A–B)
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4. cosA = 14
13 , cosB = 7

1 ; A மற்றும் B 
குறுஙக்காணங்கள் எனில், A–B = 3

r  
என நிறுவு்க.

5. 2tan80º = tan85º –tan 5º என நிறுவு்க.

6. cot α = 2
1 , sec β = 3

5- , π < α < 2
3r  

மற்றும் 2 < <r
b r  எனில், tan(α + β) –ன்  

மதிப்்பக ்காண்்க. கமலும் (α + β) 
என்பது எந்த ்கால்பகுதியில் அ்மயும் ?

7.  A+B = 45º எனில், (1+tanA)(1+tanB) =2  

என நிறுவு்க. இதிலிருநது tan 22 2
1c  –ன் 

மதிப்்பக ்காண்்க

8. (i) sin sin sinA A A60 60c c+ + - =] ]g g

  (ii)  tan tan tan tan tan tanA A A A A A4 3 3 4 0+ + - =tan A 
–  tan tan tan tan tan tanA A A A A A4 3 3 4 0+ + - =  என நிறுவு்க.

9. (i)  tanθ = 3 எனில், tan3θ –ன் மதிப்்ப 
்காண்்க.

(ii)  sin A 13
12=  எனில், sin3A –ன் மதிப்்ப 

்காண்்க.

10. sinA = 5
3  எனில், cos3A மற்றும் tan3A 

–ன் மதிப்பு்க்ைக ்காண்்க.

11. cos cos
sin

cos cos
sin

cos cos
sin

B C
B C

C A
C A

A B
A B-

+
-

+
-] ] ]g g g  = 0  

என நிறுவு்க.

12. tan tanA B x- =  மற்றும் 
cot cotB A y- =  எனில் 

cot A B x y
1 1- = +] g  என நிறுவு்க.

13. sin sin aa b+ =  மற்றும் cos cos ba b+ =  

எனில், cos(α–β) =  a b
2

22 2+ -  என நிறுவு்க.

14. tan 8
r  –ன் மதிப்புக ்காண்்க. 

15. tan 7
1

a = , sin
10
1

b = ,  

(0 < <a  2
r  மற்றும் 0 2< <b r )

எனில், 2 4a b
r+ = ,  என நிறுவு்க.

4.3  உரு்மோறறு சூுதிரஙகள் 
(Transformation formulae)

இரண்டு ்வ்்கயான உருமாற்று சூத்திரங்கள் 
கீகழ வி்வரிக்கப்படடுள்ைது.

4.3.1 தபருகக்ை கூகைல் அல்ைத 
கழிு்ல் வைடிவை்மோக ்மோறறு்ல் 
(Transformation of the  products  
into sum or difference)

sin cos sincosA B A B+    = sin A B+] g   (1)

cos sinsin cosA B A B-  = sin A B-] g  (2)

sin sincos cosA B A B-    = cos A B+] g  (3)

sin sincos cosA B A B+   = cos A B-] g  (4)

சமன்பாடு்கள் (1) மற்றும் (2) –ஐ கூடட 
கி்டக்கப்கபறு்வது,

sin cos sin sinA B A B A B2 = + + -] ]g g

(1) லிருநது (2) –ஐ ்கழிக்க கி்டக்கப்கபறு்வது 

2cosA sinB = sin sinA B A B+ - -] ]g g

(3) மற்றும் (4) ஆகிய சமன்பாடு்க்ைக கூடட 
கி்டக்கப்கபறு்வது

cos cosA B2  = cos cosA B A B+ + -] ]g g  

(4) லிருநது (3) –ஐ ்கழிக்க கி்டக்கப்கபறு்வது

2sinA sinB = cos cosA B A B- - +] ]g g

இவ்்வாறு ோம் கீழக்கண்ட சூத்திரங்க்ைப் 
கபறுகிக்றாம்;

2sinA cosB = sin sinA B A B+ + -] ]g g

2cosA sinB = sin sinA B A B+ - -] ]g g

cos cosA B2  = cos cosA B A B+ + -] ]g g

sin sinA B2  = cos cosA B A B- - +] ]g g

கமலும் 

–sin sinA B2 2  = sin sinA B A B+ -] ]g g

cos sinA B2 2-  = cos cosA B A B+ -] ]g g
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4.3.2 திரிநகோணமிதிச் சோரபுகளின் 
கூகைல் அல்ைத கழிு்்ை 
தபருககைோக ்மோறறு்ல் 
(Transformation of sum or 
difference into product)

sinC + sinD = sin cosC D C D2 2 2
+ -

b bl l

sinC – sinD = cos sinC D C D2 2 2
+ -

b bl l

cosC + cosD = cos cosC D C D2 2 2
+ -

b bl l

cosC – cosD  = sin sinC D C D2 2 2-
+ -

b bl l

எடுதககோகட ாட்ா 
கீழ்கண்ட்வற்்்றக கூடடல் அல்லது 

்கழித்்தல் ்வடிவில் எழுது்க
(i) sin cos2 2i i  (ii) cos cos2 3i i

(iii) sin sin2 4 2i i  (iv) cos cos7 5i i

(v) cos cosA A
2

3
2

5  (vi) cos sin9 6i i

(vii) cos sinA A2 13 15

தீரவு

(i) sin cos2 2i i    

       = sin sin2 2i i i i+ + -] ]g g sin sin2 2i i i i+ + -] ]g g

               = sin sin3i i+

(ii) cos cos2 3i i    

      = cos cos3 3i i i i+ + -] ]g gcos cos3 3i i i i+ + -] ]g g

              = cos cos4 2i i+

(iii) sin sin2 4 2i i   
      = cos cos4 2 4 2i i i i- - +] ]g gcos cos4 2 4 2i i i i- - +] ]g g

              = cos cos2 6i i-

(iv) cos cos7 5i i   

      = cos cos2
1 7 5 7 5i i i i+ + -] ]g g6 @cos cos2
1 7 5 7 5i i i i+ + -] ]g g6 @

             = cos cos2
1 12 2i i+5 ?

(v)  cos cosA A
2

3
2

5   

   = cos cosA A A A
2
1

2
3

2
5

2
3

2
5+ + -b bl lcos cosA A A A

2
1

2
3

2
5

2
3

2
5+ + -b bl l

         = cos cosA A
2
1

2
8

2
2

+
-
b l; E

         = cos cosA A2
1 4 + -] g6 @

         = cos cosA A2
1 4 +5 ?

(vi) cos sin9 6i i   
   = sin sin2

1 9 6 9 6i i i i+ - -] ]g g6 @sin sin2
1 9 6 9 6i i i i+ - -] ]g g6 @

= sin sin2
1 15 3i i-] g6 @

(vii) cos sinA A2 13 15   
   = sin sinA A A A13 15 13 15+ - -] ]g g sin sinA A A A13 15 13 15+ - -] ]g g

         = sin sinA A28 2+

எடுதககோகட ாட்் 
sin sin sin20 40 80 8

3
c c c=  என நிறுவு்க.

தீரவு
LHS = sin sin sin20 40 80c c c

= sin sin sin20 60 20 60 20- +c c c c c^ ^h h

= sin sin sin20 60 202 2-c c c6 @
= sin sin20 4

3 202-c c8 B
= sin sin20 4

3 4 202-
c

c: D  

= sin sin
4

3 20 4 203-c c =
°sin ( )3 20

4

= sin
4
60

4
3 2

8
3

= =c

எடுதககோகட ாட்் 

sin sin sin sin20 40 60 80c c c c  = 16
3  

என நிறுவு்க.
தீரவு
L.H.S = sin sin sin sin20 40 60 80c c c c

= sin sin sin sin60 20 60 20 60 20c c - +c c c c] ]g g

= sin sin sin2
3 20 60 202 2c c c-^ h
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= sin sin2
3 20 4

3 202c c-b l

= sin sin2
3

4
1 3 20 4 203c c-b b ^l l h

=  sin2
3

4
1 60 2

3
4
1

2
3

16
3

c= =b b b b bl l l l l

sin2
3

4
1 60 2

3
4
1

2
3

16
3

c= =b b b b bl l l l l = R.H.S

எடுதககோகட ாட்் 

 cos cos cosA A A120 1202 2 2c c+ + + -] ]g g  
cos cos cosA A A120 1202 2 2c c+ + + -] ]g g  = 2

3  என நிறுவு்க.
தீரவு
cos cos cosA A A120 1202 2 2c c+ + + -] ]g g  
=  cos cos sinA A A120 1 1202 2 2c c+ + + - -] ^ ]g gh 

 cos cos sinA A A120 1 1202 2 2c c+ + + - -] ^ ]g gh

[அ்தா்வது cos sinA A12 2= - ]

=  cos cos sinA A A1 120 1202 2 2c c+ + + - -] ]g g 
 cos cos sinA A A1 120 1202 2 2c c+ + + - -^ ] ]gh g

=  [ ) ( ] [ ]cos cos cosA A A A A1 120 120 120 1202 c c c c+ + + + - + - -^ ] ]h g g[ ) ( ] [ ]cos cos cosA A A A A1 120 120 120 1202 c c c c+ + + + - + - -^ ] ]h g g 
 [ ) ( ] [ ]cos cos cosA A A A A1 120 120 120 1202 c c c c+ + + + - + - -^ ] ]h g g

[அ்தா்வது cos sin cos cosA B A B A B2 2- = + -] ]g g

 cos sin cos cosA B A B A B2 2- = + -] ]g g ] 
= cos2A +1 + cos2A cos240o 

=  cos cos cosA A1 2 1 180 602 2 c c+ + - +^ ]h g

[அ்தா்வது cos2A = cos cosA A2 1 22 = +–1]

= cos cos cosA A1 2 1 602 2 c+ + - -^ ]h g

= cos cosA A1 2 1 2
12 2+ + - -^ bh l

= cos cosA A1 2
1

2
32 2+ - + =

எடுதககோகட ாட்் 
கீழக்கண்ட்வற்்்றத் திரிக்காணமிதிச் 

சாரபு்களின் கபருக்கல் ்வடிவில் மாற்றி எழுது்க.

(i)  sin sinA A9 7+  (ii) sin sin7 4i i-

(iii) cos cosA A8 12+  (iv) cos cos4 8a a-

(v) cos cos20 30c c-  (vi) cos cos75 45c c+

(vii) cos 55° + sin 55°

தீரவு

(i) sin sinA A9 7+   

= sin cosA A A A2 2
9 7

2
9 7+ -

b bl lsin cosA A A A2 2
9 7

2
9 7+ -

b bl l

     = sin cosA A2 2
16

2
2

b bl l

     = sin cosA A2 8

(ii) sin sin7 4i i-   

= cos sin2 2
7 4

2
7 4i i i i+ -

b bl l
 cos sin2 2

7 4
2

7 4i i i i+ -
b bl l

     = cos sin2 2
11

2
3i i

b bl l

(iii) cos cosA A8 12+   

 = cos cosA A A A2 2
8 12

2
8 12+ -

b bl l

 = cos cosA A2 2
20

2
4-

b bl l

 = cos cosA A2 10 2-] g

 = cos cosA A2 10 2

(iv) cos cos4 8a a-  

= sin sin2 2
4 8

2
4 8a a a a

-
+ -

b bl l

 = sin sin2 2
12

2
4a a

b bl l

 = sin sin2 6 2a a

(v)  cos cos20 30c c-  

= sin sin2 2
20 30

2
20 30c c c c

-
+ -

b bl l

 = sin sin2 2
50

2
10c c

b bl l

 = sin sin2 25 5c c

(vi) cos cos75 45c c+  

= cos cos2 2
75 45

2
75 45c c c c+ -

b bl l

 = cos cos2 2
120

2
30c c

b bl l

 = cos cos2 60 15c c
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(vii) cos sin55 55c c+  

= cos cos55 90 55c c c+ -] g

 = cos cos55 35c c+

 = cos cos2 2
55 35

2
55 35c c c c+ -

b bl l

 = cos cos2 45 10c c  = cos2 2
1

10$ cd n

 = cos2 10c

எடுதககோகட ாட்் 
க்காணங்கள் A, B மற்றும் C என்பன 

ஒரு கூடடுத் க்தாடர ்வரி்சயில் உள்ைன எனில்,  
cotB = cos cos

sin sin
C A
A C
-
-  என நிறுவு்க. 

தீரவு

cos cos
sin sin

C A
A C
-
-  

 = 
sin sin

sin cos
A C A C

A C A C

2 2 2

2 2 2
+ -

- +
b

b b

bl

l l

l

= 
sin

cos
A C

A C

2

2
+

+

b

b

l

l

 = cot A C
2
+

b l

= cotB [A,B,C என்பன கூடடுத்க்தாடர 
்வரி்ச என்ப்தால் B = A C

2
+ ]

எடுதககோகட ாட்ட 

cos cos
sin sin sin

x x
x x x

5
5 2 3

-
- +  = tanx என 

நிறுவு்க.

தீரவு

cos cos
sin sin sin

x x
x x x

5
5 2 3

-
- +   

 = cos cos
sin sin sin

x x
x x x

5
5 2 3

-
+ -

= cos cos
2sin cos sin

x x
x x x

5
3 2 2 3

-
-

= sin sin
sin cos

sin
cos

x x
x x

x
x

2 3 2
2 3 2 1

2
1 2

-
-

= -] g

= sin cos
sin
x x

x
2

2 2
 = tan x

எடுதககோகட ாட்் 
sin105o + cos105o –ன் மதிப்்பக ்காண்்க

தீரவு
sin105o + cos105o 

= sin(90o + 15o)+cos105o 

= cos15o + cos105o 

= cos105o + cos15o

= cos cos2 2
105 15

2
105 15c c c c+ -

b bl l

= cos cos2 2
120

2
90c c

b bl l

= 2cos60o cos45o = 
2

1

எடுதககோகட ாட்் 

cos cos sin sin cos4 2
2 2 2a b a b

a b+ + + =
-

^ ^ bh h l  

என நிறுவு்க.

தீரவு
cos cosa b+      

 = cos cos2 2 2$
a b a b+ -
b bl l   ….(1)

sin sina b+    

 = sin cos2 2 2$
a b a b+ -
b bl l    ….(2)

(1)2 + (2)2

cos cos sin sin2 2a b a b+ + +^ ^h h

=  cos cos sin cos4 2 2 4 2 2
2 2 2 2a b a b a b a b+ -

+
+ -

b b b bl l l l 

 
cos cos sin cos4 2 2 4 2 2

2 2 2 2a b a b a b a b+ -
+

+ -
b b b bl l l l

=  cos cos sin4 2 2 2
2 2 2a b a b a b- +

+
+

b b bl l l; E 

 
cos cos sin4 2 2 2

2 2 2a b a b a b- +
+

+
b b bl l l; E

 

= cos4 2
2 a b-
b l
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பயிறசி ாட்

1. பின்்வரும் ஒவ்க்வான்்்றயும் sine  
அல்லது cosine ஆகிய்வற்றின் கூடு்தல் 
அல்லது ்கழித்்தல் ்வடிவில் எழுது்க:

(i)  sin sinA A
8 8

3  

(ii) cos sinA A60 120c c+ +] ]g g

(iii) cos sinA A
3

7
3

5

(iv) 3cos sin7 ii

2. பின்்வரும் ஒவ்க்வான்்்றயும் sine மற்றும் 
cosine ஆகிய்வற்றின் கபருக்கல் ்வடிவில் 
எழுது்க.
 (i)  sinA + sin2A
(ii)  cos2A + cos4A
(iii) 2sin sin6 ii -   
(iv)  2cos cosii -

3. (i) cos cos cos20 40 80 8
1

c c c =  

(ii) tan tan tan20 40 80 3c c c=   
என நிறுவு்க.

4. பின்்வரு்வன்வற்்்ற நிறுவு்க :
(i)  cos cos sin sin sin4 2

2 2 2a b a b
a b- + - =
-

^ ^ bh h l 

 
cos cos sin sin sin4 2

2 2 2a b a b
a b- + - =
-

^ ^ bh h l

(ii)  ( ) ( )sin sin sin sinA A A A60 60 4
1 3c c+ - = 

 ( ) ( )sin sin sin sinA A A A60 60 4
1 3c c+ - =

5. பின்்வரு்வன்வற்்்ற நிறுவு்க :
(i)  sin sin sin sin sin sinA B C B C A C A B 0- + - + - =] ] ]g g g 

 sin sin sin sin sin sinA B C B C A C A B 0- + - + - =] ] ]g g g

(ii)  cos cos cos cos2 13 13
9

13
3

13
5 0r r r r+ + = 

 cos cos cos cos2 13 13
9

13
3

13
5 0r r r r+ + =

6. (i)  sin sin
cos cos tanA A

A A A
2 3
2 3

2+
- =   மற்றும்

(ii)  sin sin
cos cos cotA A

A A A7 5
7 5
-
+ =  என 

நிறுவு்க.

7. cos cos cos cos20 40 60 80 16
1° ° ° ° =  

என நிறுவு்க.
8. பின்்வரு்வன்வற்்்ற மதிப்பிடு்க.

 (i) cos cos cos20 100 140° ° °+ +

(ii) sin sin sin50 70 10° °c- +

9. cos cosA B 2
1+ =  மற்றும் sin sinA B 4

1+ =  

எனில், tan A B
2 2

1+
=b l  என நிறுவு்க.

10. sin(y+z−x), sin(z+x−y), sin(x+y−z), 
என்பன கூடடுத்க்தாடரில் (A.P.) உள்ைன  
எனில், tan x , tan y  மற்றும் tan z என்பன 
கூடடுத்க்தாடரில் உள்ைது என நிறுவு்க.

11. cosecA+ secA = cosecB + secB எனில்,  

cot tan tanA B A B2
+

=b l  என நிறுவு்க.

4.4  ந�ர்மோறு திரிநகோணமிதிச் 
சோரபுகள் (Inverse Trigonometric 
Functions)

4.4.1 ந�ர்மோறு திரிநகோணமிதிச் 
சோரபுகள் (Inverse Trigonometric 
Functions) 

, ,sin cos tanx x x1 1 1- - - , . . . கபான்்ற 
அை்்வ்கள் கேரமாறு திரிக்காணமிதிச் 
சாரபு்கள் என்று அ்ழக்கப்படுகின்்றன.

sin xi = ,  எ ன க ்வ  sin x1i = - . 
கேரமாறு திரிக்காணமிதிச் சாரபு்களின் சாரப்கம் 
(domain) மற்றும் வீச்ச்கம் (range) ஆகிய்வற்றின் 
படடியல் கீகழ க்காடுக்கப்படடுள்ைது

சோரபு சோரபகம (x) வீச்சகம (y)
sin x1- [–1, 1] ,2 2

r r-: D
cos x1- [–1, 1] [0, r ]

tan x1- ,R 3 3= -^ h ,2 2
r r-

b l

cosec x1- R–(–1, 1) , , y2 2 0!r r-: D

sec x1- R–(–1, 1) [0, r ], , , y2 2 2!
r r r-: D

cot x1- R (0, r )
அடட்வ்ண 4.2
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4.4.2 ந�ர்மோறு திரிநகோணமிதிச் 
சோரபுகளின் பண்புகள் 
(Properties of Inverse 
Trigonometric Functions)

பண்பு (்)
(i)   sin sin x x1 =- ] g  

(ii)  cos cos x x1 =- ] g  

(iii) tan tan x x1 =- ] g

(iv)  cot cot x x1 =- ] g

(v)   sec sec x x1 =- ] g

(vi)  cosec cosec x x1 =- ] g  

பண்பு (்)
(i) ( )sin cosecx x11 1=- -b l

(ii) ( )cos secx x11 1=- -b l

(iii) ( )tan cotx x11 1=- -b l

(iv) ( )cosec sinx x11 1=- -b l

(v) ( )sec cosx x11 1=- -b l

(vi) ( )cot tanx x11 1=- -b l

பண்பு (்)
(i) ( ) ( )sin sinx x1 1- =-- -    

(ii)  ( ) ( )cos cosx x1 1r- = -- -

(iii) ( ) ( )tan tanx x1 1- = -- -  

(iv) ( ) ( )cot cotx x1 1- =-- -

(v) ( ) ( )sec secx x1 1r- = -- -

(vi) ( ) ( )cosec cosecx x1 1- =-- -

பண்பு (ா)
(i) ( ) ( )sin cosx x 2

1 1 r+ =- -

(ii)  ( ) ( )tan cotx x 2
1 1 r+ =- -   

(iii) ( ) ( )sec cosecx x 2
1 1 r+ =- -

பண்பு (்) 

 xy < 1 ககு

(i)  ( ) ( )tan tan tanx y xy
x y

1
1 1 1+ = -

+- - - d n

(ii) ( ) ( )tan tan tanx y xy
x y

1
1 1 1- = +

-- - - d n

பண்பு (்)
 ( )sin sin sinx y x y y x1 11 1 1 2 2+ = - + -- - -^ _h i 

 ( )sin sin sinx y x y y x1 11 1 1 2 2+ = - + -- - -^ _h i

எடுதககோகட ாட்்   

கீழக்காண்ப்்வ்களின் மு்தன்்ம 
மதிப்பு ்காண்்க.  

(i) ( )sin tanii1 2 31 1 -- -_ ^i h       ( )sin tanii1 2 31 1 -- -_ ^i h

தீரவு

(i) sin 1 21- _ i  = y  என்்க
இஙகு  y2 2# #

r r-  

`  sin y = 1 2_ i  = sin 6
r
b l

⇒ y = 6
r

sin 1 21- _ i  –ன் மு்தன்்ம மதிப்பு 6
r

(ii)  tan 31 -- ^ h  = y  என்்க
இஙகு y2 2< <r r-  

 `  tan y = – 3  = tan 3
r-b l

    ⇒ y = 3
r-  

tan 31 -- ^ h  –ன் மு்தன்்ம மதிப்பு 3
r-   

எடுதககோகட ாட்ா     
 பின்்வரு்வன்வற்்்ற மதிப்பிடு்க : 

(i) cos sin 13
51-

b l        (ii) tan cos 17
81-

b l

தீரவு
(i) sin 13

51-
b l  = i  என்்க ... (1)

 sini  = 13
5
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 cosi  = sin1 2i-

  =  1 169
25-

  = 13
12  ... (2)

(1) மற்றும்  (2) லிருநது,
`  cos sin 13

51-
b l  = cosi  = 13

12

(ii) cos 17
81-

b l  = i  என்்க

 cosi  = 17
8

 sini  = cos1 2i-

  = 1 289
64-

  = 17
15  ... (2)

(1) மற்றும்  (2) லிருநது,

tan cos 17
81-

b l  = tani  = cos
sin
i
i

  = 8
15

17
8

17
15

=

எடுதககோகட ாட்் 
நிறுவு்க:

(i) tan tan tan7
1

13
1

9
21 1 1+ =- - -b b bl l l  

(ii) cos tan tan5
4

5
3

11
271 1 1+ =- - -b b bl l l  

தீரவு 
(i)  tan tan7

1
13
11 1+- -b bl l  

= tan 1
1

7
1

13
1

7
1

13
1

-
+-

_ _i i
> H   

=  tan 90
201- b l  

=  tan 9
21- b l

(ii)  cos 5
41- b l  = i  என்்க.   

எனக்வ, cos 5
4

i = sin 5
3

& i =

`  tani  = 4
3  tan 4

31& i = - b l

`  cos 5
41- b l  = tan 4

31- b l  

இப்கபாழுது cos tan5
4

5
31 1+- -b bl l

 = tan tan4
3

5
31 1+- -b bl l

 = tan 1
1

4
3

5
3

4
3

5
3

#-
+- e o  

 = tan 11
271- b l

எடுதககோகட ாட்் 
மதிப்பிடு்க : tan tan4 8

11r - - b l; E  

தீரவு
tan 8

11- b l  = i  என்்க

எனக்வ tani  = 8
1

`  tan tan4 8
11r - - b l; E  = tan 4

r
i-b l

 = tan tan
tan tan

1 4

4
i
i

+
-
r

r

 = 1
1

9
7

8
1
8
1

+
-
=

எடுதககோகட ாட்் 

தீரக்க : tan tanx
x

x
x

2
1

2
1

4
1 1 r
-
-

+ +
+

=- -b bl l

தீரவு:
tan tanx

x
x
x

2
1

2
11 1

-
-

+ +
+- -b bl l   

= tan tan x
1 3

2 4
x
x

x
x

x
x

x
x

1

2
1

2
1

2
1

2
1

1
2

-

+
= -

--

-
-

+
+

-
-

+
+

-

_ _
b

i i
l> H

tan tanx
x

x
x

2
1

2
1

4
1 1 r
-
-

+ +
+

=- -b bl l  என 
க்காடுக்கப்படடுள்ைது.

`  tan x
3

2 41
2

-
-- b l  = 4

r

x
3

2 42

-
-  = tan 4

r  = 1

x2 42 -  = –3
&  2x2 –1 = 0

&  x  = 
2

1
!
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எடுதககோகட ாட்் 

சுருககு்க: sin sin3
1

3
21 1+- -

` `j j

தீரவு
 ( )sin sinx y1 1+- -] g   

           = sin x y y x1 11 2 2- + -- 7 A
`   sin sin3

1
3
21 1+- -b bl l   

      = sin 3
1 1 9

4
3
2 1 9

11 - + -- : D

= sin 3
1

9
5

3
2

9
81 +- : D

= sin 9
5 4 21 +- c m

எடுதககோகட ாட்்  

தீரக்க: 

tan tanx x2 21 1+ + -- -] ]g g = tan 3
21- b l

தீரவு

 tan x x
x x

1 2 2
2 21

- + -
+ + -- ^

^

^

^

h

h

h

h
< F  = tan 3

21-
` j

&   tan x1 4
41

2- -
- c

^ h
m  = tan 3

21-
` j

 &  2x2 – 6 = 12

   &   x2 = 9
  `  x = +3

எடுதககோகட ாட்ட 
tan(x + y) = 42 மற்றும்  x = tan–1(2) 

எனில், y –ன் மதிப்்பக ்காண்்க. 
தீரவு

    tan(x+y)  = 42

x + y = tan–1(42)

tan–1(2)+y = tan–1(42)

 y = tan–1(42) – tan–1(2)

  = tan 1 42 2
42 21
#+
--
] g

; E

  = tan 85
401- b l

 y = tan 17
81- : D

பயிறசி ாடா

1. பின்்வரு்வன்வற்றின் மு்தன்்ம 
மதிப்பு்க்ைக ்காண்்க. 

(i) sin 2
11 -- b l   (ii) tan 11 -- ] g  

(iii) cosec 21-
^ h   (iv)  sec 21 -- ^ h   

2. நிறுவு்க:

(i) tan sinx x
x

2 1
21 1

2= +
- -] cg m

(ii) tan tan3
4

7
1

4
1 1 r- =- -b bl l

3. tan tan tan2
1

11
2

4
31 1 1+ =- - -b b bl l l  

என நிறுவு்க.

4. தீரக்க:  tan tanx x2 3 4
1 1 r+ =- -

5. தீரக்க: 
tan tan tanx x1 1 7

41 1 1+ + - =- - -] ] bg g l

6. மதிப்பிடு்க : (i) cos tan 4
31-
` j8 B

                 (ii) sin cos2
1

5
41-
` j8 B

7. cos sin sin5
4

13
121 1+- -

` ` `j jj –ன் மதிப்பு 
்காண்்க.

8. tan tann
m

m n
m n

4
1 1 r- +

-
=- -b bl l  

என நிறுவு்க.

9. sin sin cos5
3

17
8

85
841 1 1- - - =- - -b bl l  

என நிறுவு்க.

10. ,tan sin
cos

x
x x1 2 2

3< <1 r r
- -- : D  

என்ப்த்ன எளிய ்வடிவில் வி்வரிக்கவும்.
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பயிறசி ாட்

  சரிேோன வி்ை்ேு 
ந்ரந்த்டுத எழுதக

1. 8
r   –ன் க்காண மதிப்பு 
(a)  20 60c l  
(b)  22 30c l
(c)  22 60c l   
(d)  20 30c l  

2. 37 30c l  -ன் கரடியன் அைவு
(a) 24

5r   (b) 24
3r  

(c) 24
7r  (d) 24

9r

3. tan
5

1
i =  மற்றும் i மு்தல் ்கால்பகுதியில் 

அ்மகி்றது எனில், cosi  –ன் மதிப்பு 

(a)  
6

1  (b) 
6
1-

(c) 
6
5   (d) 

6
5-

4. sin 15o-ன் மதிப்பு 

(a) 
2 2
3 1+  (b)  

2 2
3 1-

(c) 
2
3  (d)  

2 2
3

5. sin 420c-] g -ன் மதிப்பு

(a) 2
3  (b) 2

3
-  

(c)  2
1   (d)  2

1-

6. cos 480c-] g -ன் மதிப்பு
(a) 3          (b) 2

3
-  

(c)  2
1  (d)  2

1-

7. sin28o cos17o + cos28o sin17o -ன் 
மதிப்பு

(a) 
2

1  (b) 1 (c) 
2
1-  (d) 0

8. sin15º  cos15º -ன் மதிப்பு
(a)  1 (b) 2

1  

(c) 2
3   (d) 4

1

9. secA sin(270o + A) –ன் மதிப்பு
(a) –1  (b) cos2A

(c) sec2A (d) 1

10. sinA + cosA =1 எனில், sin2A = 

(a) 1  (b) 2

(c) 0  (d) 2
1

11. cos245º – sin245º -ன் மதிப்பு

(a) 2
3  (b) 2

1

(c) 0  (d) 
2

1

12. 1–2 sin245º –ன் மதிப்பு
(a)  1 (b)  2

1

(c)  4
1   (d)  0

13. 4cos340º –3cos40º –ன் மதிப்பு

(a) 2
3   (b) – 2

1  

(c) 2
1   (d) 

2
1

14. tan
tan

1 30
2 30

2+ c
c  –ன் மதிப்பு

(a) 2
1     (b) 

3
1

(c) 2
3    (d)  3

15. sin A= 2
1  எனில், cos cosA A4 33 -  =

(a)1 (b) 0

(c) 2
3   (d) 

2
1

16. tan
tan tan

1 3 10
3 10 10

2

3

c
c c

-
-   –ன் மதிப்பு

(a) 3
1  (b) 2

1

(c) 2
3   (d)  

2
1
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99திரிக�ோணமிதி

17. cosec 3
21- d n  -ன் மதிப்பு

(a) 4
r            (b) 2

r

(c) 3
r           (d)  6

r

18. sec cosec3
2

3
21 1+- -  =

(a) 2
r-    (b) 2

r

(c) r   (d) –r

19. a , b  என்பன 0 மற்றும் 2
r  என்்ற 

இ்டக்வளியில் உள்ைது, கமலும் 
cos a b+^ h  = 13

12  மற்றும்  

sin a b-^ h  = 5
3   எனில்  sin 2a  =

(a)  15
16   (b) 0

(c) 65
56   (d) 65

64

20. tan A 2
1=  மற்றும் tan B 3

1=  எனில்,  
tan A B2 +^ h  –ன் மதிப்பு
(a) 1  (b) 2  (c) 3  (d) 4

21. tan x4
r -b l  ககு சமமானது.

(a) tan
tan

x
x

1
1
-
+

b l   (b)  tan
tan

x
x

1
1
+
-

b l

(c) tan x1 -     (d)  tan x1 +

22. sin cos 5
31-

b l  –ன் மதிப்பு

(a) 5
3    (b) 3

5   

(c) 5
4   (d)  4

5

23. cosec 45
1

c-] g
 –ன் மதிப்பு

(a) 
2
1-  (b)  

2
1

(c) 2   (d)  2-

24.  p sec tan50 50c c=  எனில்,  p –ன் மதிப்பு
(a) cos 50c    (b)  sin 50c  
(c) tan 50c       (d)  sec 50c

25. cosec
cos sin cosx

x x x1 12 2- - -b l  ககுச் 
சமமானது.
(a)  cos sinx x2 2-   (b)  sin cosx x2 2-     
(c) 1     (d) 0

இ்ர கணககுகள்
1.  நிறுவு்க :  

sin sin sin
cos cos cos cotx x x

x x x x4 3 2
4 3 2 3+ +
+ + =

2. நிறுவு்க: cosec sin3 20 20 4c c- =

3. நிறுவு்க: cot sin sin cot sin sinx x x x x x4 5 3 5 3+ = -] ]g g

cot sin sin cot sin sinx x x x x x4 5 3 5 3+ = -] ]g g

4. ,tan x x4
3

2
3< <r
r=  எனில்,

sin x
2  மற்றும் cos x

2  ஆகிய்வற்றின் 
மதிப்பு்க்ைக ்காண்்க.

5. sin seccos2 4
3 2 4 4 4

3 102 2 2r r r+ + =  
என நிறுவு்க.

6. மதிப்பிடு்க : (i) sin 75c  (ii) tan 15c

7. ,sin sinA B3
1

4
1= =  எனில், 

sin A B+] g  -ன் மதிப்்பக ்காண்்க. 
இஙகு, A, B குறுஙக்காணங்கள்.

8. cos sin sin13
12

5
3

65
561 1 1+ =- - -b b bl l l   

என நிறுவு்க.

9. ( )cos 5
4

a b+ =  மற்றும் 

( )sin 13
5

a b- =  (இஙகு a b+   மற்றும் 
a b-  குறுஙக்காணங்கள்) எனில், 
tan 2a  ஐக ்காண்்க.

10. ,tan cos sin
cos sin

x x
x x x0 < <1 r+
-- b l  

என்ப்த்ன எளிய ்வடிவில் எழுது்க.
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த்ோகுபபு்ர
 z ஒரு ்வடடத்தின் ஆரம்  r, வில்லின் நீைம் l,  

்மயத்தில் ்தாங்கககூடிய  க்காணம் θ 
கரடியன்  எனில் l = ri .

 z sin cosx x 12 2+ =

 z tan secx x12 2+ =

 z cot cosecx x12 2+ =

 z sin(α + β) = sin α cos β +  cos α sin β
 z sin(α − β) = sin α  cos β – cos α sin β 
 z cos(α + β) = cos α  cos β – sin α sin β 

 z cos cos cos sin sin$a b a b a b- = +^ h

 z tan tan tan
tan tan

1a b
a b

a b
+ = -

+
^ h

 z tan tan tan
tan tan

1a b
a b

a b
- = +

-
^ h

 z sin sin cos2 2 a aa =

 z –cos cos sin sin cos2 1 2 2 12 2 2 2a a a a a= = - = - 
           –cos cos sin sin cos2 1 2 2 12 2 2 2a a a a a= = - = -

 z tan
tan

tan2 1
2

2
a

a
a

=
-

 z sin sin sin3 3 4 3a a a= -

 z cos cos cos3 4 33 aa a= -

 z tan
tan

tan tan3 1 3
3

2

3
a

a
a
a=

-
-

 z sin sin sin cosx y
x y x y

2 2 2+ =
+ -

 z sin sin cos sinx y
x y x y

2 2 2- =
+ -

 z cos cos cos cosx y
x y x y

2 2 2+ =
+ -

 z cos cos sin sinx y
x y x y

2 2 2- =-
+ -

 z sin cos sin sinx y x y x y2
1= + + -^ ^h h6 @

 z cos sin sin sinx y x y x y2
1= + - -^ ^h h6 @

 z cos cos cos cosx y x y x y2
1= + + -^ ^h h6 @

 z sin sin cos cosx y x y x y2
1= - - +^ ^h h6 @

க்ைச் தசோறகள் (GLOSSARY)  
உருமாற்று சூத்திரங்கள் Transformation formulae

்கால் பகு்தி்கள் Quadrants

கூட்டல் மற்றும் ்கழதித்ல் வதி்கதி் சமம் Componendo and dividendo.

கூடடுக் க்காணங்கள் Compound angles

க்காணம் Angle

்திாதிக்காணமதி்தி முற்்றாருமம்கள் Trignometric identities

்திாதிக்காணமதி்தி வதி்கதி்ங்கள் Trignometric Ratios

துமணக் க்காணங்கள் Allied angles

கேரமாறு சாரபு Inverse function

பாம்க அளமவ Degree measure

ம்டஙகு க்காணங்கள் Multiple angles

கரடியன் அளவு / ஆமரயன் அளவு Radian measure

வதில்லின் ேீளம் Length of the arc.
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Step 4

படி 1

படி 2

கசயல்பாடடிற்்கான உரலி :

https://ggbm.at/qKj9gSTG  (or) scan the QR Code

இ்ணேச் தசேல்போட

இறுதியில் கி்ைககபதபறும பைம   
படி – 1
க்காடுக்கப்படடிருககும் உரலி / வி்ரவுககுறியீ்டப் 
பயன்படுத்தி GeoGebra பக்கத்திற்குச் கசல்்க.
“11th BUSINESS MATHEMATICS and 
STATISTICS” எனும் GeoGebra பணிப்புத்்த்கத்தில் 
“Inverse Trigonometric Functions” க்கான பணித்்தா்ை எடுத்துக க்காள்ைவும்.

படி - 2
“Inverse Trigonometric Functions” க்கான பணித்்தாளில் இடப் பக்கம் உள்ை க்தரவுப் 
கபடடி்களில் க்த்்வயான கேரமாற்று திரிக்காணச் சாரபு்க்ை ஒவ்க்வான்்றா்கச் கசாடுககி 
்வ்ரபடத்தில் ்காணலாம்.  கமலும் சாரபு்களின் ்வ்ரபடத்தின் கமல் உள்ை புள்ளியி்ன 
ே்கரத்தி x மற்றும் y அச்சு்களில் மதிப்பு்க்ைக ்கண்டு மீைாயவு கசய்க.
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G.W. லீப்னிட்ஸ்

அறிமுகம் 

கணக்கிடுவதறககாக பயனபடுததபபடும் 
கூழகாஙகல் அல்்லது ஒரு சிறிய கல் 
எனபதன பபகாருளமைநத ்லததீன வகாரதமத 
நுணகணிதம் ஆகும். மைலும், கணக்கிடுதல் 
என்ற வகாரதமத ்லததின வகாரதமதயிலிருநது 
வருவிக்கபபட்டதகாகும். நுணகணிதபைனபது 
ைகாற்றஙகளு்டன பதகா்டரபும்டய ஒரு 
முதனமையகான கணிதவியல் கருவியகாகும். 
வமகயி்டலின கருததுருவகாக்கம் எனபது 
நுணகணித அறிவியலின அடிபபம்டக் 
கருவியகாகும். நுணகணிதம் எனபது தனிதத 
ைகாறிமயப பபகாறுதது சகாரநத ைகாறியில் 
ஏறபடும் ைகாற்றததின வீததமத கணக்கி்டக் 
கூடிய ஒரு முக்கியைகான பகுதியகாகும். சர. 
ஐசக் நீயூட்டன (1642 – 1727 பபகா.ஆ.) ைறறும் 
பெரைனியின கணிதமைமத G.W. லீபனிடஸ் 
(1646 – 1716 பபகா.ஆ.) ஆகிய இருவரும் 
தனிததனியகாக ைறறும் ஏ்றததகாழ ஓமே 
மேேததில் இபபகா்டதமதக் கணடுபிடிதது 
மைம்படுததினகாரகள்.

இநத அததியகாயததில் ேகாம் சகாரபுகள் 
ைறறும் அதன வமேப்டஙகள், எல்ம்ல, 
வமகயி்டல் ைறறும் வமகயி்டல் உததிகள் 
ஆகியவறம்றப பறறி அறிமவகாம். 

கற்றல்  ந�ோககஙகள்
இநத அததியகாயதமத  
படிததபினபு பினவரும்  
பகா்டக் கருததுகமள  
ைகாணவரகள் புரிநது  
பககாள்ள இயலும்

 z எல்ம்ல ைறறும்  
பதகா்டரச்சி பறறிய கருததுரு

 z எல்ம்லக்ககான சூததிேம் 
ைறறும் பதகா்டரச்சி சகாரபுகளின 
வமேயம்றகள்

 z வமகயீடுகளின அடிபபம்டக் 
கருததுரு

 z முதனமைக் மககாடபகாடடு 
பககாள்மகயின மூ்லம் வமகயீடு 
ககாணும் மும்ற 

 z சகாரபுகளின வமகயீடுகமள சி்ல 
மேேடி சூததிேஙகளின வழியகாக 
ககாணுதல் ைறறும் அதன பயனபகாடு

 z உயர வரிமச வமகயீடு ககாணும் 
மும்ற

சர். ஐசக நீயூட்்டன்

வகக நுணகணிதம்5
அ
த்தி

யா
யம்
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103வகை நுணைணிதம்

5.1  சோர்புகள் மறறும் அதன் 
வகைப்டஙகள் (Functions and 
their graphs)

சில அடிப்பக்ட கருத்துருககள்

5.1.1 அளவு (Quantity)
கூட்டல், கழிததல், பபருக்கல் ைறறும் 

வகுததல் மபகான்ற அடிபபம்ட கணித 
பசயல்மும்றகள் பககாணடு பயனபடுததக் 
கூடிய அமனததும் அளவு எனபபடும்.

5.1.2 மோறிலி (Constant)
ஒரு அளவு, கணக்கீடுகளின மபகாது 

ஓமே ைதிபமப தக்க மவததுக் பககாணடு 
இருநதகால் அவவளமவ ைகாறிலி எனபபடும்.

அடிபபம்டயில் ைகாறிலி அளமவகள் 
இரு வமகபபடும்.
(i) முழுகமயோன மோறிலிகள்: முழுமையகான 

ைகாறிலிகள் எனபது எநபவகாரு கணித 
ஆய்வின மபகாதும் அதனும்டய ைதிபபுகள் 
ைகா்றகாைல் இருக்கும். அதகாவது, இமவகள் 
எபபபகாழுதும் நிம்லயகானமவ .
உதோைணமோக:  3, 3 , r , ...

(ii) தன்னிசகச மோறிலிகள்: தனனிச்மச 
ைகாறிலிகள் எனபது ஒரு கணக்கிடுதலில் 
முழுவதுைகாக ஒமே ைதிபமபப பபறறிருக்கும். 
ஆனகால் பவவமவறு தீரவுகமளப 
பபறுவதறகு பவவமவறுவிதைகான 
ைதிபபுகமள வழஙக்லகாம். தனனிச்மச 
ைகாறிலிகள் a, b, c, ... மபகான்ற  எழுததுக்களகால் 
குறிக்கபபடும்.

உதோைணமோக: y = mx + 4, என்ற 
சைனபகாடடில் m  எனபது தனனிச்மச 
ைகாறிலியகாகும். 

5.1.3 மோறி (Variable)
ஒரு குறிபபிட்ட கணக்கீடடின மபகாது  

(எநத ஒனறு பனைதிபபு பககாண்டதகாக  
அமைகி்றமதகா)  பவவமவ்றகான ைதிபபுகமள 
பப்றக்கூடிய ஒரு அளவகானது ைகாறி ஆகும். 
ைகாறிகள் பபகாதுவகாக x, y, z என்ற  ஆஙகி்ல 
எழுததுக்களகால் குறிக்கபபடுகி்றது.

உதோைணமோக: 
a
x
b
y

+  = 1 என்ற 
மேரமககாடடுச் சைனபகாடடில் x ைறறும் y 
ஆகியமவ ைகாறிகள். ஏபனனில் அமவகள் 
ஒரு மேரமககாடடில் ேகரும் புள்ளியின அச்சு 
பதகாம்லததூேஙகமள நிரணயிக்கி்றது. 
இஙகு a ைறறும் b எனபன, அச்சுக்களின 
பவடடு துணடு ைதிபபுகள் ஆகும். அமவகள் 
தனனிச்மசயகானமவ.

மோறிகளின் இருவகககள்:
(i) சோைோ மோறி: ஒரு ைகாறி எனபது 

தனனிச்மசயகான ைதிபபுகமளப 
பபறறிருக்கும் மபகாது அம்ைகாறி சகாேகா ைகாறி   
எனபபடும்.

(ii) சோர்்நத மோறி: ஒரு ைகாறி ைறப்றகாரு ைகாறியின 
ைதிபபுகமளச் சகாரநது இருக்கும் மபகாது 
அம்ைகாறி சகாரநத ைகாறி எனபபடும்.

உதோைணமோக: y = x x5 2 32- +  என்ற 
சைனபகாடடில்  x எனபது சகாேகா ைகாறி,  y எனபது 
சகாரநத ைகாறி ைறறும் 3 எனபது ைகாறிலி 

5.1.4 இக்டவவளிகள் (Intervals) 
பைய்பயணகமள, வடிவக் கணிதததில் 

ஒரு எணமககாடடின மீது உள்ள புள்ளிகளகாக 
குறிபபிடும் மககாடு, பைய்மககாடு (real line) 
என்றமழக்கபபடும். 

A B

a b−∞ ∞

ப்டம். 5.1

R என்ற குறியீடு பைய்பயணகளின 
பதகாகுதி அல்்லது பைய்க்மககாடடிமனக் குறிக்கும். 
ஒரு பைய்க்மககாடடின உடகணைகானது 
இம்டபவளி எனபபடும். இது கும்றநதது 
இேணடு எணகளுக்கு இம்டமயயுள்ள 
அமனதது பைய்பயணகமளயும் பபறறிருக்கும்.

(i) தி்ற்நத இக்டவவளி (Open interval)

{x : a < x < b} என்ற கணம் தி்றநத 
இம்டபவளியகாகும்.  இதமன (a, b) எனக் 
குறிக்க்லகாம்.
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A B

a b−∞ ∞

ப்டம். 5.2

( )

இநத இம்டபவளியில், a  ைறறும்  b  
ஆகிய எல்ம்லப புள்ளிகள் உள்ள்டஙககாது.

உதகாேணததிறகு, (4, 7) என்ற தி்றநத 
இம்டபவளியில், 4 -ம் ைறறும் 7 -ம் இநத 
இம்டபவளியின உறுபபுகள் அல்்ல. ஆனகால் 
4.001 -ம் ைறறும் 6.99 -ம் இநத இம்டபவளியின 
உறுபபுகள் ஆகும். 

(ii)  மூடிய இக்டவவளி (Closed interval) 
{x : a < x < b} என்ற கணம் மூடிய 

இம்டபவளியகாகும்.
இதமன [a, b] எனக் குறிக்க்லகாம்.

A B

a b−∞ ∞

ப்டம். 5.3

[ ]

இநத இம்டபவளியில், a  ைறறும் b  
ஆகிய எல்ம்லப புள்ளிகளும்  உள்ள்டஙகும்.

உதகாேணததிறகு, [4, 7] என்ற மூடிய 
இம்டபவளியில், 4 -ம் ைறறும் 7 -ம் இநத 
இம்டபவளியின உறுபபுகளகாகும்.

மைலும் பகாதி மூடிய, பகாதி தி்றநத 
இம்டபவளிகமளப பறறி ேகாம் இஙகு குறிபபி்ட 
மவணடியுள்ளது.

(a, b] = {x : a < x  < b} எனபது இ்டபபு்றம் 
தி்றநத இம்டபவளி என அமழக்கபபடுகி்றது

[a, b) = {x : a < x < b} எனபது வ்லபபு்றம் 
தி்றநத இம்டபவளி என அமழக்கபபடுகி்றது.

சீேகாக அமனதது நிம்லகளிலும் b − a = h  
எனபது இம்டபவளியின நீளம் என 
அமழக்கபபடுகி்றது.

5.1.5  ஒரு புள்ளியின் அணகமயகம் 
(Neighbourhood of a point)

‘a’ எனபது ஏமதனும் ஒரு பைய்பயண 
ைறறும் e > 0 எனபது ஒரு மிக மிகச் சிறிய 

பைய்பயண என எடுததுக்பககாள்மவகாம்.   
( a − e , a + e ) என்ற தி்றநத இம்டபவளி,  புள்ளி 
‘a’ யின e−அணமையகம் என அமழக்கபபடும்.  
இதமன Na, e என்ற குறியீட்டகால் குறிக்க்லகாம்.

உதகாேணைகாக, 

N ,5 4
1   =  ,5 4

1 5 4
1- +b l  =  :x x4

19
4

21
< <& 0

N ,2 7
1   =  ,2 7

1 2 7
1- +b l  =  :x x7

13
7

15
< <& 0 

5.1.6 சோர்பு (Function)
X ைறறும் Y எனபன பைய் எணகமளக் 

பககாண்ட இேணடு பவற்றற்ற கணஙகள் எனக.  
X -ல் உள்ள   ஒவபவகாரு உறுபமபயும் Y -ல் 
உள்ள ஓமேபயகாரு உறுபபு்டன ைடடும் பதகா்டரபு 
படுததும் f என்ற விதியகானது கணம் X லிருநது  
Y க்ககான சகாரபு ஆகும். இதமன  f : X $  Y  
என எழுத்லகாம்.

கணம் X -மன, சகாரபு f -ன சகாரபகம் 
எனறும், கணம் Y -மன f -ன துமணச் 
சகாரபகம் எனறும் கூறுமவகாம். மைலும்,  
f(X) = {f(x) / x !  X} எனபது f -ன வீச்சகம் 
எனபபடும். இஙகு  f(X) 3  Y எனபது பதளிவு.

x இன சகாரபு எனபது பபகாதுவகாக f(x), 
என்ற குறியீட்டகால் குறிக்கபபடுகி்றது.

1734 - 1735 ஆம் ஆணடில் லிமயகானகாரட 
ஆய்்லேகால் முதன முதலில் சகாரபின 

குறியீ்டகாக y = f (x) பயனபடுததபபட்டது.

5.1.7  சோர்புகளின்  வககப்போடு 
(Classification of functions)

சகாரபுகமள இருவமகபபடுதத்லகாம் அமவ,

(i)  இயறகணிதச சோர்பு (Algebric function)
ேகானகு அடிபபம்ட கணக்கீடடு 

பசயலிகள், ைகாறிலிகள் ைறறும் x என்ற 
ைகாறியில் பவவமவறு அடுக்குகமளக் பககாணடு 
அமையும் பதகாகுபபு இயறகணிதச் சகாரபகாகும். 
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உதோைணமோக : y = 3x4 − x3 + 5x2 − 7,  

y  =  ,x x
x x y x x1

2 7 3 3 6 13 2

3
2

+ +
+ -

= + -  ,x x
x x y x x1

2 7 3 3 6 13 2

3
2

+ +
+ -

= + -  

ஆகியன இயறகணித சகாரபுகள் ஆகும்.

 (a) y = 3x4− x3 + 5x2− 7 என்ற சகாரபு 
பல்லுறுபபுக் மககாமவ (அல்்லது) 
விகிதமுறுமுழுபவண சகாரபு ஆகும்

 (b) y=
3

3 2
2 7 3

1
x x
x x

+ −
+ +

  ஆனது ஒரு விகிதமுறுச் 
சகாரபகாகும்.

 (c) y= 23 6 1x x+ −  ஆனது ஒரு 
விகிதமு்றகாச் சகாரபு ஆகும்.

(ii)  விஞ்சிய சோர்பு (Transcendental function)
இயறகணிதைற்ற சகாரபகானது  விஞ்சிய 

சகாரபு எனபபடும்.

உதோைணமோக: , , ,sin sin logx x e xx
a

1-  
ஆகியன விஞ்சிய சகாரபுகள் ஆகும்.

 (a) sin x, tan 2x, ... மபகான்ற சகாரபுகள் 
திரிமககாணமிதி சகாரபுகள் எனபபடும்.

 (b) sin−1 x, cos−1 x, ... மபகான்ற சகாரபுகள் 
மேரைகாறு திரிமககாணமிதி சகாரபுகள் 
எனபபடும்

 (c) ex, 2x, xx, ... மபகான்ற சகாரபுகள் அடுக்குச் 
சகாரபுகள் எனபபடும்.

 (d) loga x, loge (sin x), ... மபகான்ற சகாரபுகள் 
ை்டக்மகச் சகாரபுகள் எனபபடும்.

5.1.8  இைட்க்டச  சோர்புகள் மறறும் 
ஒறக்றச சோர்புகள் (Even and 
odd functions) 

f(−x) = f(x) எனில், f(x) ஆனது 
இைட்க்டச சோர்பு எனறு அமழக்கபபடும்

f(−x) = − f(x)  எனில் f(x) ஆனது 
ஒறக்றச சோர்பு எனறு அமழக்கபபடும்.

உதோைணஙகள்: f(x) = x2  ைறறும்  
f(x) = cos x 

எனபன இேடம்டச் சகாரபுகளகாகும்.

f(x) = x3 ைறறும் f(x) = sin x எனபன 
ஒறம்றச் சகாரபுகளகாகும்

குறிப்பு
f(x) = x3 + 5 எனபது இேடம்டச் சகாரபும் 

அல்்ல, ஒறம்றச்சகாரபும் அல்்ல.

5.1.9  வவளிபடு மறறும் உட்படு சோர்புகள் 
(Explicit and implicit functions)

ஒரு சகாரபில் சகாரநத ைகாறியகானது சி்ல 
சகாேகா ைகாறிகமளக் பககாணடு பவளிபபம்டயகாக 
வடிவமைக்கபபடடிருநதகால், அச்சகாரபு வவளிபடுச 
சோர்பு எனபபடும்.

உதோைணமோக: y = x2 + 3 ைறறும் 
y = ex + e−x எனபன x-ல் அமைநத பவளிபபடு 
சகாரபுகள் ஆகும்.

x ைறறும் y என்ற ைகாறிகள், f(x,y) = 0  
என்ற சகாரபில் பதகா்டரபு படுததபபடடு எநத ஒரு 
ைகாறியும் மேரிம்டயகாக மீதமுள்ள ைகாறிகளகால் 
வடிவமைக்கபப்டகாைல் இருநதகால், சகாரபு 
உட்படு சோர்பு எனபபடும்

உதோைணமோக:  x3 + y3−xy = 0 எனபது 
உடபடு சகாரபு ஆகும்.

5.1.10  மோறிலிச சோர்பு (Constant function)
k எனபது ஒரு நிம்லயகான பைய் எண 

எனில் அமனதது x !  R க்கும்,  f(x) = k  
என வமேயறுக்கபபட்டகால் அச்சகாரபகானது 
ைகாறிலிச்சகாரபு என அமழக்கபபடும்.

உதோைணமோக: y = 3, f(x) = –5 எனபன 
ைகாறிலிச் சகாரபுகள் ஆகும். 

y = f(x) என்ற ைகாறிலிச் சகாரபின  வமேப்டம்  
x-அச்சுக்கு இமணயகான மேரக்மககாடு ஆகும்

5.1.11 சமனிச சோர்பு (Identity function) 
ஒரு சகாரபில் அதன ஒவபவகாரு 

பைய்பயணணும் அமத பைய்பயணணு்டன 
பதகா்டரபு பககாணடிருநதகால் அது சைனிச்சகாரபு 
எனமபகாம். இது I என்ற குறியீட்டகால் 
குறிக்கபபடுகி்றது.
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அதகாவது, அமனதது x ∈ R க்கு f(x)=x, 
எனுைகாறு வமேயறுக்கபபடின f-ஐ சைனிச் 
சகாரபு எனமபகாம்.

உதோைணமோக:  A={1, 2, 3} ைறறும்  
f : A "  A இன வரிமசப படுததபபட்ட 
மெகாடிகளின கணம் {(1, 1), (2, 2), (3, 3)} ஓர 
சைனிச் சகாரபு ஆகும்.

பைய்பயணகளின மீதகான சைனிச் சகாரபின 
வமேபப்டைகானது, ஆதியின வழிச் பசல்லும் 

ஒரு மேரமககாடு ஆகும். இது x-அச்சின 
மிமக திமசயு்டன 45c  மககாணதமத 

ஏறபடுததும்.

5.1.12 மட்டுச சோர்பு (Modulus function) 
f(x) = |x| இஙகு, 

|x| = ,

,

x x

x x

0

01
$

-
)   எனறு

வமேயறுக்கபபடின,  f(x) ஆனது ைடடுச்சகாரபு 
எனபபடும்.  இதமன எணணளமவச் சகாரபு 
எனறும் அமழக்க்லகாம்.

குறிப்பு

|5| = 5,  |–5| = –(–5) = 5

நமறகுறிப்பு இதன சகாரபகம் R ைறறும் 
வீச்சகம் [0, ∞) ஆகும்.

5.1.13 குறிச சோர்பு (Signum function)

f(x) = 
| |
,

,
x
x
x

x

0

0 0

!

=
*  

என வமேயறுக்கபபடின f(x) ஆனது குறிச் 
சகாரபு எனபபடும்.

நமறகுறிப்பு  இதன சகாரபகம் R ைறறும் 
வீச்சகம் {–1, 0, 1} ஆகும்

5.1.14 படிச சோர்பு (Step function)
 (i) மீப்வபரு முழுககள் சோர்பு (Greatest 
integer function)  

ஒரு பைய்பயண x இ்டதது x –ஐ  வி்ட 
மிமகபப்டகாத மீபபபரு பைய் முழு எண 
ைதிபமபப பபறும் சகாரபு, மீபபபரு முழுக்கள் 
சகாரபு எனபபடுகி்றது. இதமன  x  என 
குறிபமபகாம்.

அதகாவது :f R R$  என்ற சகாரபு 

f(x) = x என வமேயறுக்கபபடுைகாயின 
அது மீபபபரு முழுக்கள்  சகாரபு எனபபடும்.

குறிப்பு
 2.5 = 2,  –2.1 = –3,

0.74 = 0,  –0.3 = –1, 4 = 4.

(ii)  மீசசிறு முழுககள் சோர்பு (Least integer 
function)

ஒரு பைய்பயண x இ்டதது x –ஐ  வி்ட 
கும்றயகாத மீச்சிறு பைய் முழு எண ைதிபமபப 
பபறும் சகாரபு, மீச்சிறு முழுக்கள்  சகாரபு 
எனபபடுகி்றது. இதமன x என குறிபமபகாம்.     

அதகாவது  :f R R$   என்ற சகாரபு 
f(x) = x என வமேயறுக்கபபடுைகாயின அது 
மீச்சிறு முழுக்கள்  சகாரபு எனபபடும்.

குறிப்பு

4.7 = 5, –7.2 = –7,
5 = 5, 0.75 = 1.

நமறகுறிப்பு  
இச்சகாரபின சகாரபகம்  
R  ைறறும் வீச்சகம் Z  

[முழுக்களின கணம்] ஆகும்.

5.1.15  விகிதமுறுசசோர்பு (Rational 
function)

சகாரபு f(x) ஆனது ( )
( )
( )
, ( )f x

q x
p x

q x 0!=  

என வமேயறுக்கபபட்டகால் அதமன ஒரு 
விகிதமுறுச் சகாரபு என்லகாம்.
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உதோைணமோக: ( ) ,f x x
x x3

1 3
2

!= -
+  

ஒரு விகிதமுறு சகாரபு ஆகும்.

5.1.16  பல்லுறுப்புக நகோகவச சோர்பு 
(Polynomial function) 

...f x a x a x a x an n n
n0 1

1
2

2= + + + +- -
] g  

என வமேயறுபபின f-ஐ ஒரு n-படியுள்ள 
பல்லுறுபபுக் மககாமவச் சகாரபு என்லகாம். 
இஙகு , , , ..., ;a a a a a 0n0 1 2 0 !  எனபன 
பைய்பயணகள், ைறறும் n ஒரு கும்றவி்லகா 
முழு எண.

உதோைணமோக:  ( )f x x x x2 3 2 73 2= + + -  

ஆனது முபபடிபககாண்ட பல்லுறுபபுக்மககாமவச் 
சகாரபகாகும்.

5.1.17  ந�ர்நகோட்டுச சோர்பு  
(Linear function) 

a !  0 ைறறும் a, b இமவயிேணடும் 
பைய்பயணகளகாயின f(x) = ax + b -ஐ  
மேரியல் சகாரபு எனமபகாம்.

உதோைணமோக:  y = 2x + 3 ஒரு மேரியல் 
சகாரபு ஆகும்.

5.1.18  இருபடிச சோர்பு (Quadratic 
function) 

f(x) = ax2 + bx + c, a, b, c ைறறும்  
a !  0  என வமேயறுக்கபபட்டகால் அச்சகாரபு 
இருபடிச்சகாரபு எனபபடும்.

உதோைணமோக: ( )f x x x3 2 72= + -  
ஓர இருபடிச் சகாரபகாகும்.

5.1.19  அடுககுச சோர்பு (Exponential 
function)

அமனதது x ∈ R க்கு  f(x) = ax,   
a !  1 ைறறும் a > 0 என வமேயறுக்கபபட்டகால் 
அச்சகாரபு அடுக்குச் சகாரபு எனபபடும்.

உதோைணமோக: 

,e ex x2 12+ , 2x  ஆகியமவ அடுக்குச் 
சகாரபுகள் ஆகும்.

நமறகுறிப்பு

சகாரபகம் R ைறறும் வீச்சகம் 
(0, ∞). மைலும் (0, 1) ஆனது 
அச்சகாரபின வமளவமேயின 

மீதுள்ள ஒரு புள்ளி.

5.1.20  ம்டகககச சோர்பு (Logarithmic 
function)

x > 0, a > 0 ைறறும் a !  1 எனும்மபகாது 
f(x) = logax –ஐ ை்டக்மகச் சகாரபு எனமபகாம்.

உதோைணமோக: f(x)   =   loge(x+2),  
f(x) = loge (sinx) எனபன ை்டக்மகச் சகாரபுகள் 
ஆகும்.

நமறகுறிப்பு

சகாரபகம் (0, ∞)  ைறறும் 
வீச்சகம் R. மைலும் (1, 0)  

ஆனது அச்சகாரபின 
வமளவமேயின மீதுள்ள  

ஒரு புள்ளி.

5.1.21  இரு சோர்புகளின் கூடுதல், 
கழித்தல், வபருககல் மறறும் 
வகுத்தல்

f(x) ைறறும் g(x) என்ற சகாரபுகளின 
சகாரபகஙகள், ைறறும் துமணச் சகாரபகஙகள் 
மும்றமய சைைகாக இருபபின

(i) (f + g) (x) = f(x) + g(x)

(ii) (fg)(x) = f(x) g(x)

(iii) ( )
( )
( )
, ( )

g
f
x

g x
f x

g x 0!=c m

(iv) (cf)(x) = cf(x), c ஒரு ைகாறிலி.

5.1.22  சோர்பின் வகைப்டம் (Graph of a 
function) 
,x f x_ ] gi என்ற புள்ளிகளின பதகாகுபபு 

சகாரபின வமேப்டைகாகும்.  இஙகு x எனபது 
சகாரபின சகாரபகததின ைதிபபுகளகாகவும், f(x) 
எனபது சகாரபின வீச்சகததின ைதிபபுகளகாகவும் 
இருக்கும். 
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சகாரபின வமேப்டம் வமேயும்மபகாது, 
மதமவயகான அளவுக்கு ,x f x_ ] gi என்ற 
வரிமசச்மெகாடிகமள சகாரபின மீது 
கணக்கிடடு, அதமன ப்டததில் குறிதது 
பைனமையகான வமளவமேயகால் (smooth 
curve) இமணக்கவும்.

குறிப்பு
ஒரு சகாரபின வமேப்டததிறககான 

வமேப்டதமத பவள்மளத தகாளில் 
வமேநதகால் மபகாதுைகானது.

எடுத்துககோட்டு ா.் 
f(x) = 2x2–1 ைறறும் g(x) = 1–3x  என்ற 

சகாரபுகள் சைம் எனில், அதன சகாரபகதமதக் 
ககாணக.

தீர்வு
 f(x) = g(x) (பககாடுக்கபபட்டது)
&  2x2 – 1 = 1–3x

 2x2 +3x – 2 = 0

 (x+2) (2x–1) = 0

`  x = –2, x = 
2
1

சகாரபகம் ,2
2
1-$ .

எடுத்துககோட்டு ா.் 
f(x) = ax+b என்ற சகாரபில் f = {(1, 1),  

(2, 3)} என அமைநதகால் a ைறறும் b யின 
ைதிபபிமனக் ககாணக

தீர்வு
 f(x) = ax + b , f(1) = 1 ைறறும் f(2) = 3 
(பககாடுக்கபபடடுள்ளபடி)

`  a + b = 1 ைறறும் 2a  + b = 3

&  a = 2  ைறறும்  b = –1

எடுத்துககோட்டு ா.் 

f(x) = x + 
x
1 , x > 0  எனில், 

[f(x)]3 = f(x3) + 3 f 
x
1
` j  என நிறுவுக

தீர்வு

 f(x) =  x + 
x
1 ,  f(x3)  = x3 + 

x
1
3  ைறறும் 

 f
x
1
` j  = f(x)

இபமபகாது,  
LHS = [f(x)]3

  = x x
1 3
+8 B   

  = x x x x
1 3 13

3+ + +` j

  = ( ) ( )f x f x33 +   = ( )f x f x3 13 + ` j

  = RHS

எடுத்துககோட்டு ா.் 
f(x) = x – 5 ைறறும்  

 g(x) = x
x x

x
5
25 5

5
if
if

2
!

m
+
-

-

=-
*  எனுைகாறு 

f, g வமேயறுக்கபபடுகி்றது. மைலும் f(x) = g(x), 
6  x ∈ R எனில் l வின ைதிபமப ககாணக. 

தீர்வு
  f(x) = g(x),  6 x ∈ R (பககாடுக்கபபட்டது)

  ̀  f(–5) = g(–5)

  –5 –5 = l 

  `  l = –10

எடுத்துககோட்டு ா.ா   

f(x) = 2x எனில், f x f y f x y$ = +^ ^ ^h h h 
என நிறுவுக

தீர்வு
 f(x) = 2x  (பககாடுக்கபபட்டது)

`  f(x + y) = 2x+y

  = 2x . 2y

  = f x f y$^ ^h h 

எடுத்துககோட்டு ா.் 

1( ) ,
1

xf x
x

−=
+

,  x > 0 எனில், 

[ ( )]f f x x
1= -  என நிறுவுக.
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தீர்வு

    
1( )
1

xf x
x

−=
+

 (பககாடுக்கபபட்டது)

`  f f x] g7 A = f x
f x

1
1
+

-]

]

g

g
 = 

1
1

x
x
x
x

1
1
1
1

+

-

+
-
+
-

 
1 1
1 1

x x
x x

− − −=
− + +

 
2
2x

= −  = x
1-

எடுத்துககோட்டு ா.் 
1( ) log ,
1

xf x
x

+=
− , 0  <  x  <  1 எனில், 

2
2 2 ( ).

1
xf f x
x

  = + 
 என நிறுவுக

தீர்வு

 
1( ) log
1

xf x
x

+=
−  (பககாடுக்கபபட்டது)

`  f x
x

1
2

2+c m = log
1
1

x
x
x

x

1
2

1
2

2

2

-

+

+

+

 

2

2
1 2log
1 2

x x
x x

+ +=
+ −  

 

2

2
(1 )log
(1 )

x
x

+=
−  

12log
1

x
x

+=
−  

2 ( ).f x=

எடுத்துககோட்டு ா.் 
f(x) = x ைறறும் g(x) = |x| எனில் , 

(i) (f+g)(x) (ii) (f–g)(x) (iii) (fg)(x) ஐக் 
ககாணக.
தீர்வு 

(i) (f + g) (x) = f(x) + g(x) = x + |x|

 = ,

,

x x

x x

x

x

0

0<

$+

-
)  

 = 
,

,

x x

x

2

0

0

0<

$
)

(ii) (f – g) (x) = f(x) – g(x) = x – |x|

 = 
( )

,

,

x x

x x

x

x

0

0<

$-

- -
)

 = 
,

,x

x

x

0

2

0

0<

$
)

(iii) (f g) (x) = f(x) g(x)  =  x |x| = 
,
,

x
x

x
x

0
0<

2

2
$

-
)  

எடுத்துககோட்டு ா.் 
 ஐம்பது மபரகள் அைேக்கூடிய மபருநது 

ஒனம்ற ைகாணவரகள் குழு ஒரு கல்வி 
சுறறு்லகாவிறககாக வகா்டமகக்கு அைரதத 
விரும்பியது.  மபருநது நிறுவனம் கும்றநதது 35 
ைகாணவரகளகாவது விருபபம் பதரிவிததகால்தகான 
மபருநமத வகா்டமகக்கு விடும்.  ைகாணவரகளின 
எணணிக்மக 45 மபரகள் வமே என்றகால் 
ஒரு ைகாணவனுக்கு ` 200 எனவும், 45 
மபரகளுக்கு மைறபபடின `200 லிருநது 45 க்கு 
மைறபட்ட எணணிக்மகயில் 

5
1  பகாகதமத 

கழிதது கட்டணைகாக வசூலிக்கும்.  பைகாதத 
பச்லமவ சுறறு்லகாச் பசல்லும் ைகாணவரகளின 
எணணிக்மக வகாயி்லகாக ஒரு சகாரபகாக 
ககாணவும்.  மைலும், இதன ைதிபபகதமத ககாணக.

தீர்வு
சுறறு்லகாச் பசல்லும் ைகாணவரகளின 

எணணிக்மகமய ‘x’ எனக் பககாள்க. 

`   35 < x < 50 ,  x  ஒரு மிமக முழு ஆகும்

சூத்திைம்:
பைகாததச் பச்லவு = ( ஒரு 
ைகாணவனுக்ககான கட்டணம்) x 
(ைகாணவரகளினஎணணிக்மக)

(i) ைகாணவரகளின எணணிக்மக 35 
ைறறும் 45 க்கு இம்டயில்,

ஒரு ைகாணவனுக்ககான கட்டணம் `200

 `   பைகாததச் பச்லவு y = 200x.

(ii) ைகாணவரகளின எணணிக்மக 46 
ைறறும் 50 க்கு இம்டயில், 

 ஒரு ைகாணவனுக்ககான கட்டணம்  

 ` ( )x
x

200
5
1

45 209
5

- - = -$ .

`   பைகாததச் பச்லவு y = x
x209

5
-` j  

 = x x209 5
2

-

`  y = 
;

;

x

x
x

x

x

200

209
5

35 45

46 50
2

# #

# #-* ,

 சகாரபகம் = {35, 36, 37, ..., 50}.
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எடுத்துககோட்டு ா.்ட 
f(x) = |x| என்ற சகாரபின வமேப்டம் 

வமேக
தீர்வு 
 y = f(x) = |x|

  = 
,

,

x

x

x

x

0

0<

$
-
)

x க்கு சி்ல உகநத  ைதிபபுகமள பதரிவு 
பசய்து  y இன ைதிபபுகமள கணக்கிடுக.

இவவகா்றகாக கீழகண்ட அட்டவமணமய 
ேகாம் பபறுகிம்றகாம்.

x −2 −1 0 1 2

y 2 1 0 1 2

அட்டவமண  5.1

(−2, 2), (−1, 1), (0, 0), (1, 1), 
(2, 2) ஆகிய புள்ளிகமள வமேப்டததில் 
குறிதது பைனமையகான வமளவமேயகால் 
இமணக்கவும்.

f(x) இன வமேப்டைகானது ப்டம் 5.4 இல் 
பககாடுக்கபபடடுள்ளது.

y

x–2  –1 1  2

2

1

ப்டம். 5.4

(0, 0)

(−2, 2)

(−1, 1) (1, 1)

(2, 2)y=x, x > 0 y=–x, x < 0 

எடுத்துககோட்டு ா.்் 
f(x) = x2− 5 என்ற சகாரபின வமேப்டம் 

வமேக.
தீர்வு  

y = f(x) = x2− 5 எனக.

x க்கு சி்ல உகநத  ைதிபபுகமள பதரிவு 
பசய்து  y இன ைதிபபுகமள கணக்கிடுக.

இவவகா்றகாக கீழகண்ட அட்டவமணமய 
ேகாம் பபறுகிம்றகாம்.

x −3 −2 −1 0 1 2 3

y 4 −1 −4 −5 −4 −1 4

அட்டவமண : 5.2 

(−3, 4), (−2, −1), (−1, −4), (0, −5), 
(1, −4), (2, −1), (3, 4) ஆகிய புள்ளிகமள 
வமேப்டததில் குறிதது பைனமையகான 
வமளவமேயகால் இமணக்கவும்

`   f(x) இன வமேப்டைகானது ப்டம் 5.5 
இல் பககாடுக்கபபடடுள்ளது.

y=x2–5

xl

yl

x

y

(−3, 4)

(−2, −1)

 (−1, −4)
(0, −5)

(1, −4)

(2, −1)

(3, 4)

ப்டம் 5.5

எடுத்துககோட்டு ா.்் 

f(x) = ax, a !  1 ைறறும்  a > 0 க்கு 
வமேப்டம் வமேக

தீர்வு 

f(x) இன சகாரபகம்  R   ைறறும்  வீச்சகம் 
(0,  ∞) மைலும் இதன வமளவமேயகானது (0, 1) 
இன வழிச் பசல்லும் எனபமத ேகாம் அறிமவகாம்.  

வகக (i)  a > 1  எனில்,

 y = f(x) = ax 

  = 
x

x

x

1

1

1

0

0

0

,
,
,

<

>

<

>

= =*

இஙகு x இன ைதிபபு அதிகரிக்கும் 
மபகாது, y இன ைதிபபு அதிகரிக்கி்றது. ைறறும்  
y > 0 ஆகும். 

`  இதன வமேப்டைகானது ப்டம் 5.6 
இல் பககாடுக்கபபடடுள்ளது.
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ப்டம் 5.6

xl

yl

xo

y=ax, a>1

(0, l)

y

வகக (ii) 0 < a < 1  எனில்

y = f(x) = ax = 
x

x

x

1

1

1

0

0

0

,
,
,

>

<

<

>

= =*

 இஙகு  x ன ைதிபபு அதிகரிக்கும்மபகாது  
y ன ைதிபபு கும்றகி்றது. ைறறும் y > 0 ஆகும்.  

`  இதன வமேப்டைகானது ப்டம் 5.6 
இல் பககாடுக்கபபடடுள்ளது. 

xl

yl

xO

(0, l)

yy=ax, 0<a<1

ப்டம் 5.7

குறிப்பு
(i)   e-ன ைதிபபகானது  2 க்கும், 3 க்கும் 

இம்டயில் அமையும் i.e. 2 < e < 3
(ii)   f(x) = ex இன வமேப்டைகானது,  

 f(x) = ax , a > 1 இன வமேப்டததிறகு 
ஒததிருக்கும். மைலும்,   
f(x) = e–x இன வமேப்டைகானது,   
f(x) = a x , 0 < a < 1 இன 
வமேப்டததிறகு ஒததிருக்கும்.

எடுத்துககோட்டு ா.்் 
x > 0,  a > 0  ைறறும்  a !  1 எனும்மபகாது 

f(x) = logax இன வமேப்டம் வமேக.

தீர்வு 

f(x) இன சகாரபகம்  (0, ∞) ைறறும்    
வீச்சகம்  R மைலும் இதன வமளவமேயகானது 
(1, 0) இன வழிச் பசல்லும் எனபமத ேகாம் 
அறிமவகாம்.  
வகக (i)  a > 1 ைறறும் x > 0 எனில்,

( ) logf x x
x

x
x

0
0
0

0 1
1
1

,
,
,

<

>

< <

>
a= = = =*

இஙகு  x-ன ைதிபபு அதிகரிக்கும்மபகாது, 
f(x) இன ைதிபபு அதிகரிக்கி்றது. 

`  இதன வமேப்டைகானது ப்டம் 5.8 
இல் பககாடுக்கபபடடுள்ளது.

xl

yl

xO

f(x)= logax, a>1

(1, 0)

y

ப்டம் 5.8

வகக (ii) 0 < a < 1 ைறறும் x > 0 எனில்

( )
,

logf x x
x

x
x

0
0
0

0 1
1
1

,
,

>

<

< <

>
a= = = =*

இஙகு  x இன ைதிபபு அதிகரிக்கும்மபகாது 
, f(x) இன ைதிபபு கும்றகி்றது.

`  இதன வமேப்டைகானது ப்டம் 5.9 
இல் பககாடுக்கபபடடுள்ளது.
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f(x)= logax,  0<a<1

xl

yl

xO (1, 0)

y

ப்டம் 5.9

பயிறசி ா.்

1. பினவரும் சகாரபுகள் ஒறம்றச் சகாரபகா? 
அல்்லது இேடம்ட சகாரபகா? எனக் ககாணக

 (i) f(x) = 1
1

x

x
a
a

 −
 

+ 

 (ii) logf x x x 12 2= + +] _g i 
 (iii) f(x) = sin x + cos x
 (iv) f(x) = x2− |x|
 (v) f(x) = x + x2

2. f(x) = x3− kx2 + 2x, x ∈ R. என்ற சகாரபு 
ஒறம்ற சகாரபு எனில் k இன ைதிபபு யகாது ?

3. ( )f x x x
13

3= - , x ≠ 0 எனில், 

( )f x f
x
1

0+ =` j  எனக் ககாடடுக.

4. ( )f x
x
x
1
1=
-
+ , x ≠ 1 எனில், ( )f f x x=^ h  

என நிறுவுக.

5. ( )f x x
x

3 1
1= +
- , x > 1 எனில், f

x
1
` j 

ைறறும் 
( )f x
1  இன சகாரமப எழுதுக.

6. ( )f x ex=  ைறறும் ( ) logg x xe=  எனில், 

 (i) (f+g)(1)  (ii) (fg)(1) 
 (iii) (3f)(1) (iv) (5g)(1) ஐக் ககாணக.

7. பினவருவனவறறிறகு வமேப்டம் வமேக:

 (i) ( )f x x16 2= -  (ii) ( ) | |f x x 2= -

 (iii) ( ) | |f x x x=   (iv) ( )f x e x2=

  (v) ( )f x e x2= -  (vi) ( ) | |
f x

x
x=

5.2  எல்கலகள் மறறும் 
வகககவகழுககள்  
(Limits and derivatives)

இபபகுதியில் ேகாம் சகாரபின எல்ம்ல, 
சகாரபின பதகா்டரச்சி, வமகக்பகழு குறிததும் 
ைறறும் முதனமைக் மககாடபகாடு மும்ற 
பககாள்மககளிலிருநது வமகக் பகழுமவக் 
ககாணும் மும்ற குறிததும் பயில்மவகாம். 
எல்ம்ல எனபது ஒரு ைகாறுகின்ற அளமவயில் 
பககாடுக்கபபட்ட ஒரு நிம்லயகான ைதிபபிறகு 
மிகவும் அருககாமையில் அளமவயின 
ைதிபபிமனக் ககாண பயனபடுகி்றது.

வகையக்ற 5.1

f  எனபது பைய் ைதிபபுகமள பககாண்ட 
x இல் அமைநத சகாரபு எனக. l ைறறும் a  
எனபன இரு நிம்ல எணகள் எனக.  x ஆனது 
a எனும் நிம்லபயணமண பேருஙகும் 
மபகாது f(x) ஆனது l -ஐ பேருஙகுைகானகால்,  
l -ஐ  f(x) -ன எல்ம்ல எனமபகாம்.
இதமன lim

x a"
 f(x) = l  என எழுதுமவகாம்

குறியீடுகள்: 
(i)  L[f(x)]x=a = lim

x a" -
 f(x) எனபது x=a இல் 

f(x) இன இ்டக்மக எல்ம்ல எனமபகாம்.

(ii)  R[f(x)]x=a = lim
x a" +

 f(x) எனபது x=a இல் 

f(x) இன வ்லக்மக எல்ம்ல எனமபகாம்.

5.2.1  எல்கலயின் உள்ளகமத்தன்கம 
(Existence of limit) 

lim
x a"

 f(x) ககாணததக்கது +  L[f(x)]x=a   

ைறறும் R[f(x)]x=a ஆகியமவ ககாணத 
தக்கதகாகவும் சைைகாகவும் இருக்க மவணடும்.

i.e., lim
x a"

 f(x) = l +   L[f(x)]x=a = R[f(x)]x=a  .
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குறிப்பு
L[f(x)]x=a  ைறறும் R[f(x)]x=a  ஆகியவறம்ற 
L[f(a)] ைறறும்  R[f(a)] எனவும் குறியி்ட்லகாம்.

5.2.2  இ்டமிரு்நது எல்கல கோணும் 
வழிமுக்ற : L[f(x)]x=a

(i) lim
x a" -

 f(x) –ஐ எழுதுக.

(ii)  x=a – h, h > 0 எனக் பககாணடு x "a– க்கு 
பதி்லகாக h"0 என ைகாறறுக.

(iii) lim
h 0"

 f(a–h) இன ைதிபமப ககாணக.

(iv) நிம்ல (iii) இல் பப்றபபட்ட ைதிபபு, x = a
இல் f(x) என்ற சகாரபுக்ககான இ்டக்மக 
எல்ம்ல  ைதிபபு ஆகும்.

5.2.3  வலமிரு்நது எல்கல கோணும் 
வழிமுக்ற :  R[f(x)]x=a

(i) lim
x a" +

 f(x) -ஐ எழுதுக.

(ii)  x = a+h, h>0 எனக் பககாணடு x "a+ க்கு 
பதி்லகாக h"0 என ைகாறறுக.

(iii) lim
h 0"

 f(a+h) இன ைதிபமப ககாணக.

(iv) நிம்ல (iii) இல் பப்றபபட்ட ைதிபபு, x = a
இல் f(x) என்ற சகாரபுக்ககான வ்லக்மக  
எல்ம்ல ைதிபபு ஆகும்.

எடுத்துககோட்டு ா.்் 

f(x) = ,
,

x
x

x
x

3
3

0
3
3
!

-

-

=
*  எனும் சகாரபுக்கு  x = 3 

இல் இ்டக்மக ைறறும் வ்லக்மக எல்ம்ல 
ைதிபபுக்கமள ககாணக.
தீர்வு

L[f(x)]x=3 = lim
x 3" -

 f(x)

 = lim
h 0"

 f(3 – h), x = 3 – h

 = lim
h 0"  (3 ) 3

( )
h
h3 3
- -

- -

 = lim
h 0"

 h
h
-

-

 = lim
h 0"

 h
h
-

 = lim
h 0"

 –1 = –1

R[f(x)]x=3 = lim
x 3" +

 f(x) 

 = lim
h 0"

 f(3 + h), x = 3 + h

 = lim
h 0"  ( )

( )
h
h

3 3
3 3
+ -

+ -

 = lim
h 0" h

h

 = lim
h 0" 1 

 = 1

குறிப்பு
இஙகு, L[f(3)] !  R[f(3)] எனமவ, 

பககாடுக்கபபட்ட சகாரபிறகு எல்ம்ல ைதிபபு 
இல்ம்ல. அதகாவது lim

x 3"
 f(x) இன ைதிபபு 

ககாணததக்கதல்்ல.

எடுத்துககோட்டு ா.்ா 

f(x) = 
x
x

if x
if x

5 4
4 3

0 1
1 23
1

1 1

#-

-
) x  க்கு lim

x 1"
 f(x) 

ைதிபபு ககாணத தக்கதகா என ஆேகாய்க.

தீர்வு

L[f(x)]x=1 = lim
x 1" -

 f(x)

 = lim
h 0"

 f(1 – h), x = 1 – h

 = lim
h 0"

[5(1–h)–4]

 =  lim
h 0"

(1–5h) =  1

R[f(x)]x=1 = lim
x 1" +

 f(x)

 = lim
h 0"

 f(1 + h), x = 1 + h 

 =  lim
h 0"

[4(1 + h)3 – 3(1 + h)]

 = 4(1)3 – 3(1) = 1

பதளிவகாக, L[f(1)] = R[f(1)]

lim
x 1

`
"

f(x) ஆனது ைதிபபு ககாணத 
தக்கது ைறறும் இதனும்டய ைதிபபு 1 ஆகும்.
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குறிப்பு
f(x) என்ற சகாரபுக்கு a என்ற புள்ளியில் 
சகாரபின எல்ம்ல ைதிபபு ைறறும் சகாரபின 
ைதிபபு ககாணும் மபகாது பின வரும் நிம்லகள் 
ஏறப்ட்லகாம்.
(i)  limx a"  f(x) -ஐ ககாண இயலும் ஆனகால்   

f(a) -ஐ ககாண இய்லகாது.

(ii)  limx a"  f(x) -ஐ ககாண இய்லகாது  ஆனகால்   
f(a) -ஐ ககாண இயலும்.

(iii)  limx a"  f(x) ைறறும் f(a) -ஐ ககாண 
இயலும் ஆனகால் அமவ சைைற்றமவயகாக 
இருக்கும்.

(iv)  limx a"  f(x) ைறறும்  f(a) -ஐ ககாண இயலும் 
ைறறும் அமவ சைைகாக இருக்கும்.

5.2.4  எல்கலகளின் சில முடிவுகள்
lim
x a"  f(x) ைறறும் lim

x a"
 g(x) -ஐ ககாண 

இயலுைகாயின
 (i) lim

x a"
(f+g)(x) = lim

x a"
 f(x) + lim

x a"
 g(x)

(ii) lim
x a"

(fg)(x) = lim
x a"

 f(x) lim
x a"

 g(x)

 (iii) lim g
f

x
x a"
c ^m h = ( )

( )
, ( )lim

lim
limg x

f x
g x 0

x a

x a

x a
!

"

"

"

(iv) lim
x a"

 k f(x) =  k lim
x a"  f(x), இஙகு k ஒரு 

ைகாறிலி.

5.2.5  மதிப்பி்டமுடியோத வடிவஙகள் 
மறறும் எல்கல மதிப்புக 
கோணல் (Indeterminate forms 
and evaluation of limits)

f(x) ைறறும் g(x) எனபன எல்ம்ல 
ைதிபபுகள் ககாணததக்க இரு சகாரபுகள் எனக.

lim
x a"

 f(x) = lim
x a"

 g(x) = 0 எனில், g a
f a^
^

h

h
 

ஆனது 0
0  என்ற வடிவததில் அமைவதகால் 

அது அரததைற்றதகாகி்றது. ஆனகால் lim
x a" g x

f x

_

_

i

i
 

எனபது அரததைற்றது எனக் கூ்ற இய்லகாது.

ப்ல மேேஙகளில் இம்ைகாதிரியகான 
ைதிபபி்ட முடியகாத வடிவஙகளுக்கு நிம்லயகான 
ஒரு எல்ம்ல ைதிபபிமன ககாண இயலும்.  இநத 
ைகாதிரி வடிவஙகளுக்கு எல்ம்ல ைதிபபிடுதல் 
மும்றயில் ைதிபபி்ட முடியகாத வடிவஙகளின 
ைதிபபி்டல் எனமபகாம்.

, , , , ,0
0 0 00 0#3
3

3 3 3 3-  ைறறும் 13
இல் அமைநத வடிவஙகள் ைதிபபி்ட முடியகாத 
வடிவஙகள் ஆகும். இவறறுள் 0

0  என்ற வடிவம் 
ஆனது ைதிபபி்ட முடியகாத வடிவஙகளில் 
அடிபபம்ட வடிவம் ஆகும். 

5.2.6  இயறகணித எல்கலயின் 
வைம்புககள (மதிப்கப) 
மதிப்பிடும் முக்றகள்

(i) மேேடி பிேதியி்டல்  
(ii) ககாேணிபபடுததல்
(iii) விகிதைகாக்கல் மும்ற
(iv)  சி்ல எல்ம்லகளின திட்ட வகாய்பபகாடுகமளக் 

பககாணடு ககாணல்

5.2.7 சில திட்்ட எல்கல வோயபோடுகள்

(i) lim x a
x a

x a

n n

-
-

"
 = ,na n Qn 1 !-

(ii) lim sin
0 i
i

"i
 =  lim tan

0 i
i

"i
 = 1, q மேடியனில்.

(iii) lim x
a 1

x

x

0

-
"

 = logea ,   a>0

(iv) 
( )

lim
log

x
x1

x 0

+

"
 = 1

(v) lim x1
x

x
0

1
+

"
^ h  = e

(vi) lim x1 1
x

x
+

"3
` j  = e

(vii) lim x
e 1

x

x

0

-
"

 = 1

எடுத்துககோட்டு ா.்் 
ைதிபபிடுக: ( )lim x x3 4 5

x 1
2+ -

"
.

தீர்வு
( )lim x x3 4 5

x 1
2+ -

"

= 3(1)2 + 4(1) – 5 = 2
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எடுத்துககோட்டு ா.்் 

ைதிபபிடுக:  lim x
x x

2
4 6

x 2

2

+
- +

"
.

தீர்வு 

lim x
x x

2
4 6

x 2

2

+
- +

"
 = lim

lim

x

x x

2

4 6

x

x

2

2
2

+

- +

"

"
^

^ h

h

         = 2 2
2 4 2 6

2
12

+
- +

=
^ ^h h

  

எடுத்துககோட்டு ா.்்  

ைதிபபிடுக : lim cos sin
sin cos

x x
x x

3 2 2 2
5 2 2 2

x 4
+
-

"
r

.

தீர்வு

lim cos sin
sin cos

x x
x x

3 2 2 2
5 2 2 2

x 4
+
-

"
r

  

 = lim cos sin

lim sin cos

x x

x x

3 2 2 2

5 2 2 2

x

x

4

4
+

-

"

"

r

r

^

^ h

h

= 
cos sin

sin cos

3 2 2 2

5 2 2 2
r r

r r

+

-

= 3 0 2 1
5 1 2 0

2
5

+
-

=
^

^

^

^

h

h

h

h
.

எடுத்துககோட்டு ா.்்   

ைதிபபிடுக: lim x
x

1
1

x 1

3

-
-

"
.

தீர்வு

lim x
x

1
1

x 1

3

-
-

"
 எனபது 0

0  என்ற அமைபபில் உள்ளது

lim x
x

1
1

x 1

3

-
-

"
 = lim x

x x x
1

1 1
x 1

2

-
- + +

"

^

^

^h

h

h

= lim x x 1
x 1

2+ +
"
^ h

= (1)2 + 1 + 1 = 3

எடுத்துககோட்டு ா.்ட 

ைதிபபிடுக: lim x
x2 2

x 0

+ -

"
.

தீர்வு

lim x
x2 2

x 0

+ -

"

= lim
x x
x x

2 2
2 2 2 2

x 0 + +

+ - + +

"

^

^

^h

h

h

= lim
x x

x
2 2
2 2

x 0 + +
+ -

" ^ h

= lim
x2 2
1

x 0 + +" ^ h

= 
2 2

1
2 2

1
+

=  

எடுத்துககோட்டு ா.்்  

ைதிபபிடுக: lim
x a
x a

x a 5
1

5
1

5
3

5
3

-

-
"

.

தீர்வு 

lim
x a
x a

x a 5
1

5
1

5
3

5
3

-

-
"

 = lim

x a
x a

x a
x a

x a 5
1

5
1

5
3

5
3

-
-

-
-

"

= 
a

a

5
1
5
3

5
4

5
2

-

-

^

^

h

h
 = a a3 35

2
5
4

5
2

=
-
+

எடுத்துககோட்டு ா.்் 

ைதிபபிடுக: lim sin
sin

x
x

5
3

x 0"
.

தீர்வு 

lim sin
sin

x
x

5
3

x 0"
 = lim sin

sin

x x
x

x x
x

5 5
5

3 3
3

x 0 #

#

"
* 4

 = 
lim sin
lim sin

x
x

x
x

5
3

5
5

3
3

x

x

0

0

"

"  = 5
3

1
1

5
3=` j

எடுத்துககோட்டு ா.்்   

ைதிபபிடுக: lim x x
x

4 15
6 5

x
2

2

+
-

"3
.

தீர்வு

lim x x
x

4 15
6 5

x
2

2

+
-

"3
 = lim

15
5

x x

x
4

6
2

+

-

"3

 = 0 15
0 5

3
1

+
-

=-

05_11th_BM-STAT_Ch-5-TM.indd   115 13-12-2021   11:30:10

www.tntextbooks.in



116 11 ஆம் வகுப்பு வணிகக் கணிதம் மற்றும் புள்ளியியல்

எடுத்துககோட்டு ா.்்   

ைதிபபிடுக: lim tanx x
1

x"3
` j.

தீர்வு
y = x

1  எனக. x " 3 எனும்பபகாழுது y 0"  ஆகும்.

lim tanx x
1

x"3
` j = lim

tan
y

y
y 0"

 = 1.

எடுத்துககோட்டு ா.்ா  

ைதிபபிடுக: lim n
n

n
3

2

"3

/
.

தீர்வு

lim n
n

n
3

2

"3

/
 = lim n

n n n
6
1 2 1

n
3

+ +

"3

^ ^h h

= lim n
n

n
n

n
n

6
1 1 2 1

n

+ +
"3

` ` `j j j$ .

= lim n n6
1 1 1 2 1

n
+ +

"3
` `j j$ .

= 6
1 1 2^ ^h h = 3

1

எடுத்துககோட்டு ா.்்   

ைதிபபிடுக  lim sin
log

x
x1

x 0
3

3+

"

^ h
 = 1.

தீர்வு

 lim sin
log

x
x1

x 0
3

3+

"

^ h

= lim
log

sinx
x

x
x1

x 0
3

3

3

3
#

+

"

^ h
' 1

= lim
log

lim sinx
x

x
x

1 1
x

x
0

3

3

0

3#
+

"

"

^

`

h

j

= 1 1
1#  = 1

பயிறசி ா.்

1. கீழவருவனவறம்ற ைதிபபிடுக :

(i) lim x
x

1
2

x 2

3

+
+

"
 (ii) lim x x

x
3 9

2 5
x

2+ +
+

"3

(iii) lim n
n

x
2

"3

/
 

(iv) lim x
x x1 1

x 0

+ - -

"

(v) lim
x a
x a

x a 3
2

3
2

8
5

8
5

-

-

"
  (vi) lim sin

x
x3

x 0
2

2

"

2.  
x    –a
lim limx a

x a x 6
x

9 9

3+
+

= +
""
^ h எனில் , a–ன 

ைதிபமப ககாணக.

3.  lim x
x

2
2

x

n n

2 -
-

"
 = 448 எனில், n-ன மீச்சிறு 

மிமக முழு எணமண ககாணக.

4. f x x
x

32
128

5

7
=

-
-

^ h  எனில், lim f x
x 2"

^ h –ஐ ககாணக.

5.  , limf x x
ax b f x1 2

x 0
= +

+
=

"
^ ^h h  ைறறும் 

lim f x 1
x

=
"3
^ h  எனில், f(–2) = 0 என நிறுவுக.

வகககவகழு (Dserivative)
இபபகுதிமய பறறி பதரிநது பககாள்வதறகு 

முன ேகாம் ஒரு சகாரபின பதகா்டரச்சித தனமைமய 
பறறி இஙகு விரிவகாக பதரிநது பககாள்மவகாம். 
சகாரபு f(x) ஆனது x = a என்ற புள்ளியில் 
பதகா்டரச்சியும்டயது எனில் அதன வமளவமே 
x = a இல் முறிவு ஏதும் கிம்டயகாது எனபதகாகும். 

மைலும், x = a இல் வளவமே முறிமவ 
பபறுைகாயின சகாரபு அபபுள்ளியில் பதகா்டரச்சியற்ற 
தனமை பககாண்டது என்லகாம்.

சகாரபு f(x)  ஆனது  ஒரு இம்டபவளியில் 
உள்ள அமனததுப புள்ளிகளிலும் பதகா்டரச்சித 
தனமைமய பபறறிருநதகால் அநத குறிபபிட்ட 
இம்டபவளியில் f(x) ஆனது பதகா்டரச்சித 
தனமைமய பககாண்டதகாகும்.

5.2.8  வதோ்டர்சசி சோர்பு  
(Continuous function)

சகாரபு f(x) ஆனது x = a இல் 
பதகா்டரச்சிததனமை பககாண்டது எனில், 
பினவரும் நிபநதமனகமள நிம்றவு பசய்ய 
மவணடும்.
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(i) f(a) ககாணததக்கது.
(ii) lim

x a"
 f(x) ககாணததக்கது.

(iii) lim
x a"

 f(x) = f(a)

கூர்ந�ோககு 
மைறகூறிய வமேயம்றயின நிபநதமனகளில் 
ஏமதனும் ஒனறு அல்்லது அதறகு மைறபட்ட 
நிபநதமனகள் x = a-ல் பபகாருநதவில்ம்ல 
எனில் சகாரபு f(x), பதகா்டரச்சி தனமை அற்றது 
என்லகாம்

5.2.9  வதோ்டர் சோர்புகளின் சில பணபுகள்
f(x) ைறறும் g(x) என்ற பைய் ைதிபபுகமள 

பககாண்ட சகாரபுகள் x = a இல் பதகா்டரச்சித 
தனமை பககாண்டதகாக இருக்கும்மபகாது,

(i)  f(x) + g(x) எனபதும் x = a இல் 
பதகா்டரச்சியகானது.

(ii)  f(x) g(x) எனபதும் x = a இல் 
பதகா்டரச்சியகானது.

(iii)  kf(x) எனபதும்  x = a இல் 
பதகா்டரச்சியகானது, k ஓர பைய்பயண.

(iv)  f(a) ]  0 எனில், f x
1
^ h

 எனபதும்  x = a இல் 
பதகா்டரச்சியகானது.

(v)  g(a) ]  0 எனில்,  g x
f x
^

^

h

h
 எனபதும் x = a இல் 

பதகா்டரச்சியகானது.
(vi)  f x^ h  எனபதும்  x = a இல் பதகா்டரச்சியகானது.

எடுத்துககோட்டு ா.்் 

f(x) = 
,

,
,
,

x
x x

x
x

5 4
4 3

0 1
1 2<3
1
1
#-

-
)  எனறு 

வமேயறுக்கபபட்ட சகாரபு, x = 1 இல் 
பதகா்டரச்சியகானது என நிறுவுக.
தீர்வு

L f x x 1=] g7 A  = lim f x
x 1" -

] g

= ,lim f h1
h 0

-
"
] g  x =1–h

= lim h5 1 4
h 0

- -
"

] g6 @
= 5(1)–4  = 1

R f x x 1=] g7 A  = lim f x
x 1" +

] g

= lim f h1
h 0

+
"
] g,  x = 1+ h

= lim h h4 1 3 1
h 0

3+ - +
"

] ]g g7 A

= 4(1)3 – 3(1)
= 4 – 3 = 1

இபமபகாது, f(1) = 5(1) – 4 = 5–4 =1 

`  lim f x
x 1" -

] g = lim f x
x 1" +

] g = f(1)

⇒ x = 1 -ல் சகாரபு f(x) பதகா்டரச்சியகானது.

எடுத்துககோட்டு ா.்் 
,
,f x x x

x x
2 2
2 2

<
$

=
-
+

] g )  எனறு வமேயறுக்கபபட்ட 

சகாரபு f இன பதகா்டரச்சித தனமைமய x = 2 ல் 
ஆேகாய்க.

தீர்வு

L f x x 2=] g7 A  = lim f x
x 2" -

] g

= lim f h2
h 0

-
"
] g,  x = 2 – h

= lim h2 2
h 0

- -
$

] g" ,

= lim h 0
h 0

=
"

R f x x 2=] g7 A  = lim f x
x 2+

] g
"

= lim f h2
h 0

+
"
] g, x = 2 + h

= lim h2 2
h 0

+ +
"

] g" ,

= lim h4
h 0

+
"
] g = 4

மைலும், f(2) = 2+2 = 4.

இஙகு lim f x
x 2$ -

] g !  lim f x
x 2$ +

] g

`  f(x) என்ற சகாரபகானகாது x = 2 இல் 
பதகா்டரச்சித தனமை அற்றது ஆகும்.
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கூர்ந�ோககு 

(i) ைகாறிலிச் சகாரபு எஙகும் பதகா்டரச்சியும்டயது.
(ii) சைனிச் சகாரபு எஙகும் பதகா்டரச்சியும்டயது.

(iii)  பல்லுறுபபுக் மககாமவ சகாரபு எஙகும் 
பதகா்டரச்சியும்டயது.

(iv)  ைடடுச் சகாரபு எஙகும் பதகா்டரச்சியும்டயது. 
(v)  அடுக்குக் குறிச் சகாரபு  ax, a>0 எஙகும் 

பதகா்டரச்சியும்டயது.
(vi)  ை்டக்மகச் சகாரபு அதன அேஙகததில் 

பத்டரச்சித தனமை பககாண்டது.
(vii)  அமனதது விகிதமுறுச் சகாரபுகளும் 

அதன அேஙகததில் உள்ள அமனதது 
புள்ளிகளி்டததும் பத்டரச்சித தனமை 
பககாண்டது.

f(x) = 
( )

( )

,
,
,

x
k
x

x a
x a
x a

<

>

a

b

=

Z

[

\

]]]]
]]]]

 எனில்

L[f(x)]x=a = ( ) ( )lim limf x x
x a x a

a=
" "-

R[f(x)]x=a = ( ) ( )lim limf x x
x a x a

b=
" "+

x = a என்ற புள்ளியின இரு பக்கஙகளிலும் 
சகாரபுக்கு பவவமவறு வமேயம்றகள் 
இருக்கும்  மபகாது ைடடுமை இது பபகாருநதும்

பயிறசி ா.்

1.  கீழவரும் சகாரபுகளுக்கு சுடடிக் 
ககாட்டபபடடுள்ள புள்ளியில் சகாரபுகளின 
பத்டரச்சித தனமைமய ஆேகாய்க

(a)  f x] g  = ,
,

,
,

x
x x

x
2
4

0
2
2

2
!-

-

=
*  எனில் x = 2-ல்

(b)  f x] g  = ,
,

,
,

x
x x

x
3
9

6
3
3

2
!-

-

=
*  எனில் x = 3-ல்

2.  f(x) = | x |  என்ற சகாரபகானது x = 0 இல் 
பதகா்டரச்சித தனமை பககாண்டது என 
நிறுவுக.

5.2.10  ஒரு புள்ளியில் வககயீடு கோணல் 
(Differentiability at a point) 

(a, b)  என்ற தி்றநத இம்டபவளியில் 
f(x) எனபது பைய்ைதிபபுமள பககாண்ட சகாரபு 
ைறறும் c! (a, b) எனக் பககாள்க.

lim x c
f x f c

x c -
-

"

] ]g g
   ககாணததக்கதகாக 

இருநதகால் f(x) ஆனது x = c –ல், வமகயி்ட 
தக்கதகாகும்.   

இவவகா்றகாக ககாணபபடும் எல்ம்ல 
ைதிபமப, சகாரபு f(x)க்கு  x = c –ல்   வமகக்பகழு 
ைதிபபு எனமபகாம். இதமன f cl] g அல்்லது  
D f(c) அல்்லது dx

d f x
x c=

_ ] gi: D  என 
குறிபபிடுமவகாம்.

ஆத்லகால், limf c x c
f x f c

x c "=
-

"
l]

] ]
g

g g
 lim x c

f x f c
x c -

-

"

] ]g g
.

5.2.11  இ்டககக மறறும் வலககக 
வககயீடு

(i) lim x c
f x f c

x c
-
-

" -

] ]g g
 அல்்லது  

lim h
f c h f c

h 0 -

- -

"

] ]g g
 எனபது x = c-ல் 

சகாரபு  f(x) இன இ்டக்மக வமகயீடு எனக் 
கூறுமவகாம். இதமன f c-l^ h  அல்்லது   
L[ f l (c)] எனக் குறிபமபகாம்.

(ii) lim x c
f x f c

x c
-
-

" +

] ]g g
    அல்்லது

 lim h
f c h f c

h 0

+ -

"

] ]g g
 எனபது x = c-ல் 

சகாரபு f(x) இன வ்லக்மக வமகயீடு எனக் 
கூறுமவகாம்.  இதமன f c+l^ h   அல்்லது   
R[ f l (c)] எனக் குறிபமபகாம்.

முடிவு
x = c இல் சகாரபு f(x)
வமகயி்டததக்கது 
L f c R f c, =l l] ]g g7 7A A
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ஒரு புள்ளியி்டதது பதகா்டரச்சிததனமை 
பககாண்ட சகாரபு, அபபுள்ளியி்டதது 

வமகயி்டததக்கதகாக இல்்லகாைலும் 
இருக்க்லகாம்.

நமறகுறிப்பு:

(i) L f c R f c!l l] ]g g7 7A A எனில், f(x) ஆனது 
x=c இல் வமகயி்டததக்கது அல்்ல.

(ii) x = c இல் சகாரபு f(x) ஆனது வமகயி்டததக்கது 
எனில், அபபுள்ளியில் சகாரபு f(x) ஆனது 
பதகா்டரச்சித தனமை பககாண்டது.

எடுத்துககோட்டு ா.்் 
f(x) = | x | என்ற சகாரபு x = 0  இல் 

வமகயி்டத தக்கது அல்்ல என நிறுவுக.

தீர்வு  

f(x) = | x | = 
x
x

if x
if x

0
0<
$

-
)

L[ f l (0)] = 
lim

x 0" - x
f x f

0
0

-
-] ]g g ,

= lim h
f h f

0 0
0 0

h 0 - -
- -

"

] ]g g
,  x = 0–h

= lim h
f h f 0

h 0 -
- -

"

] ]g g

= lim h
h 0

h 0 -
- -

"

= lim h
h

h 0 -
-

"

= lim h
h

h 0-"

= lim 1
h 0
-

"
] g  = –1

R[ f l (0)] = lim x
f x f

0
0

x 0 -
-

" +

] ]g g

= lim h
f h f

0 0
0 0

h 0 + -
+ -

"

] ]g g
, x = 0+h

= lim h
f h f 0

h 0

-

"

] ]g g

= lim h
h 0

h 0

-
"

= lim h
h

h 0"

= lim h
h

h 0"

= lim 1
h 0"

 = 1

இஙகு, L[ f l (0)] !R[ f l (0)]

`  f(x) ஆனது x = 0 இல் 
வமகயி்டததக்கதல்்ல
எடுத்துககோட்டு ா.்ட 
x = 1 இல் f(x) = x2 ஆனது வமகயி்டததக்கது 
எனக் ககாடடுக, மைலும் f l (1) -ஐ ககாணக.

தீர்வு
f(x) = x2

L[ f l (1)] = lim x
f x f

1
1

x 1 -

-

" -

] ]g g

= lim h
f h f

1 1
1 1

h 0 - -
- -

"

] ]g g
, x=1–h

= lim h
h1 1

h 0

2

-
- -

"

] g

= lim h
h h1 2 1

h 0

2

-
+ - -

"

= lim h 2
h 0
- +

"
] g  = 2

R[ f l (1)] = lim x
f x f

1
1

x 1 -

-

"
+

] ]g g

= lim h
f h f

1 1
1 1

h 0 + -
+ -

"

] ]g g
, x = 1 + h

= lim h
h1 1

h 0

2+ -
"

] g

= lim h
h h1 2 1

h 0

2+ + -
"

= lim h 2
h 0

+
"
] g  = 2

 இஙகு, L[ f l (1)] = R[ f l (1)]

`   x = 1 இல் சகாரபு f(x) ஆனது 
வமகயி்டததக்கது ஆகும்.   மைலும் f l (1) = 2
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5.2.12  முதன்கமக வகோள்ககயிலிரு்நது  
வகககவகழு கோணல் 
(Differentiation from first 
principle)

limf x h
f x h f x

h 0
=

+ -

$
l]

] ]
g

g g
 

எனபதமன அடிபபம்டயகாகக் பககாணடு 
சகாரபுகளுக்கு வமகக் பகழு ககாணும் மும்றமய 
முதனமைக் பககாள்மகயிலிருநது வமகயீடு 

ககாணல் என்லகாம். f l(x) எனபதமன dx
dy

  
எனக் குறிக்க்லகாம்

5.2.13  சில சோர்புகளுககோன 
வகககவகழுகவ முதன்கமக 
வகோள்ககயிலிரு்நது கோணல்

1. x R!  க்கு dx
d x n xn n 1= -^ h  

நிரூபணம்:

 f(x) = xn எனக
`  f(x+h) = (x+h)n

 dx
d f x_ ] gi  = lim h

f x h f x
h 0

+ -

"

] ]g g

 = lim h
x h x

h

n n

0

+ -
"

] ]g g

 = lim x h x
x h x

h

n n

0 + -
+ -

"

]

]

]g

g

g

 = lim z x
z x

z x

n n

-
-

"
  

இஙகு, z = x + h ைறறும் h 0"  
எனும்மபகாது z" x ஆகும்.

= nxn–1 lim x a
x a na

x a

n n
n 1a -

- =
"

-< F

i.e., dx
d xn^ h  = nxn–1

2.   dx
d e ex x=^ h  

நிரூபணம்: 

f x ex=] g  எனக

`  f(x+h) = ex h+

dx
d f x_ ] gi  = lim h

f x h f x
h 0

+ -

"

] ]g g

= lim h
e e

h

x h x

0

-
"

+

= lim h
e e e

h

x h x

0

-
"

= lim e h
e 1

h
x

h

0

-
"
; E

= lime h
e 1x

h

h

0

-
"
; E

= e 1x #  lim x
e 1 1

x

x

0
a

- =
"

< ; E F

= ex

i.e., dx
d ex^ h  = ex .

3. log
dx
d x x

1
e =^ h

நிரூபணம்:

f(x) = logex எனக
`  f(x+h) = loge(x+h)

dx
d f x_ ] gi  = lim h

f x h f x
h 0

+ -

"

] ]g g

= lim
log log

h
x h x

h

e e

0

+ -

"

] g

= lim
log

h
x
h1

h

e

0

+

"

b l

= lim
log

x
h

x
h

x
1 1

h

e

0

+

"

b l

= lim
log

x
x
h

x
h

1 1

h

e

0

+

"

b l

= x
1 1#  

[ ]lim
log

x
x1

1
x

e

0
a

+
=

"

] g

log
dx
d x x

1
e =^ h
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எடுத்துககோட்டு ா.்் 

முதனமைக் பககாள்மகயிலிருநது dx
d x3^ h  -ஐ 

ககாணக. 

தீர்வு
 f(x) = x3 எனக 

`  f x h+] g  = x h 3+] g

dx
d f x_ ] gi  = lim h

f x h f x
h 0

+ -

"

] ]g g

= lim h
x h x

h 0

3 3+ -
"

] g

= lim h
x h xh h3 3

h 0

2 2 3+ +
"

= lim x xh h3 3
h 0

2 2+ +
"
^ h

= ( ) ( )x x3 3 0 02 2+ +

= 3x2

dx
d x3^ h  = 3x2

எடுத்துககோட்டு ா.்் 
 முதனமைக் பககாள்மகயிலிருநது 

dx
d e x3^ h  -ஐ ககாணக.

தீர்வு
f(x) = e3x  எனில்

`  f(x + h) = e3(x+h)

dx
d f x_ ] gi  = lim h

f x h f x
h 0

+ -

"

] ]g g

= lim h
e e

h

x h x

0

3 3-
"

+] g

= lim h
e e e

h

x h x

0

3 3 3$ -
"

= lim h
e e 1

h

x h

0

3 3 -
"

^ h

= lime h
e3 3

1x
h

h
3

0

3 -
"

= e3 1x3 #  [ ]lim x
e 1 1

x

x

0
a

- =
"

= 3e3x

பயிறசி ா.்

1. பினவரும் சகாரபுகளுக்கு முதனமைக் 
பககாள்மகயிலிருநது x -ஐ பபகாறுதத வமகக் 
பகழுமவ ககாணக.

(i) x2 (ii) e–x (iii) log(x+1)

5.3  வககயி்டல் உத்திகள் 
(Differentiation techniques) 
இபபகுதியில் பககாடுக்கபபட்ட சகாரபுகளின 

வமகக் பகழுக்கமள ககாண பயனபடுததபபடும் 
பவவமவறு மும்றகமள பறறி விவகாதிபமபகாம்.

5.3.1  சில திட்்டமோன முடிவுகள் 
(வோயபோடுகள்)

1. dx
d x nxn n 1= -^ h

2. dx
d (x) = 1

3. dx
d (k) = 0, k ஒரு ைகாறிலி 

4. dx
d (kx) = k, k ஒரு ைகாறிலி

5. dx
d

x x
1 1

2=-b l  dx
d

x x
1 1

2=-b l  dx
d

x x
1 1

2=-b l

6. dx
d x

x2
1=^ h

7. dx
d (ex) = ex

8. dx
d (eax) = aeax

9. dx
d (eax+b) = aeax+b

10. e x e2dx
d x x2 2

=-- -
_ i

11. logdx
d a a ax x

e=^ h , a > 0

12. log
dx
d x

x
1

e =^ h
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13. logdx
d x a x a

1
e + =

+
] g

14. logdx
d ax b

ax b
a

e + =
+

_ ]
]

gi
g

15. log
logdx

d x
x a

1
a

e
=^ h , a > 0 ைறறும் a ≠ 1

16. sin cosdx
d x x=] g

17. dx
d (cosx) = –sinx

18. dx
d (tanx) = sec2x

19. dx
d (cotx) = –cosec2x

20. dx
d (secx) = secx tanx

21. dx
d (cosec x) = –cosecx cotx

5.3.2  வகககவகழுககளுககோன வபோது 
விதிகள்

(i) கூட்்டல் விதி 

 dx
d f x g x dx

d f x dx
d g x+ = +] ] ] ]g g g g7 7 7A A A

(ii)  கழித்தல் விதி

 dx
d f x g x dx

d f x dx
d g x- = -] ] ] ]g g g g7 7 7A A A

(iii) வபருககல் விதி

dx
d f x g x dx

d f x g x f x dx
d g x$ = +] ] ] ] ] ]g g g g g g7 7 7A A A

(அல்்லது) u = f(x) ைறறும் v = g(x) எனில், 

dx
d uv u dx

d v v dx
d u= +] ] ]g g g  

(iv) வகுத்தல் விதி 

dx
d

g x
f x

g x
g x dx

d f x f x dx
d g x

2=
-]

]

] ]

]

] ]g

g

g g

g

g g

=
7
7

7
G

A
A

A
, 

 g(x) ≠ 0

(அல்்லது) u = f(x) ைறறும்  v = g(x) எனில், 

dx
d

v
u

v
v dx

d u u dx
d v

2=
-

b
] ]

l
g g

(v) வபருககு சோர்பலனின் வககக வகழு 
d
dx
c f x c d

dx
f x[ ( )] [ ( )]=  இதில், c ஒரு ைகாறிலி

(vi) சஙகிலி விதி:

dx
d f g x f g x g x$= l l_ ] _ ] ]gi gi g7 A  (அல்்லது)

y = f(t) ைறறும் t = g(x) எனில்,  dx
dy

dt
dy

dx
dt
$=

இஙகு, வமகக்பகழுவின சி்ல திட்டைகான 
முடிவுகமளக் பககாணடும், பபகாது விதிகமளக் 
பககாணடும் பின வரும் பவளிபபடு சகாரபுகளுக்கு 
வமகபகழுக்கமள ககாணமபகாம்.

எடுத்துககோட்டு ா.்் 
பின வரும் சகாரபுகமள x -ஐ பபகாறுதது 

வமகயிடுக.
(i) x 2

3
         (ii) 7ex  (iii) x

x
1 3
1 3
+
-

(iv) x2 sin x  (v) sin3 x

(vi) x x 12 + +

தீர்வு

(i) dx
d

x 2
3

` j  = x2
3 2

3 1-

                = x2
3 2

1
 = x2

3

(ii) dx
d e7 x^ h  = dx

d e7 x^ h  = 7ex

(iii)  y = x
x

1 3
1 3
+
-  என்ற சகாரமப x –ஐ 

பபகாறுதது வமகயி்ட, ேகாம் பபறுவது 

dx
dy

 = 
x

x dx
d x x dx

d x
1 3

1 3 1 3 1 3 1 3
2+

+ - - - +] ]

]

] ]g g

g

g g

= x
x x

1 3
1 3 3 1 3 3

2+
+ - - -] ]

]

] ]g g

g

g g

= x1 3
6

2+
-

] g
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(iv)  y = x2 sin x என்ற சகாரமப x -ஐ 
பபகாறுதது வமகயி்ட, ேகாம் பபறுவது

dx
dy

  = sin sinx dx
d x x dx

d x2 2+] ^g h

 = cos sinx x x x22 +

 = cos sinx x x x2+] g

(v) y = sin3 x  (or) (sin x)3

 u = sin x எனில்   y = u3 ஆகும்.
  u= sin x என்ற சகாரமப x -ஐ பபகாறுதது 

வமகயி்ட ேகாம்பபறுவது, cosdx
du x=

  y = u3  என்ற சகாரமப u -ஐ 
பபகாறுதது வமகயி்ட ேகாம்பபறுவது, 

sindu
dy

u x3 32 2= =

`  sin cosdx
dy

du
dy

dx
du x x3 2$ $= =

(vi) y = x x 12 + +

 u = x2 +x + 1  எனில் y = u  ஆகும்.

  u = x2 +x + 1 என்ற சகாரமப x -ஐ 
பபகாறுதது வமகயி்ட ேகாம் பபறுவது, 

dx
du = 2x + 1

  y = u  என்ற சகாரமப u -ஐ பபகாறுதது 

வமகயி்ட ேகாம் பபறுவது, du
dy

u2
1=

   = 
x x2 1

1
2 + +

 dx
dy

 = du
dy

dx
du

x x
x

2 1
1 2 12$ $=
+ +

+] g

   = 
x x

x
2 1

2 1
2 + +
+

 � sin log sin log loglogdx
d x

d x
d x dx

d x=^ ^
^

^ ^ ^hh
h

hh h

 � dx
d x x d x x

d x x dx
d x x3 1 3 1 3 1 3 12 5

2
2 5 2+ + =

+ +
+ + + +^

^
^ ^h
h

h h

 � dx
d e d x

d e dx
d x3 3x x3

3
3 33 3

=
+

++ +^
^

^ ^
^ ^h

h
h h

h h

எடுத்துககோட்டு ா.்் 
f(x) = xn ைறறும்  f 1l] g  = 5 எனில்,  

n இன ைதிபபு ககாணக.

தீர்வு
 f(x)  = xn

  `  f xl] g  = nxn–1

 f 1l] g  = n(1)n–1

 f 1l] g  = n

 f 1l] g  = 5  (கணக்கினபடி)

         (  n = 5

எடுத்துககோட்டு ா.்ா 

 y u
1

2=  ைறறும் u = x2 –9 எனில், dx
dy

 –ஐ ககாணக.

தீர்வு

 y u
1

2=  = u–2

   du
dy

 = u
2

3-  

   du
dy

 = 
x 9

2
2 3-
-^ h

 (a  u = x2 – 9)

    u = x2 – 9

        dx
du  = 2x

இபமபகாது, dx
dy

 = du
dy

dx
du
$

 = 
x

x
9

2 22 3 $-
-^ h

 = 
x

x
9

4
2 3-
-^ h

.
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பயிறசி ா.ா

1. பினவரும் சகாரபுகமள x -ஐ பபகாறுதது 
வமகயிடுக.

(i)   x x x3 2 84 3- + +

(ii)  x x x
5 2 5

4 3- +

(iii) x
x

e1 x
3+ +

(iv)  x
x x3 2 2+ -

(v)  x3 ex    

(vi)  x x x3 2 12 - + +^ ]h g

(vii) sin cosx x x34 - +  

(viii)  x
x

1 2
+d n

2. பினவரும் சகாரபுகமள x -ஐ பபகாறுதது 
வமகயிடுக.

(i) x
e

1
x

+  (ii) x x
x x

1
1

2

2

- +
+ +  (iii) e

e
1 x

x

+

3. பினவரும் சகாரபுகளுக்கு x -ஐ பபகாறுதது 
வமகக்பகழு ககாணக.
(i) x sin x  (ii) ex sin x
(iii)  loge x xx +^ h  (iv) sin x cos x
(v) x3 ex

4. பினவரும் சகாரபுகளுக்கு x -ஐ பபகாறுதது 
வமகக்பகழு ககாணக.
(i)  sin2 x  (ii) cos2 x  (iii) cos3 x

(iv) x1 2+  (v) ax bx c n2 + +^ h

(vi) sin(x2) (vii)  
x1

1
2+

5.3.3  உட்படு சோர்புகளுககோன வககயீடு 
(Derivative of implicit functions) 

f(x, y) = 0 என்ற உடபடு சகாரபில் 
உள்ள y மய x இல் அமையும் சகாரபகாக கருதி 
x க்கு வமகயீடு கணடு, அதில் dx

dy  அ்டஙகிய 
பகுதிகமள இ்டபபு்றமும், மீதமுள்ள பகுதிகமள 
வ்லபபு்றமும் இ்டம்பபறுைகாறு ைகாறறி எழுதியபின  

dx
dy  ககாணக. 

குறிப்பு

 f(x, y) = 0 என்ற சகாரபு உடபடு சகாரபகாக 
இருக்கும் மபகாது dx

dy
 ஆனது x ைறறும்  y 

உறுபபுகமளக் பககாணடு இருக்கும்.

எடுத்துககோட்டு ா.்் 
ax hxy by gx fy c2 2 2 02 2+ + + + + =  எனில், 

dx
dy

 -ஐ ககாணக.

தீர்வு

ax hxy by gx fy c2 2 2 02 2+ + + + + =
இருபு்றமும் x -ஐ பபகாறுதது வமகயீடு ககாண, 

ax h x dx
dy

y by dx
dy

g f dx
dy

2 2 2 2 2+ + + + +c m  = 0

ax hy g hx by f dx
dy2 2 2 2 2 2+ + + + +^ ^h h  = 0

 dx
dy

 = hx by f
ax hy g

-
+ +
+ +^

^ h

h
.

எடுத்துககோட்டு ா.்்  

x y axy33 3+ =  எனில், dx
dy

 -ஐ ககாணக.

தீர்வு
x y axy33 3+ =

இருபு்றமும் x -ஐ பபகாறுதது வமகக்பகழு ககாண,

 dx
d x y3 3+_ i  = dx

d axy3^ h

 x y dx
dy

3 32 2+  = a x dx
dy

y3 +; E

 x y dx
dy2 2+  = ax dx

dy
+ay

 y ax dx
dy2 -_ i  = (ay – x2)

 dx
dy

 = y ax
ay x

2

2

-
-

எடுத்துககோட்டு ா.்் 
 x xy y2 3 5 102 2+ + =  என்ற வமளவமேக்கு 

(1,1) –ல், dx
dy

 இன ைதிபபு ககாண.
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தீர்வு
 x xy y2 3 5 102 2+ + =   
இருபு்றமும் x -ஐ பபகாறுதது வமகயி்ட,

dx
d x xy y2 3 52 2+ +7 A = dx

d  [10]

 x x dx
dy

y y dx
dy

4 3 3 10+ + +  = 0

(3x+10y) dx
dy

 = –3y –4x

dx
dy

 = x y
y x

3 10
3 4

-
+
+

^

^ h

h

`   (1, 1) இல் dx
dy

 = 3 10
3 4- +
+

 = 13
7-

எடுத்துககோட்டு ா.்் 

sin y = x sin (a+y) எனில், 
sin

sin
dx
dy

a
a y2

=
+^ h  

என நிறுவுக.

தீர்வு
 sin y = x sin (a+y)

 x = 
sin

sin
a y

y
+^ h

y –ஐ பபகாறுதது வமகயி்ட,

dy
dx   = 

sin
sin cos sin cos

a y
a y y y a y

2
$

+

+ - +^

^

^h

h

h

 = 
sin

sin
a y

a y y
2 +
+ -^

^ h

h

 = 
sin

sin
a y

a
2 +^ h

` dx
dy

 =   sin
sin

a
a y2 +^ h

பயிறசி ா.்

1. பினவரும் சகாரபுகளுக்கு dx
dy

 ஐ ககாணக 

(i) xy = tan(xy)

(ii) x xy y 72 2- + =    

(iii)  x y axy3 13 3+ + =

2. x y y x1 1 0+ + + = , x! y எனில்,  

dx
dy

 = x 1
1

2-
+] g

 என நிறுவுக

3. logx y x y4 3 4 3+ = -^ h எனில், dx
dy

 –ஐ 
ககாணக.

5.3.4  ம்டககககய பயன்படுத்தி 
வகககவகழு கோணல் 
(Logarithmic differentiation)

சி்ல சையஙகளில் சகாரபுகளகானது, 
பபருக்கல், வகுததல் ைறறும் அடுக்குகள் 
பககாணடும், ைறறும் சகாரபுகளின அடுக்குகளில் 
ைகாறிகள் பககாணடும் அமைய்லகாம். 
இவவமகயகான சகாரபுகமள ை்டக்மகமய 
பயனபடுததி எளிய மும்றயில் ைகாறறி 
வமகயீடு ககாண்லகாம். 

எடுத்துககோட்டு ா.்ட 
பினவருவனவறம்ற x -ஐ பபகாறுதது 

வமகயீடு ககாணக.

(i)  xx (ii)  log x cosx
^ h

தீர்வு   

(i)     y = xx எனக
 இருபு்றமும் ை்டக்மக எடுக்க
 logy  = x log x
 x -ஐ பபகாறுதது வமகயி்ட,

 y dx
dy1
$  = logx x x1 1$ $+

 dx
dy

 = logy x1 +7 A

 `  dx
dy

 = logx x1x +7 A

(ii)    y =  log x cosx
^ h  எனக

 இருபு்றமும் ை்டக்மக எடுக்க
         `  log y = cos log logx x^ h

 x -ஐ பபகாறுதது வமகயி்ட,

y dx
dy1
$  = cos log log log sinx x x x x1 1

$ + -^ ]h g7 A

dx
dy

 =  log
cos sin log logy x x

x x x- ^ h; E
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`  dx
dy

 = log log
cos sin log logx x x

x x xcosx -^ ^h h; E
எடுத்துககோட்டு ா.்் 

 xy = ex–y எனில், 
log

log
dx
dy

x
x

1 2=
+^ h

 
என நிறுவுக.

தீர்வு
 xy = ex–y

 இருபு்றமும் ை்டக்மக எடுக்க,
 y log x = (x–y)
 y(1+log x) = x

 y = log x
x

1 +
 x -ஐ பபகாறுதது வமகயி்ட,

 dx
dy

 = 
log

log

x

x x x
1

1 1 0 1

2+

+ - +^

^

] bh g

h

l

   = 
log

log
x

x
1 2+^ h

எடுத்துககோட்டு ா.்் 

வமகக் பகழு ககாண : x x
x x
3 4 5

3 4
2

2

+ +

- +] ^g h

தீர்வு

y = x x
x x

x x
x x

3 4 5
3 4

3 4 5
3 4

2

2

2

2 2
1

+ +

- +
=

+ +

- +] ^ ] ^g h g h= G   

எனக
இருபு்றமும் ை்டக்மக எடுக்க,

log y = log log logx x x x2
1 3 4 3 4 52 2- + + - + +] ^ ^g h h7 A 

    log log logx x x x2
1 3 4 3 4 52 2- + + - + +] ^ ^g h h7 A

log log logab a ba = +6  ைறறும் 

log log logb
a a b= - D

x -ஐ பபகாறுதது வமகயி்ட,

y dx
dy1
$  = x x

x
x x

x
2
1

3
1

4
2

3 4 5
6 4

2 2- +
+
-

+ +
+; E

dx
dy

 =  x x
x x

x x
x

x x
x

2
1

3 4 5
3 4

3
1

4
2

3 4 5
6 4

2

2
2 2

+ +

- +
- +

+
-

+ +
+] ^g h ; E 

 x x
x x

x x
x

x x
x

2
1

3 4 5
3 4

3
1

4
2

3 4 5
6 4

2

2
2 2

+ +

- +
- +

+
-

+ +
+] ^g h ; E

பயிறசி ா.்

1. பினவரும் சகாரபுகளுக்கு  x -ஐ பபகாறுதது 
வமகபகழு ககாண.

(i) xsinx  (ii) sin x x] g   

(iii) sin x tanx] g  (iv) x x x
x x

3 1
1 2

2- + +
- -

]

]

^

]

g

g g

h

2. x y x ym n m n
$ = + +

^ h  எனில், dx
dy

x
y

=  
எனக் ககாடடுக.

5.3.5  துகணயலகு சோர்புகளின் 
வககயீடு (Differentiation of 
paramatric functions)

x ைறறும் y எனும் ைகாறிகள் மூன்றகாவது 
ைகாறி t -ன சகாரபுகளகாக இருபபின அமவ 
துமணய்லகுச் சகாரபுகள் எனபபடும். t எனபது 
சகாரபின துமணய்லகு எனபபடும்.

x = f (t)  ைறறும் y = g(t) எனில்

  /
/

dx
dy

dx dt
dy dt

=

5.3.6 ஒரு சோர்கப மறவ்றோரு சோர்கப 
வபோறுத்து வககயி்டல் கோணல் 
(Differentiation of a function 
with respect to an another 
function)
u = f(x) ைறறும் v = g(x) எனபன x -ன 

மீதகான இரு சகாரபுகள் எனில் g(x) –ஐ பபகாறுதது 
f(x) -ன  வமகக்பகழுவகானது,

  /
/

d g x
d f x

dv dx
du dx=

_

_ ]

]

g

g

i

i
 

எடுத்துககோட்டு ா.்் 
பினவரும் துமணய்லகு சகாரபுகளுக்கு  

dx
dy

 -ஐ ககாணக  
(i) x = at2 ,   y = 2at 
(ii)  ,cos sinx a y ai i= =

தீர்வு
(i)     x = at2             y = 2at

 dt
dx at2=  dt

dy
a2=
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127வகை நுணைணிதம்

       `  dx
dy

 = 
dt
dx
dt
dy

  = at
a

2
2   = t

1

(ii)  ,cos sinx a y ai i= =

   sind
dx a
i

i= -     cosd
dy

a
i

i=

 dx
dy

 = 
di
dx
di
dy

  = sin
cos
a

a
i
i

-

  = coti-

எடுத்துககோட்டு ா.்் 
x = ai  ைறறும் y a

i
=  எனில், 

dx
dy

x
y

0+ =  என நிறுவுக.

தீர்வு
     x = ai            y a

i
=

d
dx a
i
=       d

dy a
2i i

= -  

 dx
dy

 = 
d
dx
d
dy

i

i

  = a

a
2i
-
a k

  = 1
2i

-

  = x
y
-

i.e. dx
dy

x
y

+  = 0

மோறறுமுக்ற :

            xy = a a
$i
i

 என எடுக்க,
 xy = a2

  x -ஐ பபகாறுதது வமகயி்ட,

 x dx
dy

y+  = 0

 dx
dy

x
y

+  = 0

எடுத்துககோட்டு ா.்ா 

x
x

1 2

2

+
  என்ற சகாரபிறகு x2-ஐ 

பபகாறுதது வமகக்பகழு ககாணக.

தீர்வு

 u = x
x

1 2

2

+
    v  = x2  

dx
du  = 

x
x x x x

1
1 2 2

2 2

2 2

+

+ -^

^

] ]h g

h

g
 ` dx

dv  = 2x

= 
x
x

1
2

2 2+^ h

 dv
du  = 

dx
dv
dx
du
_

_ i

i

  = x
x
x

2
1

2
2 2+^ h

< F

  = 
x1

1
2 2+^ h

பயிறசி ா.்

1. பினவரும் சகாரபுகளுக்கு dx
dy

 -ஐ ககாணக.

(i)  ,x ct y t
c= =  

(ii) ,log sinx t y t= =

(iii) ,cos sinx a y a3 3i i= =

(iv) ,sin cosx a y a 1i i i= - = -] ]g g

2. sin x3  என்ற சகாரமப cos x3  -ஐ பபகாறுதது 
வமகயிடுக.

3. sin x2  என்ற சகாரமப x2 -ஐ பபகாறுதது 
வமகயிடுக.

5.3.7  வதோ்டர் வககயி்டல் (Successive 
differentiation)

ஒரு சகாரமப மீணடும் மீணடும் 
வமகபபடுததி அதன வமகயீடுகமள ககாணும் 
மும்றமய பதகா்டர வமகயி்டல் எனமபகாம்.
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(i)  y என்ற சகாரபின x -ஐ பபகாறுதத 
வமகயீடம்ட முத்லகாம் வரிமச வமகயி்டல் 
எனமபகாம். இதமன dx

dy  (அல்்லது) y1 
(அல்்லது) f xl] g  எனக் குறிபமபகாம்.

(ii)  f xl] g  எனபதும் வமகயி்டததக்கது எனில் 
x -ஐ பபகாறுதது f xl] g  -ன  வமகயீடம்ட 
இேண்டகாம் வரிமச வமகயி்டல் எனமபகாம் 

இதமன 
dx
d y

2

2
  (அல்்லது) y2 (அல்்லது) 

f xll] g  எனக் குறிபமபகாம்.

(iii)  மைலும் dx
d y

n

n

 (அல்்லது) yn (அல்்லது)  
f (n)(x) எனபது  y = f(x) ன n வது வரிமச 
வமகக்பகழு ஆகும்.

நமறகுறிப்பு

(i) y f x= ^ h எனில், 

dx
d y

dx
d

dx
dy

2

2
= c m .

(ii) x f t= ^ h ைறறும், y g t= ^ h

எனில், dx
d y

2

2

 = dt
d

dx
dy

dx
dt

c m

=  dt
d

f t
g t

dx
dt
$

l

l]

]

g

g
) 3

எடுத்துககோட்டு ா.்் 
பினவரும் சகாரபுகளுக்கு  x –ஐ பபகாறுதது 

இேண்டகாம் வமகக் பகழுமவ ககாணக,

(i) cos sinx x3 4+  
(ii)  ,x at y at22= =

(iii) sinx x
தீர்வு

(i)       y = cos sinx x3 4+

 y1 = –3 sin x + 4 cos x

 y2 = –3 cos x – 4 sin x

 y2 = –(3 cos x + 4 sin x)

 y2 = –y (அல்்லது) y2 + y = 0

(ii)       x = at2 ,                 y = 2at

 dt
dx at2=                dt

dy
a2=

 dx
dy

 = 
dt
dx
dt
dy

_

` j

i

  = t
1

இபபபகாழுது, dx
d y

2

2
 = dx

d
dx
dy
c m

  = dt
d

dx
dy

dx
dt

c m

  = dt
d

t at
1

2
1
$b l

  = t at
1

2
1

2 $-

  = at2
1

3-  at2
1

3-

(iii) y = x sin x

 dx
dy

 = x cos x + sin x

 dx
d y

2

2

 = –x sin x + cos x + cos x

  = 2 cos x – x sin x

எடுத்துககோட்டு ா.்் 
y = A sin x + B cos x எனில், y2 + y = 0 

என நிறுவுக,

தீர்வு  
 y = A sin x + B cos x

 y1 = A cos x – B sin x

 y2 = –A sin x  –B cos x

  y2 =  –y 

 y2 + y  = 0

பயிறசி ா.்

1. பினவரும் சகாரபுகளுக்கு  y2 -ஐ ககாணக
 (i) y e x3 2= +  

 (ii) logy x ax= +  

 (iii) ,cos sinx a y ai i= =
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6. y x2 2=  என்ற வமேப்டம் எநதபபுள்ளி 
வழியகாக பசல்லும்?
(a) (0,0)      (b)  (2,1)
(c)  (2,0)      (d)  (0,2)

7. y ex= என்ற வமேப்டமும்  y அச்சும் 
பவடடும் புள்ளி 

(a) (0, 0)      (b)  (1, 0) 
(c) (0, 1)      (d)  (1, 1)

8. f(x)=| x | என்ற சகாரபின மீச்சிறு ைதிபபு

(a) 0  (b) –1  (c) +1  (d) –∞

9. x≠0 என்ற நிம்லயில் கீழவரும் 
சகாரபுகளில் எநத சகாரபு f x f x

1=^ `h j  
என்ற வமகயில் அமையும்

(a) f x x
x 12

= -
^ h  

(b) f x x
x1 2

= -
^ h    

 (c) f(x) = x

(d) f x x
x 12

= +
^ h

10. f x 2x=^ h  ைறறும் g(x) = 2
1

x  எனில், 
(fg)(x) இன ைதிபபு 

(a) 1  (b) 0  (c) 4x (d) 4
1

x

11. கீழககாணும் சகாரபுகளில் எது ஒறம்ற 
சகாரபகாகவும் ைறறும் இேடம்ட சகாரபகாகவும்  
இருக்ககாது?

(a) f x x 53= +^ h  (b) f x x5=^ h       

(c) f x x10=^ h       (d) f x x2=^ h

12. அமனதது x R!  க்கு f x 5=-^ h  
எனபது
(a)  ஒரு சைனிச் சகாரபு
(b) ைடடுச் சகாரபு     

(c)  அடுக்குச் சகாரபு 

(d) ைகாறிலிச் சகாரபு 

 dx
dy

 = 
dt
dx
dt
dy

_

` j

i

  = t
1

இபபபகாழுது, dx
d y

2

2
 = dx

d
dx
dy
c m

  = dt
d

dx
dy

dx
dt

c m

  = dt
d

t at
1

2
1
$b l

  = t at
1

2
1

2 $-

  = at2
1

3-  at2
1

3-

(iii) y = x sin x

 dx
dy

 = x cos x + sin x

 dx
d y

2

2

 = –x sin x + cos x + cos x

  = 2 cos x – x sin x

எடுத்துககோட்டு ா.்் 
y = A sin x + B cos x எனில், y2 + y = 0 

என நிறுவுக,

தீர்வு  
 y = A sin x + B cos x

 y1 = A cos x – B sin x

 y2 = –A sin x  –B cos x

  y2 =  –y 

 y2 + y  = 0

பயிறசி ா.்

1. பினவரும் சகாரபுகளுக்கு  y2 -ஐ ககாணக
 (i) y e x3 2= +  

 (ii) logy x ax= +  

 (iii) ,cos sinx a y ai i= =

2.  y e e500 600x x7 7= + -  எனில், y y49 02 - =  
எனக் ககாடடுக.

3.  logy x2= +  எனில், xy y 02 1+ =  எனக் 
ககாடடுக.

4.  cos siny a mx b mx= +  எனில், 
y m y 02

2+ =  எனக் ககாடடுக.

5.  y x x1 m2= + +^ h  எனில், 
x y xy m y1 02

2 1
2+ + - =^ h  எனக் ககாடடுக.

6.  sin logy x= ^ h  எனில், x y xy y 02
2 1+ + =  

எனக் ககாடடுக.

பயிறசி ா.்ட

   சரியோன விக்டகயத் நதர்்நவதடுத்து 
எழுதுக

1. f x x x 12= - +^ h  எனில், f x 1+^ h  
ஆனது
(a) x2         (b) x
(c) 1 (d) x x 12 + +    

2. 
,
,

f x
x x
x

x
x

4
2

2
2

2

1
$

=
-
+

^ h *  எனில்,  

f(5) இன ைதிபபு
(a) –1  (b) 2  (c) 5  (d) 7

3. ( )
,
,f x

x x
x

x
x

4
2

2
2<

2 $
=

-
+

*   எனில்,  

f(0) இன ைதிபபு
(a) 2  (b) 5  (c) –1  (d) 0

4. f x x
x

1
1= +
-

^ h , x > 1 எனில், f(–x) =

(a ) –f(x)           (b) f x
1
^ h

(c) f x
1-
^ h

 (d)  f(x)

5. y = 3 இன வமேப்டைகானது
(a) x-அச்சுக்கு இமண
(b) y-அச்சுக்கு இமண
(c) ஆதியின வழிச் பசல்லும்
(d) x-அச்மச பவடடிச் பசல்லும் 
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13. அமனதது x R!  க்கு f x x=^ h  -ன 
வீச்சகைகானது  
(a) (0, ∞)      (b) [0, ∞)
(c)  (–∞,  ∞)      (d)  [1, ∞)    

14. f(x) = ex இன வமேப்டதமத மபகால் 
ஒதத வமேப்டதமதக் பககாண்ட சகாரபு
(a) ,f x a a 1x 2=^ h

(b) ,f x a a 1x 1=^ h

(c)  ,f x a a0 1x 1 1=^ h

(d) ,y ax b a 0!= +

15. f x x2=^ h  ைறறும் g(x) = 2x+1 எனில்,  
(fg)(0) இன ைதிபபு 
(a) 0  (b) 2  (c) 1  (d) 4

16. lim tan
0 i
i

"i
 =

(a) 1  (b) ∞  (c) –∞  (d) θ

17. lim x
e 1

x

x

0

-
"

   =  

(a) e (b) nxn–1

(c) 1 (d) 0

18.  x இன எம்ைதிபபுக்கு, f x x
x

1
2= -
+

^ h  
பதகா்டரச்சி அற்றது?

(a) –2  (b) 1  (c) 2  (d) –1

19. சகாரபு f(x) ஆனது x = a இல் 
பதகா்டரச்சிததனமை பககாண்டது எனில் 

( )lim f x
x a"

ன ைதிபபு

(a) f(–a)      (b) f a
1
` j

(c) 2f(a)         (d) f(a)

20. dx
d

x
1
` j  =

(a) x
1

2-             (b) x
1-

(c) log x            (d) x
1

2  

21. logdx
d e x5 2x -^ h  =

(a) e x5 2x -       (b) e x5 2x -

(c) e x5 1x -       (d) log x2

22.  y = x ைறறும் z = x
1  எனில் dz

dy
 =

(a) x2 (b) 1 (c) –x2 (d) x
1

2-

23.  y = e2x எனில், x = 0 இல் dx
d y

2

2

 இன 
ைதிபபு
(a) 4   (b) 9  (c) 2  (d) 0

24. y = log x  எனில், y2 =

(a) x
1              (b) x

1
2-

(c) x
2

2-              (d) e2

25. dx
d ax^ h  =  

(a) logx a
1

e
      (b) aa

(c) logx ae        (d) loga ax
e

இதை கணககுகள்

1. f x x2 1
1= +^ h , x 2

1> -  எனில், 

f(f(x)) = x
x

2 3
2 1
+
+  என நிறுவுக.

2.  y = 9–x2 இன வமேப்டம் வமேக.

3.  f(x)= ,
,

x
x2

0
0

x
x x

!

=

-

*  எனில், lim f x
x 0"
^ h  

ககாணததக்கது அல்்ல எனக் ககாணபி.

4. ைதிபபிடுக: lim x x
x x
2 3

2 3 1
x 1

2 + -
- -

"

^ ^h h

5.  f(x) = 2x–| x | என்ற சகாரபு  x=0 இல் 
பதகா்டரச்சியும்டய சகாரபு எனக் ககாடடுக

6.  f(x) = ( ) ( )
,
,
,

x
x x

x

x
x

x

1
1 2

3

1
1 2

2

<

>
# #

-
- -
-

Z

[

\

]]]]
]]]]

  

எனும் சகாரபுக்கு x = 1 ைறறும் x=2 இல் அதன 
பதகா்டரச்சித தனமை ைறறும் வமகயீடடுத 
தனமைமய ஆேகாய்க.

7. x yy x=  எனில், log
log

dx
dy

x
y

y x x
x y y

= -
-

d n  
என நிறுவுக.

05_11th_BM-STAT_Ch-5-TM.indd   130 13-12-2021   11:31:56

www.tntextbooks.in



131வகை நுணைணிதம்

வதோகுப்புகை

 z A ைறறும்  B எனபன  பைய் எணகமளக் பககாண்ட இரு பவற்றற்ற  
கணஙகள் எனக. A இல் உள்ள  ஒவபவகாரு உறுபமபயும் B இல் உள்ள ஓமேபயகாரு 
உறுபபு்டன ைடடும் பதகா்டரபு படுததும் f என்ற விதியகானது கணம் Aலிருநது B க்ககான  
சகாரபு ஆகும்.  

 z lim f x
x a"

] g  ககாணததக்கது   ( )lim limf x f x
x a x a

+ =
" "- +

] g . 

 z பைய்பயண a ைறறும்   f(x)  என்ற சகாரபுக்கு , lim f x
x a"

] g  ைறறும் f(a) இன ைதிபபுகள் சைைகாக 
இருக்க மவணடிய அவசியமில்ம்ல.

 z x = a இல் சகாரபு f(x) ஒரு பதகா்டரச்சியகான சகாரபு ஆவதறகு மதமவயகான ைறறும் மபகாதுைகான 
நிபநதமன lim f x

x a"
] g  = f(a).

 z  சகாரபு f(x) ஒரு அேஙகததின ஒவபவகாரு புள்ளியிலும் பதகா்டரச்சியும்டய சகாரபகாக இருநதகால் 
அது பதகா்டரச்சியகான சகாரபு எனபபடும். 

 z f(x), g(x) என்ற இரு சகாரபுகள் அதன பபகாதுவகான அேஙகததில் பதகா்டரச்சியும்டய சகாரபுகள் 

எனில்  ± , ,f g f g kf$ (k ஒரு ைகாறிலி) என்ற சகாரபுகளும் பதகா்டரச்சியும்டய சகாரபுகள் ைறறும்  

g! 0 எனில் g
f

 ம் பதகா்டரச்சியகான சகாரபு ஆகும். 

 z [ ( )]
( ) ( )

limL f c h
f c h f c

h 0
= -

- -

"
l   ைறறும் [ ( )]R f cl  = 

( )
lim h

f c h f c
h 0

+ -

"

^ h
   

 z f(x) என்ற சகாரபு  x = c இல் வமகயி்ட மதமவயகான ைறறும் மபகாதுைகான நிபநதமன 
[ ( )] [ ( )]L f c R f c=l l  ஆகும்.

 z சகாரபு  f(x) ஆனது  x=c இல் வமகயி்ட மதமவயகான ைறறும் மபகாதுைகான நிபநதமன  
( )

lim x c
f x f c

x c -
-

"

^ h  முடிவுறு எணணகாகவும், ககாணததக்கதகாகவும் அமைய மவணடும்.  

இதமன ( )f cl  எனக் குறிபமபகாம்.

 z அமனதது வமகயி்டததக்க சகாரபுகளும், பதகா்டரச்சியும்டய சகாரபுகள் ஆகும்.  ஆனகால் இதன 
ைறுதம்ல பைய்யகாக இருக்க மவணடும் என்ற அவசியமில்ம்ல.

 z y = f(x) எனில், dx
d

dx
dy
c m  எனபது y -ஐ பபகாறுதது x -ன இேண்டகாம் வரிமச வமகக்பகழு 

ஆகும்.

 z x f t= ^ h  ைறறும்  y = g(t) எனில்  dx
d y

dx
d

f t
g t

2

2
= l

l^
^

h

h
( 2  அல்்லது  dx

d y
dt
d

f t
g t

dx
dt

2

2

$= l
l^
^

h

h
( 2

8. xy 12 =  எனில், dx
dy

y2 3+  = 0 என நிறுவுக.

9. y = tanx எனில், y yy22 1-  = 0 என நிறுவுக.

10. sin cosy x x2 3= +  எனில்,  y2 + y = 0 

என நிறுவுக.
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ககலச வசோறகள் (GLOSSARY)  
அடுக்கு Exponential

அண்மையகம் Neighbourhood

இடக்்க எல்லை Left limit

இ்டவெளி Interval

இயறகணித சார்புகள் Algebric functions

உட்படு Implict

எல்லை Limit

குறிச் சார்பு Signum function

சஙகிலி ெிதி Chain rule

சமைனி Identity

சாரா மைாறி Independent variable

சார்்நத மைாறி Dependent variable

சார்்பகம் / அரஙகம் Domain

சார்பு Function

தனனிச்்ச மைாறிலிகள் Arbitrary constants

திற்நத இ்டவெளி Open interval

து்ணயலைகு சார்புகள் Parametric functions

வதாடர்  ெ்கயிடல Successive differentiation

வதாடர்ச்சி Continuous

மைடக்்க Logarithmic

மைடடு Modulus

மைாறி Variable

மைாறிலி Constant

முழு்மையான மைாறிலிகள் Absolute constants

மூடிய இ்டவெளி Closed interval

ெ்கயீடு Derivative

ெலைக்்க எல்லை Right limit

ெிஞசிய சார்புகள் Transcendental functions

வீச்சகம் Range

வெளி்படு Explict
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133வகை நுணைணிதம்

பசயல்பகாடடிறககான உேலி :

https://ggbm.at/qKj9gSTG  (or) scan the QR Code

இகணயச வசயல்போடு

இறுதியில் கிக்டககப்வபறும் ப்டம்   
படி – 1
பககாடுக்கபபடடிருக்கும் உேலி / விமேவுக்குறியீம்டப 
பயனபடுததி GeoGebra பக்கததிறகுச் பசல்க..
“11th BUSINESS MATHEMATICS and 
STATISTICS” எனும் GeoGebra பணிப புததகததில் 
“Elementary Differentiation” க்ககான பணிததகாமள எடுததுக் பககாள்ளவும்.

படி - 2
“Elementary Differentiation” க்ககான பணிததகாளில் வணிகப பகா்டததின அடிபபம்டயகான 4 
வமகக்பகழு கணக்குகமள வ்லப பக்கததில் ககாண்லகாம். அருகில் உள்ள மதரவுப பபடடிகமள 
ஒவபவகான்றகாகச் பசகாடுக்கினகால் இ்டப பக்கததில் அதறககான வமேப்டஙகள் மதகானறும். 
ஒவபவகாரு கணக்ககாக வமகக்பகழுமவக் கணக்கிடடு விம்டயிமனச் சரிபகாரக்கவும். மைலும் 
இ்டப பக்கததில் உள்ள a, b, c, d எனும் ேழுவல்கமள ேகரததி புதிய சகாரபுகமள அமைக்க்லகாம்.

பசயல்பகாடடிறககான உேலி :

https://ggbm.at/qKj9gSTG  (or) scan the QR Code

இகணயச வசயல்போடு

இறுதியில் கிக்டககப்வபறும் ப்டம்   
படி – 1
பககாடுக்கபபடடிருக்கும் உேலி / விமேவுக்குறியீம்டப 
பயனபடுததி GeoGebra பக்கததிறகுச் பசல்க..
“11th BUSINESS MATHEMATICS and 
STATISTICS” எனும் GeoGebra பணிப புததகததில் 
“Types of Functions” க்ககான பணிததகாமள எடுததுக் பககாள்ளவும்.

படி - 2
“Types of Functions” க்ககான பணிததகாளில் வ்லப பக்கம் ககாணபபடும் சகாரபுகளின 
வமககளின மதரவுப பபடடிகமள ஒவபவகான்றகாகச் பசகாடுக்கினகால் இ்டப பக்கததில் அதறககான 
வமேப்டஙகள் மதகானறும். மைலும் இ்டப பக்கம் உள்ள ேழுவம்ல ேகரததி சகாரபுகமள ைகாறறி 
மீளகாய்வு பசய்க.
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மீ ப ் பெ ரு   இலாபெத்தை 
அலலது மீச்சிறு நட்டத்தைக் 
கணிக்க ்பொருளாதைார 
வ ல லு ந ர க ளு க் கு 
உதைவுகிறது. இநதை அததியா 
யததில, நாம் வ்கயீடு 
களின் வாயிலாக வணிகம் மற்றும் ் பொருளாதைாரம் 
பெற்றிய சில முக்கியமானக் கருததுருக்கள் மற்றும் 
அதைன் பெயன்பொடுகள் பெற்றி  இங்கு பெயில்வாம்.

ப�ொருளொதொரத்தில் ஆய்லரின் ததற்றம்
ஒரு உற்பெததி சாரபின் காரணிகள் 

அதைனு்்டய இறுதி நி்ல உற்பெததி 
காரணிகளின் ் பெருகற்பெலனாகக்  கணக்கி்டப 
பெட்டால  அவற்றின்  ்மாததை உற்பெததியானது 
உற்பெததி சாரபு மற்றும் அதைனு்்டய 
ஓரநி்லததைன்்மப பெடியின் ்பெருக்கற் 
பெலனுக்குச் சமமாகும்.

கற்றல் த�ொககஙகள்
இநதை அததியாயத்தை பெடிததைபின்பு பின்வரும் 
பொ்டக் கருததுக்ள மாணவரகள் புரிநதுக் 
்காள்ள இயலும்
•  ் தை்வ மற்றும் அளிபபு என்பெனவற்றின் 

கருததுருக்கள்.
•  ் சலவு, வருவாய் மற்றும் இலாபெச் சாரபு 

என்பெதைன் ்பொருள் மற்றும் பெயன்கள்.
•  சராசரி மற்றும் இறுதிநி்ல எனும் 

கருததுருக்கள்.
• ்தை்வ மற்றும் அளிபபு ்நகிழ்ச்சிகள்
•  சராசரி வருவாய், இறுதிநி்ல வருவாய் 

மற்றும் ்தை்வ ்நகிழ்ச்சிகளுக்கு 
இ்்ட்யயுள்ள ்தைா்டரபு.

•  கூடும் மற்றும் கு்றயும் சாரபின் 
பெயன்பொடுகள்

•  ் பெருமம் மற்றும் சிறுமங்களின் 
பெயன்பொடுகள்

•  மிகு ஆதைாய ்காருதைல அளவு எனும் 
கருததுரு

• பெகுதி வ்கயீடுகளின் கருததுருக்கள்
•  ் பொருளாதைாரததில பெகுதி 

வ்கயீடுகளின் பெயன்பொடுகள்
• பெகுதி ்தை்வ ்நகிழ்ச்சிகள்.

அறிமுகம்
நவீன ்பொருளாதைார கருததியலகள் வ்க 
நுணகணிதைம் மற்றும் ்தைா்க நுண 
கணிதைததின் தைததுவங்க்ள அடிபபெ்்டயாகக் 
்காண்டது. ்பொருளாதைாரததில வ்க 
நுணகணிதைமானது இறுதிநி்லச் ்சலவு, 
இறுதிநி்ல வருவாய், 
்பெருமம் மற்றும் சிறுமம்,  
்நகிழ்ச்சிகள், பெகுதி ்நகிழ்ச்சி 
க்ளக் கணக்கிடுவதைற்குப 
பெயன்பெடுகிறது.  ்மலும் இது  
ஒரு  குறிபபிட்ட  அ ் ம ப பி ல  

வககயீட்டின் �யன்�ொடுகள்6
அ

த்தி
ய

ாய
ம்

லி்யானாரடு ஆய்லர

6.1  வணிகம் மறறும் 
ப�ொருளொதொரத்தில் 
வககயீடுகளின் �யன்�ொடுகள்  
(Applications of differentiation 
in business and economics)

ஒரு ்பொருளாதைாரச் சூழ்நி்லயில, 
வி்ல  மற்றும் அளவு என்பென மாறிகள் எனக் 
கருதுக. p என்பெது ஒரு ் பொருளின் அலகு வி்ல 
ரூபொயிலும் மற்றும் x என்பெது நுகர்வாரால 
்காரபபெட்ட (அலலது) உற்பெததியாளரால 
வழங்கபபெட்ட அப்பொருளின் உற்பெததி 
(்வளியீடு / அளவு)  என்க.
6.1.1 ததகவ, அளிப்பு, பெ்லவு, வருவொய 

மறறும் இ்லொ�ச் ெொர்புகள் 
(Demand, supply, cost, revenue 
and profit functions)

ததகவச் ெொர்பு: (Demand function)
சந்தையில, நுகர்வாரால ்காரபபெட்ட 

ஒரு ்பொருளின் அளவானது, அப்பொருளின் 
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வி்ல்யச் சாரநதுள்ளது.  என்வ ் பொருளின் 
வி்ல அதிகரிக்கும் ்பொழுது, ்காரபபெடும் 
அளவு கு்றகிறது மற்றும் ்பொருளின் வி்ல 
கு்றயும் ்பொழுது ்காரபபெடும் அளவு 
அதிகரிக்கிறது.

நுகர்வாரகளால ்காரபபெட்ட ஒரு 
்பொருளின் அளவுக்கும் அதைன் அலகு வி்லக்கும் 
இ்்ட்யயுள்ள ்தைா்டரபு ததகவச் ெொர்பு 
எனபபெடும். ்மலும் இது x f p= ( )  அலலது 
p f x= ( ) , x    >    0 மற்றும் p   >    0 என 
வ்ரயறுக்கபபெடுகிறது.

x = f (p)   என்ற ்தை்வச் சாரபின் வ்ரபெ்டம்:

 
Obtuse angle 

Slope is −𝑣𝑣𝑣𝑣 

x (்தை்வ)

்தை்வ வ்ளவ்ர

x = f(p)

p (வி்ல)o

விரி்காணம்
\  சாய்வு : 

கு்ற எண

பெ்டம் : 6.1

“  ்தை்வ – வி்ல” ்தைா்டரபு 
வ்ளவ்ரயானது வி்ல மற்றும் 
்காரபபெடும் அளவு ஆகியவற்றிற்கு இ்்ட்ய 
உள்ள எதிரம்ற ் தைா்டர்பெ விளக்குகிறது.

கூர்த�ொககு : (Observations)
(i)  ் தை்வச் சாரபில, வி்ல மற்றும் அளவு 

எதிர விகிதைததில இருக்கும்.
(ii)  ் தை்வச் சாரபின் வ்ளவ்ர முதைல கால 

பெகுதியில மடடு்ம அ்மயும்.
(iii)  ் தை்வ வ்ளவ்ரயில, எநதை ஒரு 

்தைாடு்காடடுக்கும், அதைன் மி்க தி்சக் 
கான x -அச்சுக்கும், இ்்ட்யயுள்ள ் காணம் 
எப்பொழுதும் விரி்காணம் ஆகும்.

(iv)  ் தை்வ வ்ளவ்ரயின் சாய்வு, ஒரு 
கு்ற எண (–ve) ஆகும்.

அளிப்புச் ெொர்பு: (Supply function)
சந்தையில, உற்பெததியாளரால வழங்கப 

பெட்ட ஒரு ் பொருளின் அளவானது அப்பொருளின் 
வி்ல்யச் சாரநதுள்ளது.  என்வ ் பொருளின் 
வி்ல அதிகரிக்கும்்பொழுது, வழங்கபபெடும் 
அளவானதும் அதிகரிக்கிறது மற்றும் ் பொருளின் 
வி்ல கு்றயும்்பொழுது வழங்கபபெடும் 
அளவானதும் கு்றகிறது.

உற்பெததியாளரால வழங்கபபெடும் ஒரு 
்பொருளின் அளவுக்கும் அதைன் அலகு வி்லக்கும் 
இ்்ட்யயுள்ள ்தைா்டரபு அளிப்புச் ெொர்பு 
எனபபெடும்.  ்மலும் இது x = g(p) (அலலது)  
p = g(x), x > 0  மற்றும் p > 0 என 
வ்ரயறுக்கபபெடுகிறது.

x = g(p) எனும் அளிப்புச் ெொர்பின் வகர�டம்: 

o

x = g(p)

x (அளிபபு)

அளிபபு வ்ளவ்ர

p (வி்ல)

 
Acute angle 

Slope is +𝑣𝑣𝑣𝑣 

 
Acute angle 

Slope is +𝑣𝑣𝑣𝑣 

குறுங்்காணம்
\  சாய்வு :

மி்க எண

பெ்டம் : 6.2

கூர்த�ொககு : (Observations)
(i)  அளிபபு சாரபில, வி்ல மற்றும் அளவு 

்நரவிகிதைததில இருக்கும்.
(ii)  அளிபபு சாரபின் வ்ளவ்ர முதைல கால 

பெகுதியில மடடு்ம அ்மயும்.
(iii)  அளிபபு வ்ளவ்ரயில, எநதை ஒரு 

்தைாடு்காடடுக்கும் அதைன் மி்க 
தி்சக்காண x-அச்சுக்கும், இ்்ட்ய 
யுள்ள ்காணம் எப்பொழுதும் குறுங் 
்காணம் ஆகும்.

(iv)  அளிபபு வ்ளவ்ரயின் சாய்வு, ஒரு 
மி்க எண (+ve) ஆகும்.
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136 11 ஆம் வகுப்பு வணிகக் கணிதம் மற்றும் புள்ளியியல்

  “அளிபபு – வி்ல” ்தைா்டரபு 
வ்ளவ்ரயானது வி்ல மற்றும் 
வழங்கபபெடும் அளவு ஆகியவற்றிற்கு 
இ்்ட்ய உள்ள ்நரம்ற ்தைா்டர்பெ 
விளக்குகிறது.

   ்தை்வ / அளிபபு விதியானது 
மாற்றததின் தி்ச்ய தைான் நமக்குச் 
்சாலகிறது, அதில ந்்ட்பெறுகின்ற 
மாற்றததின் விகிதைத்தை அலல.

ெமன்நிக்ல விக்ல: (Equilibrium Price)
ஒரு ்பொருளின் ்தை்வ மற்றும் அதைன் 

அளிபபு சமநி்ல்ய அ்்டயும்்பொழுது 
கி்்டக்கப்பெறும் வி்ல்ய சமன்நி்ல 
வி்லயாகும்.  ்மலும் இதை்ன pE எனக் 
குறிக்கலாம். 
ெமன்நிக்ல அளவு: (Equilibrium Quantity)

ஒரு ்பொருளின் ்தை்வ மற்றும் அதைன் 
அளிபபு சமநி்ல்ய அ்்டயும்்பொழுது 
கி்்டக்கப்பெறும் அள்வ சமன்நி்ல  
அளவாகும். ்மலும் இதை்ன xE எனக் 
குறிக்கலாம்.

குறிப்பு: 
்பொதுவாக, ்தை்வ மற்றும் அளிபபு 

சாரபுகளில, அளவு x ஆனது வி்ல p -ன் 
வாயிலாக ்வளிபபெடுததைபபெடுகிறது.  என்வ 
சமன்நி்ல வி்ல pE - ்ய ்தை்வச் சாரபு 
(அலலது) அளிபபுச் சாரபில பிரதியிடடு 
சமன்நி்ல அளவானது  ்பெறபபெடுகிறது.

ெமன்நிக்லப் புள்ளி: (Equilibrium Point)
்தை்வ மற்றும் அளிபபு வ்ளவ்ர 

களின் ்வடடுப புள்ளி,  (pE, xE)-ஐ சமன்நி்லப 
புள்ளி என்்பொம்.

ெமன்நிக்ல விக்ல, ெமன்நிக்ல அளவு 
மறறும் ெமன்நிக்லப் புள்ளிககொன 
விளககப்�டம்: (Diagrammatical 
explanation of equilibrium price, 
equilibrium quantity and equilibrium 
point)

o

x (அளவு)

்தை்வ 
வ்ளவ்ர

அளிபபு 
வ்ளவ்ர

p (வி்ல)

சமன்நி்லப
புள்ளி

(pE , xE)

pE 

xE

சமன்நி்ல
 அளவு

சமன்நி்ல 
வி்ல

பெ்டம் : 6.3

ெரொெரி மறறும் இறுதிநிக்ல கருத்துருககள்: 
(Average and Marginal concepts)

்பொதுவாக ‘x’ எனும் சாரா மாறியின் 
அள்வப ் பொறுதது  ‘y’ என்ற சாரநதை மாறியின் 
அ ள வி ல  ஏ ற் பெ டு ம்  ம ா று பெ ா ட ் ்ட  இ ரு 
கருததுருக்களின் அடிபபெ்்டயில விவரிக்கலாம், 
அ்வயாவன:
(i) சராசரி கருததுரு
(ii) இறுதிநி்ல கருததுரு

(i)  ெரொெரியின் கருத்துரு: (Average concept)
சராசரி கருததுருவானது x இன் முழு 

வீச்சு மீதைான y இன் மாறுபொ்டாகும்.
இதை்ன y

x
 எனக் குறிக்கலாம்.

(ii)   இறுதிநிக்லயின் கருத்துரு: (Marginal 
concept)

இறுதிநி்ல கருததுருவானது  x - ஐ 
்பொறுதது y இல ஏற்பெ்டக்கூடிய உ்டனடி 
மாறுவீதைமாகும். இதை்ன dy

dx
 எனக் குறிக்கலாம்.
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137வகையீட்டின் பயன்பபாடுைள்

தமறகுறிப்பு:
y = f  (x) என்ற சாரபில ∆x என்பெது x 

இல ஏற்பெடும் ஒரு சிறு மாற்றம் எனவும் ∆y 

என்பெது அதைன் ்தைா்டரபொக y இல ஏற்பெடும் 

மாற்றம் எனில  ∆
∆
=

+∆( )− ( )
∆

y
x

f x x f x

x
 

ஆகும்.

x -ஐ ்பொறுதது y இல ஏற்பெ்டக்கூடிய 
உ்டனடி மாறுவீதைமானது  வரம்பி்டபபெட்ட 
எல்லயில ஏற்பெடும் y இன் மாற்றததிற்கும்,  
x இன் மாற்றததிற்கும் உள்ள விகிதைமாகும். 

அ. து.   dy
dx

y
x

f x x f x

xx x
=

∆
∆
=

+∆( )− ( )
∆∆ → ∆ →

lim lim
0 0

�டம் : 6.4 (a)

�டம் : 6.4 (b)

y = f(x)

{

{

Xx   x + x

y

x

y

o

Y

y + y

Y

y = f(x)

{

{

Xx    x + x

y

x

y

o

y + y

பெ்லவுச் ெொர்பு : (Cost function)
ஒரு ்பொரு்ள உற்பெததி ்சய்வதைற்காக 

்சலவி்டபபெடும் ்தைா்க ்சலவுச் சாரபு எனபபெடும்.  
்பொதுவாக, ்மாததை ்சலவுச் [TC] 

சாரபொனது, இரு பெகுதிக்ள உள்ள்டக்கியது. 
அ்வ
(i) மாறும் ்சலவு
(ii) மாறாச் ்சலவு (நி்லயான ்சலவு)

மொறும் பெ்லவு: (Variable cost)
மாறும் ்சலவு என்பெது, கிட்டததைட்ட 

உற்பெததி அளவுக்கு ் நர விகிதைததில மாறுகின்ற 
்சலவு ஆகும்.

மொ்றொச் பெ்லவு: (Fixed cost)
மாறாச் ்சலவு என்பெது உற்பெததி 

அளவு்டன் ்நரடியாக ்தைா்டரபு அலலாதைச்  
்சலவு ஆகும்.

x அலகுகள் உற்பெததிக்கான ஒரு 
்பொருளின் மாறும் ்சலவு f (x) மற்றும் மாறாச் 
்சலவு k எனில  ்மாததை ்சலவுச் சாரபொனது 
C(x)=f (x)+k, x > 0 ஆகும்.

குறிப்பு
(i)  மாறும் ்சலவு f  (x) ஆனது உற்பெததியின் 

ஒரு மதிபபு உ்்டயச் சாரபொகும்.
(ii)  மாறாச் ்சலவு k ஆனது உற்பெததி 

அள்வச் சாரநதைது அலல.
(iii)  f  (x)  மாறிலி உறுப்பெக் ் காணடிருக்காது.

சி்ல திட்டமொன முடிவுகள்: 
(Some standard results)

C(x) = f (x) + k என்பெது ் மாததை ் சலவுச் 
சாரபு எனில

(i) சராசரி ்சலவு [AC] = 
்மாததை ்சலவு

உற்பெததி   

 = x
C x

x
f x k

=
+] ]g g

(ii) சராசரி மாறும் ்சலவு [AVC]  

 = 
மாறும் ்சலவு

உற்பெததி = x
f x] g

(iii) சராசரி மாறாச் ்சலவு [AFC]  

 = 
மாறாச் ்சலவு

உற்பெததி = x
k
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(iv) இறுதி நி்லச் ்சலவு [MC] 

 = dx
dC

dx
d= [C(x)]= C'(x) 

(v) இறுதி நி்லச் சராசரிச் ்சலவு [MAC] 

 = dx
d (AC)

(vi)  ் மாததைச் ்சலவு [ [TC] 
= சராசரிச் ்சலவு  ×  உற்பெததி

(vii)  MC = AC எனும்்பொது சராசரி [AC] 
்சலவானது சிறுமத்தை அ்்டயும்.

தமறகுறிப்பு:
இறுதிநி்லச் ்சலவு [MC] என்பெது 

்தைாராயமாக உற்பெததியின் அளவு  x அலகு 
களாக இருக்கும்்பொது (x + 1) வது  அலகின் 
உற்பெததிச்்சலவு ஆகும்.

இறுதிநிக்லச் பெ்லவுககொன வகர�ட 
விளககம் (Diagrammatical explanation 
of marginal cost [MC])

உற்பெததி ்வளியீடடின் அளவில ஒரு 
அலகு அதிகரிக்கபபெடும் ்பொது அலலது ஒரு 
அலகு கு்றக்கபபெடும் ்பொது ்மாததைச் 
்சலவில ஏற்பெடும் மாற்ற்ம இறுதிநி்லச் 
்சலவு ஆகும்.

 
Obtuse angle 

Slope is −𝑣𝑣𝑣𝑣 

 
Marginal cost 

(்சலவு)

்தைாடு
்காடு

y = C(x)

 
Obtuse angle 

Slope is −𝑣𝑣𝑣𝑣 

இறுதி 
நிக்லச் பெ்லவு

{

(உற்பெததி அளவு)x x+1

C(x)

¢C (x)C(x+1)

C(x+1)–C(x)

o

பெ்டம் :  6.5

வருவொயச் ெொர்பு: (Revenue function)
ஒரு ்பொருள் உற்பெததி ்சய்யபபெடடு, 

விற்கபபெடும் ்பொது கி்்டக்கக்கூடிய ்தைா்க 

வருவாய் எனபபெடும். உற்பெததி ்சய்யபபெட்ட x  
அலகுப ்பொரு்ள, ஒரு அலகு p என்ற 
வி்லயில விற்கபபெடும் ்பொது கி்்டக்கும்  
்தைா்கயானது  ்மாததை வருவாய் R(x) = px  
என வ்ரயறுக்கபபெடுகிறது. இங்கு x மற்றும் 
p என்பென மி்க எணகளாகும்.

உற்பெததியளார, அதிக வி்லயில 
அதிக அள்வ வழங்கும் ்பொது வருவாய் 
அதிகரிக்கும்.

சி்ல திட்டமொன முடிவுகள்: 
(Some standard results)
R(x) =px என்பெது வருவாய்ச் சாரபு எனில

(i)  சராசரி வருவாய் [AR] = 
்மாததை வருவாய்

உற்பெததி  = 
R x

x

( )
 = p 

(ii)  இறுதி நி்ல வருவாய் [MR] = 
dR
dx

d
dx

= (R(x)) = R' (x)

(iii)  இறுதி நி்லச் சராசரி வருவாய் [MAR]  

= d
dx

(AR) = AR'(x)

தமறகுறிப்பு:
(i)  சராசரி வருவாயும் [AR] மற்றும் 

வி்லயும் ( p ) ஒன்்ற. (அ.து. AR=p)

(ii)  விற்பெ்ன அளவு x அலகுகளாக இருக்கும் 
்பொழுது, (x+1) வது அலகு உற்பெததி 
்சய்யபபெடடு விற்கபபெட்டதைால கி்்டக்கும் 
்தைாராயமான கூடுதைல வருவா்ய இறுதி 
நி்ல வருவாய் [MR]  ஆகும்.

இறுதிநிக்ல வருவொயககொன வகர�ட 
விளககம் [(Diagrammatical explanation 
of Marginal Revenue [MR])]

விற்பெ்ன அளவின் அலகுகளில ஒரு 
அலகு அதிகரிக்கும்்பொது ்மாததை வருவாயில 
எற்பெடும் மாற்ற்ம இறுதிநி்ல வருவாய் ஆகும்.
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o

(வருவாய்)

்தைாடு
்காடு

y = R(x)

{

(உற்பெததி அளவு)
x x+1

R(x)

¢R (x)
R(x+1)

 
Marginal cost 

 
Obtuse angle 

Slope is −𝑣𝑣𝑣𝑣 

 
Obtuse angle 

Slope is −𝑣𝑣𝑣𝑣 
இறுதி நிக்ல 

வருவொய

R(x+1) – R(x)

பெ்டம்: 6.6

இ்லொ�ச் ெொர்பு: (Profit function)
்மாததை உற்பெததி வருவாயில, ்மாததைச் 

்சலவுக்கும் ்மல உள்ள உபெரித ்தைா்க்ய, 
இலாபெம் எனபபெடும். R(x) என்பெது ்மாததை 
வருவாய், C(x) என்பெது ் மாததைச் ் சலவு எனில, 
இலாபெச் சாரபு P(x) என்பெது P(x) =R(x) – C(x) 
என வ்ரயறுக்கபபெடுகிறது. 

சி்ல திட்டமொன முடிவுகள்:
P(x) = R(x) – C(x) என்பெது இலாபெச் சாரபு 
எனில 

(i)  சராசரி இலாபெம்  [AP] = 
்மாததை இலாபெம்

உற்பெததி
           = ( )P

x
x

(ii)  இறுதி நி்ல இலாபெம் [MP] 

 = P
dx
d = ( )Pdx

d x] g  = P'(x)

(iii)  இறுதி நி்ல சராசரி இலாபெம் [MAP]  

 = ( )dx
d AP  = AP x¢( )

(iv)  MR = MC  எனும்்பொது இலாபெச் சாரபு 
[P(x)] ்பெருமத்தை அ்்டயும்.

6.1.2 ப�கிழ்ச்சி: (Elasticity)
x  என்ற புள்ளியில y = f(x) என்ற 

சாரபின் ்நகிழ்ச்சி ‘η’ ஆனது, y -ன் சார 
மாற்றததிற்கும், x -ன் சார மாற்றததிற்கும் 
உள்ள விகிதைததின் வரம்பி்டபபெட்ட எல்ல என 
வ்ரயறுக்கபபெடுகிறது. 

\  η = 
E

E
y

x

= lim
∆

∆

∆x

y
y
x
x

dy
y
dx
x

→
=

0
 Þη = x

y
dy
dx
×

x -ஐ ்பொறுததை y -ன் இறுதி 
நி்ல அளவு

x -ஐ ்பொறுததை y -ன் 
சராசரி அளவு

h =

dy
dx
y
x

=

(i)   விக்லயின் ததகவ ப�கிழ்ச்சி 
(Price elasticity of demand)

வி்லயின் ்தை்வ ்நகிழ்ச்சி என்பெது வி்ல 
மாற்றததினால, ்காரபபெட்ட அளவில ஏற்பெடும் 
மாற்றததின் பிரதிபெலிபபு அளவு ஆகும்.
்தை்வச் சாரபு x = f (p) –ல, x  என்பெது ்தை்வ 
மற்றும் p என்பெது அலகு வி்ல எனில 
வி்ல்யப ் பொறுததை ் தை்வ ் நகிழ்ச்சியானது  
h
d

p
x
dx
dp

= − ⋅  என  வ்ரயறுக்கபபெடுகிறது.

(ii)   விக்லயின் அளிப்பு ப�கிழ்ச்சி  
(Price elasticity of supply)

வி்லயின் அளிபபு ்நகிழ்ச்சி என்பெது வி்ல 
மாற்றததினால, வழங்கபபெட்ட அளவில ஏற்பெடும் 
மாற்றததின் பிரதிபெலிபபு அளவு ஆகும்.
அளிபபு சாரபு x = g(p) –ல, x என்பெது அளிபபு 
மற்றும் p என்பெது அலகு வி்ல எனில 
வி்ல்யப ் பொறுததை அளிபபு ் நகிழ்ச்சியானது  
hs

p
x
dx
dp

= ⋅ . என  வ்ரயறுக்கபபெடுகிறது.

  ்நகிழ்ச்சி முக்கியமாக வி்ல 
மாற்றததின் வி்ளவாக ஏற்பெடும் 
நுகர்வார ்தை்வ மாற்றத்தை மதிபபீடு 
்சய்யப பெயன்பெடுகிறது.

குறிபபு
 ்நகிழ்ச்சி’ என்பெது ‘வி்லயின் ்நகிழ்ச்சி’ 
என்பெதைன் சுருக்கமாகும்.
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விக்ல ப�கிழ்ச்சியின் முககிய முடிவுகள்: 
(Some important results on price elasticity)
(i)  | η |>1, எனும்்பொது, ்தை்வ (அ) அளிபபு 

அளவானது மீள்ததைன்்மக் ்காண்டது 
எனலாம்.

(ii)  | η |=1, எனும்்பொது, ்தை்வ (அ) அளிபபு 
அளவானது அலகு மீள்ததைன்்ம 
்காண்டது எனலாம்.

(iii)  | η |<1, எனும்்பொது, ்தை்வ (அ) அளிபபு 
அளவானது மீள்ததைன்்மயற்றது எனலாம்.

தமறகுறிப்பு:
(i)  மீள்த்தன்கம : ஒரு ்தை்வ (அ) அளிபபு 

அளவானது அதைன் வி்லயின் 
மாற்றங்க்ள ்பெரிதும் பிரதிபெலிக்கிறது 
எனில, அளவு மீள்ததைன்்மக் ் காண்டது 
எனலாம்.
உதொரணம்:  பவஙகொயத்தின் நுகர்வும் 
அதன் விக்லயும். 

(ii)  மீள்த்தன்கமயற்றது : ஒரு ்தை்வ (அ) 
அளிபபு அளவானது அதைன் வி்லயின் 
மாற்றங்க்ள மிகக் சிறிய அளவில 
பிரதிபெலிக்கிறது எனில, அளவு  
மீள்ததைன்்மயற்றது எனலாம்.
உதொரணம்:   அரிசியின் நுகர்வும் அதன் 
விக்லயும்.

(iii)  அ்லகு மீள்த்தன்கம : ஒரு ்தை்வ (அ) 
அளிபபு அளவானது அதைன் வி்லயின் 
மாற்றத்தை சமவிகிதைததில பிரதி 
பெலிக்கிறது எனில, அளவு அலகு  
மீள்ததைன்்மக் ்காண்டது எனலாம்.

இறுதி நிக்ல வருவொய [MR], ெரொெரி வருவொய 
[AR] மறறும் ததகவ ப�கிழ்ச்சி [ηd ] களுககு 
இகடதய உள்ளத் பதொடர்பு: (Relationship 
among Marginal revenue [MR], Average 
revenue [AR] and Elasticity of demand[ηd])

         R(x)=px

அதைாவது, R = px

மற்றும் ηd  = − ⋅
p
x
dx
dp

 என்பெ்தை நாம் அறி்வாம்.

இப்பொது, MR = d
dx
R( )

 = d
dx
px( )  = p x

dp
dx

+

 = p x
p
dp
dx

1+ ⋅












 = p
p
x
dx
dp

1
1

+
⋅



















 = p
p
x
dx
dp

1
1

−
− ⋅



















 = p
d

1
1

−














h

அதைாவது, MR = AR
d

1
1

−














h
 ( அலலது)

                   ηd  = AR
AR MR-

எடுத்துககொட்டு 6.1
x அலகுகள் உற்பெததிக்கான ஒரு ்பொருளின் 
்மாததை  ்சலவுச் சாரபு
C x x x x( ) = + − +

1
3

4 25 73 2  எனில,

(i) சராசரிச் ்சலவுச் சாரபு 
(ii) சராசரி மாறும் ்சலவுச் சாரபு 
(iii) சராசரி மாறாச் ்சலவுச் சாரபு 
(iv) இறுதி நி்லச் ்சலவுச் சாரபு 
(v)  இறுதி நி்லச் சராசரி ்சலவுச் சாரபு  

ஆகியவற்்றக் காணக.

தீரவு

C x x x x( ) = + − +
1
3

4 25 73 2

(i)  சராசரிச் ்சலவு (AC) = C
x

 = 1
3

4 25
72x x
x

+ − +

(ii) சராசரி மாறும் ்சலவு (AVC) = 
f x

x

( )

 = 1
3

4 252x x+ −
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(iii) சராசரி மாறாச் ்சலவு  (AFC) = k
x

             = 7
x

(iv)  இறுதி நி்லச் ்சலவு (MC) 

= dC
dx

 (அலலது) dx
d C x^ ] gh

 = d
dx

x x x
1
3

4 25 73 2+ − +












 = x x2 8 25+ −

(v)  இறுதிநி்லச் சராசரிச் ்சலவு (MAC) 

 = d
dx

[AC] = d
dx

x x
x

1
3

4 25
72 + − +













 = 2
3

4
7
2

x
x

+ −

எடுத்துககொட்டு 6.2 
x அலகுகள் ்காண்ட ஒரு ்பொருளின் 

உற்பெததிக்கான ்மாததை ்சலவு C ரூபொயில, 
C x x x( ) = + +50 4 3  எனில, 9 அலகுகள் 
உற்பெததிக்கான இறுதி நி்லச் ்சலவு யாது?

தீரவு
C x x x( ) = + +50 4 3

இறுதிநி்லச் ்சலவு (MC) =dC
dx

d
dx

x= ( )



C

       = d
dx

x x50 4 3+ +




  = 4 3

2
+

x

   x = 9, எனும்்பொது, dC
dx

 =4 3

2 9
+

  = 4
1
2

 =  ` 4.50

\  9 அலகுகள் உற்பெததிக்கான இறுதி நி்லச் 
்சலவு ` 4.50.

எடுத்துககொட்டு 6.3
பின்வரும் ் தை்வ மற்றும் அளிபபுச் சாரபுக்ளக் 
்காணடு சமன்நி்ல வி்ல மற்றும் 
சமன்நி்ல அளவு காணக. 

்தை்வ: x p= −( )1
2
5  மற்றும் அளிபபு: x = 2p–3

தீரவு
சமன்நி்லயில,  ்தை்வ  = அளிபபு

Þ  1
2
5−( )p  = 2p–3

 5–p = 4 6p −

Þ  p = 11

5

∴ சமன்நி்ல வி்ல: pE=` pE =
11

5

இப்பொது, p =
11

5
  –ஐ x p= −2 3 -ல பிரதியி்ட 

நாம் ்பெறுவது, x = 





 −2

11

5
3 =

7

5

∴சமன் நி்ல அளவு: xE =
7

5
 அலகுகள்.

எடுத்துககொட்டு 6.4
x

p
=

+
20

1
 என்ற ்தை்வச் சாரபுக்கு,  p = 3 -ல 

வி்ல்யப ்பொறுதது ்தை்வ ்நகிழ்ச்சி்ய 
காணக.  ்மலும் இது  p = 3 -ல மீள்ததைன்்ம 
்காண்டதைா என ஆராய்க . 

தீரவு:

 x x
p

=
+

20

1

 dp
dx  = −

+( )
20

1
2

p

்தை்வ ்நகிழ்ச்சி: ηd = − ⋅
p
x
dx
dp

 = −

+( )












⋅
−

+( )
p

p

p20

1

20

1
2

 

  =
+
p

p 1

       p = 3 -ல,  ηd =
3
4

 (அ) 0.75

இங்கு, |ηd |<1. \  ் தை்வ மீள்ததைன்்மயற்றது.
எடுத்துககொட்டு 6.5
x p p= − +2 5 1

2  என்ற அளிபபுச் சாரபுக்கு 
அளிபபு ்நகிழ்ச்சி்யக் காணக.
தீரவு:
x p p= − +2 5 1

2

dx
dp

 = 4 5p −
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அளிபபு ்நகிழ்ச்சி: ηs=
p
x
dx
dp
⋅

=
− +

⋅ −( )p
p p

p
2 5 1

4 5
2

 = −
− +

4 5

2 5 1

2

2

p p
p p

எடுத்துககொட்டு 6.6

y x
x

=
+
+

2 1

3 2
  எனில, x = 1-ல இதைன் ் நகிழ்ச்சி்ய 

காணக. 

தீர்வு:
   y x

x
=

+
+

2 1

3 2
  

dy
dx

= 
3 2 2 2 1 3

3 2
2

x x

x

+( )( ) − +( )( )
+( )

  =
+( )
1

3 2
2x

்நகிழ்ச்சி:  η  = ⋅
x
y
dy
dx

=
+
+









⋅
+( )

x
x
x

x2 1

3 2

1

3 2
2

                =
+( ) +( )

x
x x2 1 3 2

x = 1 –ல, η =  1

15

எடுத்துககொட்டு 6.7  

xp kn =  என்ற ்தை்வச் சாரபில n மற்றும்  k 
என்பென மாறிலிகள் எனில, ்தை்வ ்நகிழ்ச்சி 
எப்பொதும் ஒரு மாறிலி என நிறுவுக. 

தீர்வு:

xp kn =  

x kp n= −

dx
dp

nkp n= − − −1

்தை்வ ்நகிழ்ச்சி: hd
p
x
dx
dp

= − ⋅

 = − −( )−
− −p

kp
nkp

n
n 1

 = n , ஒரு மாறிலி

எடுத்துககொட்டு 6.8
p = 40–x என்ற ்தை்வச் சாரபில ்தை்வ 
்நகிழ்ச்சி (ηd) ஆனது 1 எனில உற்பெததி அள்வ 
காணக.
தீர்வு:
 p = 40–x  
\  x = 40–p

      dx
dp

 = –1

்தை்வ ்நகிழ்ச்சி: ηd
p
x
dx
dp

= − ⋅  

 = 40- x
x

கணக்கின் பெடி, ηd =1

\  40− x
x

 = 1

2x = 40

\  உற்பெததி அளவு (x) = 20 அலகுகள்.

எடுத்துககொட்டு 6.9

p a bx= −( )
1

2  என்ற ்தை்வ விதிக்கு, x -ன் 
வாயிலாக (x-ஐ ்பொறுதது) ்தை்வ 
்நகிழ்ச்சி்யக் காணக. ்மலும் ்தை்வ 
்நகிழ்ச்சி 1 எனும்்பொது உற்பெததி (x) -ன் 
மதிப்பெ காணக.
தீர்வு:
p a bx= −( )

1

2

‘p’ -ஐ ்பொறுதது வ்கயி்ட, நாம் ்பெறுவது

1 = 1

2

1

2a bx b dx
dp

−( ) − ⋅
−

( )

\
 

dx
dp

 = 
2

1
2a bx

b

−( )
−

்தை்வ ்நகிழ்ச்சி: ηd
p
x
dx
dp

= − ⋅

 = −
−

⋅
−
−

( ) ( )a bx
x

a bx
b

1

2

1

22

 =
−2( )a bx
bx

06_11th_BM-STAT_Ch-6-TM.indd   142 08-12-2021   21:09:27

www.tntextbooks.in



143வகையீட்டின் பயன்பபாடுைள்

ηd  = 1 எனும்்பொது, 2( )a bx
bx
−  = 1

 2( )a bx−  = bx

\  உற்பெததி (x) = 2

3

a
b

 அலகுகள்.

எடுத்துககொட்டு 6.10
p = 50 3- x  என்ற ் தை்வ விதி்யக் ் காணடு 
்தை்வ ்நகிழ்ச்சி, சராசரி வருவாய் மற்றும்   
இறுதிநி்ல வருவாய்க்கு இ்்ட்யயுள்ள 
்தைா்டரபி்னச் சரிபொர.

தீர்வு:
      p = 50 – 3x

     dp
dx

 = –3

\  dx
dp

 = - 1
3

்தை்வ ்நகிழ்ச்சி: ηd
p
x
dx
dp

= − ⋅

= −
−

−







50 3 1

3

x
x

=
−50 3

3

x
x

  ... (1)

இப்பொது, வருவாய் : R = px

= −( )50 3x x

= −50 3
2x x

சராசரி வருவாய் : AR = p

= 50 3− x

இறுதிநி்ல வருவாய் : MR = dR
dx

= −50 6x

\  AR
AR MR−

 = 50 3

50 3 50 6

−
−( ) − −( )

x
x x

 =
−50 3

3

x
x

 … (2)

(1) மற்றும் (2) லிருநது, நாம் ்பெறுவது

ηd  = AR
AR MR−

என்வ, சரி பொரக்கபபெட்டது.

எடுத்துககொட்டு 6.11
x

p
p

=
+ 5

 என்ற  அளிபபு விதிக்கு p = 20-ல 
அளிபபு ்நகிழ்ச்சி்யக் காணக. ்மலும் 
வி்்டக்கு விளக்கம் தைருக.

தீர்வு:
 x = p

p + 5

 dx
dp

 = 
p p

p

+( )−
+( )
5

5
2

  
( )

2
5

5

+
=

p

அளிபபு ்நகிழ்ச்சி: hs
p
x
dx
dp

= ⋅

 = p
p

+( )
+( )

5
5

5
2

 = 
5
p + 5

 p =20  எனில, hs  = 5
20 5+

 = 0.2 

ப�ொருள் விளககம்: (Interpretation)

  p  =  ̀  20-லிருநது வி்லயானது 1% 
அதிகரிததைால, அளிபபின் அளவு ் தைாராயமாக  
0.2%  அதிகரிக்கிறது.

  p  =  ̀  20-லிருநது வி்லயானது 1% 
கு்றநதைால அளிபபின்  அளவு ்தைாரயமாக 
0.2% கு்றகிறது.

எடுத்துககொட்டு 6.12
்சலவுச் சாரபு C x x

x
=

+
+







 +2

5

2
7  –ல உற்பெததி 

அளவு x ஆனது ்தைா்டரச்சியாக அதிகரிக்கும் 
்பொழுது இறுதி நி்லச் ்சலவானது [MC] 
்தைா்டரச்சியாகக் கு்றகிறது என நிறுவுக. 
தீர்வு:

C = 2
5

2
7x x

x
+
+







 +
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       = +
+

+
2 10

2
7

2x x
x

இறுதி நி்லச் ்சலவு:

MC = dC
dx

=
+
+

+










d
dx

x x
x

2 10

2
7

2

=
+( ) +( ) − +( )

+( )
x x x x

x

2 4 10 2 10

2

2

2

=
+ +( )
+( )

2 4 10

2

2

2

x x

x

=
+( ) +





+( )
2 2 6

2

2

2

x

x

= +
+( )













2 1
6

2
2x

⇒ x ஆனது ்தைா்டரச்சியாக அதிகரிக்கும் 
்பொழுது, இறுதி நி்லச் ்சலவு [MC] ஆனது 
்தைா்டரச்சியாகக் கு்றகிறது.

எடுத்துககொட்டு 6.13
உற்பெததிக்கானச் சராசரி ்சலவு சாரபு  

C x
x

= + +0 05 16
1002

. . உற்பெததி அளவு 50 

அலகுகள் எனும்்பொது இறுதி நி்லச் ்சலவு 
யாது? மற்றும் வி்்டக்கு விளக்கம் தைருக. 

தீர்வு:
்மாததைச் ்சலவு C = ×AC x

  = C x´

  = 0 05 16 100
3

. x x+ +

இறுதி நி்லச் ்சலவு : MC = dC
dx

  = 0.15x2+16

      dC
dx x








=50

 = 0 15 50 16
2

. ( ) +

  = +375 16  = ` 391

ப�ொருள் விளககம்: (Interpretation)
உற்பெததி அளவானது x = 50 -லிருநது 

ஒரு அலகு அதிகரிக்கும் ்பொழுது, கூடுதைல 
அலகுக்கான உற்பெததிச் ்சலவு ்தைாராயமாக  
` 391 ஆகும்.

எடுத்துககொட்டு 6.14
y x= +3 19  என்ற சாரபின் இறுதி 

நி்ல மதிபபொனது 27-க்கு சம்மனில, x-ன் 
மதிபபுக்ளக் காணக.
தீர்வு:
   y x= +3

19

dy
dx

 = 3 2x  ... (1)

கணக்கின் பெடி, dy
dx

 = 27  ... (2) 

(1) மற்றும் (2) லிருநது, நாம் ்பெறுவது

3
2x  = 27

\  x = ±3

எடுத்துககொட்டு 6.15
ஒரு ்பொருளின் ்தை்வச் சாரபு p x= 4 - ல  
'p' என்பெது அலகு வி்லயாகும். வி்ல  p = 4 
எனில வி்ல்யப ்பொறுதது, ்தை்வயின் 
உ்டனடி மாறுவீதைம் காணக.  ்மலும் வி்்டக்கு 
விளக்கம் தைருக.

தீர்வு:
 p = 4

x

 Þ  x  = 4
p

 \  dx
dp

  = − 4

2p

p = 4 –ல, dx
dp

= − = −
1

4
0 25.

\  p = ` 4 -ல வி்ல்யப ்பொறுதது 
்தை்வயின் உ்டனடி மாறுவீதைம் – 0.25 ஆகும். 

ப�ொருள் விளககம்: (Interpretation)
p = ̀  4-லிருநது வி்லயானது  1% அதிகரிக்கும் 
்பொழுது, ்தை்வ 0.25% கு்றகிறது. 
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எடுத்துககொட்டு 6.16
ஒரு நிறுவனததின் ்தை்வ  மற்றும் ்சலவுச் 
சாரபுகள் மு்ற்ய p = 497– 0.2x   மற்றும்  
C = 25x+10000 ஆகும். இலாபெம் ்பெருமத்தை 
அ்்டயும்்பொழுது உற்பெததி அளவு மற்றும் 
வி்ல்யக் காணக. 

தீர்வு:
இறுதி நி்ல வருவாய் [MR] = இறுதி நி்லச் 
்சலவு [MC] எனும்்பொது, இலாபெமானது 
்பெருமத்தை அ்்டயும் என்பெ்தை நாம் 
அறி்வாம். 

 வருவாய் : R  = px

   = (497–0.2x)x

   = 497x–0.2x2

  MR = dx
dR

  \  MR = 497–0.4x

  ்சலவு C = 25x+10000

  \  MC = 25

  MR = MC Þ497–0.4x = 25

 Þ  472–0.4x = 0

  Þ  x = 1180 அலகுகள்.

   இப்பொது, p = 497–0.2x

x =1180 –ல        p  = 497–0.2(1180)

   = ` 261

எடுத்துககொட்டு 6.17
ஒரு நிறுவனததின் ்சலவுச் சாரபு  

C = 1
3

3 93 2x x x− + . சராசரி ் சலவு சிறுமத்தை 

அ்்டயும் ்பொழுது அதைன் உற்பெததி அள்வ  
(x > 0)காணக.

தீர்வு:
சராசரி ்சலவு [AC] = இறுதிநி்லச் ்சலவு 
[MC] எனும் ்பொழுது சராசரி ்சலவானது 
சிறுமத்தை அ்்டயும் என்பெ்தை நாம் அறி்வாம்.

்சலவு:     C = 1
3

3 93 2x x x− +

         \  AC  = 1
3

3 92x x− +  மற்றும்

 MC = x x2 6 9− +

இப்பொது, 

AC = MC  Þ   1
3

3 9 6 92 2x x x x− + = − +

Þ 2 92x x-  = 0

Þ  x = 9
2
�அலகுகள் [ ] x > 0

�யிறசி  6.1

1.  ஒரு நிறுவனம் x ்டன்கள் உற்பெததி  
்சய்யும் ்பொழுது அதைன் ்மாததைச் ்சலவு 

C x x x x( ) = − − +
1

10
4 20 7

3 2  எனில 

 (i) சராசரிச் ்சலவுச் சாரபு
 (ii) சராசரி மாறும் ்சலவுச் சாரபு
 (iii) சராசரி மாறாச் ்சலவுச் சாரபு
 (iv) இறுதி நி்லச் ்சலவுச் சாரபு
 (v)  இறுதி நி்ல சராசரிச் ்சலவுச் சாரபு 

ஆகியவற்்றக் காணக.
2.   ஒரு நிறுவனததின் x  அலகுகள் 

உற்பெததிக்கான ்மாததைச் ்சலவு C x= +
2

3

35

2
 

எனில, 
 (i)  உற்பெததி 4 அலகுகளாக இருக்கும் 

்பொழுது அதைன் ்சலவு
 (ii)  உற்பெததி 10 அலகுகளாக இருக்கும் 

்பொழுது அதைன் சராசரிச் ்சலவு
 (iii)  உற்பெததி 3 அலகுகளாக இருக்கும் 

்பொழுது அதைன் இறுதி நி்லச் ்சலவு  
ஆகியவற்்றக் காணக.

3.  R x x= −14
2  மற்றும் C x x= −( )2 2  என்பென 

மு்ற்ய வருவாய்ச் சாரபு மற்றும் ்சலவுச் 
சாரபு எனில,

 (i)  சராசரிச் ்சலவுச் சாரபு

 (ii)  இறுதி நி்லச் ்சலவுச் சாரபு
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 (iii)  சராசரி வருவாய்ச் சாரபு மற்றும்
 (iv)   இறுதி நி்ல வருவாய்ச் சாரபு 

ஆகியவற்்றக் காணக.

4.  p e10
x
2= -  என்ற ்தை்வ விதிக்கு, 

்தை்வ ்நகிழ்ச்சி்யக் காணக.

5.  கீழ்க்காணும் ்தை்வ விதிகளுக்கு x -ன் 
வாயிலாக ்தை்வ ்நகிழ்ச்சிக் காணக. 
்மலும் ் தை்வ ் நகிழ்ச்சி்ய ஒன்று எனக் 
்காணடு உற்பெததி (x)-ஐ காணக.

 (i) p a bx= −( )
2        (ii)  p a bx= − 2

6.  p = 3 -ல x p= +2 5
2  என்ற அளிபபு சாரபின் 

அளிபபு ்நகிழ்ச்சி்யக் காணக.

7.  ஒரு ்பொருளின் ்தை்வ வ்ளவ்ர 

p x
=

−50

5
, உற்பெததி அளவான எநதை ஒரு 

x-க்கும் இறுதி நி்ல வருவாய் காணக.  
்மலும் x = 0 மற்றும் x =25-ல இறுதி நி்ல 
வருவா்யக் காணக.

8.  ஒரு குறிபபிட்ட ்பொருளின் அளிபபுச் சாரபு 
x a p b= − , p > b ஆகும், இதில p என்பெது 
அலகு வி்ல, a  மற்றும் b  என்பென 
மாறிலிகள். p  = 2b -ல அளிபபு 
்நகிழ்ச்சி்யக் காணக.

9.  p-ஐ அலகு வி்லயாகவும்,  x -ஐ உற்பெததி 
அளவாகவும் ்காண்ட ்தை்வச் சாரபு   

p x x= − −400 2 3
2  க்கு MR p

d
= −









1 1

η
 

எனக் காடடுக.
10.  p-ஐ அலகு வி்லயாகவும்,  x-ஐ உற்பெததி 

அளவாகவும் ்காண்ட ்தை்வச் சாரபு  

p = 550–3x–6x2–ல MR p
d

= −








1 1

η
 

எனக் காடடுக.

11.  x
p

=
25
4

, 1 ≤ p ≤5 என்ற ் தை்வச் சாரபுக்கு 

்தை்வ ்நகிழ்ச்சி்யக் காணக.

12.  ஒரு ்பொருளின் ்தை்வ மற்றும் அதைன் 
்சலவுச் சாரபுகள் மு்ற்ய   p x

= −200
100

 

மற்றும் C=40x+120 ஆகும். இங்கு p 
என்பெது அலகு வி்ல ரூபொயில மற்றும் x 

என்பெது உற்பெததி ்சய்யபபெடடு விற்கபபெட்ட 
அளவு எனில, 

 (i)  இலாபெச் சாரபு
 (ii)  உற்பெததி அளவு 10 அலகுகள் 

எனும்்பொது சராசரி இலாபெம்

 (iii)  உற்பெததி அளவு 10 அலகுகள் 
எனும்்பொது இறுதி நி்ல இலாபெம் 

 (iv)  உற்பெததி அளவு 10 அலகுகள் 
எனும்்பொது இறுதி நி்லச் சராசரி 
இலாபெம் ஆகியவற்்றக் காணக.

13.  y= x x x3 2
10 48 8+ − +  என்ற சாரபின் 

இறுதி நி்லயானது x -ஐ ்பொல 
இரும்டங்கு எனில x -ன் மதிபபுகள் யாது?

14.  x அலகுகளுக்கான ்மாததை ்சலவுச் சாரபு  
y x x

x
=

+
+







 +3

7

5
5. -ல உற்பெததி அளவு (x) 

ஆனது ்தைா்டரச்சியாக அதிகரிக்கும் 
்பொழுது, இறுதி நி்லச் ்சலவானது [MC] 
்தைா்டரச்சியாகக் கு்றகிறது எனக் காடடுக 

15.  x = 10 – p என்ற ்தை்வச் சாரபுக்கு 
வி்ல்யப ்பொறுதது, ்தை்வ ்நகிழ்ச்சி 
காண. இங்கு p  வி்ல்யயும், x  
்தை்வ்யயும் குறிக்கும். ்மலும் p = 6-ல 
்தை்வயானது மீள்ததைன்்ம ்காண்டதைா, 
மீள்ததைன்்மயற்றதைா அலலது அலகு மீள்த 
தைன்்மக் ்காண்டதைா என்பெதை்ன 
ஆராய்க. 

16.  பின்வரும் ்தை்வ மற்றும் அளிபபு 
சாரபுக்ளக் ்காணடு அதைன் சமன்நி்ல 
வி்ல மற்றும் சமன்நி்ல அளவு காணக. 

  ் தை்வ: x =100 – 2p  மற்றும் 
 அளிபபு: x = 3p –50

17.  ஒரு நிறுவனததின் ்தை்வ மற்றும் ்சலவு 
சாரபுகள் மு்ற்ய x = 6000–30p  மற்றும்  
C = 72000+60x ஆகும். இலாபெம் 
்பெருமத்தை அ்்டயும்்பொழுது உற்பெததி 
அளவு மற்றும் வி்ல்யக் காணக. 
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18.  ஒரு நிறுவனததின் ்சலவுச் சாரபு    
C = x x x3 212 48− +  எனில,  சராசரிச் 
்சலவு சிறுமத்தை அ்்டயும்்பொழுது அதைன் 
உற்பெததி அளவு (x > 0) காணக.

6.2  ப�ருமம் மறறும் சிறுமம்
(Maxima and minima)

்பெருமம் மற்றும் சிறுமம் ஆகியவற்்ற 
அன்றா்ட  வாழ்க்்கயிலும்,  இயற்பியல, 
்வதியியல, ்பொறியியல  மற்றும் ்பொருளாதைாரம் 
ஆகிய பெல து்றகளிலும் நாம் பெயன்பெடுததுகி்றாம்.

குறிபபொக கீழ்க்காணும் நி்லகளில 
நாம் ்பெருமம் மற்றும் சிறுமம் ஆகியவற்றின் 
பெயன்பொடுக்ளக் காணலாம்.
(i)  இலாபெம், திறன், நிறுவனததின் உற்பெததி 

்பொன்ற பெயன்தைரததைக்க மதிபபுக்ள 
்பெருமம் அ்்டயச் ்சய்வதைற்கு.

(ii)  ் சலவுகள், உ்ழபபு  ்பொன்றவற்்றக் 
கு்றபபெதைற்கு.

(iii)  சரக்குநி்லக் கடடுபபொடு, மிகு ஆதைாயக் 
்காருதைல அளவு ்பொன்றவற்்றக் 
கற்றறிவதைற்கு.

6.2.1  கூடும் மறறும் குக்றயும் 
ெொர்புகள்: (Increasing and 
decreasing functions)

்பெருமம் மற்றும் சிறுமம் என்ற 
கருததுருக்க்ள அறிநது்காள்வதைற்கு முன் 
்காடுக்கபபெட்ட ஒரு சாரபுக்கான வ்ளவ்ரயின் 
தைன்்ம்ய வ்கயீ்டல மூலம் எவவாறு 
காணபெது என்பெ்தை பெயில்வாம்.

(i) கூடும் ெொர்பு: (Increasing function)
y = f (x) என்ற சாரபு [a,b]  என்ற மூடிய 

இ்்ட்வளியில 

x x f x f x
1 2 1 2
< ⇒ ( )≤ ( )  அ்னதது x x a b

1 2
, ,∈ 


  

என அ்மயுமானால, அது கூடும் சாரபு 
எனபபெடும். 
 y = f (x)  என்ற சாரபு [a,b]  என்ற மூடிய 
இ்்ட்வளியில 

x x f x f x
1 2 1 2
< ⇒ ( )< ( ) அ்னதது x x a b

1 2
, ,∈ 




என இருபபின்,  அது திட்டமாகக் கூடும் சாரபு 
எனபபெடும்.

X

Y y = f(x)

f(x1)

f(x2)

x1 x2

x x f x f x
1 2 1 2
< ⇒ <( ) ( )

திட்டமாகக் கூடும் சாரபு

o

பெ்டம்: 6.7

(ii)   குக்றயும் ெொர்பு: (Decreasing function)
y = f (x) என்ற சாரபு [a,b] என்ற மூடிய 

இ்்ட்வளியில 

x x f x f x
1 2 1 2
< ⇒ ( )≥ ( ) அ்னதது x x a b

1 2
, ,∈ 


  

என இருபபின், அது கு்றயும் சாரபு  
எனபபெடும்.

y = f (x) என்ற சாரபு [a,b] என்ற மூடிய  
இ்்ட்வளியில

x x f x f x
1 2 1 2
< ⇒ ( )> ( ) அ்னதது x x a b

1 2
, ,∈ 


  

என இருபபின், அது திட்டமாகக் கு்றயும் சாரபு 
எனபபெடும்.

o

Y

X

f(x1)

f(x2)

x1 x2

x x f x f x
1 2 1 2
< ⇒ >( ) ( )

திட்டமாகக் கு்றயும் சாரபு
பெ்டம்:  6.8
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குறிபபு
்காடுக்கபபெட்ட இ்்ட்வளி முழுவதும் ஒரு 
சாரபு கூடும் சாரபொக்வா அலலது கு்றயும் 
சாரபொக்வா இருநதைால அது ஓரியலபுச்  சாரபு 
என அ்ழக்கபபெடும்.

கூடும் மறறும் குக்றயும் ெொர்புககொன 
வகககபகழுச் தெொதகன : (Derivative 
test for increasing and decreasing 
function)

ததற்றம்: 6.1   (நிரூ�ணமின்றி)
f என்ற ஒரு சாரபு  [a,b] என்ற மூடிய 
இ்்ட்வளியில ்தைா்டரச்சியானதைாகவும்  (a,b) 
என்ற திறநதை இ்்ட்வளியில வ்கயி்டத 
தைக்கதைாகவும் இருநது, ்மலும் 

(i)  ′ ( ) ≥f x 0  எனில   f   ஆனது  [a.b]  யில 
கூடும் சாரபு அலலது ஏறும் சாரபு எனபபெடும்.

(ii)  ′ ( ) ≤f x 0  எனில f   ஆனது  [a.b] யில 
கு்றயும் சாரபு அலலது இறங்கும் சாரபு 
எனபபெடும்.

தமறகுறிப்பு
(i)   (a,b)-ல உள்ள x-ன் அ்னதது 

மதிபபுகளுக்கும் ′ ( ) >f x 0  எனில (a,b)-ல 
 f ஒரு திட்டமான கூடும் சாரபு எனபபெடும்.

(ii)   (a,b)-ல உள்ள x -ன் அ்னதது 
மதிபபுகளுக்கும் ′ ( ) <f x 0  எனில   (a,b)-ல 
f ஒரு திட்டமான கு்றயும் சாரபு 
எனபபெடும்.

(iii)  ′ ( ) =f x 0  எனில f(x)  ஒரு மாறிலிச் 
சாரபு எனபபெடும். 

6.2.2   ெொர்பின் ததககநிக்ல மதிப்பு 
(Stationary Value of a function)

f (x)  என்ற சாரபு [a,b]  என்ற மூடிய 
இ்்ட்வளியில ்தைா்டரச்சியானதைாகவும்  (a,b) 
என்ற திறநதை இ்்ட்வளியில வ்கயி்டத 
தைக்கதைாகவும் ்காள்க. 

 x = a -ல   f(x)  ்தைக்கநி்ல்ய அ்்டகிறது 
எனில f '(a)=0  என அ்மய ்வணடும்.  
f (x) -ன் ்தைக்கநி்ல மதிபபு  f(a) எனவும்,   
(a, f(a))  என்பெது ்தைக்கநி்லப புள்ளி எனவும் 
அ்ழக்கபபெடுகிறது.
 

d
yd
x
<

0

X

Y

c

y = f(x)

a b

P, Q, R என்பென ்தைக்க நி்லப புள்ளிகள்

R

P

Qகூ
டும்

 சா
ரபு

>
dy
dx

>
0

கு்றயும்
 சாரபு>dy

dx <
0

கூ
டும்

 சா
ரபு

>
dy
dx

>
0

dy
dx

= 0

்தைாடு்காடு

dy
dx

= 0

்தைாடு்காடு

dy
dx

= 0
்தைாடு்காடு

o

கு்
றயும்

 சாரபு>

பெ்டம் 6.9

வ்ரபெ்டம் 6.9 -ல y = f (x)என்ற சாரபு  x = a, 
x = b மற்றும் x = c என்ற மதிபபுகளில ்தைக்க 
நி்ல அ்்டகிறது.  அநதை புள்ளிகளில f '(x) = 0   
என இருக்கும்.  அவற்றின் வழியாக 
வ்ரயபபெடும் ்தைாடு்காடுகள் x-அச்சுக்கு 
இ்ணயாக அ்மயும். 

குறிபபு: 
்பொருளாதைார புள்ளி விவரங்களுக்கு 

்தைா்டரபு்்டய வ்ரபெ்டததின் மூலம், 
வியாபொரததின் ்பொக்்க அறிநது ்காணடு 
முன்்னற்பொடு்டன் இருக்கலாம்.

எடுத்துககொட்டு 6.18 
f (x) = x x x x R3 23 4− + ∈,  என்ற சாரபு  
R – ல திட்டமாக கூடும் சாரபு என நிறுவுக. 

தீரவு :
f (x) = x x x x R3 23 4− + ∈,

f '(x) = 3x2–6x+4

 = 3x2–6x+3+1

 = 3(x–1)2+1 > 0, அ்னதது x Î  R
அதைாவது, இங்கு  அ்னதது x   Î   R -க்கும்  
f '(x) > 0 ஆகும்.
\  f என்ற சாரபு (-∞,∞) என்ற இ்்ட்வளியில 
திட்டமாகக் கூடும் சாரபொகும். 

06_11th_BM-STAT_Ch-6-TM.indd   148 08-12-2021   21:09:58

www.tntextbooks.in



149வகையீட்டின் பயன்பபாடுைள்

எடுத்துககொட்டு 6.19 

f (x) = x2 –4x +6 என்ற சாரபு எந்தைநதை 
இ்்ட்வளிகளில திட்டமாகக் கூடும் அலலது  
திட்டமாகக் கு்றயும் எனக் காணக. 

தீர்வு :
    f (x) = x2–4x+6
 x –ஐ ்பொறுதது வ்கபபெடுததை, 
 ¢f  (x) = 2x–4
 ¢f  (x) = 0 Þ  2x–4=0
 Þ  x   = 2.

பெ்டம் : 6.10

-∞ ∞2

x = 2 என்ற புள்ளி ்மய்்யண ்காட்்ட  
(–∞,2) மற்றும் (2,∞) என பிரிக்கின்றது.

[இ்்ட்வளிகளில ¢f  (x) -க்கான குறியீடு  
(+ அலலது –) ் யக் காண, அவவி்்ட்வளிகளில 
இருநது x-க்கான ஏ்தைனும் ஒரு மதிப்பெ  
¢f  (x) -ல பிரதியிடடு காணலாம்.]

இ்்ட 
்வளிகள்

′ ( ) = −f x x2 4  
-ன் குறியீடு

சாரபின் 
தைன்்ம

(-∞, 2) < 0

f(x) ஆனது 
(-∞, 2) –ல 
திட்டமாகக் 
கு்றயும் 

சாரபு

(2, ∞) > 0
f(x) ஆனது 
(2, ∞) –ல 
திட்டமாகக் 
கூடும் சாரபு

அட்டவ்ண:6.1

எடுத்துககொட்டு 6.20 
f (x) = 4x3–6x2–72x+30 என்ற சாரபு எந்தைநதை 
இ்்ட்வளிகளில கூடும் அலலது கு்றயும் 
சாரபு எனக் காணக.
தீரவு :
    f (x) = 4x3–6x2–72x+30

¢f (x) = 12x2–12x–72

 = 12(x2–x–6)

 = 12(x–3)(x+2)

¢f (x) = 0 Þ  12(x–3)(x+2)=0

x = 3 (or) x = –2
x = 3 மற்றும்  x = –2 என்ற புள்ளிகளில f (x)  
்தைக்கநி்ல்ய அ்்டயும்.

பெ்டம்: 6.11
-∞ ∞-2 3

இங்கு ்மய்்யண ்காடு  (–∞,–2),(–2,3) 
மற்றும் (3,∞) என மூன்று பிரிவுகளாகப 
பிரிக்கபபெடுகிறது.

இ்்ட்வளிகள் ¢f (x) -ன் 
குறியீடு

கூடும் / 
கு்றயும் 

இ்்ட்வளி

(–∞, –2) (–) (–)  > 0
இ்்ட்வளி 
(–∞, –2] –ல 
கூடும் சாரபு

(–2, 3) (–) (+) < 0
இ்்ட்வளி 
[–2, 3] –ல 

கு்றயும் சாரபு

(3, ∞) (+) (+)  > 0
இ்்ட்வளி  
[3, ∞) –ல 

கூடும் சாரபு

அட்டவ்ண: 6.2

எடுத்துககொட்டு 6.21 
f  (x) = x2+2x–5 என்ற சாரபின் ்தைக்கநி்லப 
புள்ளி மற்றும் ்தைக்கநி்ல மதிபபி்னக்  
காணக.

தீரவு :

 f  (x) = x2 + 2x – 5   … (1)

x- ஐ ்பொறுதது வ்கபபெடுததும் ்பொது நாம் 
்பெறுவது

f '(x) = 2x + 2

்தைக்கநி்லப புள்ளியில, ¢f (x) = 0 
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Þ  2x + 2 = 0

Þ  x = –1

x = –1 –ல f (x) ஆனது ்தைக்கநி்ல மதிப்பெ 
்பெற்றிருக்கும் 

 x = –1, எனில, சமன்பொடு (1) –ல இருநது
f (–1) = (–1)2+2(–1)–5

 = – 6 

f (x)  இன் ்தைக்கநி்ல மதிபபு = – 6

என்வ ்தைக்கநி்லப புள்ளி (–1,–6) மற்றும் 
்தைக்கநி்ல மதிபபு – 6 ஆகும்.

எடுத்துககொட்டு 6.22 

f (x) = 2x3 + 9x2 + 12x + 1 என்ற சாரபின் 
்தைக்கநி்லப புள்ளி மற்றும் ்தைக்கநி்ல 
மதிபபி்னக்  காணக.

தீரவு :
 f (x) = 2x3+9x2+12x+1.

x -ஐ ்பொறுதது வ்கபபெடுததும் ்பொது நாம் 
்பெறுவது
 f '(x) = 6x2+18x+12

  = 6(x2+3x+2)

  = 6(x+2)(x+1)

 f '(x) = 0 Þ6 (x+2)(x+1)  = 0

 Þx + 2  = 0  (அ)  x + 1 = 0.

 x = –2 (அ) x = –1

 x = – 2 மற்றும் x = – 1 ல f (x) ஆனது 
்தைக்கநி்லப புள்ளிக்ள ்பெறுகிறது.
 x = – 2 மற்றும் x = – 1 என f (x) இல பிரதியிடும் 
்பொது  ்தைக்கநி்ல மதிபபுகள் கி்்டக்கிறது.
x = – 2 எனில,
 f (–2) =  2(–8)+9(4)+12(–2)+1

  = –3

x = – 1 எனில,
 f (–1) = 2(–1)+9(1)+12(–1)+1

  = –4

்தைக்கநி்லப புள்ளிகள் (–2,–3) மற்றும்
(–1,–4) ஆகும்.

எடுத்துககொட்டு 6.23 

ஒரு நிறுவனம் x அலகுகள் உற்பெததி 
்சய்வதைற்கான இலாபெச் சாரபு P(x)= x

3
3

+x2+x. 

அநதை நிறுவனம் இலாபெததில இயங்குகிறதைா, 
இல்லயா என கணிக்கவும்.

தீர்வு :

 P(x) = x
3
3

+x2+x.

 P '(x) = x2+2x+1

  = (x+1)2

 x -ன் அ்னதது மதிபபுகளுக்கும்  
P '(x) > 0 என்பெது ்தைளிவாகிறது.  

`  நிறுவனமானது இலாபெததில இயங்குகிறது.

முககியக குறிப்பு : 
       R(x) மற்றும் C(x) என்பென மு்ற்ய  
x அலகுகள் உற்பெததி ்சய்வதைற்கான 
வருவாய் மற்றும் ்சலவுச் சாரபு என்க.  
அ்னதது x > 0 –க்கும்P(x) = R(x) – C(x)  
என்பெது ்பெரும மதிப்பெ அ்்டயும்்பொழுது 
இறுதி நி்ல வருவாய் = இறுதி நி்லச் 
்சலவு என அ்மயும், அதைாவது Rl (x)=Cl (x) 
எனும் பெடசததில ்மற்கூறிய கருதது 
உண்மயாகும்.  ்தைக்க நி்லப புள்ளியில 
இலாபெம் ்பெருமத்தை அ்்டகிறது.

எடுத்துககொட்டு 6.24 

C(x) = x
6
2

 + 5x + 200 மற்றும் p(x) = 40 – x  
என்பெது  x அலகுகள் உற்பெததி ்சய்வதைற்கான 
்மாததை ்சலவு சாரபு மற்றும் ்தை்வச் சாரபு 
எனில ்பெரும லாபெம் கி்்டபபெதைற்கான 
உற்பெததியின் அள்வக் காணக.
தீர்வு :
        C(x) = x

6
2

+5x+200  … (1)

மற்றும் p(x) = 40–x …(2) 
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இறுதிநி்ல வருவாய் [ Rl (x)] = இறுதிநி்ல 
்சலவு [Cl (x)] என இருக்கும்்பொழுது, இலாபெம்   
்பெருமமாகிறது.

 சமன்பொடு (1)-லிருநது Cl (x) =  x
6

2 5+

  =  x
3 + 5

 சமன்பொடு (2)-லிருநது R =  p x×

  = 40x– x2

 R'(x) = 40–2x

 என்வ 40 – 2x  = x
3 + 5

  x = 15

x = 15 – ல இலாபெம் ்பெருமத்தை அ்்டகிறது.

6.2.3  இடம் ெொர்்நத ப�ருமம் மறறும் 
சிறுமம் , மீப்ப�ரு ப�ருமம் 
மறறும் மீச்சிறு சிறுமம்: (Local 
and Global (Absolute) Maxima  
and  Minima)

வகரயக்ற 6.1:(Definition)

இடம் ெொர்்நத ப�ருமம் மறறும் இடம்ெொர்்நத 
சிறுமம்

c-ஐ உள்ள்டக்கிய ஏ்தைனும் ஒரு திறநதை 
இ்்ட்வளி (a,b)-ல f (c) ≥ f (x) அ்னதது  
x !  (a,b) எனுமாறு அ்மநதைால f  ஆனது 
இ்டம்சாரநதை ்பெருமம் (அலலது சாரநதை ்பெருமம்) 
்பெற்றிருக்கிறது எனலாம்.

c-ஐ உள்ள்டக்கிய ஏ்தைனும் ஒரு திறநதை 
இ்்ட்வளி (a,b) -ல  f (c) ≤ f (x) அ்னதது  
x !  (a,b) எனுமாறு அ்மநதைால f  ஆனது 
இ்டம்சாரநதை சிறுமம் (அலலது சாரநதை சிறுமம்) 
்பெற்றிருக்கிறது எனலாம்.

வகரயக்ற : 6.2 (Definition)

மீப்ப�ரு ப�ருமம் மறறும் மறறும் மீச்சிறு 
சிறுமம்: 

f –ன் அரங்கததிலுள்ள அ்னதது x-க்கும்,  
f(c) ≥ f(x)  என இருக்குமானால  f ஆனது 
c-யில மீப்ப�ரு ப�ருமத்கத அ்்டகிறது 

என்்பொம்.  f(c)  என்பெது   f-ன் அரங்கததில  
f-ன்  மீப்பெரு மதிபபு ஆகும்.

இ்தை்பொல f –ன் அரங்கததிலுள்ள  
அ்னதது x -க்கும், f (c) ≤ f (x)  என 
அ்மயுமானால f ஆனது  c-ல மீச்சிறு 
சிறுமத்கத அ்்டகிறது எனலாம்.  f (c)  என்பெது 
f –ன் அரங்கததில f-ன் மீச்சிறு மதிபபொகும்.   
f -ன் மீப்பெரு மற்றும் மீச்சிறு மதிபபுகள் என்பென 
மு்ற்ய முகடடுப புள்ளிகள்( அறுதி நி்லப 
புள்ளிகள்) எனபபெடும்.

குறிப்பு:
(a,b) -ல f என்ற சாரபின்  மீப்பெரு மதிபபு 
மற்றும் மீச்சிறு மதிபபுகள் முழுதைளாவிய 
்பெருமம் மற்றும் முழுதைளாவிய சிறுமம் 
எனவும்  அ்ழக்கபபெடும்.

இடம்ெொர்்நத ப�ருமம் மறறும் இடம் ெொர்்நத 
சிறுமம் ஆகியவறறிறகொன நி�்நதகனகள்:   

c -ஐ உள்ள்டக்கிய (a,b) என்ற திறநதை 
இ்்ட்வளியில f என்ற சாரபொனது 
வ்கயி்டததைக்கது  மற்றும் f ll (c) காணததைக்கது    
என்க.
(i) f l (c) = 0 மற்றும் f ll (c) > 0, எனில   

f ஆனது c -ல இ்டம் சாரநதை சிறுமத்தை 
அ்்டகிறது.

(ii) f l (c) = 0 மற்றும் f ll (c) < 0, எனில  
f ஆனது c -ல இ்டம் சாரநதை ்பெருமத்தை 
அ்்டகிறது.

குறிப்பு:
்பொருளாதைாரததில, y = f (x) என்பெது ்சலவுச் 
சாரபு அலலது வருவாய் சார்பெ குறிக்கும் 

எனில, dx
dy

= 0, என்ற புள்ளியில, ்சலவு 
அலலது வருவாய் ்பெருமம் அலலது சிறுமமாக 
இருக்கும்.

எடுத்துககொட்டு 6.25 
f (x) = 2x3 + 3x2 – 12x என்ற சாரபிற்கு 

அறுதி நி்ல (முகடடு)  மதிபபுக்ளக் காணக.

06_11th_BM-STAT_Ch-6-TM.indd   151 08-12-2021   21:10:00

www.tntextbooks.in



152 11 ஆம் வகுப்பு வணிகக் கணிதம் மற்றும் புள்ளியியல்

தீர்வு :

 f (x) = 2x3+3x2–12x  … (1)

 f l (x) = 6x2+6x–12

 f''(x) = 12x + 6

 f l (x) = 0 Þ6x2+6x–12 =0

 Þ  6(x2+x–2)= 0

 Þ  6(x+2)(x–1)= 0

 Þ  x = –2 ; x = 1

x = –2  எனில
 f ll (–2) = 12(–2) + 6 

  =  –18 < 0

 x =–2 -ல f (x) ஆனது இ்டம் சாரநதை  ் பெருமத்தை 
அ்்டகிறது.

்மலும் (1) -ல x = – 2-ஐ  பிரதியி்ட,  இ்டம் 
சாரநதை ்பெருமத்தை  அ்்டயலாம். 

 f (–2) = 2 (–2)3+3(–2)2–12(–2)

  = –16+12+24

  = 20.

x = 1 எனில
 f ll (1) = 12(1) + 6

  =  18 > 0

x = 1-ல  f (x) ஆனது இ்டம் சாரநதை  சிறுமத்தை 
அ்்டகிறது.

்மலும் (1)-ல x = 1 -ஐப   பிரதியி்ட,  இ்டம் 
சாரநதை சிறுமத்தை  அ்்டயலாம்.

 f (1) = 2(1) + 3(1) – 12 (1)

  =  –7

அறுதி நி்ல (முகடடு)  மதிபபுகள்  – 7 மற்றும் 
20 ஆகும்.

எடுத்துககொட்டு 6.26 
[–2,1] என்ற இ்்ட்வளியில f (x)=3x5–

25x3+60x+1 என்ற சாரபிற்கு முழுதைளாவிய  
்பெரும மற்றும் சிறும மதிபபுக்ளக்   காணக.

தீர்வு:

 f (x) = 3x5-25x3+60x+1 … (1)

 f l (x) = 15x4–75x2+60

  = 15(x4–5x2+4)

 f l (x) = 0 Þ15(x4–5x2+4)=  0

Þ (x2–4)(x2–1)= 0

x  = ±2 (அ)  x = ±1

–2, ±1 Î  [–2, 1] மற்றும் 2 2 1∉ −

,

x = –2 எனில

 f (–2) = 3 2 25 2 60 2 15 3- - - + - +^ ^ ^h h h

  = –15

x = 1 எனில

 f(1) = 3 1 25 1 60 1 15 3- + +^ ^ ^h h h

  = 39

x = – 1 எனில 

 f (–1) = 3 1 25 1 60 1 15 3- - - + - +^ ^ ^h h h

  = –37.

மீப்பெரு ்பெருமம் = 39 

மீச்சிறு சிறுமம்  = –37

6.3  ப�ருமம் மறறும் சிறுமம் 
ஆகியவறறின் �யன்�ொடுகள் 
(Applications of maxima and 
minima)

6.3.1  ப�ரும இ்லொ�ம்  மறறும் 
சிறுமச்பெ்லவு ெொர்்நத கணககுகள்: 
(Problems on profit 
maximization and minimization 
of cost function)

எடுத்துககொட்டு 6.27 

குறிபபிட்ட ்சலவுச் சாரபு C x x56 8 2= - +
ஆகும். இங்கு C என்பெது ஒரு அலகிற்கான  
்சலவு  மற்றும் x என்பெது உற்பெததி ்சய்யபபெடும் 
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்மாததை அலகுகள் என்க.  உற்பெததிச் ்சலவின் 
மீச்சிறு மதிபபி்னயும் அதைற்குத தைகுநதை உற்பெததி 
அளவுகளின் எணணிக்்கயும் காணக

தீர்வு:

C x x56 8 2= - +

 x – ஐ ்பொறுதது வ்கயி்ட,

 dx
dC x8 2=- +

 
dx
d C 22

2
=

   dx
dC 0= x8 2 0&- + =

           `  x = 4

x = 4 எனில   
dx
d C 2 02

2
2=

`  x = 4-ல C ஆனது ் பெருமத்தை  அ்்டகிறது.
`  உற்பெததி ்சலவின் மீச்சிறு மதிபபு
 C (4) = 56–32+16 = 40

்மலும் அதைற்கான உற்பெததி அளவு x = 4 அலகுகள்

எடுத்துககொட்டு 6.28 
ஒரு நிறுவனததின் ்மாததைச் ்சலவுச் 

சாரபொனது C x x x x3 5 28 10
3

2= - + +^ h ,   

இங்கு  x ஆனது உற்பெததி ஆகும். உற்பெததியின் 
ஒவ்வாரு அலகிற்கும் ` 2 வீதைம் விதிக்கபபெட்ட 
வரி்ய உற்பெததியாளர தைன் ்சல்வாடு  
இ்ணததுக் ்காள்கிறார. வியாபொரச் 
சந்தைக்கான ்தை்வச் சாரபு p = 2530 – 5x, 
என ்காடுக்கபபெட்டால, ்பெரும இலாபெம் 
அ்்டவதைற்கான உற்பெததியின் அள்வயும், 
வி்ல்யயும் காணக.  இங்கு p என்பெது  
உற்பெததியின் ஒவ்வாரு அலகின் வி்ல்யக் 
குறிகிறது.

தீர்வு:
x அலகுகள் உற்பெததிற்கான ்மாததை 

வருவாய்: R = p x

= (2530 – 5x)x

= –x x2530 5 2

அலகிற்கான வரி  ` 2 வீதைம் ்சலுததைபபெட்ட வரித 
்தைா்க = 2x.

`  வரி விதிக்கபபெட்ட பின் ்மாததைச்  ்சலவு

C(x) + 2x = x x x x3 5 28 10 2
3

2- + + +

இலாபெம் =  ் மாததை வருவாய் – (்மாததை ் சலவு    
 + வரி)

P = ( – ) ( )x x x x x x2530 5 3 5 28 10 2
3

2- - + + +

    = x x3 2500 10
3

- + -

 dx
dP  = x 25002- +

 
dx
d P

2
2

 = x2-

 dx
dP  = 0 x2500 2& - = 0

 Þ  x2 = 2500

`  x = 50 (–50 ஏற்பு்்டயதைலல)

x = 50 எனில, 
dx
d P

2
2

 = 2 × 50 < 0

x = 50 –ல P ஆனது ்பெருமம்  அ்்டகிறது
P = 2530 – 5(50)

 = ` 2280

எடுத்துககொட்டு 6.29 
உற்பெததிக்கான ்மற்பொர்வ ்சலவு  ` 1600.  
ஒரு அலகிற்கான ்பொருட்சலவு ` 30 மற்றும்  
x அலகுகள் உற்பெததி ்சய்வதைற்கான ஊதியம்

` x
100

2
a k  ஆகும். சராசரி ் சலவு சிறுமமாக இருக்க 

எததை்ன அலகுகள் உற்பெததி ்சய்யபபெ்ட 
்வணடும்.

தீர்வு:
்காடுக்கபபெட்ட தைகவலின்பெடி, ஒரு குறிபபிட்ட 
்பொருளின் x அலகுகள் தையாரிபபெதைற்கான 
்மாததை ் சலவு C(x) = (உற்பெததி ் சய்வதைற்கான 
ஊதியம்) + (்பொருட்சலவு) + (உற்பெததிக்கான 
்மற்பொர்வச் ்சலவு)

C(x) = x x100 30 1600
2
+ +
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AC = x
C x] g  = x

x x100 30 1600
2
+ +

 = x
x100 30 1600+ +

dx
d AC^ h

 = 
x100

1 1600
2-  மற்றும்

dx
d AC

2

2
^ h

 = 
x

3200
3

 
dx

d AC^ h  = 0 
x

1600
100

1
2&- +  =0

100
1

&  =  
x

1600
2  ⇒ x2  =160000

`  x  =  400 (–400 ஏற்பு்்டயதைலல)

x= 400 எனில, 
dx

d AC
2

2
^ h

 =  
400
3200

3  > 0

அதைாவது, x = 400 எனில  AC ஆனது 
சிறுமத்தை அ்்டகிறது.

சராசரி ்சலவு சிறுமமாக இருக்க 400 
அலகுகள் உற்பெததி ்சய்யபபெ்ட ்வணடும். 

�யிறசி  6.2

1. x அலகுகள் ்காண்ட ஒரு ்பொருளுக்கான 
உற்பெததி மற்றும் சந்தைபபெடுததைலுக்கான 
சராசரிச் ்சலவுச் சாரபு .AC x x2 11 50= - +   
AC ஆனது கூடும் சாரபொக அ்மவதைற்கான 
உற்பெததி அளவு (x) ஏற்கும் மதிபபுக்ளக் 
காணக. 

2. ஒரு ்தைா்லக்காடசி உற்பெததியாளர x 
எணணிக்்க ்காண்ட ்தைா்லக்காடசிப 
்பெடடிக்ள உற்பெததி ்சய்வதைற்கும், 
சந்தைபபெடுததுவதைற்குமான ்சலவுச் சாரபு  

,C x x x300 4200 13 5002= + +^ h . 
ஒவ்வாரு ்தைா்லக்காடசி ்பெடடியும் 
` 8,400-க்கு விற்பெ்ன ்சய்யபபெடுகிறது 
எனில, நிறுவனததின் இலாபெம் அதிகமாகிறது 
என நிறுவுக.

3. ஒரு முற்றுரி்மயாளரின் ்தை்வபபொடடின் 
வ்ளவ்ர x = 106 – 2p மற்றும் சராசரி 
்சலவுச் சாரபின் வ்ளவ்ர AC x5 50= + .  

இங்கு p என்பெது உற்பெததிற்கான ஒரு அலகு 
வி்ல மற்றும் x என்பெது உற்பெததி 
்சய்யபபெடும் ்பொருடகளின் எணணிக்்க 
ஆகும். ்மாததை வருவாய் R = px, எனில 
அதிகபபெடியான  இலாபெம் தைரும் உற்பெததி 
அளவு மற்றும் மீப்பெரு இலாபெம் 
ஆகியவற்்றக் காணக.

4. ஒரு சுற்றுலா ஏற்பொட்டாளர ஒரு  பெயணிக்கு  
` 136 வீதைததில 100 பெயணிகளுக்கு ் மற்பெட்ட 
ஒவ்வாரு பெயணிகளுக்கும்  40 ்பெசாக்கள் 
வீதைம் தைள்ளுபெடி தைருகிறார. கு்றநதைது 100 
பெயணிகள் கலநது ்காண்டாலதைான் 
சுற்றுலா ்மற்்காள்ளபபெடும். அவர மீப்பெரு 
்தைா்க்யப ் பெறுவதைற்கான  பெயணிகளின் 
எணணிக்்க்யக் காணக.

5. y x x x2 3 36 103 2= - - +  -க்கு இ்டம் 
சாரநதை சிறுமம் மற்றும் இ்டம் சாரநதை ் பெருமம் 
ஆகியவற்்றக் காணக.

6. x எனும் ஒரு ்பொருளின் ்மாததை வருவாய் 
சாரபொனது R = x x x15 3 36

12
4+ -  எனில, 

சராசரி வருவாயின் மீப்பெரு புள்ளியில சராசரி 
வருவாயானது இறுதி நி்ல வருவாய்க்குச் 
சமம் என நிறுவுக. 

6.3.2  ெரககு நிக்லக கட்டுப்�ொடு 
(Inventory control)

ந்்டமு்ற மற்றும் எதிரகால ்தை்வக்்கற்பெ 
மூலப்பொருடக்ளக் ்கயிருபபு ்சய்வ்தை 
சரக்குநி்லக் கடடுபபொடு ஆகும்.  மூலப்பொருடகள், 
மற்றும் முழு்மய்்டநதை உற்பெததி ்பொருடகள் 
என்பென சரக்கு இருபபிற்கான எடுததுக்காடடுகள் 
ஆகும்.

்தை்வயான மூலப்பொருடகளில 
்தை்வயான அள்வ சீரான இ்்ட்வளியில 
்காருதைல மற்றும் ்பெறுதைல  மூலம், ்காருதைல 
்சல்வ கு்றபபெ்தை சரக்குநி்லக் கணக்கின் 
உள் ்நாக்கமாகும்.

ெரககு நிக்லத் தீர்மொனஙகள்:  
(An inventory decisions)

ஒவ்வாரு மு்றயும் சரக்கின் அளவானது, 
1. எவவளவு ்காரபபெ்ட ்வணடும்?
2. அ்வ எப்பொழுது ்காரபபெ்ட ்வணடும்?
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ெரககு நிக்ல கணககில் விக்லக 
கொரணிகளின் �ஙகு (Costs involved in an 
inventory problems)

(i)  தகக கவத்தல் பெ்லவு (அல்்லது)  
இருப்புச் பெ்லவு (அல்்லது) ெரககுத் 
ததககச் பெ்லவு C1 (Holding cost or 
storage cost or inventory carrying cost)

ஒரு அலகு அளவு ்காண்ட ்பொருடக்ள ஒரு 
அலகு கால அளவிற்கு  ்தைக்கி்வபபெது 
(அலலது) ்கயிருபபு ்சய்வதின் ்தைா்டரபொக 
ஏற்பெடும் ்சல்வ சரக்கு ்தைக்கச் ்சலவாகும்.
(ii)  �ற்றொககுக்ற விக்ல:  

(Shortage cost : C2)
சரக்கு இருபபு ்வபபெதைற்கான ்காள்முதைல 
்பொருளின் பெற்றாக்கு்றயால ஏற்பெடும் 
அதிகபபெடிச்  ்சலவு பெற்றாக்கு்றச் ்சலவாகும்.

(iii)  உட்கட்டகமப்புச் பெ்லவு ( அல்்லது) 
தகொருதல் பெ்லவு (அல்்லது) 
பகொள்முதல் பெ்லவு C3 (Setup cost or 
ordering cost or procurement cost)

்பொருடக்ள வாங்குவதைற்கான ்காருதைல 
்வபபுச் ்சலவு அலலது உற்பெததியின் 
வசதிக்காக, உற்பெததி உபெகரணங்க்ள மாற்றி 
அ்மபபெதைற்கான ஆரம்பெ கட்டச் ்சலவு. 

6.3.3  மிகு ஆதொயக தகொருதல் அளவு 
(Economic Order Quantity 
(EOQ)):

வரு்டாநதிர சரக்குத ்தைக்க ்சலவு மற்றும் 
நிச்சயிக்கபபெட்ட சூழ்நி்லயில, வரு்டாநதிர 
்தை்வக்்கற்பெ நிறுவன அ்மபபுச் ்சலவு 
்பொன்ற்வக்ள கு்றபபெதைற்குத ஏற்ற 
வ்கயில ்காருதைல அள்வ, சீரபெடுததுவ்தை 
மிகு ஆதைாய ்காருதைல அளவு ஆகும்.

சூததிரத்தை தைருவிக்கும் மு்ற கற்றல 
திற்ன ்மம்பெடுததுவதைற்காகக்  

்காடுக்கபபெடடுள்ளது. தைருவிக்கும் மு்ற 
்தைரவில ்கடகபபெ்டமாட்டாது.

்தை்வ ்தைரிநதும், கு்றபொடுகளின்றியும், 
சீரானதைாகவும் உள்ள ்பொழுது, ்பொருளாதைார 

்நாக்கின் கீழ் அ்மநதை ்காருதைல அள்வயும், 
அடுததைடுததை சாதைகமான இ்்ட்வளிகளில 
்காருதைல அள்வத தீரமானிபபெதைற்கும், இநதை 
வாய்பொடு பெயன்பெடுகிறது.

EOQ ஐப ்பெற பின்வருவனவற்்றக் 
கருது்வாம். 
(i) ஒரு கால அளவிற்குச் சீரான ்தை்வ R 

அலகுகள் என்க.
(ii) சரக்கு நி்ல உருபபெடிகளின் அளிபபு 

அலலது உற்பெததி உ்டனடியாகப 
்பெறபபெடுகிறது என்க. 

(iii) சரக்குத ்தைக்கச் ்சலவு `C1 என்க.
(iv) ஒரு  ஆணடில ் காரபபெடும் எணணிக்்க 

'n' எனவும், ஒவ்வாரு மு்றயும் 'q'  
அலகுகள் ்காரபபெடுகின்றன (உற்பெததி 
்சய்யபபெடுகின்றன) என்க.

(v) ஒவ்வாரு ்காருதைலுக்கும் ்காருதைல 
்சலவு `C3 எனவும், அடுததைடுததை இரு 
்காருதைலகளுக்கு இ்்டபபெட்ட கால 
அளவு 't' என்க.  

இநதை கட்ட்மபபின் விளக்கப பெ்டமானது கீ்ழ 
்காடுக்கபபெடடுள்ளது (Model)

                                                          

y

o

q 
= 

Rt

x

P Q R

→ ←t A

பெ்டம். 6.12

ஓர  உற்பெததி ஓட்டமானது t இ்்ட்வளியில 
அ்மகிறது எனில, ஒரு ்தை்வயின் அளவு    
q Rt=  யானது ஒவ்வாரு ஓட்டததிற்கும் 
உற்பெததி ்சய்ய ்வணடும். சிறிய கால அளவு 
dt -ல ்கயிருபபொனது  Rt dt , என்பெதைால  கால 
அளவு  t –ல ்கயிருபபொனது

Rt dt Rt

qt Rt q

t

0

21

2

1

2

∫ =

= =( )
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=  சரக்கு நி்ல முக்்காணம் OAP-ன் 
பெரபபெளவு (பெ்டம் 6.12 –ஐ பொரக்க) 

ஒவ்வாரு உற்பெததி ஓட்டததின் சரக்குத 
்தைக்கச் ்சலவு = 1

2
1

2C Rt

ஒவ்வாரு உற்பெததி ஓட்டததின் ் காருதைல 
்சலவு = C3

ஒவ்வாரு உற்பெததி ஓட்டததின் ்மாததை 

்சலவு = 1

2
1

2C Rt + C3 

ஒரு கால அளவிற்கான ்மாததை சராசரி ்சலவு 
  C(t) = 1

2
1

3C Rt C
t

+   .. (1)

  d
dt
C t C R C

t
( ) = −

1

2
1

3

2
 ... (2)

  
dt

d C t
2

2
^ h

 = 
t
C2
3

3  ... (3)

C(t) ஆனது சிறும மதிப்பெப ்பெற,

d
dt
C t( ) = 0 அலலது  d

dt
C t

2

2
0( ) >

d
dt
C t C R C

t

t C
C R

( ) = ⇒ − =

⇒ =

0
1

2
0

2

1

3

2

3

1

t = 
2

3

1

C

C R
 எனும்்பொது, 

dt
d C t

2

2
^ h

=
2

2

03

3

1

3
2

C

C

C R











>

இவவாறாக, உகநதை (optimum) கால இ்்ட்வளி  

t C
C R0

3

1

2
=  –ல C t( )  ஆனது சிறும மதிப்பெப 

்பெறுகிறது. 

\மிகு ஆதைாய ்காருதைல அளவு : 

EOQ = q0 = =Rt C R
C0

3

1

2

இது்வ விலசனின் உகநதை ்காருதைல 
அள்வக் கணக்கிடும் சூததிரமாகும்.
(i)  ஒரு ஆணடிற்கு, உகநதை ்காருதைலின் 

எணணிக்்க 

 n0 = 
்தை்வ
EOQ

 = R C
C R

RC
C t

1

3

1

3 0
2 2

1= =

(ii)  ஓர அலகு காலததில, சிறும சரக்கு நி்லச் 
்சலவு, C C C R

0 1 3
2=

(iii)  சரக்குத ்தைக்கச் ்சலவு = ×
q C0

1

2
 மற்றும் 

்காருதைல ்சலவு = R
q

C
0

3
×

(iv)  EOQ –ல, ்காருதைல ்சலவு = சரக்கு 
்தைக்கச் ்சலவு.

(v)  ் மாததை உகம ்சலவு = Rp + C C C R
0 1 3

2= .

எடுத்துககொட்டு 6.30 
ஒரு நிறுவனம் வரு்டததிற்கு 48000 அலகுகள் 
கச்சாப ்பொருடக்ளப பெயன்பெடுததுகிறது. 
அவற்றின் ஓர அலகின் வி்ல ` 2.50 ஒரு 
்காருதைலுக்கானக் ்காருதைல ்சலவு  ` 45. ஓர 
ஆணடிற்கு ் தைக்கச் ் சலவு ஓர அலகு வி்லயில 
10.8 % ஆகும் எனில மிகு ஆதைாயக் ்காருதைல 
அளவு, ஒரு ஆணடிற்கான ்காருதைலகளின் 
எணணிக்்க மற்றும் ஒவ்வாரு 
்காருதைலுக்கும் இ்்டபபெட்ட கால அளவு   
ஆகியவற்்றக்  காணக. ்மலும் மிகு ஆதைாயக் 
்காருதைல அளவில, சரக்கு ்தைக்கச் ்சலவும், 
்காருதைல ் சலவும் சமம் என்பெ்தை சரிபொரக்கவும். 

தீர்வு:
இங்கு, ்தை்வ R = 48000

்தைக்கச் ்சலவு C1  = 2.50 இல 10.8%

             = 10 8

100
2 50 0 27

.
. .× =

்காருதைல ்சலவு C3 = 45

மிகு ஆதைாயக் ்காருதைல அளவு q C R
C0

3

1

2
=

  = × × =2 45 48000

0 27
4000

.
 அலகுகள்

06_11th_BM-STAT_Ch-6-TM.indd   156 08-12-2021   21:10:22

www.tntextbooks.in



157வகையீட்டின் பயன்பபாடுைள்

ஒரு ஆணடுக்கான ்காருதைலகளின் 
எணணிக்்க = R

q0

  = =
48000

4000
12

ஒவ்வாரு ் காருதைலுக்கும் இ்்டபபெட்டக் 
கால அளவு : t0  = q

R
0

 = 1

12
0 083= .  ஆணடு

மிகு ஆதைாயக் ் காருதைல அளவில, சரக்கு ் தைக்கச் 
்சலவு = = ×

q C0

1

2

 = ×
4000

2
0 27.  = ` 540

மிகு ஆதைாயக் ்காருதைல அளவில,  சரக்கு 
்காருதைல ்சலவு =

R
q

C
0

3
×

                   = 48000

4000
45×  = ` 540

என்வ மிகு ஆதைாய ்காருதைல அளவில, சரக்கு 
்தைக்கச் ்சலவும், ்காருதைல ்சலவும் சமம் 
ஆகும்.

எடுத்துககொட்டு 6.31 
ஒரு உற்பெததியாளர தைன்னு்்டய 

வாடிக்்கயாளரகளுக்கு வரு்டந்தைாறும் 
12,000 அலகுகள் வழங்குவதைற்கு ஒததுக் 
்காணடுள்ளார.  ்காருதைல ்சலவு (C3) ` 100 
மற்றும் சரக்குத ்தைக்கச் ்சலவு, ஒரு அலகிற்கு, 
ஒரு மாதைததிற்கு  ̀  0.80 எனக் கணக்கி்டபபெடுகிறது. 
பெற்றாக்கு்ற அனுமதிக்கப பெடுவதில்ல மற்றும் 
்காருதைலுக்கான வழங்கல உ்டனுக்கு்டன் 
ஏற்றுக் ்காள்ளபபெடுகிறது எனில, 

(i) மிகு ஆதைாயக் ்காருதைல அளவு காணக.
(ii) இரணடு ்காருதைலுக்கு இ்்டபபெட்டக் கால 

அளவு
(iii) ஆணடு ஒன்றுக்கு வழங்கபபெடும் 

்காருதைலின் எணணிக்்க 
ஆகியவற்்றக் காணக.

தீர்வு :
R = வரு்டத ்தை்வ   = 12,000 அலகுகள்
C3= ்காருதைல ்சலவு = ` 100 ்காருதைல 
ஒன்றிற்கு
C1= சரக்குத ்தைக்கச் ்சலவு = ` 0.80 /லிட்டர / 
மாதைம் ஒன்றிற்கு
= ` 0.80×12 வரு்டததிற்கு

= ` 9.6 வரு்டததிற்கு

(i) EOQ = மிகு ஆதைாயக் ்காருதைல அளவு  

           = C
C R2

1
3    = 2 100 12000

9 6
´ ´

.
            = 500 அலகுகள்

(ii) ஒரு வரு்டததிற்கான உகநதை ் காருதைலின் 

எணணிக்்க = 
்தை்வ
EOQ

 = ,
500

12 000 =24

(iii) உகநதை ்நரம், வரு்டம் ஒன்றிற்கு

= t
1
0

 = 24
1  வரு்டம்  = 24

12   மாதைம்

 = 2
1 மாதைம் = 15 நாடகள்

எடுத்துககொட்டு 6.32 

ஒரு நிறுவனம் மாதைம் ஒன்றிற்கு 1000 அலகுகள் 
சீரான வி்லயில வழங்குகிறது மற்றும் 
ஒவ்வாரு மு்றயும் உற்பெததி ்சலவு ` 200–ல 
ஆரம்பிக்கிறது.  ஒரு ் பொருளுக்கு ஒரு மாதைததிற்கு 
்தைக்க நி்லச் ்சலவு ` 20  ஒரு ஓட்டததிற்கு 
உற்பெததி ்சய்யபபெடும் ்பொருடகளின் 
எணணிக்்க உறுதி ்சய்யபபெ்ட ்வணடும். 
500, 600, 700 மற்றும் 800 ஆகிய ஓட்ட அளவிற்கு 
்மாததை உள்கட்ட்மபபுச் ்சலவு மற்றும் சரக்கு 
நி்லத ்தைக்கச் ்சலவுக்ளக் காணக. ்மலும் 
EOQ  சூததிரத்தைப பெயன்பெடுததி, உற்பெததி 
ஓட்டச் ்சல்வக் காணக.

தீர்வு:
்தை்வ: R = 1000 அலகுகள் / மாதைம்
்காருதைல ் சலவு : C3 =  ̀  200 ஒரு ் காருதைலுக்கு
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சரக்குத ்தைக்கச் ்சலவு :  C1=  ` 20 / உருபபெடி/ 
மாதைம்

ஓட்ட 
அளவு

q

்காருதைல 
்சலவு
R
q
C´

3

சரக்கு நி்லத 
்தைக்கச் ்சலவு  
q
C

2 1
´

்மாததை 
சரக்கு 

நி்லச் 
்சலவு

500 ×500
1000 200 400= ×2

500 20 5000= 5400

600 × .600
1000 200 333 3= ×2

600 20 6000= 6333.3

700 × .700
1000 200 285 7= ×2

700 20 7000= 7285.7

800 ×800
1000 200 250= ×2

800 20 8000= 8250

அட்டவ்ண : 6.3

EOQ = C
RC2

1
3   = × ×

20
2 1000 200

 = 20000

  = 141 அலகுகள் ( ்தைாராயமாக)

எடுத்துககொட்டு 6.33 
ஒரு தையாரிபபு நிறுவனம்,  சீரான 

வி்லயில 4000 அலகுகள் உற்பெததியி்ன 
வழங்குவதைற்கு ஒததுக்்காணடுள்ளது.   இருபபுச் 
்சலவு அலகு ஒன்றிற்கு ஒரு ஆணடிற்கு ` 50 
மற்றும் சரக்கு இருபபுச் ்சலவு ஒரு ஓட்ட 
உற்பெததிற்கு `160 என தீரமானிக்கபபெடடுள்ளது. 
உற்பெததியானது உ்டனடியாக ்தைா்டங்குவதைற்கு 
ஒததுக்்காள்ளபபெடடுள்ளது மற்றும் பெற்றாக் கு்ற 
அனுமதிக்கபபெடுவதில்ல எனில, ஓட்டம்  
ஒன்றுக்கு ்மாததை சரக்கு நி்லச் ்சலவு, சிறுமம் 
அ்்டவதைற்கு எததை்ன அலகுகள் உற்பெததி 
்சய்ய ்வணடும் எனக் கணக்கிடுக.

தீர்வு: 
வரு்டத ்தை்வ : R = 4000 அலகுகள்
இருபபுச் ்சலவு : C1 = ` 50

ஒரு  உற்பெததிக்கு ் காருதைல ் சலவு:  C3= ̀ 160

EOQ = c
Rc2

1
3

 = 50
2 4000 160# #  = 160 அலகுகள்.

∴ உற்பெததி ்சலவி்னக் கு்றபபெதைற்கு 
ஓட்டம் ஒன்றிக்கு 160 அலகுகள் உற்பெததி 
்சய்யபபெ்ட ்வணடும்.
எடுத்துககொட்டு 6.34 
ஒரு நிறுவனமானது 500 ்பெடடிக்ள மூன்று 
மாதைங்களில வாங்கியுள்ளது.  ஒரு ்பெடடியின் 
வி்ல ` 125,  ்காருதைல ்சலவு `150 ஆகும்.  
ஓர அலகிற்கு ஆணடு சரக்கு நி்லச் ்தைக்கச் 
்சலவு 20% -ஆக மதிபபி்டபபெடடுள்ளது.

( i )   தைற்்பொ்தைய சரக்கு நி்லக் 
்காள்்கக்கான ்மாததை சரக்கு நி்ல 
்சலவுத ்தைா்க்யக் காணக. 

(ii)  EOQ –ன், அளவி்ன அலகு மதிபபில 
காணக

(iii)  மிகு ஆதைாய ்காருதைல அள்வப 
பெயன்பெடுததி ்வ்ல ்சய்வதைன் மூலம் 
எவவளவு பெணம் ்சமிக்க இயலும்? 

தீர்வு: 
கணக்கின்பெடி,
ஒரு ்காருதைலின் ்காருதைல ்சலவு : C3= `150

ஓர அலகு ் காருதைலின் எணணிக்்க :q = 500 
அலகுகள்
வரு்டத ்தை்வ  = 500 × 4 = 2000  அலகுகள்
்தைக்கச் ்சலவு   = ஓர அலகுக்கு 20% 

     C1 = 100
20 #125 =  `25

(i) தைற்்பொ்தைய சரக்குநி்ல ்காள்்கக்கான 
்மாததை சரக்கு நி்லச் ்சலவு

 = q
R  × C3 + 

q
2 C1

 = 500
2000  × 150 + 2

500  × 25

 =  ` 6850

(ii) EOQ = C
RC2

1
3

  = 25
2 2000 150# #
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  = 12 2000#

  ≈ 155 அலகுகள்.

(iii)  சிறும சரக்கு நி்லச் ் சலவு = RC C2 3 1

 = 2 2000 150 25# # #

 = ` 3873.
மிகு ஆதைாய ்காருதைல அளவி்னப 

பெயன்பெடுததி, நிறுவனம் ்சமிததை பெணம்
 = 6850–3873 =  `2977

�யிறசி  6.3

1. வரு்டாநதிர ்தை்வ மற்றும் 3 
்பொருடகளின் ஓரலகு வி்ல கீ்ழ 
்காடுக்கபபெடடுள்ளது.

்பொருடகள்
வரு்டத 
்தை்வ 

(அலகுகளில)
அலகு வி்ல

(ரூபொயில)

A 800 0.02

B 400 1.00

C 13,800 0.20

்காருதைல ்சலவு ஒரு ்காருதைருலுக்கு ` 5 
மற்றும் ஆணடு இருபபுச் ் சலவு அலகு  ஒன்றிற்கு 
` 10  ஆகும் எனில,

(i) மிகு ஆதைாயக் ்காருதைல அளவி்ன 
அலகு மதிபபில காணக.

(ii) சிறும சரக்கு நி்லச் ்சலவு.
(iii) மிகு ஆதைாயக் ்காருதைல அள்வப 

ரூபொயில காணக.
(iv) மிகு ஆதைாயக் ் காருதைல அள்வ வரு்ட 

வழங்கல அடிபபெ்்டயில  காணக.
(v) ஒரு வரு்டததிற்கான ்காருதைலகளின் 

எணணிக்்க்யக் காணக.

2. ஒரு விற்பெ்னயாளர தைன்னு்்டய 
வாடிக்்கயாளருக்கு ஒரு வாரததிற்கு 
400 அலகுகள் ்காண்ட ்பொருடக்ள 
வழங்குகிறார. விற்பெ்னயாளர 
உற்பெததியாளரி்டமிருநது ஓர அலகு 

்பொரு்ள ` 50 –க்கு வாங்குகிறார.  
உற்பெததியாளரி்டமிருநது வாங்கபபெடும் 
்காருதைல ்சலவு, ஒரு ்காருதைலுக்கு  
` 75  ஒரு வரு்டததிற்கான  சரக்கு நி்ல 
்தைக்கச் ்சலவானது உற்பெததி ்சலவின் 
7.5 % எனில

(i) மிகு ஆதைாயக் ்காருதைல அளவு (EOQ)

(ii) ்மாததை உகமச் ் சலவு ஆகியவற்்றக் 
காணக.

6.4  �குதி வககயிடல்:  
(Partial Derivatives)

பெல மாறிக்ளக் ்காண்ட ஒரு சாரபின் 
பெகுதி வ்கயி்டல என்பெது மாறிகளில ஏ்தைனும் 
ஒன்்றப ்பொறுதது (மற்ற மாறிக்ள 
மாறிலிகளாகக் ்காணடு) சாரபின் வ்கயி்டல  
ஆகும். இப்�குதியில் �ொம் இரண்டு ெொரொ 
மொறிககள பகொண்ட ெொர்புககள மட்டும் 
எடுத்துகபகொண்டு அவறறின் வககயீடுககள 
கொண்த�ொம்.
u f x y= ( , )  என்பெது  x , y என்ற இரணடு சாரா 
மாறிக்ளக் ்காண்ட சாரபு என்க.

y –ஐ மாறிலியாகக் ்காணடு x –ஐ 
்பொறுதது u f x y= ( , )  -்ய  வ்கயீடு ்சய்து 
கி்்டபபெது x  –ஐ ்பொறுதது u -ன் பெகுதி 
வ்கக்்கழு ஆகும்.  இ்தை x

u
2
2  அலலது ux 

எனும் குறியீடடில குறிபபெது வழக்கம் 

x
u
2
2 = lim

x 0"T
( , ) ( , )

x
f x x y f x y

T
T+ -

என்ற எல்ல இருக்கும்்பொது, y 
என்பெது மாறாதைது, Ox என்பெது  x -ல ஏற்பெடும் 
சிறு மாற்றமாகும். x -ஐ மாறிலியாகக் ்காணடு 
y –ஐப ் பொறுதது u= f(x,y) -ஐ வ்கயீடு ் சய்து 
கி்்டபபெது y –ஐ ்பொறுததை u -ன் பெகுதி 
வ்கயி்டல ஆகும். இ்தை y

u
2
2  அலலது uy 

எனும் குறியீடடில குறிபபெது வழக்கம் 

y
u
2
2 = lim

y 0"T

f x y y f x y

y

� , � � ,+( )− ( )∆

∆
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என்ற எல்ல இருக்கும்்பொது, x என்பெது 
மாறாதைது, Oy என்பெது y -ல ஏற்பெடும் சிறு 
மாற்றமாகும். 

x
u
2
2  -ஐ x2

2  f(x,y) (அலலது) x
f
2
2  என 

எழுதைலாம். இ்தை ்பொல ¶
¶
u
y

 -ஐ ¶
¶y

 f (x,y) 

(அலலது) y
f
2
2  என எழுதைலாம். பெகுதி 

வ்கக்்கழுக்க்ளக் காணும் மு்ற்ய 
பெகுதி வ்கயி்டல என்கி்றாம்.

6.4.1  பதொடர்ச்சியொன �குதி 
வகககபகழுககள்: (Successive 
partial derivatives)

u f x y= ( , )  என்ற சார்பெ  
எடுததுக்்காள்்வாம். இதிலிருநது x

u
2
2  மற்றும் 

y
u
2
2  காணலாம். x

u
2
2 மற்றும் y

u
2
2   என்பென,  

y–ன் சாரபுகளாக இருநதைால அவற்்ற x மற்றும் 
y-ஐ ்பொறுதது மீணடும்  பெகுதி வ்கயி்டலாம். 
இநதைப பெகுதி வ்கக்்கழுக்கள் u(x, y)-ன் 
இரண்டாம் வரி்ச பெகுதி வ்கக்்கழுக்கள் 

ஆகும். அதைாவது 
y
u
2

2

2
2 , 

x
u
2

2

2
2   y x

u2

2 2
2 , x y

u2

2 2
2  

ஆகிய்வ இரண்டாம் வரி்ச பெகுதி 
வ்கக்்கழுக்கள். 

இ்தை்பொல மூன்றாம் வரி்ச , நான்காம் 
வரி்ச பெகுதி வ்கக்்கழுக்க்ள (காண 
முடியுமானால) நாம்  காணலாம். ்தைா்டரச்சியாக 
பெகுதி வ்கக்்கழு காணும் மு்ற்ய 
்தைா்டரச்சியான பெகுதி வ்கக்்கழுக்கள் 
என்்பொம். 

u = f (x,y) –ஐ  x –ஐ  ்பொறுதது பெகுதி 
வ்கயீடு ் சய்து மீணடும் y,  ஐ ் பொறுதது பெகுதி 
வ்கபபெடுததினால நாம் ்பெறுவது y2

2
x
u
2
2
b l  

அதைாவது ∂
∂ ∂

2u
y x

 ஆகும்.  

அ்தை ் பொல u = f (x,y)–ஐ y-ஐ ் பொறுதது 
பெகுதி வ்கயீடு ் சய்து மீணடும் x – ஐ ் பொறுததை 

பெகுதி வ்கயி்ட்ல ∂
∂
∂
∂









x
u
y

 அதைாவது  ∂
∂ ∂

2u
x y

 
என்று குறிப்பொம்.

குறிப்பு:
u(x,y) என்பெது x மற்றும் y-ல ் தைா்டரச்சியான 
சாரபு எனில, ∂

∂ ∂
=

∂
∂ ∂

2 2u
y x

u
x y

.

ெம�டித்தொன ெொர்புகள்:  
(Homogeneous functions)

u=f (x,y) என்பெது x ,y  என்ற  இரு சாரா 
மாறிக்ளக்்காண்ட சாரபு என்க. 

 f tx ty t f x yn
( , ) ( , )= , t > 0.

எனில u=f (x,y) என்பெது 'n' பெடியுள்ள 
சமபெடிததைான சாரபு எனபபெடும்.

6.4.2  ஆய்லரின் ததற்றம் மறறும் 
அதன் �யன்�ொடுகள் (Euler’s 
theorem and its applications) 
இரு மொறிககள பகொண்ட 
ஆய்லரின் ததற்றம்: (Euler’s 
theorem for two variables)

u f x y= ( , )  என்பெது x,y –ல அ்மநதை 'n', 
பெடியுள்ள சமபெடிததைான சாரபு எனில  

 x u
x

y u
y

nu∂
∂

+
∂
∂

=

எடுத்துககொட்டு 6.35 
u = x2(y–x) + y2 (x–y), எனில ∂

∂
+
∂
∂

u
x

u
y

 = –2 

(x–y)2 எனக் காடடுக.

தீர்வு:
 u = x2y–x3+xy2–y3

 x
u
2
2  = 2xy–3x2+y2

 y
u
2
2  = x2+2xy –3y2

 x
u
2
2 + y

u
2
2  = –2x2–2y2+4xy

   = − + −( )2 22 2x y xy

     = –2 (x–y)2
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எடுத்துககொட்டு 6.36 

u = log(x2+y2) எனில, 
x
u
2

2

2
2 +

y
u
2

2

2
2  =0 

எனக்காடடுக.

தீர்வு:
  u = log(x2+y2 )

 x
u
2
2  = 

x y
1

2 2+
(2x) = 

x y
x2

2 2+

 ¶
¶

2

2

u

x
 = 

x y

x y x x2 2 2
2 2 2

2 2 $ $

+

+ -_

_

i

i
= 

x y

y x2
2 2 2

2 2

+

-

_

_

i

i
 

 y
u
2
2  = 

x y
1

2 2+
(2y) = 

x y
y2

2 2+

  
y
u
2

2

2
2  = 

( )
( )

x y
x y y y2 2 2

2 2

2 2 $ $

+

+ -
  = 

( )
( )
x y

x y2
2 2 2

2 2

+

-

`  
x
u
2

2

2
2 +

y
u
2

2

2
2  = 0.

எடுத்துககொட்டு 6.37 

u = xy+sin(xy), எனில x y
u2

2 2
2 = y x

u2

2 2
2  எனக் 

காடடுக.

தீர்வு:
      u  = xy+sin(xy)

 x
u
2
2  = y+ycos(xy)

 y
u
2
2  = x+xcos(xy)

 x y
u2

2 2
2  = x2

2
y
u
2
2
c m

  = 1+ − ( )⋅( )+ ( )x xy y xysin cos

  = 1–xy sin(xy)+cos(xy) .... (1)

 ¶
¶ ¶

2u
y x

 =  ∂
∂

+ ( )( )
y
y y xycos

 = 1+ ( )+ − ( )( )cos sinxy y xy x

 = 1− ( )+ ( )xy xy xysin cos ... (2)

 (1) மற்றும் (2) -லிருநது 

 x y
u2

2 2
2  = y x

u2

2 2
2

எடுத்துககொட்டு 6.38 

u  =  
x y

1
2 2+

 என்ற சாரபிற்கு ஆய்லரின் 

்தைற்றத்தைச் சரிபொரக்க.

தீர்வு:
u(x,y) = x y2 2

1
2+( )−

u(tx,ty) = t x t y2 2 2 2
1
2+( )− = t–1  x y2 2

1
2+( )−

`  u என்ற சமபபெடிததைான சாரபின் பெடி –1 ஆகும்.
 ஆய்லரின் ்தைற்றததின் பெடி,  

x. x
u
2
2  + y. y

u
2
2 = (–1)u = –u

ெரி�ொர்த்தல்:(Verification)

      u  = x y2 2
1
2+( )−

    x
u
2
2   = − +( ) ⋅−1

2
22 2

3
2x y x =

x y

x
2 2 2

3
+

-
-

_ i

x
u
x

⋅
∂
∂

  = 
x y

x
2 2 2

3
2

+

-
-

_ i

    y
u
2
2   =  − +( ) ⋅−1

2
22 2

3
2x y y =

x y

y
2 2 2

3
+

-
-

_ i

 

y
u
y

⋅
∂
∂

 = 
x y

y
2 2 2

3

2

+

-
-

_ i

 

`  x u
x

⋅
∂
∂

 +y u
y

⋅
∂
∂

 = 
( )

( )

x y

x y
2 2 2

3

2 2

+

- +
-

 = (–1)
x y

1
2 2+

 = (–1)u = –u

என்வ ஆய்லரின் ்தைற்றம் சரிபபொரக்கபெட்டது. 

எடுத்துககொட்டு 6.39 

u = log x y
x y4 4

+
+

 என்க.  ஆய்லரின் ் தைற்றத்தைப 

பெயன்பெடுததி x u
x

⋅
∂
∂

 + y u
y

⋅
∂
∂

 = 3 எனக் காடடுக.

06_11th_BM-STAT_Ch-6-TM.indd   161 08-12-2021   21:10:47

www.tntextbooks.in



162 11 ஆம் வகுப்பு வணிகக் கணிதம் மற்றும் புள்ளியியல்

தீர்வு:

u = log x y
x y4 4

+
+

eu = x y
x y4 4

+
+

 = f (x,y) ... (1)

f (x,y) = x y
x y4 4

+
+  என்பெ்தை  எடுததுக்்காள்்வாம்.

,f tx ty^ h = tx ty
t x t y4 4 4 4

+
+

 = t x y
x y3

4 4

+
+

d n =  ,t f x y3
^ h

`  f என்ற சமபபெடிததைான சாரபின் பெடி 3 ஆகும்.
ஆய்லரின் ்தைற்றத்தைப பெயன்பெடுததை, 

x
u
x

⋅
∂
∂

+y u
y

⋅
∂
∂

= 3f   

f (x,y) = eu  என்பெ்தை  எடுததுக்்காள்்வாம்.

 x
e
x

u

⋅
∂
∂

+y e
y

u

⋅
∂
∂

 = e3 u

`  e x u
x

u ⋅
∂
∂

+e y u
y

u ⋅
∂
∂

 = e3 u

 x
u
x

⋅
∂
∂

 +y u
y

⋅
∂
∂

 = 3

�யிறசி 6.4

1. z = ax b cy d+ +^ ^h h , எனில x
z
2
2  மற்றும் 

y
z
2
2  என்பெனவற்்றக் காணக.

2. u exy= , எனில 
x
u

y
u

2
2

2
2

2
2

2
2+  = u x y2 2+_ i 

எனக்காடடுக.
3. .cos cosu x y y x= +  எனில,  

x y
u2

2 2
2  = y x

u2

2 2
2  என்பெ்தைச் சரி பொரக்க.

4.  u= x y xy33 3 2+ +  என்ற சாரபிற்கு 
ஆய்லரின் ்தைற்றத்தைச் சரி பொரக்க.

5. u= cosx y y
x2 3
a k  என்க.  

ஆய்லரின் ்தைற்றத்தைப பெயன்பெடுததி

. .x x
u y y

u
2
2

2
2+ =5u எனக் காடடுக.

6.5  �குதி வககயிடலின் 
�யன்�ொடுகள் (Applications  of 
partial derivatives)
்தைாழில து்றயில ் நரடி பெங்கு வகிக்கக் 

கூடிய கணக்குக்ள பெகுதி வ்கயி்டல மூலம் 
இங்கு காணலாம்.

6.5.1   இரு மொறிகளின் உற�த்திச் 
ெொர்பு, இறுதி நிக்ல உற�த்தித் 
தி்றன் (Production function 
and marginal productivities of 
two variables)

(i)  உற�த்திச் ெொர்பு:  
(Production function)

P என்ற ஒரு நிறுவனததின் உற்பெததியானது, 
மூலதைனம் (K), ஊதியம் (L), மூலப்பொருள்கள் 
(R), இயநதிரங்கள் (M) ்பொன்ற பெல 
்பொருளாதைாரக் காரணிக்ளச் சாரநதிருக்கிறது.  
என்வ  P = f (K,L,R,M,…)   என்பெது 
உற்பெததிச் சாரபு எனபபெடும். P என்பெது முதைலீடு 
மற்றும் ஊதியம் மடடு்ம சாரநது 
இருபபின்P=f (L,K) என எழுதைலாம்.

(ii)  இறுதி நிக்ல உற�த்தித் தி்றன்: 
(Marginal productivities)

P = f (L,K) என்பெது உற்பெததிச் சாரபு 
எனில L

P
2
2  என்பெது ஊதியம் சாரநதை  இறுதிநி்ல 

உற்பெததிச் சாரபு எனவும், K
P
2
2  என்பெது 

மூலதைனம் சாரநதை இறுதிநி்ல உற்பெததிச் சாரபு 
எனவும் அ்ழக்கபபெடும்.

P(L,K) என்ற ஒரு பெடி சீரான உற்பெததிச் 
சாரபிற்கான ஆயிலரின் ்தைற்றமானது 

 L L
P K K

P
2
2

2
2+  = P ஆகும்.

6.5.2  �குதி ததகவ ப�கிழ்ச்சிகள் 
(Partial elasticity of demand)

A, B ஆகிய ்பொருள்களின் வி்லகள் 
மு்ற்ய p1, p2 எனில A என்ற ்பொருளின் 
்தை்வ q = ,f p p1 2^ h  ஆகும்.

06_11th_BM-STAT_Ch-6-TM.indd   162 08-12-2021   21:10:53

www.tntextbooks.in



163வகையீட்டின் பயன்பபாடுைள்

p1 ஐப ்பொறுதது q-ன் ்தை்வயின் பெகுதி ்நகிழ்ச்சி 

hqp
Eq
Ep

p

q
q
p1

1

1

1

= =
− ∂
∂

 

என வ்ரயறுக்கபபெடுகிறது.
p2 ஐப ்பொறுதது q -ன் ்தை்வயின் பெகுதி 
்நகிழ்ச்சி

hqp
Eq
Ep

p

q
q
p2

2

2

2

= =
− ∂
∂

 

என வ்ரயறுக்கபபெடுகிறது.

எடுத்துககொட்டு 6.40 
P = . .L L K K KL10 0 1 5 0 3 42 2+ + - +  

என்ற  உற்பெததிச் சாரபுக்கு K = L = 10 எனில 
மூ ல தை ன ம்  ( K )  ம ற் று ம்  ஊ தி ய ம்  ( L ) 
ஆகியவற்றி்ன சாரநதை இறுதிநி்ல 
உற்பெததிக்ளக் காணக.

தீர்வு:
P = . .L L K K KL10 0 1 5 0 3 42 2+ + - +

 ∂
∂

= + +
P
L

L K10 0 2 4.

 ∂
∂

= − +
P
K

K L5 0 6 4.

K = L = 10 அலகுகள் எனில
ஊதியம் சாரநதை இறுதிநி்ல உற்பெததி:  
∂
∂









P
L

( , )10 10

 = 10 + 2 + 40 = 52 அலகுகள்

மூலதைனம் சாரநதை இறுதிநி்ல உற்பெததி: 
∂
∂








P
K

( , )10 10

 = 5 −  6 + 40 = 39 அலகுகள்

எடுத்துககொட்டு 6.41 
ஒரு நிறுவனததின் உற்பெததிச் சாரபு  

P = . .L L K K KL10 0 1 15 0 2 22 2- + - +  இங்கு 
L என்பெது ஊதியம் மற்றும் K என்பெது 
மூலதைனத்தைக் குறிக்கிறது.

(i) ஊதியம் மற்றும் மூலதைனம் ஒவ்வான்றும் 
10 அலகுகள் எனில இறுதிநி்ல 
உற்பெததிச் சாரபுக்ளக் கணக்கிடுக.

(ii) மூலதைனததில 10 அலகுகள் 
பெயன்பெடுததைபபெட்டால ஊதியததிற்கான 
உச்ச வரம்்பெக் காணக.

தீர்வு:
(i)  P = 10 0 1 15 0 2 22 2L L K K KL− + − +. .  

(்காடுக்கபபெடடுள்ளது)

  ∂
∂

= − +
P
L

L K10 0 2 2.

  ∂
∂

= − +
P
K

K L15 0 4 2.

L = K = 10 அலகுகள் எனில,
ஊதியம் சாரநதை இறுதிநி்ல உற்பெததி:  
∂
∂









P
L

( , )10 10

 = 10 −  2+20=28 அலகுகள் 

மூலதைனம்  சாரநதை  இறுதிநி்ல உற்பெததி: 
∂
∂








P
K

( , )10 10

= 15−4+20=31 அலகுகள்

(ii)  K=10 எனும் ்பொது ஊதியததிற்கான  

உச்ச வரம்பு L
P
2
2
a k  ≥ 0 ஆகும்.

 10−0.2L+20 ≥0

 30 ≥ 0.2L

அதைாவது, L ≤ 150

`  ஊதியததிற்கான  உச்ச வரம்பொனது 150 
அலகுகள் ஆகும்.

எடுத்துககொட்டு 6.42 
ஒரு நிறுவனததின் உற்பெததிச் சாரபு

P L K= 4

3

4

1

4  எனில,  மூலதைனம் சாரநதை  இறுதி 
நி்ல உற்பெததி மற்றம் ஊதியம் சாரநதை 
இறுதிநி்ல உற்பெததி ஆகியவற்்றக் காணக. 

்மலும் L L
P K K

P P2
2

2
2+ =  என நிருபி.

தீர்வு:

P = 4

3

4

1

4L K

 ஊதியம் சாரநதை  இறுதிநி்ல உற்பெததி :

¶
¶
P
L

 = 4 3
4

´ L K
−1

4

1

4  = 3 K
L









1

4

06_11th_BM-STAT_Ch-6-TM.indd   163 08-12-2021   21:11:02

www.tntextbooks.in



164 11 ஆம் வகுப்பு வணிகக் கணிதம் மற்றும் புள்ளியியல்

மூலதைனம் ்பொறுததை இறுதி நி்ல உற்பெததி:   

¶
¶
P
K

 = 4 L K
3

4

3

4
1

4
×

−

 = L
K









3

4

L
P
L
K
P
K

∂
∂
+

∂
∂

 = 3L K
L









1

4

+K L
K









3

4

= 3 L K
3

4

1

4 + L K
3

4

1

4  

= 4 L K
3

4

1

4  = P

எடுத்துககொட்டு 6.43 

x என்ற ் பொருளின் ் தை்வ q = p p p p5 2 1 2 1
2

2- + - 

p p p p5 2 1 2 1
2

2- + -  எனில EP
Eq

1
 மற்றும் EP

Eq
2

 என்ற  
பெகுதி ் நகிழ்ச்சிக்ள p1=3 மற்றும் p2=7 எனும் 
்பொழுது காணக.

தீர்வு:
 q = p p p p5 2 1 2 1

2
2- + -

 p
q
12
2

 = −2−2p1 p2

 p
q
22
2

 = p1 1
2-

 Ep
Eq

1
 = q

P
p
q1
12
2

-  

  = p p p p
p

p p
5 2

2 2
1 2 1

2
2

1
1 2- + -

-
- -^ h

  = 
p p p p
p p p

5 2
2 2

1 2 1
2

2

1 1
2

2
- + -

+

இங்கு p1= 3  மற்றும் p2= 7

Ep
Eq

1
 = 5 6 7 9 7

2 3 2 9 7
- + -
+^ ^

^

^

^

h h

h

h

h
 = 57

132
- = 57

132-

Ep
Eq

2
 = q

P
p
q2
22
2

-  =  
p p p p
p p

5 2
1

1 2 1
2

2

2 1
2

- + -

- -_ i

  = 
p p p p
p p p

5 2 1 2 1
2

2

2 2 1
2

- + -

- +

இங்கு p1= 3  மற்றும் p2= 7

Ep
Eq

2
 = 5 6 7 9 7

7 7 9
- + -
- + ^

^ ^

h

h h
 = 57

56
-  = 57

56-

�யிறசி 6.5

1.  P = L K K L KL8 2 3 2 72 2- + - + என்ற 
உற்பெததிச் சாரபிற்கு K = 3 மற்றும் L= 1 
என்ற மதிபபுகளின் மூலதைனம் (K) மற்றும் 
ஊதியம் (L) சாரநதை  இறுதிநி்ல 
உற்பெததிக்ளக் காணக.

2. ஒரு நிறுவனததின் உற்பெததிச் சாரபு  
P= LK L K4 2 2- + , L>0, K>0, எனில 
L L

P K K
P

2
2

2
2+  = 2P என நிரூபி.

3. z = x xy y3 4 32 2- + என்பெது ஒரு உற்பெததிச் 
சாரபு. இங்கு x என்பெது ஊதியம் மற்றும் y 
என்பெது மூலதைனம்  ஆகும். x = 1, y = 2 எனில  
இறுதிநி்ல உற்பெததி சாரபுக்ளக்  காணக

4.  P = L K3 . .0 4 0 6
^ ^h h  என்பெது ஒரு உற்பெததிச் 

சாரபு இங்கு L என்பெது ஊதியம் மற்றும்  
K என்பெது மூலதைனம் எனில L = 10 மற்றும்  
K = 6 என இருக்கும்்பொழுது இறுதிநி்ல 
உற்பெததிக்ள காணக. 

 [ .0 6 .0 6
^ h = 0.736,(1.67)0.4=1.2267]

5.   A என்ற ்பொருளின் ்தை்வ  
q = p p13 2 31 2

2- -  எனில p1= p2 = 2 என்ற 

மதிபபுகளுக்கு Ep
Eq

1
 மற்றும் Ep

Eq
2

 என்ற 
பெகுதி ்நகிழ்ச்சிக்ளக் காணக.

6.  A என்ற ்பொருளின் ்தை்வ q p p p p= − + −80 5
1

2

2 1 2
 

q p p p p= − + −80 5
1

2

2 1 2
 எனில  p1=2 மற்றும் p2=1 என்ற 

மதிபபுகளுக்கு Ep
Eq

1
 மற்றும் Ep

Eq
2

 என்ற 
பெகுதி ்நகிழ்ச்சிக்ளக் காணக.

�யிறசி  6.6

  ெரியொன விகடகயத் 
ததர்்நபதடுத்து எழுதுக

1. C(x) = x x x2 5 14 213 2+ - +  என்ற 
்சலவு சாரபின் சராசரி மாறாச் ்சலவானது

(a) 3
2  (b) x

5  (c) x
14-  (d) x

21  
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2. p = 20–3x  என்ற ்தை்வச் சாரபின் இறுதி 
நி்ல வருவாய்
(a) 20–6x (b)20–3x

(c) 20+6x (d) 20+3x

3. ஒரு நிறுவனததின் ்தை்வ மற்றும் அதைன் 
்சலவுச் சாரபு மு்ற்ய p = 2–x  மற்றும்  
 C = – x x2 2 72 + + எனில,  இதைன் இலாபெச் 
சாரபொனது 

(a) x 72 +  (b) x 72 -

(c) x 72- +  (d) x 72- -

4. ்தை்வச் சாரபு மீள்தைன்்ம ்காண்டது 
எனில,
(a) ηd >1 (b) ηd =1

(c) ηd <1 (d) ηd =0

5. x = p
1  என்ற ்தை்வ சாரபின் ்தை்வ 

்நகிழ்ச்சி
(a) 0  (b) 1

(c) p
1-  (d) ∞

6.  MR, AR  மற்றும் ηd  க்களுக்கு இ்்ட்யயுள்ள 
்தைா்டரபொனது

(a) ηd
AR

AR MR
=

−
 

(b) ηd AR MR= −

(c) MR AR d= =η

(d) AR MR

d

=
η

7. C e25
1 x5=  என்ற ்சலவுச் சாரபுக்கான 

இறுதிநி்லச் ்சலவு
(a) 25

1  (b) e5
1 x5

(c) e125
1 x5  (d) e25 x5

8. x = 2 -ல x -ஐப ் பொறுதது y = 2x2 + 5x -ன் 
உ்டனடி மாறு வீதைம்
(a) 4  (b) 5

(c) 13  (d) 9

9. ஒரு குறிபபிட்ட நிறுவனததின் சராசரி 
வருவாய் ` 50 மற்றும் அதைன் ்தை்வ 
்நகிழ்ச்சி 2 எனில அதைனு்்டய இறுதி 
நி்ல வருவாய்
(a) ` 50 (b) ` 25
(c) ` 100 (d) ` 75

10. P(x)  என்ற இலாபெச் சாரபொனது ் பெருமத்தை 
அ்்டய ்தை்வயான கடடுபபொடு
(a) MR = MC (b) MR = 0
(c) MC = AC (d) TR = AC

11. f  (x) = sinx  என்ற சாரபின் மீப்பெரு மதிபபொனது

(a) 1  (b) 2
3

(c) 
2

1  (d) 
2

1-

12. f (x,y) என்பெது n, பெடியுள்ள சமபெடிததைான 

சாரபு எனில x x
f

y y
f

2
2

2
2

+  –க்குச் சமமானது

(a)(n–1)f  (b) n(n–1)f
(c) nf  (d) f

13. u x xy y x y4 4 4 32 162 2= + + + + +  

எனில  y x
u2

2 2
2   -ன் மதிபபு

(a) 8x + 4y + 4 (b) 4
(c) 2y + 32 (d)  0

14. u x xy y33 2 3= + +  எனில y x
u2

2 2
2  -ன் 

மதிபபு 
(a) 3  (b) 6y

(c) 6x  (d) 2

15.  u ex2=  எனில x
u
2
2  -ன் மதிபபு 

(a)  xe2 x2  (b) ex2

(c)  e2 x2  (d)  0

16. சராசரிச் ்சலவு சிறுமம் எனில
(a)  இறுதி நி்லச் ்சலவு = இறுதி நி்ல 

வருவாய்
(b)  சராசரிச் ்சலவு = இறுதி நி்லச் ்சலவு
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(c)  சராசரிச் ் சலவு = இறுதி நி்ல வருவாய்
(d)  சராசரி வருவாய் = இறுதி நி்லச் ் சலவு

17.  ஒரு நிறுவனம் லாபெத்தை அ்்டவது

(a) மீப்பெரு புள்ளியில

(b) சமபொடடுப புள்ளியில

(c) ்தைக்கநி்லப புள்ளியில

(d) சீரான புள்ளியில

18.  ்தை்வச் சாரபு எப்பொழுதும்

(a) கூடும் சாரபு ஆகும்.

(b) கு்றயும் சாரபு ஆகும்.

(c) கு்றயற்ற சாரபு ஆகும்.

(d) வ்ரயறுக்கபபெ்டாதை சாரபு ஆகும்.

19.  q = p p1000 8 1 2+ -  எனில, ¶
¶
q
p

1

 இன் 
மதிபபு
(a) –1  (b) 8
(c) 1000 (d) p1000 2-

20. R   =   5000 அலகுகள்/வரு்டம் C1   =  20 
்பெசாக்கள், C3 = `20 எனில EOQ இன் 
மதிபபு
(a) 5000 (b) 100
(c) 1000 (d) 200

இதர கணககுகள்
1. x  அலகுகள் உற்பெததிக்கான ஒரு ் பொருளின் 

்மாததைச் ்சலவு சாரபு C x x= − +10 4 3
3 4  

எனில
(i) சராசரிச் ்சலவுச் சாரபு
(ii) இறுதிநி்லச் ்சலவுச் சாரபு
(iii) இறுதி நி்ல சராசரிச் ்சலவுச் சாரபு 

ஆகியவனவற்்ற காணக.

2. பின்வரும் சாரபுகளுக்கு குறிபபி்டபபெடடுள்ள 
்நகிழ்ச்சி்யக் காணக. 
(i) p xex= , x > 0 –ல அளிபபு ்நகிழ்ச்சி
(ii) p e10

x
3= - , x > 0 –ல ்தை்வ 

்நகிழ்ச்சி்ய காணக.

3.  p = 1 -ல x p= +2 5
2  எனும் அளிபபு 

சாரபுக்கான அளிபபு ் நகிழ்ச்சி்யக் காணக.
4. p x= −100 6

2 எனும் ்தை்வச் சாரபுக்கு 
இறுதி நி்ல வருவாய் காணக. ்மலும்  

MR p
d

= −








1 1

η
 என்பெதை்னயும் சரிபொரக்க. 

5. ்மாததை ் சலவுச் சாரபு y x x
x

=
+
+







 +4

2

1
6  –ல  

உற்பெததி அளவு x ஆனது ்தைா்டரச்சியாகக் 
அதிகரிக்கும் ்பொழுது அதைன் இறுதி நி்ல 
்சலவானது [MC] ்தைா்டரச்சியாகக் 
கு்றகிறது என நிறுவுக.

6. ்சலவுச் சாரபு C = 2000 + 1800x –75x2 + x3 

–க்கு எப்பொழுது அதைன் ்மாததை ்சலவு 
கூடுகிறது மற்றும் எப்பொழுது கு்றகிறது 
என்பெ்தைக் காணக.

7. ஒரு ்தைாழில நிறுவனததின் ்மாததை 
்சலவுச் சாரபு C = – .x x x15 9 6 2 3+ +   
எனில ்மாததை ்சலவு சிறும மதிப்பெப 
்பெறுவதைற்கான x-ஐ காணக.

8. u x y
x y

=
−
−

log

4 4

 என்ற சாரபுக்கு ஆய்லரின் 

்தைற்றத்தை பெயன்பெsடுததி x u
x

y u
y

∂
∂

+
∂
∂

= 3  
எனக் காடடுக.

9. u x x y y= + +3 2 2 3
3  எனில ∂

∂ ∂
=
∂
∂ ∂

2 2u
x y

u
y x

 
என்பெதை்ன சரிபொரக்க.

10. f x y x y xy x y( , )= + + − +3 4 6 72 3 2 3  
எனில fyy( , )1 1 18=  எனக்காடடுக.
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167வகையீட்டின் பயன்பபாடுைள்

பதொகுப்புகர
 z ்தை்வ என்பெது ஒரு ்பொருளின் ்தை்வ அளவுக்கும் அதைன் வி்லக்கும்  

இ்்ட்யயுள்ள ்தைா்டரபு ஆகும்.
 z அளிபபு என்பெது ஒரு ்பொருளின் அளிபபு அளவுக்கும் அதைன் வி்லக்கும் இ்்ட்யயுள்ள 

்தைா்டரபு ஆகும்.
 z ்சலவு என்பெது ஒரு ்பொருளின் மீது உற்பெததிக்காகச் ்சலவி்டபபெட்டத ்தைா்க ஆகும்.
 z  வருவாய் என்பெது உற்பெததி ் சய்யபபெட்டப ் பொரு்ள விற்கும்்பொழுது கி்்டக்கும் ் தைா்க ஆகும்.
 z இலாபெம் என்பெது வருவாயில ்சலவு ்பொக கி்்டக்கும் உபெரித ்தைா்க ஆகும்.
 z y = f(x) என்ற சாரபின் ்நகிழ்ச்சி என்பெது y இன் சார மாற்றததிற்கும்,  x  இன் சார 

மாற்றததிற்கும் உள்ள விகிதைததின் வரம்பி்டபபெட்ட எல்லயாகும்
 z ஒரு ்பொருளின் சமன்நி்ல வி்ல என்பெது ்தை்வ மற்றும் அளிபபுச் சாரபுகள் 

சமன்நி்ல்ய அ்்டயும்்பொழுது ்பெறபபெடும் வி்லயாகும்.
 z இறுதி நி்லச் ்சலவின் ்பொருள் விளக்கமானது, உற்பெததியின் அளவு x அலகுகளிலிருநது 

x 1+^ h  அலகுகளாக மாறும்்பொது உற்பெததி ் சலவில ஏற்பெடும் ் தைாராயமான மாற்றம் ஆகும்.
 z இறுதிநி்ல வருவாயின் ்பொருள் விளக்கமானது, விற்பெ்ன அளவு x அலகுகளாக 

இருக்கும் ் பொழுது, x 1+^ h  ஆவது அலகு உற்பெததி ் சய்யபபெடடு விற்கபபெட்டதைால கி்்டக்கும் 
்தைாராயமான வருவா்ய இறுதி நி்ல வருவாய் ஆகும்.

 z y=f(x) என்ற சாரபு [a,b] என்ற மூடிய இ்்ட்வளியில x x f x f x1 2 1 2&1 #^ ^h h , 
அ்னதது , ,x x a b1 2e6 @  என அ்மயுமானால, அது கூடும் ெொர்பு எனபபெடும்.

 z y=f(x)  என்ற சாரபு [a, b] என்ற மூடிய இ்்ட்வளியில x x f x f x1 2 1 2&1 1^ ^h h , 
அ்னதது , ,x x a b1 2e6 @  என  இருபபின்,  அது திட்டமொகக கூடும் ெொர்பு எனபபெடும்.

 z y= f(x) என்ற சாரபு  [a,b] என்ற மூடிய  இ்்ட்வளியில x x f x f x1 2 1 2&1 $^ ^h h , 
அ்னதது , ,x x a b1 2e6 @  என இருபபின், அது குக்றயும் ெொர்பு எனபபெடும்.

 z y=f(x) என்ற சாரபு [a, b] என்ற மூடிய  இ்்ட்வளியில x x f x f x>1 2 1 2&1 ^ ^h h ,  
அ்னதது , ,x x a b1 2e6 @  என இருபபின், அது திட்டமொகக குக்றயும் ெொர்பு எனபபெடும்.

 z c-ஐ உள்ள்டக்கிய  (a,b)  என்ற திறநதை இ்்ட்வளியில f என்ற சாரபொனது 
வ்கயி்டததைக்கது  மற்றும் '’ ( )f c  காணததைக்கது என்க.

(i)  f '(c) = 0 மற்றும் f "(c) > 0, எனில f   ஆனது c-ல இ்டம் சாரநதை சிறுமத்தை அ்்டகிறது. 
(ii) f '(c) = 0 மற்றும் f "(c) < 0, ஆனது c-ல இ்டம் சாரநதை ்பெருமத்தை அ்்டகிறது. 

 z u f x y= ( , )  என்பெது x, y என்ற இரு சாரா மாறிக்ளக்்காண்ட சாரபு என்க. ்மலும் 
f tx ty t f x yn

( , ) ( , )= , t > 0 எனில  u = f(x, y) என்பெது 'n' பெடியுள்ள சமபெடிததைான சாரபு எனபபெடும்.
 z u f x y= ( , )  என்பெது x, y –ல அ்மநதை 'n', பெடியுள்ள சமபெடிததைான சாரபு எனில  

x u
x

y u
y

nu∂
∂

+
∂
∂

=  ஆகும்.

 z p1 –ஐ ்பொறுதது q-ன் ்தை்வ பெகுதி ்நகிழ்ச்சி ηqp
Eq
Ep

p
q

q
p1

1

1

1

= =
− ∂

∂
 ஆகும்.

 z p2  –ஐப ்பொறுதது q-ன் ்தை்வ  பெகுதி ்நகிழ்ச்சி ηqp
Eq
Ep

p
q

q
p2

2

2

2

= =
− ∂

∂
 ஆகும்.
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முககியமொன சூத்திரஙகள்(Some standard results)

1. ்மாததைச் ்சலவு C x f x k( ) ( )= +

2. சராசரிச் ்சலவு: AC f x k
x

c x
x

=
+

=
( ) ( )

3. சராசரி மாறும் ்சலவு: AVC = f x
x
( )

4. சராசரி மாறாச் ்சலவு: AFC k
x

=

5. இறுதி நி்லச் ்சலவு:  MC dx
dC=

6. இறுதி நி்லச் சராசரி ்சலவு:  
MAC d

dx
AC= ( )

7. ்மாததைச் ்சலவு:   C x AC x( ) = ×

8. வருவாய்:   R px=

9. சராசரி வருவாய்: AR R
x

p= =

10. இறுதி நி்ல வருவாய்: MR dR
dx

=

11. இலாபெம்:  P x R x C x( ) ( ) ( )= −

12. ்நகிழ்ச்சி: η = ⋅
x
y
dy
dx

13. ்தை்வ ்நகிழ்ச்சி: hd
p
x
dx
dp

= − ⋅

14. அளிபபு ்நகிழ்ச்சி:  hs
p
x
dx
dp

= ⋅

15.  MR, AR மற்றும் ηd -களுக்கு 

இ்்ட்யயுள்ள ் தைா்டரபு MR AR
d

= −








1 1

η
 

அலலது ηd
AR

AR MR
=

−
 ஆகும்.

16. x –ஐ ்பொறுதது y இன் இறுதி நி்ல 
சாரபொனது  (அலலது) x –ஐ ்பொறுதது y 
இன் உ்டனடி மாறுவீதைமானது 

dy
dx

 ஆகும். 

17.  MC = AC எனும்்பொழுது சராசரிச் ்சலவு 
[AC] சிறுமத்தை அ்்டயும். 

18.  MR = 0 எனும்்பொழுது ்மாததை வருவாய் 
[TR] ்பெருமத்தை அ்்டயும்.

19.  MR = MC எனும் ் பொழுது இலாபெம் [P(x)] 
்பெருமத்தை அ்்டயும்.

20. சாரபின் வி்ல்யப ் பொறுததை ் நகிழ்ச்சியில  
(a) |η| > 1, எனில சாரபு மீள்ததைன்்மக் 

்காண்டது.
(b)  |η| = 1, எனில சாரபு அலகு 

மீள்ததைன்்மக்  ்காண்டது .   
(c)  |η| < 1, எனில சாரபு மீள்ததைன்்ம 

அற்றது.

21. EOQ = q0 = =Rt C R
C0

3

1

2

22. ஓர ஆணடிற்கான உகநதை ்காருதைலின் 
எணணிக்்க :

n0 = ்தை்வ
EOQ

 = R
C

C R

RC

C t
1

3

1

3 02 2
1

= =

23. ஓர அலகு காலததில, சிறும சரக்கு நி்லச் 
்சலவு, C C C R

0 1 3
2=

24. சரக்குத ்தைக்கச் ்சலவு = q C0

1

2
×  மற்றும் 

்காருதைல ்சலவு  = R
q

C
0

3
×

25. EOQ-ல, ் காருதைல ் சலவு = சரக்கு ் தைக்கச் 
்சலவு

26. u(x,y) என்பெது x மற்றும் y-ல ்தைா்டரச்சியான 
சாரபு எனில,   ∂

∂ ∂
=

∂
∂ ∂

2 2u
y x

u
x y

 ஆகும்.
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கக்லச் பெொறகள்  (GLOSSARY) 

அளவு Quantity

அளிபபு Supply

இலாபெம் Profit

இறுதிநி்ல / விளிம்பு Marginal

உற்பெததி ்வளியீடு Production Output

உற்பெததியாளர Producer

ஒ்ர வி்ல / மாறா வி்ல Fixed cost

சமநி்ல Equilibrium

சராசரி Average

சாரநதை மாற்றம் Relative change

சிறுமம் Minimum

்சலவுச் சாரபு Cost function

்தை்வ Demand

்தைாரயமான Approximately

நுகர்வார Consumer

்நகிழ்ச்சி Elasticity

்பெருமம் Maximum

்பொருள் Commodity

மாறும் வி்ல Variable cost

மாறுவீதைம் Rate of change

மிகுதியான Excess

வருவாய் சாரபு Revenue function

விகிதைம் Ratio
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Step 4

்சயலபொடடிற்கான உரலி :

https://ggbm.at/q4tsyvys (or) scan the QR Code

இகணயச் பெயல்�ொடு

இறுதியில் கிகடககப்ப�றும் �டம்   �டி – 1
கீழ்க்காணும் உரலி / வி்ரவுக் குறியீட்்டப 
பெயன்பெடுததி GeoGebra  வின் “11th BUSINESS 
MATHEMATICS and STATISTICS” பெக்கததிற்குச் 
்சலக. உங்கள் பொ்டம் சாரநதை பெல பெணிததைாள்கள் 
இபபெக்கததில இருக்கும்.
�டி - 2
“Marginal function” என்பெ்தைத ்தைரவு ்சய்யவும். ்பொருததைமான கட்டத்தைத ்தைரவு ்சய்து 
இ்டபபெக்கததில வ்ரபெ்டங்க்ளக் காணக.

்மலும் “Total cost function” மதிபபுக்ள வலபபெக்கம் ்மற்புறம் உள்ள கட்டததில உள்ளீடு 
்சய்து கணக்குக்ளத ்தைா்டரவும்..

�டி 1

�டி 2
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கற்றல் ந�ோககஙகள்
இந்த அத்தியாயத்்்த படித்்தபின்பு 

பின்்வரும் பாடக் கருத்துக்ை மாண்வரகள் 
புரிநதுக்்காள்ை இயலும்

 z  ்த்வ்ணப் பங்கீட்டு ் ்தா்க - ்த்வ்ணப் 
பங்கீட்டுத் ்்தா்கயின் ்வ்ககள்.

 z  ்த்வ்ணப் பங்கீட்டுத் ்்தா்கயின் 
நிகழகால மற்றும் ்வருங்கால மதிப்புகள்.

 z சரக்கு மு்தல் விற்பதில் அல்லது 
்வாங்கு்வதில் ஏற்படும் இலாபம் அல்லது 
நட்டம் பற்றிய கருத்தியல்.

 z பங்கு பரி்வரத்்த்ணயில்  
்தரகு வியாபாரம்.

 z  ் மய் ்வருமான விகி்தம்/ 
பயனுள்ை ்வருமான  
விகி்தம்.

அறிமுகம்
நம்மு்டய ந்டமு்ை ்வாழக்்கயில் 

ஒவ்்வாரு நாளும் நி்ைய பண பரிமாற்ைத்்்த 
்கயாளுகிறைாம். ்பரும்பாலான பணப்  
பரிமாற்ைங்களில் ஒறர ்த்வ்ண அல்லது 
சமமான  பல ்த்வ்ணகளில் ஒரு குறிப்பிட்ட 
காலத்தில் ந்ட்பறுகிைது. இந்த ்த்வ்ணகளில் 
்்தா்ககள் அ்வற்றிற்கான காத்திருப்பு 
காலத்தி்ன சமன் ்சய்யும் ்வ்கயில் 
கணக்கிடப்படுகிைது. மற்ை ்வ்ககளில் 
எதிரகால  திட்டமிட்ட ் சலவுக்ை  சநதிப்ப்தற்கு 
ஒரு ்்தாடரச்சியான றசமிப்பு ்சய்யப்படலாம்.  
அ்தா்வது சீரான கால இ்ட்்வளியில் 
றசமிக்கப்படும் ஒரு குறிப்பிட்ட ்்தா்க ்வட்டி 
பயன் ்பறும் வி்தத்தில், ஒதுக்கப்படுகிைது.  
இவ்வ்க சூழநி்லகளில் ்த்வ்ண பங்கீட்டுத் 
்்தா்க என்ை கருத்துரு்வாக்கம் பயன்படுகிைது.
7.1 தவணை பஙகீட்டுத் ததோணக

சீரான இ்ட்்வளியில் ்்தாடரச்சியான 
சமபங்கு ்்தா்க்ய ்சலுத்து்வது அல்லது 
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்பறு்வது என்பது ்த்வ்ண பங்கீட்டுத் 
்்தா்கயாகும். ்த்வ்ண பங்கீட்டுத் 
்்தா்கயில் சீராக ்சலுத்்தப்படும் ்்தா்கக்கு 
்த்வ்ணத் ்்தா்க எனப்படும்.  அடுத்்தடுத்்த 
இரு்த்வ்ணத் ்்தா்ககளுக்கு இ்டப்பட்ட 
கால இ்ட்்வளி ்த்வ்ண இ்ட்்வளி 
அல்லது ்த்வ்ணக்காலம் எனப்படும். இங்கு 
்த்வ்ணக் காலம் என்பது ஓராணடாகற்வா, 
அ்ரயாணடாகற்வா, காலாணடாகற்வா, ஒரு 
மா்தமாகற்வா அல்லது குறிப்பிட்ட கால 
இ்ட்்வளியாகற்வா இருக்கலாம் என்பது 
குறிப்பிடத்்தக்கது. ்த்வ்ண பங்கீட்டுத் 
்்தா்கயின்  மு்தல் ்த்வ்ணக்கும் க்டசி 
்த்வ்ணக்கும் இ்டப்பட்ட காலம் ்த்வ்ண 
பங்கீட்டுத் ்்தா்கயின் பரு்வம் எனப்படும்.  
்த்வ்ண பங்கீட்டுத் ்்தா்கயின் பரு்வத்தில் 
்சலுத்்தப்படுகின்ை ்்தா்கயின் கூடு்தல் 
மற்றும் ்த்வ்ண பங்கீட்டுப் பரு்வத்தில் 
அத்்்தா்க ஈட்டித்்தரும் ்வட்டி ஆகிய்்வகள் 
்த்வ்ணப் பங்கீட்டுத் ்்தா்கயின் எதிரகால 
மதிப்பு எனப்படும். ்த்வ்ணப் பங்கீட்டுத் 
்்தா்கயின் ்தற்றபா்்தய அல்லது மு்தலீட்டுத் 
்்தா்க மதிப்பு என்பது ்த்வ்ண பங்கீட்டுத் 
்்தா்கயின் பரு்வம் முழு்வதும் ்சலுத்்தப்படும் 
்த்வ்ணத் ்்தா்ககளில் நிகழகால 
மதிப்புகளின் கூடு்தல் ஆகும்.  இங்கு ்த்வ்ணக் 
காலம் குறிப்பிடப்படா்த நி்லயில் ்த்வ்ணக் 
காலம் ஓராணடாக கரு்தப்பட ற்வணடும். 

7.1.1  தவணைப் பஙகீட்டுத் 
ததோணகயின் வணககள் 

அ)  தவணைகளின் எண்ணிகணக 
சோர்ந்து / கோலஙகளின் 
எண்ணிகணகயின் அடிப்பணையில் 

(i) நிணலயோன தவணைப் பஙகீட்டுத் 
ததோணக: குறிப்பிடப்பட்ட ்வருடங்களுக்குள் 
்சலுத்்தப்படும் ்த்வ்ணப் பங்கீட்டுத் 
்்தா்க நி்லயான ்த்வ்ணப் பங்கீட்டுத் 
்்தா்க எனப்படும்.
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 வீட்டும்னகள், ்வங்கி பாதுகாப்பு 
்்வப்புநிதி, வீட்டு உபறயாகப் ்பாருட்கள் 
்வாங்கியது ஆகிய்வற்றிற்கு ்சலுத்்தப்படும் 
்த்வ்ணத் ்்தா்க நி்லயான ்த்வ்ணப் 
பங்கீட்டு ்்தா்கக்கு உ்தாரணங்கைாகும். 
எந்த ற்ததிகளில் ்த்வ்ணத்்்தா்க 
கட்டப்படற்வணடும் என்ப்்த ்வாங்குப்வர 
்்தரிநது ்்வத்திருப்பார.

(ii) தறகோலிக தவணை பஙகீட்டுத் 
ததோணக (Annuity Contigent)  

 சீரான இ்ட்்வளியில் ்சலுத்்தப்படும் 
்்தா்கயின் காலத்்்த முன்கூட்டிறய 
தீரமானிக்க முடியா்த அல்லது ஒரு குறிப்பிட்ட 
நிகழவு ்வ்ர ்சலுத்்தப்படும் ்்தா்க்ய 
்தற்காலிக ்த்வ்ண பங்கீட்டுத் ்்தா்க 
என்கிறைாம்.  
 உதோரைமோக  அைக்கட்ட்ைக்கு  
்வழங்கப்படும் நன்்கா்ட. இந்த  நன்்கா்ட 
மூலம் கி்டக்கும் ்வட்டியானது நலத் 
திட்டங்களுக்கு மட்டுறம பயன்படுத்்தப்படுகிைது. 
இங்கு ்்வப்புத் ்்தா்க (நன்்கா்ட) 
நி்லயானது மற்றும் கி்டக்கும் ்வட்டியின் 
மூலம் ந்ட்பறும் நலத் திட்டங்கள் 
எப்்பாழுதும் ்்தாடரந்தபடிறய இருக்கும்.

ஆ) தவணை தசலுத்தும் முண்றயின் 
அடிப்பணையில்

(i) சோதோரை பஙகீட்டுத் ததோணக: ்த்வ்ண 
காலத்தின் முடிவில் ்சலுத்்தப்படும் 
்த்வ்ண பங்கீட்டுத் ்்தா்க சா்தாரண 
்த்வ்ண பங்கீட்டுத் ்்தா்க அல்லது 
உடனடி ்த்வ்ண பங்கீட்டுத் ்்தா்க 
எனப்படும். 

 உதோரைமோக வீட்டுக்கடன், ்வாகனக் 
கடன் ஆகிய்வற்றிற்காக ்சலுத்்தப்படும் 
்்தா்க.

(ii) கோத்திருப்பு தவணைப் பஙகீட்டுத் 
ததோணக

 ஒவ்்வாரு கால இ்ட்்வளியின் 
து்வக்கத்திலும் ்த்வ்ணத் ்்தா்க 
்சலுத்்தப்படின் அது காத்திருப்பு ்த்வ்ண 
பங்கீட்டுத் ்்தா்க எனப்படும். 

காத்திருப்பு ்த்வ்ண பங்கீட்டுத் 
்்தா்கயில் ்சலுத்்தப்படும் ஒவ்்வாரு 
்்தா்கயும் மு்தலீடாகவும், ்வட்டி ஈட்டித் 
்தருப்்வயாகவும் இருக்கும். மு்தல் 
காத்திருப்பு ்த்வ்ண ்்தா்கயானது 
ஈட்டித் ்தரும் ்வட்டி்ய விட அடுத்்த 
்த்வ்ண ் ்தா்கயானது ஒரு ்த்வ்ணக் 
காலம் கு்ை்வாக ்வட்டி ஈட்டித்்தரும்.  
இவ்வாைாக க்டசி ்த்வ்ண 
்்தா்கயானது ஒரு ்த்வ்ணக் காலம் 
மட்டும் ்வட்டி ஈட்டித்்தரும்.   

 உதோரைமோக றசமிப்புத் திட்டம் மற்றும் 
ஆயுள் காப்பீட்டுத் திட்டம் ஆகிய்வற்றில் 
்சலுத்்தப்படும் ்்தா்ககள்.

நீணட காலமாக பல ்த்வ்ணகள் 
்சலுத்்தப்படாமல் இருநது பின்னர 

்சலுத்்தப்படும் ்மாத்்த ்த்வ்ண ஒத்தி 
்்வக்கப்பட்ட ்த்வ்ண பங்கீட்டுத் 

்்தா்கயாகும்.

பின்்வரும் சூத்திரங்களின் நிரூபணம் 
மாண்வரகள் நன்கு புரிநது ்காள்்வ்தற்காக 
்வழங்கப்பட்டுள்ைது ற்தரவிலிருநது விலக்கு 
அளிக்கப்பட்டுள்ைது.

(i) உைனடித் தவணைப் பஙகீட்டுத் 
ததோணக  (அல்லது) எளிய தவணைப் 
பஙகீட்டுத் ததோணக (அல்லது)
உறுதியோன தவணைப் பஙகீட்டு 
ததோணகககோன  ததோணகககோைல்:-
‘a’ என்பது சா்தாரண ்த்வ்ண பங்கீட்டுத் 

்்தா்க என்க. i என்பது ஒரு குறிப்பிட்ட 
காலத்திற்கான ்வட்டி விகி்தமாகும் சா்தாரண 
்த்வ்ணப் பங்கீட்டுத் ்்தா்கயில், மு்தல் 
்த்வ்ண மு்தல் காலத்தின் முடிவிற்குப் பிைகு 
்சலுத்்தப்படு்வ்தாகும்.  எனற்வ, அது (n – 1) 
காலத்திற்கான ்வட்டி்ய ்பற்றுத்்தரும்.  
இரணடா்வது ்த்வ்ண (n – 2) காலத்திற்கான 
்வட்டி்யப் ்பற்றுத் ்தரும் மற்றும் இற்த றபான்று 
்்தாடரும் க்டசி ்த்வ்ண (n – n) காலத்திற்கான 
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்வட்டி்யப் ்பற்றுத் ்தரும்.  அ்தா்வது எவவி்த 
்வட்டி்யயும் ்பற்றுத் ்தராது.
(n–1) காலத்திற்கான  
மு்தல் ்த்வ்ண பங்கீட்டுத் ்்தா்கக்கான  
்்தா்க = a(1+i)n–1

இரணடா்வது ்த்வ்ணப் பங்கீட்டுத் 
்்தா்கக்கான  ்்தா்க = a(1+i)n–2

மூன்ைா்வது ்த்வ்ணப் பங்கீட்டுத் 
்்தா்கக்கான  ்்தா்க  = a(1+i)n–3  

இற்த றபான்று மற்ை்்வக்ை கணக்கிடலாம்.
`  i ச்தவிகி்த ்வட்டியில் n காலத்திற்கான 
்மாத்்த ்த்வ்ணப் பங்கீட்டுத் ்்தா்கக்கான 
்்தா்க A ் ய கீழகணட்வாறு கணக்கிடலாம்.
A = a(1+i)n-1+a(1+i)n-2+...a(1+i)+ a

 = a[(1+i)n-1+(1+i)n-2+...+(1+i)+1]

 = a[1+(1+i)+(1+i)2+...+(1+i)n-1 ]

 = a[1+r+r2+...+rn-1], இங்கு 1+ =r 

 = a[ r
r

1
1n

-
- ],  G.P ்பாது வித்தியாசம் r > 1 

 = a i
i

1 1
1 1n

+ -
+ -] g; E

A = i
a  [(1+i)n–1]

(ii) உைனடி தவணை பஙகீட்டுத் ததோணக 
அல்லது சோதோரை பஙகீட்டுத் ததோணக 
ஆகியவறறின் தறநபோணதய மதிப்பு  
(Present Value) கோைல்:
‘a ’  என்பது சா்தாரண ்த்வ்ண 

பங்கீட்டுத் ்்தா்கயின் ்வருடாநதிர 
்த்வ்ணத் ்்தா்க என்க. n என்பது 
்வருடங்களின் எணணிக்்க மற்றும்  i 
என்பது ஒரு ்வருடத்தில் ஒரு ரூபாய்க்கான 
்வட்டி விகி்தத்்்தக் குறிக்கிைது மற்றும் P 
என்பது ்த்வ்ணப் பங்கீட்டுத் ்்தா்கயின் 
்தற்றபா்்தய மதிப்பாகும்.  உடனடி ்த்வ்ணப் 
பங்கீட்டுத் ்்தா்கயின் றபாது ்த்வ்ணத் 
்்தா்க ஒவ்்வாரு குறிப்பிட்ட காலத்தின் 
முடிவிலும் ்்தாடரச்சியாக ்சலுத்்தப்படுகிைது.  

மு்தல் ்த்வ்ண மு்தல் ்வருடத்தின் 
முடிவில் ்சலுத்்தப்படு்வ்தால் அ்தன் நிகழகால 

மதிப்பு i
a

1 +  ஆகும். இரணடா்வது ்த்வ்ணயின் 
நிகழகால மதிப்பு i

a
1 2+] g

 ஆகும். இற்த றபான்று 
மற்ை நிகழகால மதிப்புக்ையும் ்பைலாம். 
க்டசி ்த்வ்ணயின் நிகழகால மதிப்பு  

i
a

1 n+] g
  எனில்

P = ...i
a

i
a

i
a

i
a

1 1 1 1 n2 3+ + +
+
+

+ +] ] ]g g g

= ... ( )i
a

i
a

i
a

1 1 1n n 1+ +
+

+ + +-] ]g g

= ...r
a r r r1n

n2 1+ + + + -6 @, இங்கு 1 + i = r

= r
a

r
r

1
1

n
n

-
-; E, G.P ்பாது வித்தியாசம் r > 1

= ( )
( )

i
a

i
i

1 1 1
1 1

n
n

+ + -
+ -< F

= ( )i
a

i1 1
1

n-
+< F

P = ( )i
a

i1 1
1

n-
+< F

(iii) n கோலத்தின் முடிவில் தவணை 
பஙகீட்டுத் ததோணகயின் கோத்திருப்பு 
தவணைத் ததோணகககோைல்: 

 முன்பு ்வ்ரயறுத்்தப்படி காத்திருப்பு 
்த்வ்ண பங்கீட்டுத் ்்தா்க என்பது ஒவ்்வாரு 
்த்வ்ணக் காலத்தின் து்வக்கத்திலும் 
்சலுத்்தப்படும் ்த்வ்ண ்்தா்கயாகும். மு்தல் 
்த்வ்ண ஒரு குறிப்பிட்ட காலத்தில் ‘i’ ்வட்டி 
வீ்தத்தில் ‘n’ ்த்வ்ணக் காலத்திற்கு  
்வட்டி்யப் ்பற்றுத் ்தரும். இற்த றபான்று 
இரணடாம் ்த்வ்ண (n – 1) ்த்வ்ணக் 
காலத்திற்கான ்வட்டி்ய ்பற்றுத் ்தரும் 
மற்றும் இற்த றபான்று ்்தாடரும். எனற்வ 
காத்திருப்பு பங்கீட்டுத் ்்தா்கயின் ்மாத்்தம் 
A = a(1+i)n+a(1+i)n–1+...+a(1+i)1

= a(1+i)[(1+i)n–1+(1+i)n–2)+...+1]

= a(1+i)[1+(1+i)+(1+i)2+...+(1+i)n–1]

= ar[1+r+r2+...+rn–1], 1+i = r, என்க.

= ar[ r
r

1
1n

-
- ], G.P ்பாது வித்தியாசம், r > 1   

= a(1+i) ( )
i
i

1 1
1 1n

+ -
+ -< F
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 = ( ) [( )i
a i i1 1 1n+

+ -

A = ( )
i

a i1 + [(1+i)n–1]

(iv) கோத்திருப்பு தவணை பஙகீட்டுத் 
ததோணகயின் (annuity due) 
தறநபோணகய மதிப்பு:
மு்தல் ்த்வ்ண மு்தல் ்த்வ்ண 

காலத்தின் (்வருடத்தின்) து்வக்கத்தில் 
்சலுத்்தப்படு்வ்தால் அ்தன் நிகழகால மதிப்பு   ‘a’, 
க்கு சமமாக இருக்கும். ‘a’ என்பது காத்திருப்பு 
்த்வ்ண பங்கீட்டு ்்தா்க ்வருடாநதிர 
்சலுத்தும் ்்தா்கயாகும். இரணடாம் 
்த்வ்ண இரணடா்வது ்வருடத்தின் 
ஆரம்பத்தில் ்சலுத்்தப்படுகிைது ஆகற்வ அ்தன் 
நிகழகால மதிப்பு என்பது ( )i

a
1 +  ஆகும் 

மற்றும் இற்த றபான்று ்்தாடரநது நிகழகால 
மதிப்புகள் கணக்கிடப்பட ற்வணடும். க்டசி 
்த்வ்ண n  காலத்தின் ஆரம்பத்தில் 
்சலுத்்தப்படுகிைது. ஆகற்வ அ்தன் நிகழகால 
மதிப்பு 

( )i
a

1 n 1+ - , P என்பது ்த்வ்ண 
பங்கீட்டுத் ்்தா்க நிலு்்வயின் நிகழகால 
மதிப்்ப குறிக்கிைது எனில்  

P = a+ ( ) ( )
...

( )i
a

i
a

i
a

i
a

1 1 1 1 n2 3 1+ + +
+
+

+ +
+ -  

 = a ( ) ( )
...

( )i i i i
1 1

1
1

1
1

1
1

1
n2 3 1+ + + +

+
+

+ +
+ -< F

 =a 
i

i
1 1

1
1 1

1 n

- +

- +b l

R

T

SSSSSSSS

V

X

WWWWWWWW

 =a > H
i

i
i

i

1
1 1

1
1 1

n

n

+
+ -

+
+ -]

]
]
g

g
g

 = ( )
( )

( )
i

a i
i

i1
1

1 1
n

n+
+
+ -= G

P = i
a (1 + i)  1

1

1
−
+( )

















i
n

(v) நிரந்தரமோன தவணை பஙகீட்டுத் 
ததோணக (Perpetual Annuity)

எப்்பாழுதும் ்்தாடரக்கூடிய, ்்தாடரநது 
்சலுத்்தக் கூடிய ்த்வ்ண பங்கீட்டுத் ்்தா்க 
என்பது நிரந்தரமான ்த்வ்ண பங்கீட்டுத் 
்்தா்கயாகும். நிரந்தரமான ்த்வ்ண 
பங்கீட்டுத் ்்தா்க ்வ்ரயறுக்கப்படா்த்தால் 
எவவி்த எல்்லயும் இன்றி காலங்கள்  
அதிகரிக்கும் ் பாழுது ் ்தா்கயும் அதிகரிக்கும்.  
உடனடி ்த்வ்ண பங்கீட்டுத் ்்தா்கயின் 
நிகழகால மதிப்பு 

P = i
a

( )i1 1
1

n-
+< F  

என்பது நாம் அ்ன்வரும் அறிந்தது. 
நிரந்தரமான ்த்வ்ண பங்கீட்டுத் ்்தா்க 
்தற்்பாழுது உள்ை ்வ்ரய்ையின் படி n → ∞,  

( )i1
1 0n "+

 என்பது நாம் அறிந்தது ஏ்னனில்  

1+i > 1.

இங்கு   P = i
a [1–0]

  P = i
a

குறிப்பு
றமறல குறிப்பிட்டுள்ை அ்னத்து 

சூத்திரங்களிலும் காலம் என்பது ஒரு 
்வருடமாகும். ்த்வ்ண ்்தா்க ஒரு 
்வருடத்திற்கு ஒரு மு்ைக்கு றமல் 
்சலுத்்தப்படுமாயின் ‘i’ என்ப்த்ன k

i  
எனவும் மற்றும் n என்ப்்த nk, எனவும் 
பிரதியிடவும். இங்கு k என்பது ஒரு 
்வருடத்திற்கு ்சலுத்்தப்படும் ்த்வ்ண 
்்தா்ககளின் எணணிக்்க ஆகும். 

எடுத்துககோட்டு ாட் 
ஒரு நபர, ்வருடத்திற்கு ` 64,000 வீ்தம் 

12 ்வருடங்களுக்கு, ஆணடுக்கு 10% ்வட்டி 
வீ்தத்தில் ்சலுத்்தப்படுகின்ை சா்தாரண 
்த்வ்ண பங்கீட்டின் முதிரவுத் ்்தா்க்யக் 
காணக [(1.1)12 = 3.3184]
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175நிதியியல் கணிதம்

தீர்வு
இங்கு a = 64,000, n = 12 மற்றும் i = 100

10 =0.1 

சா்தாரண ்த்வ்ண பங்கீட்டுத் ்்தா்க, 
A = i

a [(1+i)n–1]

= .0 1
64000  [(1+0.1)12–1]

= 6,40,000[(1.1)12 –1]

= 6,40,000[3.3184 – 1]

= 6,40,000 [2.3184] = 64×23184

`  A = ` 14,83,776

எடுத்துககோட்டு ாட் 
ஆணடுக்கு 15% என்ை ்வட்டி வீ்தத்தில் 

16 ்வருடங்கள் கழித்து ஒரு நபர முதிரவுத்  
்்தா்கயாக ` 1 ,67 ,160 –ஐ சா்தாரண 
்த்வ்ண பங்கீட்டி மு்ையில் ்பறு்வ்தற்கு 
ஆணடுத் ்த்வ்ண ்்தா்கயாக எவ்வைவு 
்சலுத்்தப்பட ற்வணடும்? [(1.15)16=9.358]   

தீர்வு      

இங்கு A = 1,67,160, n = 16 ்வருடங்கள்   
i= 100

15 =0.15  a = ?

 A = i
a [(1+i)n–1]

 1,67,160 = .
a

0 15 [(1+0.15)16–1]

  = .
a

0 15 [(1.15)16–1]

 ⇒ a   = 
( . )

, , .
1 15 1

1 67 160 0 15
16
#

-

  = .
, , .

9 358 1
1 67 160 0 15#

-      

  = .
, , .

8 358
1 67 160 0 15#  = 3,000

 `  a = ` 3,000 

எடுத்துககோட்டு ாட் 
ஒரு சிறுமியின் ்வயது 2 ஆகிைது. அந்த 

சிறுமியின் ்தந்்த ்தன் மகளுக்கு  22 ்வயது ஆகும் 
்பாழுது ̀ 20,00,000 –ஐ முதிரவுத்  ்்தா்கயாக 
்வங்கியில் இருநது ்பை விருப்பப்படுகிைார.  
அ்தற்க்காக அ்வர ஆணடுக்கு 10% கூட்டு ்வட்டி 
்வழங்கக்கூடிய ்வங்கியில் ்தன் கணக்்க 

்்தாடங்குகிைார எனில், அக் கூட்டுச் றசரப்பு 
கணக்கில் ஒவ்்வாரு  மா்த முடிவிலும் ்த்வ்ண 
்்தா்கயாக எவ்வைவு ்சலுத்்த ற்வணடும்? 
[(1.0083)240 = 6.194].

தீர்வு
இங்கு A = 20,00,000; i = 100

10 =0.1 n = 20 
மற்றும் k = 12
 A = i k

a  [(1+ k
i )nk–1]

 20,00,000 = 12
.
a

0 1 .1 12
0 1 1

20 12
+ -

#
b l; E

  = .
a

0 1
12 .1 12

0 1 1–
240

+b l; E

  = 120a .
12

12 1 1
240
-b l; E

  = 120a [(1.0083)240–1]
  = 120a [6.194–1] = 120a (5.194)

 ⇒ a = .
. ,

120 5 194
20 00 000
#  = 3208.83

  ≈ ` 3,209 

ஒவ்்வாரு மா்தமும் `3,209 ்சலுத்்த 
ற்வணடும்.
எடுத்துககோட்டு ாட் 

ஒரு நபர ஒவ்்வாரு ்வருடத்தின் 
ஆரம்பத்திலும் `4,000 மு்தலீடு ்சய்கிைார.  
ஆணடுக்கு 14% கூட்டு ்வட்டி கி்டக்கு்மனில் 
10 ்வருடங்கள் கழித்து கி்டக்கும் முதிரவுத் 
்்தா்கயி்னக் காணக  [(1.14)10 = 3.707]

தீர்வு 

இங்கு a = 4,000 ; i = 0.14 மற்றும்  
n = 10 ்வருடம்.

 A = (1+i)  i
a [(1+i)n–1]

  = (1+0.14)  .0 14
4000  [(1+0.14)10–1]

  = (1.14) .0 14
4000  [(1.14)10–1]

  = 1.14× .0 14
4000 (3.707–1)

  = 1.14× .0 14
4000 (2.707) =88,170.86 

 A ≈ `88,171
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எடுத்துககோட்டு ாட் 
ஒரு நபர, ஒரு இயநதிரத்்்த சன்வரி–1,   

2009-ம் ்வருடம் ்வாங்குகிைார. அ்வர 
ஒவ்்வாரு ஆணடின் முடிவிலும் ̀ 12,000  என 
10 சமமான  ்த்வ்ணகளில் 15% கூட்டு 
்வட்டியுடன் ் சலுத்து்வ்தற்கு ஒப்புக் ் காள்கிைார 
எனில், இயநதிரத்தின் ்தற்றபா்்தய மதிப்பு 
என்ன? [(1.15)10 = 4.016].

தீர்வு  
இங்கு   n=10, a = 12,000 மற்றும் i = 0.15

 P = i
a  ( )i1 1

1
n-

+< F

  = .
,

0 15
12 000  ( . )

1
1 0 15

1
10-

+< F

  = .
,

0 15
12 000  ( . )

1
1 15

1
10-< F

  = , ,
15

12 00 000  .1 4 016
1-: D

  = 80,000 .
.
4 016

4 016 1-: D

  = 80,000 .
.

4 016
3 016: D   ≈ 60,080

 ̀  P  = `60,080

எடுத்துககோட்டு ாட் 
ஒரு நிழற்படக் க்லஞர, ஒரு பு்கபடக் 

கருவி்ய ்த்வ்ணமு்ையில் ்வாங்குகிைார.  
்வாங்கிய ற்ததியிலிருநது ஒவ்்வாரு 
்த்வ்ணக்கும் `36,000 என 7 ்வருடாநதிர 
்த்வ்ணகளில் 16% கூட்டு ்வட்டியுடன் ்சலுத்்த 
ற்வணடும் எனில், அப்பு்கப்படக் கருவியின் 
அசல் வி்ல (்தற்றபா்்தய மதிப்பு) என்ன?  
[(1.16)7 = 2.2828]

தீர்வு
இங்கு a = 36,000; n = 7 மற்றும் i = 0.16

 P = (1+i)  i
a

( )i1 1
1

n-
+< F

  = (1+0.16)  .
,

0 16
36 000  ( . )

1
1 0 16

1
7-

+< F

  = .
.

0 16
1 16 (36,000) ( . )

1
1 0 16

1
7-

+< F

  = 16
116 36000#  .1 2 828

1-: D

  = 16
116 36000#  .

.
2 828

2 828 1-: D

  = .
, .

16 2 828
116 36 000 1 828

#
# #

  = ,
16 2828

116 36 000 1828
#

# #  ≈ 1,68,709

 ̀  P = `1,68,709

எடுத்துககோட்டு ாடா 
ஒரு நிதி நிறு்வனத்திலிருநது ஒரு்வர 

16% ்வட்டி விகி்தத்தில் `7,00,000 –த்்்த  
கடனாக ்பறுகிைார. திருப்பி ்சலுத்து 
்வ்தற்கான கால அைவு 15 ்வருடங்கள் எனில், 
ஒவ்்வாரு மா்த ஆரம்பத்திலும் அ்வர ் சலுத்்தக் 
கூடிய ்த்வ்ணத் ்்தா்கயி்னக் காணக. 
[(1.0133)180 = 9.772]

தீர்வு
இங்கு P = 7,00,000 ; n = 15; i = 0.16 

மற்றும் k = 12.

 P = k
i1 +b l  

a
k
ie o   

k
i1

1

1
nk-

+b l
> H

7,00,000 =  .1 12
0 16+b l

a
.
12

0 16d n   

 .1
1 12

0 16
1

15 12-
+

#
b l

> H

  = 12.16
12

12
0.16













a
.1

12
12 16

1
180-

b l
> H

  = .
a

16
1216 1 1 0133

1
180-]

]

g

g
; E

  = 16
1216 a .1 9 772

1-: D

  = 16
1216 a .

.
9 772

9 772 1-: D

  = 16
1216 a .

.
9 772
8 772: D

⇒ a = , ,
1216 8772

7 00 000 16 9772
#
# #  ≈ ` 10,261
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எடுத்துககோட்டு ாட் 
ஒரு கூட்டுைவு சங்கத்தின் ்த்ல்வர 

்வணிகக் கணி்தம் மற்றும் புள்ளியியல்  பாடத்தில் 
அதிக மதிப்்பண ்பறுகின்ை மாண்வருக்கு 
்தங்கப் ப்தக்கத்்்த விரு்தாக அளிக்க 
விரும்புகிைார. ஒவ்்வாரு ஆணடும் 
அப்ப்தக்கத்திற்கான ்சலவு `9,000 என்க. 
அணடுற்தாறும் இச்்சலவி்ன றமற்க்்காள்ை 
ஆணடிற்கு 15% கூட்டு ்வட்டியில் ்தற்றபாது 
அ்வர எவ்வைவு ்்வப்புத் ்்தா்க்ய 
மு்தலீடாக அளிக்க ற்வணடும்? 
தீர்வு

இங்கு a = 9,000 மற்றும் i = 0.15 

P = i
a

 = .0 15
9000  

 = , ,
15

9 00 000

 = 60,000 

மு்தலீட்டுத் ்்தா்க = ` 60,000.

எடுத்துககோட்டு ாட் 
ஒரு ்வ்ரயறுக்கப்பட்ட நிறு்வனம் 

்நருக்கடியான சூழல்களில் ்தனது 
்்தாழிலாைரகளுக்கு உ்தவு்வ்தற்க்காக ஒரு 
நிதி்ய உரு்வாக்க விரும்புகிைது. ஒவ்்வாரு 
மா்தத்திற்கும் மதிப்பிடப்பட்ட ்சலவு `18,000 
ஆகும். இநநிதிக்காக, நிறு்வனம் 15% கூட்டு 
்வட்டியில் மு்தலீடு ்சய்ய ற்வணடிய ்்வப்புத் 
்்தா்க்ய காணக. 
தீர்வு
இங்கு a = 18,000; i = 0.15 மற்றும் k = 12.

 P = = =a
i k

18,000
0.15 12

  = .
,

0 15
18 000 12#  = , ,

15
18 00 000 12#

  = 14,40,000
மு்தலீடு ் சய்யப்பட ற்வணடிய ் ்வப்புத் 

்்தா்க `14,40,000 ஆகும்.

எடுத்துககோட்டு ாட்ட 
்தற்றபா்்தய மதிப்புபான `30,000 –த்்்த 

்காணடு ஒவ்்வாரு அ்ரயாணடுக்கும் நிரந்தர 
்த்வ்ண ்்தா்கயாக `675 –ஐ ்பறு்வ்தற்கான 
ஆணடு ்வட்டி வீ்தத்்்தக் காணக.
தீர்வு

இங்கு P = 30,000; a = 675 ; k = 2, i = ?

 P = = =a
i k

18,000
0.15 12

 30,000 = 675
i
2

  = i
1350

⇒ i = ,30 000
1350  = 3000

135  = 0.045

்வட்டி வீ்தம் = 0.045 × 100% = 4.5%

பயிறசி  7.1

1. ஆணடிற்கு 10% ்வட்டி விகி்தத்தில் 
ஒவ்்வாரு ஆணடும் ்சலுத்்தப்படும் 
சா்தாரண ்த்வ்ண பங்கீட்டுத் ்்தா்க 
`3,200 –க்கு 12 ஆணடுகளுக்கான 
முதிரவுத் ்்தா்கயி்னக் காணக. 
[(1.1)12 = 3.1384]

2. ஒவ்்வாரு காலாணடு இறுதியிலும் 8% 
ஆணடு ்வட்டியில் `2,000 என 10 
ஆணடுகளுக்கு ்சலுத்்தப்படும் ்த்வ்ண 
பங்கீட்டுத் ்்தா்கயின் முதிரவுத் 
்்தா்கயி்னக் காணக.  [(1.02)40 = 2.2080] 

3. ஆணடிற்கு 12% என மா்தநதிர  
கூட்டு ்வட்டி்ய ஈட்டக்கூடிய சா்தாரண 
்த்வ்ண பங்கீட்டுத் ்்தா்க `1,500 –ன் 
12 மா்தங்களுக்கான முதிரவுத் 
்்தா்கயி்னக் காணக. 

  [(1.01)12 = 1.1262]
4. ஒரு ்வங்கி ஆணடிற்கு 8% ்வட்டி்ய 

காலாணடிற்கு ஒரு மு்ை கூட்டு 
்வட்டியாக ்தருகிைது. `30,200 –ஐப் 
்பறு்வ்தற்காக ஒவ்்வாரு காலாணடின் 
முடிவிலும் ்சலுத்தும் ்வ்கயில் 10 
்வருடங்களுக்கு ்சய்யப்படும் சமமான 
்த்வ்ணத் ்்தா்கயின் மதிப்பு என்ன? 
[(1.02)40 =2.2080]
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5. ஒரு நபர அ்வரு்டய ்வருமானத்திலிருநது 
`2,000 –த்்்த ஒவ்்வாரு மா்த இறுதியிலும் 
்தன் பங்கீட்டு ஒய்வூதியக்  கணக்கில் 
்சலுத்துகிைார. அற்த அைவுத் ்்தா்க்ய 
நிர்வாகமும்  ்சலுத்துகிைது. ஆணடுக்கு 
8% கூட்டு ்வட்டி அளிக்கப்படுகிைது எனில்,  
20 ஆணடுகளுக்குப் பிைகு அ்வருக்கு 
கி்டக்கும் ்மாத்்த ்்தா்க்யக் காணக. 
[(1.0067)240 = 4.9661]

6. 14 ்வருடங்களுக்கு, ஆணடிற்கு  10% 
என்ை ்வட்டி விகி்ததில்  ஒவ்்வாரு ஆணடு 
இறுதியிலும் ் சலுத்்தப்படுகின்ை ்த்வ்ணத் 
்்தா்க `2,000 –த்தின் ்தற்றபா்்தய 
மதிப்பி்னக் காணக.

  [(1.1)–14= 0.2632]
7. 6 ்வருடங்களுக்கு, ஆணடிற்கு 8% என்ை 

கூட்டு ்வட்டியில் ஒவ்்வாரு ஆறு 
மா்தங்களின் முடிவிலும் ்சலுத்்தப்படும் 
்த்வ்ணத் ்்தா்க `900 –த்தின் 
்தற்றபா்்தய மதிப்பி்னக் காணக. 

  [(1.04)–12=0.6252] 
8. ஆணடுக்கு 10% என்ை கூட்டு ்வட்டியில் 

ஒவ்்வாரு ்வருடத்தின் ஆரம்பத்தில் ச்லுத்்தக் 
கூடிய ்த்வ்ண  பங்கீட்டுத் ்்தா் க 5̀,000  
–க்கு 12 ்வருடங்களின் முடிவில் கி்டக்கும் 
முதிரவுத் ்்தா் கயி்னக் காணக.

  [(1.1)12 = 3.1384]
9. ஆணடிற்கு 8% என்ை ்வட்டிவிகி்தத்தில் 16 

்வருடங்களுக்கு ் சலுத்்தப்படும் காத்திருப்பு 
்த்வ்ணத் ்்தா்க `1,500 – ன் 
்தற்றபா்்தய மதிப்்பக் காணக.

  [ (1.08)–16 = 0.2919]
10. ஆணடிற்கு 5% என்ை கூட்டு ்வட்டியில் 

உள்ை நிரந்தர பங்கீட்டு ்த்வ்ணத் ் ்தா்க 
`50–க்கான ்்வப்புத் ்்தா்க்யக் 
காணக.

7.2 சரககு முதல்கள், பஙகுகள், கைன் 
பத்திரஙகள் மறறும் தரகு (Stocks, 
shares, debentures and Brokerage)
ஏற்தனும் ஒரு ்பரிய வியாபாரம் 

்்தாடங்கு்வ்தற்கு, மிகப் ்பரிய ்்தா்க 
ற்த்்வப்படுகிைது.  ் பாது்வாக ஒரு ்தனி நபரால் 
மிகப் ்பரிய ்்தா்க்ய மு்தலீடு ்சய்ய 

முடியாது, எனற்வ ்்தாழில் ்்தாடங்கு்வ்தற்கு 
ற்த்்வப்படும் ்மாத்்த ்்தா்க சமபாகங்கைாக 
பிரிக்கப்படும், ஒவ்்வாரு சமபாகமும் ஒரு பங்கு 
எனப்படும். இந்த பங்குக்ை ்்வத்து 
இருப்ப்வரகள் பங்கு்தாரரகள் எனப்படு்வர.

7.2.1  பஙகுகளின் வணககள்  
(Types of shares): 

இரணடு ்வ்கயான பங்குகள் 
உள்ைன. அ்தா்வது ் பாது்வான பங்கு (அல்லது 
சா்தாரண பங்கு) மற்றும் முன்னுரி்மப் பங்கு. 

்பாது்வாக நிறு்வனத்்தால் ்பைப்பட்ட 
இலாபம் பங்கு்தாரரகளி்டறய வினிறயாகிக் 
கப்படுகிைது. முன்னுரி்மப் பங்கு ்்வத்திருப் 
ப்வரகளுக்கு ஈவுத்்்தா்க மீது மு்தல் உரி்ம 
உள்ைது. அ்வரகளுக்கு பணம் ்சலுத்்தப்பட்ட 
உடன், மீ்தமுள்ை இலாபம் ்பாது்வான பங்கு 
்தாரரகளி்டறய வினிறயாகிக்கப்படுகிைது. 

7.2.2 வணரயண்றகள் (Definitions)
(i) மூல்தனம் என்பது ஒரு நிறு்வனம் 

்்தாடங்க மு்தலீடு ்சய்யப்படும் ்மாத்்த 
்்தா்க ஆகும்.  

(ii) ்தனிப்பட்ட நபரகள் ்வாங்கிய பங்குகள் 
சரக்கு மு்தல்கள் என்று அ்ழக்கப்படுகிைது.

(iii) பங்குக்ை ்வாங்கும் நபரகள் பங்கு 
்தாரரகள் என அ்ழக்கப்படுகிைாரகள்.  

(iv) முகமதிப்பு (Face value): 
  நிறு்வனம் மு்தலீட்டாைரகளுக்கு விற்கும்  

ஒரு பங்குக்கான அசல் மதிப்்ப முக 
மதிப்பு அல்லது ஒப்பு மதிப்பு அல்லது  
சம மதிப்பு என அ்ழக்கப்படுகிைது.  
பங்குகளின் அசல் மதிப்பானது பங்கு  
மூல்தனச் சான்றி்தழில் அச்சிடப்படுகிைது.

(v) சந்்த மதிப்பு (Market value) : சந்்தயில் 
்வாங்கப்படும் மற்றும் விற்கப்படும் ஒரு 
பங்கின் வி்ல சந்்த மதிப்பு (அல்லது 
பண மதிப்பு) என்ை்ழக்கப்படுகிைது.

ஒரு பங்கின் சந்்த மதிப்பானது 
றநரத்துக்கு றநரம் மாறுபட்டுக் 

்காணடிருக்கும்.

07_11th_BM-STAT_Ch-7-TM.indd   178 08-12-2021   21:12:46

www.tntextbooks.in



179நிதியியல் கணிதம்

நமறகுறிப்புகள் (Remarks): 

(i)  பங்குகளின் சந்்த மதிப்பானது 
முகமதிப்்பக் காட்டிலும் அதிகமாக 
இருந்தால், பங்கு அதிக வி்லயில் 
உள்ைது என்றபாம்.

(ii) பங்குகளின் சந்்த மதிப்பானது அ்தன் 
முக மதிப்பின் அற்த அை்வாக இருந்தால், 
பங்கு சம வி்லயில் உள்ைது என்றபாம்.

(iii) பங்குகளின் சந்்த மதிப்பு முகமதிப்்பக் 
காட்டிலும் கு்ை்வாக இருந்தால் பங்கு 
கழிவு வி்லயில் உள்ைது என்றபாம். 

ஈவுத்ததோணக (Dividend): 

ஈவு ்்தா்க ச்தவீ்தமாக 
்்வளிப்படுத்்தப்படுகிைது.

பங்கு்தாரரகளி்டறய வினிறயாகிக்கப்படும் 
ஒரு நிறு்வனத்்தால் ்பைப்பட்ட இலாபமானது 
ஈவுத்்்தா்க என்ை்ழக்கப்படுகிைது. இது 
பங்கின் முகமதிப்பில் கணக்கிடப்படுகிைது.

சில பயனுள்்ள முடிவுகள் (Some useful 
results):

(i) முதலீடு (Investment):
 பங்கு மு்தலீடு = பங்குகளின் 

எணணிக்்க#  பங்குகளின் சந்்த 
மதிப்பு 

(ii) வருமோனம் (Income):
 ஆணடு ்வருமானம் = பங்குகளின் 

எணணிக்்க #  பங்குகளின் முக 
மதிப்பு #  ஈவுத் ்்தா்கயின் வீ்தம் 
(பங்கு வீ்தம்)

(iii) திரும்பப் தபறும் ததோணகயின் சதவீதம்  
(அல்லது) வருமோன வீதம் (Return 
percentage (or) yield percentage):

 திரும்பப் ்பறும் ்்தா்கயின் ச்தவீ்தம் 

= 
்வருமானம்

மு்தலீடு
 #  100

(iv) பஙகுகளின் எண்ணிகணக  
(Number of shares):

்வாங்கிய பங்குகளின் எணணிக்்க 

=
மு்தலீடு

ஒரு பங்கின் சந்்த மதிப்பு

பஙகுச் சந்ணத (Stock exchange):
பங்குகள் ்வரத்்தகம் ்சய்யப்படும் இடம் 

பங்குச் சந்்த என்ை்ழக்கப்டுகிைது. 

தரகு (Brokerage): 
பங்குச் சந்்த மூலம் பங்குக்ை ்வாங்கு்வது 
மற்றும் விற்பது றபான்ை றகாரு்தல்க்ை 
நி்ைற்வற்றும் நபர பங்கு ்தரகர என்று 
அ்ழக்கப்படுகிைார. ்தரகரின் றச்்வக்கான 
கட்டணம் ்தரகு என்ை்ழக்கப்படும். 

்தரகு, ்பாது்வாக முக மதிப்்ப 
அடிப்ப்டயாகக் ்காணடது, இது ச்தவீ்தத்தில் 
குறிக்கப்படுகிைது.

குறிப்பு
(i) சரக்கு மு்தல் ்வாங்கப்படும் றபாது ்தரகு, 

சந்்த வி்லயுடன் றசரக்கப்படும்.
(ii) சரக்கு மு்தல் விற்கப்படும் றபாது ்தரகு, 

சந்்த வி்லயிருநது கழிக்கப்படும்.

எடுத்துககோட்டு ாட்் 
 `18 அதிக வி்லயில் உள்ை `100 –ஐ 

முகமதிப்பாகக் ்காணட 325  பங்குகளின் 
சந்்த மதிப்்பக் காணக.
தீர்வு
ஒரு பங்கின் முகமதிப்பு = `100

ஒரு பங்கிற்கான அதிக வி்ல = `18

ஒரு பங்கின் சந்்த மதிப்பு = `118

325 பங்குகளின் சந்்த மதிப்பு  
 =  பங்குகளின் எணணிக்்க  

 × ஒரு பங்கின் சந்்த மதிப்பு
 = 325 × 118 = `38,350

325 பங்குகளின் சந்்த மதிப்பு = `38,350
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எடுத்துககோட்டு ாட்் 
`14 கழிவில் உள்ை `100 முகமதிப்புக் 

்காணட 500  பங்குக்ை ஒரு நபர 
்வாங்குகிைார எனில், அ்வர ் சலுத்்த ற்வணடிய 
்்தா்க எவ்வைவு? 
தீர்வு
பங்குகளின் எணணிக்்க =  500 

ஒரு பங்கின் முகமதிப்பு = `100

கழிவு = `14

ஒரு பங்கின் சந்்த மதிப்பு = 100 – 14
  (முக மதிப்பு - கழிவு)

 = `86.
500 பங்குகளின் சந்்த மதிப்பு  
 =  பங்குகளின் எணணிக்்க  

 × ஒரு பங்கின் சந்்த மதிப்பு
 = 500 × 86 = `43,000

500 பங்குகளின் சந்்த மதிப்பு = `43,000

எடுத்துககோட்டு ாட்் 
ஒரு நிறு்வனத்திலிருநது சமமதிப்பு `10 

உ்டய 9% பங்கு வீ்தம் அளிக்கும் 20 பங்குக்ை 
ஒரு்வர ்வாங்குகிைார. அந்த 20 பங்குகள் மூலம் 
கி்டத்்த ்வருமானம் அ்வர ்சய்்த மு்தலீட்டுக்கு 
12% எனில், ஒரு பங்கின் சந்்த மதிப்்பக் 
காணக.
தீர்வு
பங்கின் முக மதிப்பு = `10

20 பங்குகளின் முக மதிப்பு = `200

ஈவுத் ்்தா்க = 100
9 200#

 = `18 . ,S I PNR N100 1= =: D

மு்தலீடு = 1 12
18 100
#
#  [P N×R

S.I , N = 1]100 ×=

 = `150

20 பங்குகளின் ்வாங்கிய வி்ல `150

ஒரு பங்கின் சந்்த வி்ல = ` 150
20

 = `7.50

எடுத்துககோட்டு ாட்் 
`25 முகமதிப்புள்ை 10% பங்கு வீ்தம் 

்காணட பங்குகளின் மூலம் கி்டக்கும் 
்மாத்்த ஈவுத் ்்தா்க `2000  எனில், 
பங்குகளின் எணணிக்்கக் காணக.

தீர்வு
பங்குகளின் எணணிக்்க x என்க. 

`  x பங்குகளின் முகமதிப்பு = `25 x

எனற்வ, 10
100

 × 25x = `2,000

Þ  x = 2000 100
25 10

´
´

 = 800

எனற்வ பங்குகளின் எணணிக்்க = 800

எடுத்துககோட்டு ாட்் 
`100 முகமதிப்புள்ை 12% சரக்கு 

மு்தலின் ஆணடு ்வருமானம் `3,600 எனில், 
பங்குகளின் எணணிக்்க்யக் காணக.
தீர்வு
பங்குகளின் எணணிக்்க ‘x’ என்க
பங்கின் முகமதிப்பு = `100

‘x’ பங்குகளின் முகமதிப்பு = `100x

12
100

×100x = `3600

12 x = 3600 &  x = 300

எனற்வ பங்குகளின் எணணிக்்க = 300

எடுத்துககோட்டு ாட்் 
`80–க்கு கி்டக்கும் `100  முக 

மதிப்புள்ை பங்குகளில் ஒரு நபர `96,000 
மு்தலீடு ்சய்கிைார.  பங்கு நிறு்வனம் 
்வ ழ ங் கு ம்  ப ங் கு  வீ ்த ம்  1 8 %  எ னி ல் , 
பின்்வரு்வன்வற்்ைக் காணக.  

(i) அ்வர ்வாங்கிய பங்குகளின் 
எணணிக்்க

(ii)  ் மாத்்த ஈவுத் ்்தா்க
(iii)  மு்தலீட்டுக்கான ்வருமான வீ்தம்
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தீர்வு
(i) மு்தலீடு = `96,000

 முகமதிப்பு = `100

 சந்்த வி்ல = `80

 ்வாங்கப்பட்ட பங்குகளின் எணணிக்்க

= மு்தலீடு
ஒரு பங்கின் சந்்த மதிப்பு

= ,
80

96 000

= 1200 பங்குகள்
(ii) ்மாத்்த ஈவுத் ்்தா்க
 =  பங்குகளின் எணணிக்்க

 × ஈவுத் ்்தா்க வீ்தம்  
 × பங்கின் முக மதிப்பு

 = 1200× 100
18 ×100

 = `21,600

(iii) ` 96000 க்கான ்வருமானம் = `21600

 ்வருமான வீ்தம் = ,
,

96 000
21 600 ×100%

 = 2
45 % 

 = 22.5%

எடுத்துககோட்டு ாட்ா 

ஒரு்வர 17% கழிவில் உள்ை 12% 
சரக்கு மு்தல்க்ை ̀  54,000 -க்கு ்வாங்கினார. 
அ்தற்க்காக அ்வர ்சலுத்திய ்தரகு 1% எனில், 
அ்வரின்  ்வருமானத்தின் வீ்தத்்்தக் காணக. 
தீர்வு
முகமதிப்பு = `100

 சந்்த மதிப்பு = `(100 – 17 + 1)

  = `84

`  ்வருமான வீ்தம் = ( × )
84

12 100

 = 7
100  = 14 7

2

`  ்வருமானத்தின் ச்தவிக்தம் = 14 7
2  %

எடுத்துககோட்டு ாட்் 
` 89 -ல் உள்ை 10% சரக்கு மு்தலிலும், 

` 90 -ல் உள்ை 7%  சரக்கு மு்தலிலும் சமமான 
்்தா்ககள் மு்தலீடு ்சய்யப்படுகின்ைன (இரு 
பரி்வரத்்த்னகளிலும் 1% ்தரகு என்க). 10% 
சரக்கு மு்தல் 7% சரக்கு மு்த்லக் காட்டிலும் 
`100 அதிக ்வருமானம்  ்தருகிைது எனில், 
ஒவ்்வாரு சரக்கு மு்தலிலும் மு்தலீடு 
்சய்யப்பட்ட ்்தா்கக்ைக் காணக.
தீர்வு

x என்பது ஒவ்்வாரு பங்கிற்குமான 
மு்தலீட்டுத் ்்தா்க என்க.
 ̀89 -ல் உள்்ள 10% சரககு முதலுககோன வருமோனம்:

முகமதிப்பு = `100  
சந்்த மதிப்பு = ` (89+1) = `90
பங்குகளின் எணணிக்்க  

= 
மு்தலீடு

ஒரு பங்கின் சந்்த மதிப்பு
 = x

90  

ஆணடு ்வருமானம் = x
90 100

10 100# #  

 = x
9  ... (1)

 ̀90-ல் உள்்ள 7% சரககு முதலுககோன வருமோனம்:
சந்்த மதிப்பு = ` (90+1)  = `91

பங்குகளின் எணணிக்்க   

 = 
மு்தலீடு

ஒரு பங்கின் சந்்த மதிப்பு  

 = x
91

ஆணடு ்வருமானம் = x
91 100

7 100# #  

 = x
13  ... (2)

x x
9 13-  = 100 என ்காடுக்கப்பட்டுள்ைது.

      ⇒ x = ` 2925 
`  ஒவ்்வாரு பங்கிலும் ்சய்யும் 

மு்தலீடு = ` 2925 

எடுத்துககோட்டு ாட்் 
ஒரு நிறு்வனத்தின் மூல்தனம் 16% பங்கு 

வீ்தம் ்காணட 1 00 000 முன்னுரி்மப் 
பங்குக்ையும், 50 000 சா்தாரணப் பங்குக்ையும் 
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்காணட்தாக உள்ைது. முன்னுரி்ம மற்றும் 
சா்தாரணப் பங்குகள் ஒவ்்வான்றின் முகமதிப்பு 
`10 ஆகும். அந்த நிறு்வனத்திற்கு கி்டத்்த 
்மாத்்த இலாபம் ` 3,20,000 –ல் இருநது `40,000 
இருப்பு நிதிக்காகவும் `20,000 மதிப்பிைக்க 
நிதிக்காகவும் ஒதுக்கப்படுகிைது எனில், சா்தாரணப் 
பங்கு்தாரரகளுக்கு ்காடுக்கப்படும் பங்கு 
வீ்தத்்்த காணக. 
தீர்வு
முன்னுரி்ம மற்றும் சா்தாரணப் பங்குகளின்   
முகமதிப்பு = `10

முன்னுரி்மப் பங்குகளின் ் மாத்்த முகமதிப்பு
 = `1,00,000 × 10 = `10,00,000

சா்தாரணப் பங்குகளின் ்மாத்்த முகமதிப்பு  
 = `50,000 × 10 = `5,00,000

பங்கு்தாரரகளுக்கு அளிக்கப்பட்ட ஈவுத்்்தா்க
= ̀ (3,20,000 – 40,000 – 20,000) = ̀ 2,60,000

முன்னுரி்மப் பங்கு்தாரரகளுக்கான ஈவுத்்்தா்க

= 100
16  × 10,00,000 = `1,60,000

சா்தாரணப் பங்குகளுக்கான ஈவுத்்்தா்க
= `2,60,000 – `1,60,000 = `1,00,000

சா்தாரணப் பங்கின் பங்கு வீ்தம்

 = ்வருமானம்
மு்தலீடு

 #  100%

 = , ,
, ,

5 00 000
1 00 000 ×100% = 20%

எடுத்துககோட்டு ாட்ட 
முகமதிப்பு `10,000 உள்ை 20%  சரக்கு 

மு்தல்க்ை ஒரு்வர 42% அதிக வி்லயில் 
விற்கிைார. விற்று கி்டத்்த பணத்்்தக் ்காணடு 
22% கழிவில் உள்ை 15% சரக்கு மு்தல்க்ை 
்வாங்குகிைார. ்வழங்கப்பட்ட ்தரகு 2% எனில், அ்வரது 
்வருமானத்தில் ஏற்படும் மாற்ைத்்்தக் காணக. 
தீர்வு
படி (i): 20%  சரககு முதல்கள்:
முகமதிப்பு = `10000

்வருமானம் = 100
20 ×10000 = ` 2,000 ... (1)

மு்தலீடு = `10,000

முகமதிப்பு = `100

சந்்த மதிப்பு = `(100 + 42 – 2) = `140

பங்குகளின் எணணிக்்க = மு்தலீடு
முக மதிப்பு

 = ,
100

10 000  = 100

விற்றுக் கி்டக்கும் ்்தா்க = 100 × 140 

 = `14,000

படி (ii): 15%  சரககு முதல்கள்:
சந்்த மதிப்பு = `(100 – 22 + 2) = `80

பங்குகளின் எணணிக்்க = மு்தலீடு
முக மதிப்பு

 = 80
14000  = 175

்வருமானம் = 175 × 100
15  = `2625  

படி (iii): வருமோன மோற்றம்:
்வருமான மாற்ைம் = ` 2625 – ` 2000 = ` 625 

எடுத்துககோட்டு ாட்் 
எது சிைந்த மு்தலீடு: ` 16 –ல் கி்டக்கும் `20 
முகமதிப்புள்ை 12% பங்கு வீ்தம் ்காணட 
பங்குகள் (அல்லது) ` 24 –ல் கி்டக்கும் `20 
முகமதிப்புள்ை 15% பங்கு வீ்தம் ்காணட 
பங்குகள்.

தீர்வு
ஒவ்்வாரு சரக்கு மு்தலிலும் `(16 × 24) –ஐ 
மு்தலீடு ்சய்்வ்தாக ்காள்ற்வாம்.
படி (i): ` 16 –ல் கிணைககும் 12% பஙகுகள்:
12 %  பங்குகளில் கி்டக்கும் ்வருமானம் 

 = 16
12 ×(16 × 24)

 = ` 288 
படி (ii): ` 24 –ல் கிணைககும் 15% பஙகுகள்:
15 % பங்குகளில் கி்டக்கும் ்வருமானம்

 = 24
15  × (16 × 24)

 = ` 240

எனற்வ, மு்தலா்வது மு்தலீடு சிைந்த்தாகும்.
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பயிறசி  7.2

1. `132–ல் கி்டக்கும் `100 சம 
மதிப்புள்ை 62 பங்குகளின் சந்்த 
மதிப்பி்னக் காணக.

2. `7 கழிவில்  கி்டக்கும் ̀ 25  மதிப்புள்ை 
125  பங்குக்ை ்வாங்கு்வ்தற்கு 
ற்த்்வப்படும் ்்தா்க எவ்வைவு?

3. `20 மதிப்புள்ை, 9% பங்கு வீ்தம் ்காணட 
பங்குகள் மூலம் கி்டக்கின்ை ஈவுத் 
்்தா்க `1,620 எனில், ்வாங்கப்படும் 
பங்குகளின் எணணிக்்க்யக் காணக.

4. `100  முகமதிப்புள்ை 15% பங்கு 
வீ்தமு்டய பங்குக்ை ஒரு நிறு்வனம் 
20%  அதிக வி்லயில்  அறிவித்துள்ைது. 
திரு. றமாகன் என்ப்வர அதில் `29,040 
–ஐ மு்தலீடு ்சய்கிைார எனில், 
பின்்வரு்வன்வற்்ைக் காணக. 

(i) திரு.றமாகனால்  ்வாங்கப்படும் 
பங்குகளின் எணணிக்்க

(ii) இப்பங்குகளிலிருநது அ்வருக்கு 
கி்டக்கும் ்வருடாநதிர ்வருமானம்

(iii) அ்வரு்டய மு்தலீட்டிருநது 
கி்டக்கும் ்வருமான ச்தவிகி்தம்

5. ஒரு நபர `2.50 அதிக வி்லயில்  
கி்டக்கும் `10 முகமதிப்புக் ்காணட 
400 பங்குக்ை ்வாங்கினார. பங்கு 
வீ்தம் 12%  எனில்  ,கீழக்கணட்வற்்ைக் 
கணக்கிடுக. 

(i)   அ்வரது மு்தலீடு
(ii)  அ்வருக்கு கி்டக்கும் ஆணடு 

ஈவுத் ்்தா்க 
(iii)  அ்வரது மு்தலீடுக்கு கி்டக்கும் 

்வட்டி வீ்தம்
6. `4500 –க்கு `10 மதிப்புக் ்காணட 12% 

பங்கு வீ்தம் ்காணட பங்குக்ை சம 
வி்லயில் திரு. சுந்தர என்ப்வர 
்வாங்குகிைார. பங்கின் வி்ல `23 ஆக 
அதிகரிக்கும் ்பாழுது பங்குக்ை விற்று 
அ்தன் மூலம் கி்டக்கும் ்்தா்க்ய 
`25 மதிப்புள்ை 10% பங்குகளில் `18-
க்கு மு்தலீடு  ்சய்கிைார எனில், அ்வரது 
்வருமானத்தில் ஏற்படும் மாற்ைத்்்தக் 
காணக.

7. ஒரு நபர `13,500 இன் ஒரு பகுதி்ய, `100 
மதிப்புள்ை 6% பங்குகளில் `140 –க்கும், 
மீ்தமுள்ை ் ்தா்க்ய ̀ 100  மதிப்புள்ை 5% 
பங்குகளில் ̀ 125 –க்கும்  மு்தலீடு ் சய்கிைார. 
அ்வரு்டய ்மாத்்த ்வருமானம் `560 
எனில், ஒவ்்வான்றிலும் அ்வர எவ்வைவு 
மு்தலீடு ் சய்திருக்க ற்வணடும்.

8. பாபு என்ப்வர `100 மதிப்புள்ை  
பங்குக்ை 10% கழிவிற்கு விற்று 
கி்டக்கும் ்்தா்கயில் `50 மதிப்புள்ை 
15% பங்குகளில்  `33 -க்கு மு்தலீடு 
்சய்கிைார.  10% கழிவிற்கு பதிலாக 10% 
அதிகவி்லக்கு அ்வரு்டய  பங்குக்ை 
விற்றிருப்பாறரயானால் அ்வர `450 
அதிகமாக இலாபம் ஈட்டியிருப்பார  
எனில், அ்வர விற்ை பங்குகளின் 
எணணிக்்க்யக் காணக.

9. `100 மதிப்புள்ை 7% பங்குகள் `120 –க்கு  
அல்லது `100 மதிப்புள்ை 8%  பங்குகள் 
`135 –க்கு, இ்வற்றுள் எது சிைந்த மு்தலீடு?   

10. `140 -ல் உள்ை 20% சரக்கு மு்தல் 
அல்லது ` 70-ல் உள்ை 10% சரக்கு 
மு்தல், இ்வற்றுள் எது சிைந்த மு்தலீடு? 

பயிறசி  7.3

  சரியோன விணைணயத் நதர்ந்ததடுத்து 
எழுதுக

1. `100 முகமதிப்பு உ்டய 8% சரக்கு 
மு்தலின் 200  பங்குகளிலிருநது 
கி்டக்கும் ஈவுத் ்்தா்க  
(a) 1600      (b) 1000
(c) 1500  (d) 800

2. முக மதிப்பு `100 உ்டய  8% சரக்கு 
மு்தலின் 200 பங்குக்ை `50 –க்கு 
விற்ப்தன் மூலம் கி்டக்கும் ்்தா்க.
(a) 16,000  (b) 10,000
(c) 7,000  (d) 9,000

3. `20,000  மதிப்புக் ்காணட `100 
முகமதிப்பு்டய ஒரு சரக்கு மு்த்ல 
2 0 %  அதிகவி்லயில் ஒரு்வர 
்வாங்குகிைார எனில், அ்வரது மு்தலீடு  
(a) ` 20,000    (b) ` 25,000
(c) ` 24,000  (d) ` 30,000
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4. `100  முகமதிப்பு்டய 10%   சரக்கு 
மு்தல் மூலம் ஒரு்வருக்கு கி்டக்கும் 
ஈவுத் ்்தா்க ` 25,000 எனில், அ்வர 
்வாங்கிய பங்குகளின் எணணிக்்க
(a) 3500  (b) 4500 
(c) 2500  (d) 300

5. `100 முகமதிப்பு்டய 400 பங்குக்ை 
விற்ப்தற்கான ்தரகு வீ்தம்1% எனில், 
அ்வர ்சலுத்திய ்தரகு ்்தா்க
(a) ` 600     (b) ` 500    
(c) ` 200   (d) ` 400

6. `100 முகமதிப்பு்டய, ஒரு பங்கு, 9 2
1  %  

கழிவு வி்லக்கு, 2
1 % ்தரகு வீ்தத்தில் 

கி்டக்கும் எனில், அப்பங்கின் ்வாங்கிய 
வி்ல
(a) `89 (b) `90 (c) `91 (d) `95

7. `100 முக மதிப்பு்டய  9% சரக்கு 
மு்தலின் 100 பங்குக்ை 10%, 
கழிவிற்கு ஒரு்வர ்வாங்குகிைார எனில், 
அச்சரக்கு மு்தலுக்கான மு்தலீடு
(a) `9000  (b) `6000  
(c) `5000  (d) `4000

8. 7% சரக்கு மு்த்ல ̀ 80 –க்கு ்வாங்கினால் 
கி்டக்கும் ்வருமானம் வீ்தம்
(a) 9%     (b) 8.75%

(c) 8%     (d) 7%

9. `100 முகமதிப்பு்டய 15% பங்கு வீ்தம் 
்காணட 500 பங்குகளின் ஆணடு 
்வருமானம்
(a) `7,500   (b) ` 5,000
(c) `8,000  (d) ` 8,500

10. நி்லயான ்த்வ்ண பங்கீட்டுத் 
்்தா்கயாக ` 5000 ஒவ்்வாரு 
்வருடமும் 10% கூட்டு்வட்டியில் 
்சலுத்்தப்படுகிைது எனில், உடனடி 
்த்வ்ண பங்கீட்டுத் ்்தா்கயின் 
்தற்றபா்்தய மதிப்பு
(a) `60,000   (b) ` 50,000
(c) `10,000  (d) ` 80,000

11.  ‘a’ என்பது ஆணடு ்த்வ்ணத் 
்்தா்க, ‘n’ என்பது ்த்வ்ணக் 
காலங்களின் எணணிக்்க,  ‘i’ 
என்பது `1 -க்கான கூட்டு்வட்டி எனில், 
சா்தாரண ்த்வ்ண பங்கீட்டுத் 
்்தா்கயின் எதிரகால ்்தா்க   
(a) A= i

a i i1 1 1n+ + -^ ^h h6 @
(b) A i

a i1 1n= + -^ h6 @
(c) P i

a=

(d) P i
a i i1 1 1 n= + - + -
^ ^h h6 @

12. A என்ப்வர ` 96-ல் உள்ை 10% சரக்கு 
மு்தலில் ஒரு சிறு ்்தா்க்ய மு்தலீடு 
்சய்கிைார. B என்ப்வர இ்தற்கு சமமான 
்வருமானம் அளிக்ககூடிய 12% சரக்கு 
மு்தலில் மு்தலீடு ்சய்கிைார எனில், அ்வர 
்வாங்க ற்வணடிய சரக்கு மு்தலின் 
சந்்த வி்ல 
(a) `80  (b) `115.20 
(c) `120 (d) `125.40 

13. ஒவ்்வாரு ்த்வ்ண காலத்தின் 
ஆரம்பத்தில் ்சலுத்்தப்படும் ்்தா்க 
(a)  காத்திருப்பு ்த்வ்ண பங்கீட்டுத் 

்்தா்க
(b) உடனடி பங்கீட்டுத் ்்தா்க 
(c)  நி்லயான ்த்வ்ண பங்கீட்டுத் 

்்தா்க
(d) இ்்வ ஏதுமில்்ல

14. மா்தா மா்தம் ்சலுத்்தப்படும் நி்லயான 
்த்வ்ண பங்கீட்டுத் ்்தா்க ` 2000-க்கு  
10 % கூட்டு்வட்டியில் ்தற்றபா்்தய மதிப்பு
(a) `2,40,000  (b) ` 6,00,000
(c) `20,40,000   (d) ` 2,00,400

15. ்தற்காலிக ்த்வ்ண பங்கீட்டுத் 
்்தா்கக்கான எடுத்துக்காட்டு
(a)  ஒரு வீட்டும்னக்காக ்சலுத்்தப் 

படும் ்த்வ்ணத் ்்தா்க 
(b)  மாண்வரகளுக்கு உ்தவி ்்தா்க 

அளிக்கும் நன்்கா்ட நிதி
(c) ்வங்கியின் ்தனி நபர கடன்
(d) றமற்கணட அ்னத்தும்
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இதர கைககுகள்
1. ஆணடுக்கு 10% கூட்டு ்வட்டி றசரக்கப்படும் 

றபாது ஒவ்்வாரு ஆணடின் இறுதியிலும் 
`2000 வீ்தம் 4 ஆணடுகளுக்கு 
்சலுத்்தப்படும் ்த்வ்ணப் பங்கீட்டுத் 
்்தா்கயின் முதிரவுத் ்்தா்க்யக் 
காணக. [(1.1)4 = 1.4641]

2. ஒரு கருவி ்த்வ்ண மு்ையில் 
்வாங்கப்படுகிைது. ்வாங்கும் சமயம் 
`5000 ்சலுத்தி பின்னர மு்தல், 
இரணடாம், மூன்ைாம் மற்றும் நான்காம் 
்வருட முடிவில் ஒவ்்வாரு மு்ையும் 
`3000 ்த்வ்ண ்சலுத்்தப்படுகிைது. 
ஆணடு ்வட்டி வீ்தம் 5%  எனில், 
அக்கருவியின் ்ராக்க வி்ல்யக் 
காணக. [(1.05)–4 = 0.8227]

3. (i)  ஆணடுக்கு 7% ச்தவீ்தம் கூட்டு ்வட்டி 
றசரக்கப்படும் றபாது ஒவ்்வாரு 
ஆணடின் இறுதியிலும் `500  வீ்தம் 
7 ஆணடுகளுக்குச் ்சலுத்்தப்படும் 
்த்வ்ணப் பங்கீட்டுத் ்்தா்கயின் 
முதிரவுத் ்்தா்க்யக் காணக. 

         [(1.07)7 = 1.6058]
 (ii)  அ்ரயாணடுக்கு ஒருமு்ை ்வட்டி 

றசரத்து 10% ்வட்டி ் காடுக்கப்படுகிைது. 
ஒவ்்வாரு அ்ரயாணடு முடிவிலும் 
`10,000  ்்தா்க ்சலுத்தினால்  
5 ஆணடுகளுக்குச் ்சலுத்்தப்படும் 
்த்வ்ணப் பங்கீட்டுத் ்்தா்கயின் 
முதிரவுத் ்்தா்க்யக் காணக. 

         [(1.05)10 = 1.6289]
 (iii)  காலாணடுக்கு ஒருமு்ை ்வட்டி 

றசரத்து 4% ்வட்டி ் காடுக்கப்படுகிைது. 
ஒவ்்வாரு காலாணடு முடிவிலும் 
`600 ்்தா்க ்சலுத்தினால் 10 
ஆணடுகளுக்குச் ்சலுத்்தப்படும் 
்த்வ்ணப் பங்கீட்டுத் ்்தா்கயின் 
முதிரவுத் ்்தா்க்யக் காணக. 

           [(1.01)40 = 1.4889]

 (iv)  மா்தநற்தாறும் ்வட்டி றசரத்து 6% ்வட்டி 
்காடுக்கப்படுகிைது. ஒவ்்வாரு மா்த 
முடிவிலும் `2000 ்்தா்க 

்சலுத்தினால் 5 ஆணடுகளுக்குச் 
்சலுத்்தப்படும் ்த்வ்ணப் பங்கீட்டுத் 
்்தா்கயின் முதிரவுத் ்்தா்க்யக் 
காணக. [(1.005)60 = 1.3489]

4. நவீன் என்ப்வர ஒவ்்வாரு மா்தத்தின் 
முடிவிலும் `250 –ஐ கணக்கில் 
்சலுத்துகிைார. 6% ஆணடு கூட்டு 
்வட்டியில் மா்தநற்தாறும் கூட்டு ்வட்டி 
றசரக்கப்படுகிைது. அ்வரின் ்மாத்்த 
்்வப்புத் ்்தா்கயானது கு்ைந்தது 
`6,390 –ஐ அ்்தய எத்்த்ன மா்தங்கள் 
ஆகும். 

 [log(1.1278) = 0.0523, log(1.005) = 0.0022]

 5. ்பாருளியியல் ற்தரவில் மு்தல் மதிப்்பண 
்பரும் மாண்வருக்கு ஒரு நபர `1,500 
–ஐ பரிசுத் ்்தா்கயாக ஒவ்்வாரு 
்வருடமும் ்வழங்குகிைார. இத்்்தா்க்ய 
்வழங்கு்வ்தற்கு அ்வர மு்தலீடு ்சய்்வ்தற்கு 
ற்த்்வப்படும் ்்வப்புத் ்்தா்க்ய 
காணக. ஆணடிற்கு 12% ்வட்டி 
கணக்கிடப்படுகிைது எனக் ்காள்க. 

 6. இயநதிரம் A-ன் வி்ல  `15,000  
இயநதிரம் B-ன் வி்ல `20,000 
அ்வற்றிலிருநது கி்டக்கும் ஆணடு 
்வருமானம் மு்ைறய `4,000 மற்றும் 
`7,000  ஆகும். இயநதிரம் A-ன் 
ஆயுட்காலம் 4 ஆணடுகள் மற்றும் B-ன் 
ஆயுட்காலம் 7 ஆணடுகள் எனில், எந்த 
இயநதிரத்்்த ்வாங்கு்வது சிைந்தது.  
(ஆணடுக்கு 8% கழிவு எனக் ்காள்க.) 

 [(1.08)–4 = 0.7350, (1.08)–7 = 0.5835]

 7. `27,000 -த்்்த பங்குகளில் மு்தலீடு 
்சய்ய திரு. விஜய் அ்வரகள் 
விரும்புகிைார .  பின்்வரும் நிறு்வன 
பங்குகள் அ்வருக்கு கி்டக்கின்ைன. 
சமவி்லயில் உள்ை நிறு்வனம் A-ன் 
பங்கு மதிப்பு `100;  ̀ 25 அதிக வி்லயில் 
உள்ை நிறு்வனம் B-ன் பங்கு மதிப்பு 
`100; `10 கழிவில்  உள்ை நிறு்வனம் 
C-ன் பங்கு மதிப்பு `100; 20% அதிக 
வி்லயில் உள்ை நிறு்வனம் D-ன் பங்கு 
மதிப்பு `50 எனில், (i) A (ii) B (iii) C (iv) D 
ஆகிய நிறு்வனங்களில் அ்வர பங்குக்ை 
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்வாங்கினால் எத்்த்ன பங்குகள் 
கி்டக்கும்? 

 8. `80 -க்கு ̀ 100 மதிப்புள்ை 7% பங்கு வீ்தம் 
்காணட பங்கில் `8,000 –த்்்த  
திரு. றகாபால் என்ப்வர மு்தலீடு 
்சய்துள்ைார. ஒரு ்வருடத்திற்குப் பிைகு 
அந்தப் பங்குக்ை, பங்கு 1–ற்கு `75 வீ்தம் 
விற்கிைார மற்றும் ̀ 41-க்கு ̀ 25 மதிப்புள்ை 
18% பங்கு வீ்தம் ் காணட பங்கில், விற்று 
கி்டத்்த ்்தா்க்ய (்வருமானம் 
உட்பட) மு்தலீடு ்சய்ய முன்்வருகிைார 
எனில்,   

 (i) மு்தல் ்வருடத்திற்க்காக அ்வருக்கு 
கி்டக்கும் ஈவுத் ்்தா்க

 (ii) இரணடாம் ்வருடத்தில் அ்வரு்டய 
ஆணடு ்வருமானம்

 (iii) அ்வரு்டய அசல் மூல்தனத்்்த 
்பாறுத்து அதிகரித்்த ்வருமான 
ச்தவீ்தம் ஆகிய்்வக்ைக் காணக

 9. 25% ஈவுத் ்்தா்க ்காடுக்கக் கூடிய  
`10 முகமதிப்புக் ் காணட நிறு்வனத்தின் 
2000 சா்தாரண பங்குக்ை பங்கு 1–க்கு 
`33 வீ்தம் ஒரு்வர விற்கிைார. விற்று 

கி்டத்்தத் ்்தா்க்ய 15% ஈவுத் 
்்தா்க ்தரக்கூடிய `25 முகமதிப்புக் 
்காணட பருத்தி ஆ்ட நிறு்வனத்தில் 
பங்கு 1–க்கு `44 வீ்தம் மு்தலீடு ்சய்ய 
முன்்வருகிைார எனில்,

 (i) பருத்தி ஆ்ட நிறு்வனத்தில் 
இருநது ்வாங்கிய பங்குகளின் 
எணணிக்்க 

 (i i) அ்வரு்டய ஈவுத் ்்தா்க 
(்வருமான) மாற்ைம் ஆகிய்வற்்ைக் 
காணக.

 10. ஒரு நிறு்வனத்தின் மூல்தனம் 16%  
பங்குவீ்தம் ்காணட 50,000  
முன்னுரி்மப் பங்குக்ையும் 25,000 
சா்தாரணப் பங்குக்ையும் ்காணட்தாக 
உள்ைது. முன்னுரி்ம மற்றும் சா்தாரணப் 
பங்குகள் ஒவ்்வான்றின் முகமதிப்பு `10 
ஆகும். அந்த நிறு்வனத்திற்குக் கி்டத்்த 
்மாத்்த இலாபம் `1,60,000 -இல் இருநது 
`20,000 றசமிப்பு நிதிக்காகவும் `10,000 
மதிப்பிைக்க நிதிக்காகவும் ஒதுக்கப்படுகிைது 
எனில், சா்தாரணப் பங்கு்தாரரகளுக்குக் 
்காடுக்கப்படும் பங்குவீ்தம் காணக. 

ததோகுப்புணர
தவ ணைப் பஙகீட்டுத் ததோணகயின் வணககள்

காத்திருப்பு ்த்வ்ணப்
 பங்கீட்டு ்்தா்க 

்தற்காலிக ்த்வ்ணப் 
பங்கீட்டு ்்தா்க

நிரந்தர ்த்வ்ணப் 
பங்கீட்டு ்்தா்க

ஒவ்்வாரு ்த்வ்ணக் 
காலத்தில் ஆரம்பத்தில் 
்சலுத்்தப்படும் ்்தா்க 
A

a
i

i i
n

= +( ) +( ) −







1 1 1

்தற்றபா்்தய மதிப்பு
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ஒவ்்வாரு  ்த்வ்ணக்  
காலத்தில் முடிவில் 

்சலுத்்தப்படும் ்்தா்க 
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187நிதியியல் கணிதம்

 z �ன்தகோணை அல்லது உதவித் ததோணக
 (i) உ்தவித்்்தா்க முடிவின்றி ்வழங்கப்படும் எனில்   P a

i
=  

 (ii)  ஒரு குறிப்பிட்ட காலத்திற்கு உ்தவி ்்தா்க ்வழங்கப்படும்  

(n -ஆணடுகள்) எனில் P a
i

i
n

= − +( )







−
1 1

 z  முகமதிப்பு: ஒரு  பங்கின் உண்ம மதிப்பு என்பது அ்தனின் ஒப்பு மதிப்பு அல்லது முக 
மதிப்பு  அல்லது அச்சிடப்பட்ட மதிப்பு என அ்ழக்கப்படுகிைது

 z  சந்ணத மதிப்பு: ஒரு பங்கு விற்கப்படும் வி்ல  அல்லது பங்கு சந்்த மூலமாக மூ்தலீட்டுச் 
சந்்தயில் ்வாங்கப்படு்வது என்பது சந்்த மதிப்பு என அ்ழக்கப்படுகிைது.

 z  ஒரு பங்கின் சந்்த மதிப்பு அ்தனு்டய முக மதிப்புக்கு சமம் எனில் அல்லது அ்தனு்டய 
ஒப்பு மதிப்புக்கு சமம் எனில் அப்பங்கு சமமதிப்புப் ்பற்றிக்கிைது எனக் கூைலாம். 

 z ஒரு பங்கின் சந்்த மதிப்பு அ்தனு்டய ஒப்பு மதிப்பிற்கு கு்ை்வாக இருக்கிைது எனில் 
அப்பங்கு சம மதிப்பிற்கு கீழ அல்லது கழிவு நி்ல்ய ்பற்றிருக்கிைது எனலாம்.

 z ஒரு பங்கின் சந்்த மதிப்பு அ்தனு்டய ஒப்பு மதிப்பிற்கு அதிகமாக இருக்கிைது எனில் 
அப்பங்கு சம மதிப்பிற்கு றமல் அல்லது அதிக நி்ல்ய ்பற்றிருக்கிைது எனலாம்.

 z  ஒரு பங்கு்தாரர அ்வரு்டய மு்தலீட்டிற்கான ்வருடாநதிர இலாபத்தில் ஒரு 
நிறு்வனத்திடமிருநது ்பறுகின்ை ஒரு பகுதி ஈவுத் ்்தா்க எனப்படும்.

 z  ஈவுத் ் ்தா்க என்பது எப்்பாழுதும் ஒரு பங்கின் முக மதிப்பு ் காணடு அறிவிக்கப்படு்வ்தாகும் 
மற்றும் ஈவுத் ்்தா்க வீ்தம் என்பது ஒரு ்வருடத்தின் ஒரு பங்கின் ஒப்பு மதிப்்ப 
ச்தவீ்தத்தில் வி்வரிப்ப்தாகும்.

 z  பங்கு்தாரரகளின் ஆணடு ்வருமானம் = × × .n r F V
100

இங்கு n = பங்கு்தாரரகள் ்்வத்துள்ை பங்குகளின் எணணிக்்க
r = ஈவுத் ்்தா்க வீ்தம்,

 z ஆணடு ஈவு = 
ஆணடு ்வருமானம்    ×100
பங்குகளின் மு்தலீடு

 

 z ்கயிருப்பு பங்குகளின் எணணிக்்க  
                                                  = மு்தலீடு    

ஒரு பங்கின்சந்்த மதிப்பு ( அ) முகமதிப்பு
      (அ)

்மாத்்த முகமதிப்பு 
ஒரு பங்கின் முக மதிப்பு

்வருடாநதிர ்வருமானம்    
ஒரு பங்கிலிருநது கி்டக்கும் ்வருமானம்

     (அ)
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 z  ஒறர முகமதிப்்பக் ்காணட இரணடு சரக்கு மு்தலுக்கான மு்தலீட்டில் எது சிைந்தது:
ஒவ்்வாரு ்வ்கயின் மு்தலீடு = (மு்தல் சரக்கின் சந்்த மதிப்பு × இரணடாம் சரக்கின் சந்்த மதிப்பு)

வணக (i)  r1 % லிருநது ்பறுகின்ை ்வருமானம் 

                =
r1    

r1% ்காணட சரக்கின் சந்்த மதிப்பு
× மு்தலீடு

வணக (ii) r2 % லிருநது ்பறுகின்ை ்வருமானம் 

                =
r2   

r2% ்காணட சரக்கின் சந்்த மதிப்பு
× மு்தலீடு

கணலச் தசோறகள் (GLOSSARY)  
கடன் பத்திரங்கள் Debentures

காலமு்ை  ்சலுத்து்தல் Periodic payment

சந்்த வி்ல Market price

சம பங்கு Equity shares

சரக்கு மு்தல்கள் Stocks

்சலுத்தும் கால இ்ட்்வளி Payment interval

்தரகு Brokerage

்த்வ்ண பங்கீட்டு ்்தா்க Immediate annuity

்த்வ்ண பங்கீட்டு ்்தா்க காலம் Term of annuity

நிரந்தர ்த்வ்ண பங்கீட்டு ்்தா்க Perpetual annuity

பங்குகள் Shares

பங்குச் சந்்த Stock exchange

பங்கு்தாரரகள் Share holders

பரி்வரத்்த்ன Transaction

முக மதிப்பு Face value

முன்னுரி்ம Preference shares

மூல்தன மதிப்பு Capital value

்வட்டி Interest

விற்ப்ன வி்ல Selling price
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189நிதியியல் கணிதம்

Step 4

்சயல்பாட்டிற்கான உரலி :

https://ggbm.at/q4tsyvys (or) scan the QR Code

இணையச் தசயல்போடு

இறுதியில் கிணைககப்தபறும் பைம்   படி – 1
கீழக்காணும் உரலி / வி்ரவுக் குறியீட்்டப் 
பயன்படுத்தி GeoGebra  வின் “11th BUSINESS 
MATHEMATICS and STATISTICS” பக்கத்திற்குச் 
்சல்க. உங்கள் பாடம் சாரந்த பல பணித்்தாள்கள் 
இப்பக்கத்தில் இருக்கும்.
படி - 2
“Dividend” என்ப்்தத் ற்தரவு ்சய்து, படிக்ைப் பாரப்ப்தற்கு நழு்வ்ல நகரத்்தவும்.Select 
the work sheet “Dividend” Move the sliders to see the steps.
மு்தலீடு ்சய்யப்பட்ட ்்தா்க (Amount invested), பங்குச்சந்்தயின் மதிப்பு (Market value of 
one share) மற்றும் லாபப்பங்கின் வீ்தம்(dividend rate )ஆகிய்வற்்ை ்வலப்பக்கம் உள்ை 
கட்டத்தில் உள்ளீடு ்சய்து, கணக்குக்ைத் ்்தாடரவும்.

படி 1

படி 2
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விவரப் புள்ளியியல் மற்றும் நிகழ்தகவு8
அ

த்தி
ய

ாய
ம்

கற்்றல் ந�ோககஙகள்
இந்த அத்தியாயத்்்த படித்்தபின்பு பின்்வரும் 
பாடக் கருத்துருக்க்ை மாண்வரகள் நன்கு 
புரிநதுககாள்ை இயலும்.

 z A.M, G.M மற்றும் H.M  
பபான்்ற ்மயப் பபாக்கு  
அை்்வகள்.

 z சராசரிகளுக்கு  
இ்டபயயான க்தாடரபுகள்.

 z காலமானஙகள், பத்துமானஙகள், 
நூற்றுமானஙகள் என்பன பபான்்ற 
க்தாடரபு்டய நி்ை அை்்வகள்.

 z காலமானவிைக்கம், சராசரிவிைக்கம் 
என்பன பபான்்ற சி்த்றல அை்்வகள்.

 z காலமான விைக்கக் ககழு, சராசரி விைக்கக் 
ககழு பபான்்ற க்தாடரபு்டய அை்்வகள்.

 z நிபந்த்ன நிகழத்்தகவின் கருத்துருக்கள், 
நிகழத்்தகவின் கபருக்கல ப்தற்்றம்.

 z பபயிஸ் ப்தற்்றம் மற்றும் அ்தன் 
பயன்பாடுகள்

8.1  மமயப் ந�ோககு அளமவகள் 
(Measures of central tendency)

அறிமுகம்: 
புள்ளியியல பகுப்பாய்வின் முக்கியமான 

குறிக்பகாள்களில ஒன்று, ககாடுக்கப்படட 
கமாத்்த வி்வரஙகளின் ்தன்்ம்ய ஒரு 
்தனிமதிப்்பக் ககாண்டு வி்வரித்்தல ஆகும்.  
அத்்த்கய மதிப்பு முழு்மயான 
வி்வரஙகளுக்கான ் மயபபாக்கு அை்்வகள் 
எனப்படுகி்றது. “சராசரி” என்பதுப் கபாது்வாக 
அன்்றாட ்வாழக்்கயில பயன்படுத்்தப்படும் 
்வாரத்்்த ஆகும். உ்தாரணமாக பபச்சு 
்வழக்கில “இ்வன் ்வகுப்பில ஒரு சராசரிப் 
்பயன், சராசரி உயரம், ஒரு இநதியனின் 

சர். ரரோனல்ட் பிஷர்

சராசரி ்வாழக்்க, சராசரி ்வருமானம்” 
என்பன ந்டமு்்றயில உள்ை ்வாரத்்்தகள் 
ஆகும். சர. கரானலட பிஷர என்ப்வர 
புள்ளியியலின் ்தந்்த 
என அறியப்படட்வர 
மற்றும் அ்வர பலப்வறு 
து ் ்ற க ளி ல 
பு ள் ளி யி ய லி ன் 
கசயலபாடடிற்கு ஆரம்ப 
காை பஙகளிப்்ப 
அளித்்த்வர ஆ்வார.

8.1.1 சரோசரி 

மீள்�ோர்மவ
ககாடுக்கப்படட வி்வரஙகளுக்கு பை 

்மயபபாக்கு அை்்வகள் உள்ைன. அ்்வகள்,
 z கூடடுச் சராசரி
 z இ்டநி்ை
 z முகடு
 z கபருக்குச் சராசரி
 z இ்சச் சராசரி

கூட்டுச் சரோசரி (ர்தோடர்ச்சியற்்ற விவரஙகள்) 
(Arithmetic Mean (Discrete case))
வி்வரஙகளின் க்தாகுப்பிற்கானக் கூடடுச் சராசரி 
என்பது அ்வற்றின் கூடு்த்ை, வி்வரஙகளின் 
எண்ணிக்்கயால ்வகுக்கக் கி்டப்பது ஆகும்.  
வி்வரஙக்ை a) க்தாகுக்கப்படா்த வி்வரஙகள் 
மற்றும் b) க்தாகுக்கப்படட வி்வரஙகள் என இரு 
்வ்கப்படுத்்தைாம்.
அ)  ர்தோகுககப்�டோ்த விவரஙகள்  

(Ungrouped data)
(i) ந�ரடி மும்ற (Direct Method): 

...
X n

X X X X
n
Xn1 2 3 /

=
+ + +

=
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இஙகு X  என்பது கூடடுச்சராசரி ∑X  
என்பது  X  என்்ற மாறியின் எலைா  மதிப்புகளின் 
கூடு்தல மற்றும் n என்பது வி்வரஙகளின் 
எண்ணிக்்க. 
(ii) சுருககு மும்ற (Short-cut method)

X  = A + n
d/  இஙகு d = X – A,  

A என்பது ஏப்தனும் ஒரு ்தன்னிச்்சயான 
மதிப்பு மற்றும் d என்பது X என்்ற மாறியின் 
விைக்கம் எனப்படும்

ஆ)  ர்தோகுககப்�ட்ட விவரஙகள்  
(Grouped data)

(i) ந�ரடி மும்ற (Direct method)
பநரடி மு்்றயில கூடடுச் சராசரி்யக் 

கணக்கிடு்வ்தற்கானச் சூத்திரம் X  = N
fxR

 
ஆகும். இஙகு f என்பது அ்ைக்வண்; X - என்பது 
மாறி, பமலும் N = ∑ f (அ்ைக்வண்களின் 
கூடு்தல)

(ii) சுருககு மும்ற (Short-cut method)
கீழகண்ட சூத்திரத்்்தப் பயன்படுத்தி 

கூடடுச் சராசரி்யக் காணைாம்.

X  = A + N
fdR

 இஙகு A என்பது ஊகச் 
சராசரி,  d = X– A ;  N = ∑f 

ர்தோடர்ச்சியுமடய விவரஙகளுககோன கூட்டுச் 
சரோசரி (ர்தோகுககப்�ட்ட விவரஙகள்) 
கூடடுச் சராசரி்ய  கீழக்கண்ட மு்்றகளில 
கணக்கீடு கசய்யைாம்.

(i) பநரடி மு்்ற
(ii) சுருக்கு மு்்ற
(iii) படி விைக்க மு்்ற

(i) ந�ரடி மும்ற (Direct method)
பநரடி மு்்ற்யப் பயன்படுத்தி கூடடுச் 

சராசரி  X  = N
fmR  என ்வ்ரயறுக்கப்படுகி்றது.

இஙகு m  என்பது ஒவக்வாரு 
இ்டக்வளிகளின் ்மய மதிப்பு 

f என்பது ஒவக்வாரு இ்டக்வளியின் 
அ்ைக்வண்

N = ∑ f என்பது அ்ைக்வண்களின் 
கூடு்தல

(ii) சுருககு மும்ற (Short-cut method)
கீழக்கண்டச் சூத்திரத்்்தப் பயன்படுத்திக் 

கூடடுச் சராசரி கணக்கிடைாம்.

X   = A + N
fdR

இஙகு A என்பது ஊகச் சராசரி
d = m–A என்பது ஊகச் சராசரியிலிருநது  

்மய மதிப்புகளின் விைக்கஙகள் N = ∑ f 

(iii)  �டிவிலகக மும்ற  
(Step Deviation Method) 
க்தாகுக்கப்படட அலைது க்தாடர 

அ்ைக்வண் பர்வலுக்கானக் கூடடுச் சராசரிக் 
காணும் மு்்ற, 

X A N
fd

c#
R

= + c m

இஙகு d = c
m A-] g ,  A  என்பது 

ஏப்தனும் ஒரு ்தன்னிச்்சயான மதிப்பு 
அலைது ஒரு  ஊகச் சராசரி c என்பது 
இ்டக்வளியின் அைவு

க்தாடரச்சியு்டய வி்வரஙகளுக்கான 
கூடடுச் சராசரி்ய பமற்கண்ட மூன்று 

மு்்றகளில எந்த மு்்றயில 
கணக்கிடடாலும், ஒபர வி்ட்தான் 

கி்டக்கும்

முகடு (Mode): 
ககாடுக்கப்படடுள்ை  வி்வரஙகளில, 

அதிக எண்ணிக்்கயில திரும்பத்திரும்ப 
்வரும் மதிப்பு முகடு ஆகும்

இமடநிமல (Median):  
இ்டநி்ை என்பது ஒரு சரியான 

நடுமதிப்பு ஆகும். இ்டநி்ைக்கு  இரு பு்றமும் 
உள்ை வி்வரஙகளின்  எண்ணிக்்க சமமாக 
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இருக்கும்.  இ்டநி்ை என்பது ஒரு நி்ை 
அை்்வயாகும். பமலும் சிை க்தாடரபு்டய 
நி்ை அை்்வகள் கீபழ வி்வரிக்கப்படடுள்ைன.

குறிப்பு 
மாண்வரகளுக்கு பமற்கூறியக் 

கருத்துக்கள் நன்கு அறிந்த்்வ என 
நம்பப்படுகி்றது.  நமது ்தற்பபா்்தய 

பாடத்திடடத்தி்ன கீழ்வரும் 
பிரிவுகளிலிருநது க்தாடஙகுப்வாம்.

8.1.2  நிமலமயப் ர�ோறுத்த  சில 
அளமவகள்-கோல்மோனஙகள், 
�ததுமோனஙகள் மற்றும் 
நூற்றுமோனஙகள் (Related 
Positional Measures  -  Quartiles, 
Deciles and Percentiles) :

இ்டநி்ை்யத் ்தவிர ககாடுக்கப்படட 
வி்வரஙக்ை, சமபாகஙகைாக பிரிக்கக் கூடிய 
பமலும் சிை அை்்வக்ை இப்பகுதியில 
காண்பபாம். இவ்வை்்வகளில, காலமானஙகள், 
பத்துமானஙகள் மற்றும் நூற்றுமானஙகள்  
ஆகிய்்வ மிகவும் முக்கியமான்்வ ஆகும். 

(i) கோல்மோனஙகள் (Quartiles):
்வரி்சப்படுத்்தப்படட எண் வி்வரஙக்ை 

நான்கு சமப் பாகஙகைாகப் பிரிக்கும் ்வ்கயில 
உள்ை அைவுகள், காலமானஙகள் எனப்படும்.
ஒவக்வாரு பிரிவும், சம எண்ணிக்்கயிைான 
உறுப்புக்ைப் கபற்றிருக்கும். மு்தலபிரிவு, 
மு்தல காலமானம்  (Q1) எனவும் இரண்டா்வது 
பிரிவு இரண்டா்வது காலமானம் (Q2) எனவும், 
மூன்்றாம் பிரிவு, மூன்்றாம் காலமானம் (Q3) 
எனவும் குறிக்கப்படுகி்றது. இஙகு இரண்டா்வது 
காலமானம் (Q2) என்பது இ்டநி்ை 
அை்வாகும்.

மு்தல காலமானம் (Q1) அலைது 
கீழகாலமானம் என்பது பர்வலின் 25 % 
உறுப்புக்ைத் ்தனக்குக் கீபழக் 
ககாண்ட்தாகவும் மற்றும் பர்வலின் 75% 
உறுப்புகள் காலமானத்திற்கு பமல 

அ்மநதிருக்கும். இரண்டா்வது காலமானம்  
(Q2) (அலைது) இ்ட நி்ை அைவு பர்வலின் 
50%  உறுப்புக்ைத் ்தனக்குக் கீபழயும் மற்றும் 
50%  உறுப்புக்ைத் ்தனக்கு பமபையும்  
ககாண்ட்தாக இருக்கும். மூன்்றா்வது 
காலமானம் (Q3) அலைது பமல காலமானம் 
பர்வலின் 75%  உறுப்புக்ைத் ்தனக்கு கீபழயும் 
மற்றும் 25% உறுப்புக்ை ்தனக்கு பமபையும் 
கபற்றிருக்கும். இவ்வாப்ற மற்்ற இரு இடம் 
சாரந்த அை்்வக்ை ்வ்ரயறுக்கைாம்.

(ii) �ததுமோனஙகள் (Deciles):
்வரி்சபடுத்்தப்படட எண் வி்வரஙக்ை 

பத்து சம பாகஙகைாகப் பிரிக்கும் அை்்வகள் 
பத்துமானஙகள் எனப்படும்

அ்தா்வது பத்துமானஙகள் என்பது ஒரு 
க்தாடர ்வரி்ச்ய, பத்து சம பகுதிகைாக 
பிரிக்கும் மதிப்புகள் ஆகும்.  நாம் கபறுகின்்ற 
D1, D2 ,…, D9 என்கி்ற 9 பிரிவு நி்ைகள் 
பத்துமானஙகள் என அ்ழக்கப்படுகின்்றன. 
இஙகு D5 என்பது இ்டநி்ை்யக் குறிக்கும் 
என்ப்்த நி்னவில ககாள்க.

(iii) நூற்றுமோனஙகள் (Percentiles):

்வரி்சப்படுத்்தப்படட எண் வி்வரஙக்ை 
நூறு சம பாகஙகைாக பிரிக்கும் அை்்வகள் 
நூற்றுமானஙகள் எனப்படும்

அ்தா்வது எண் க்தாடர ்வரி்ச்ய, 
100 சம பாகஙகைாகப் பிரிக்கும் அைவுகள் 
நூற்றுமானஙகள் எனப்படும்.

நாம் கபறுகின்்ற P1 , P2 ,…, P99  என்்ற 
99 பிரிவு நி்ைகள் நூற்றுமானஙகள் என 
அ்ழக்கப்படுகின்்றன.  இஙகு  P50  என்பது 
இ்டநி்ை்யக் குறிக்கும் என்ப்்த 
நி்னவில ககாள்க.

8.1.3  ர்தோடர்புமடய நிமல 
அளமவகமளக கணககீடு 
ரசய்யும் மும்றகள் 
(Computations for Related 
positional measure)

இ்டநி்ை அை்்வக் கணக்கீடு 
கசய்யும் மு்்ற்யப் பபான்ப்ற, காலமானஙகள், 
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பத்துமானஙகள் மற்றும் நூற்றுமானஙக்ைக் 
கணக்கீடு கசய்யைாம்.

(i)  ர்தோகுககப்�டோ்த விவரஙகள் 
(Ungrouped data):

�டிநிமலகள்: 

1.  வி்வரஙக்ைத் ்தனித்்த வி்வரஙகளுக்கான 
அை்்வ்யப் கபாறுத்து, ஏறு்வரி்ச 
அலைது இ்றஙகு ்வரி்சயில எழு்தவும்.

2.  கீழக்காணும் சூத்திரத்்்தப் பயன்படுத்துக   

Q1= n
4

1+
b l  ஆ்வது உறுப்பு

Q3 = n
4

3 1+
b
] g

l  ஆ்வது உறுப்பின் மதிப்பு

D1 = n
10

1+
b l  ஆ்வது உறுப்பின் மதிப்பு

D2 = 2 n
10

1+
b l  ஆ்வது உறுப்பின் மதிப்பு

P60 = 60 n
100

1+
b l  ஆ்வது உறுப்பின் மதிப்பு

P99 = 99 n
100

1+
b l  ஆ்வது உறுப்பின் மதிப்பு  

Q2=D5= P50= இ்டநி்ை ஆகும்.

எடுததுககோட்டு ா.்   

22, 4, 2, 12, 16, 6, 10, 18, 14, 20, 8 
என்்ற க்தாடரின் D2  மற்றும் D6 காண்க.
தீர்வு:

இஙகு n = எண் வி்வரஙகளின் 
எண்ணிக்்க =11, இ்த்ன ஏறு்வரி்சயில 
அ்மக்க,
2, 4, 6, 8, 10, 12, 14, 16, 18, 20, 22 

D2 = 2 n
10

1+
b l  ஆ்வது உறுப்பின் மதிப்பு

D6 = 6 n
10

1+
b l  ஆ்வது உறுப்பின் மதிப்பு

D2 =  2.4 ஆ்வது உறுப்பின் மதிப்பு ≈ 2 ஆ்வது 
உறுப்பின் மதிப்பு = 4 

D6 =  7.2 ஆ்வது உறுப்பின் மதிப்பு ≈ 7 ஆ்வது 
உறுப்பின் மதிப்பு =14 

எடுததுககோட்டு ா.் 
கீழக்காணும் புள்ளிவி்வரஙகளுக்கு Q1, 

Q3, D6 மற்றும் P50 ஆகிய்வற்்்றக் காண்க.

்வரி்ச எண் 1 2 3 4 5 6 7

மதிப்கபண்கள் 20 28 40 12 30 15 50

தீர்வு:
மதிப்கபண்கள் ஏறு்வரி்சயில  

அ்மக்கப்படடுள்ைன.

12  15  20  28  30  40  50

n = விபரஙகளின் எண்ணிக்்க  =7

Q1 = n
4

1+
b l   ஆ்வது உறுப்பின் மதிப்பு 

 = 4
7 1+
b l  ஆ்வது உறுப்பின் மதிப்பு

     = 2 ஆ்வது உறுப்பின் மதிப்பு = 15

Q3  = n
4

3 1+
b
] g

l   ஆ்வது உறுப்பின் மதிப்பு

 = 4
3 8#
b l  ஆ்வது உறுப்பின் மதிப்பு

 = 6 ஆ்வது உறுப்பின் மதிப்பு =  40

D6  = n
10

6 1+
b
] g

l   ஆ்வது உறுப்பின் மதிப்பு

 = 10
6 8#
b l   

 = 4.8 ஆ்வது உறுப்பின் மதிப்பு 
  ≈ 5 ஆ்வது உறுப்பின் மதிப்பு = 30

P50 = n
100

50 1+
b
] g

lஆ்வது உறுப்பின் மதிப்பு

 = 4 ஆ்வது உறுப்பின் மதிப்பு = 28

எனப்வ Q1= 15, Q3 = 40, D6  = 30 மற்றும்   
P50 = 28
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(ii)  ர்தோகுககப்�ட்ட விவரஙகள் 
(ர்தோடர்ச்சியற்்ற அளவுகள்)  
(Grouped data -Discrete case):

�டிநிமலகள்:

1.   வி்வரஙக்ை அை்்வப் கபாறுத்து 
ஏறு்வரி்ச அலைது இ்றஙகு ்வரி்சயில 
எழு்தவும்.

2. குவிவு அ்ைக்வண்க்ைக் காண்க.

3. கீழகாணும் சூத்திரத்்்தப் பயன்படுத்துக.

Q1 = N
4

1+
b l  ஆ்வது உறுப்பின் மதிப்பு

Q3 = N
4

3 1+
b
] g

l  ஆ்வது உறுப்பின் மதிப்பு

N
4

1+
b lன் மதிப்பு ( அலைது) அ்தற்கு 

அடுத்்த அதிகமான குவிவு அ்ைக்வண் 
மதிப்பிற்கு க்தாடரபு்டய மாறி  x–ன் மதிப்பு  

Q1 ஆகும். இவ்வாப்ற N
4

3 1+] g  அலைது 
அ்தற்கு அடுத்்த அதிகமான அ்ைக்வண் 
மதிப்பிற்கு க்தாடரபு்டய மதிப்பு Q3 ஆகும்.

எடுததுககோட்டு ா.் 
ககாடுக்கப்படட வி்வரஙகளுக்கு Q1, D2 

மற்றும் P90–ஆகிய்வற்்்ற காண்க. 

மதிப்கபண் 10 20 30 40 50 60
மாண்வரகளின் 
எண்ணிக்்க 4 7 15 8 7 2

தீர்வு:

மதிப்கபண்
X

அ்ைக்வண்
f

குவிவு 
அ்ைக்வண்

cf

10 4 4
20 7 11
30 15 26
40 8 34
50 7 41
60 2 N= 43

அடட்வ்ண : 8.1

Q1 = N
4

1+
b l  ஆ்வது உறுப்பின் மதிப்பு 

 = 4
43 1+ -ன் அைவு 

 = 11ஆ்வது உறுப்பின் மதிப்பு = 20

D2 = N
10

2 1+
b
] g

l  ஆ்வது உறுப்பின் மதிப்பு 

 = 10
88 -ன் அைவு 

 = 8.8 ஆ்வது உறுப்பின் மதிப்பு = 20

P90 = N
100

90 1+
b
] g

l  ஆ்வது உறுப்பின் மதிப்பு 

 = 100
3960 -ன் அைவு 

 = 39.6 ஆ்வது உறுப்பின் மதிப்பு = 50

(iii)  ர்தோகுககப்�ட்ட விவரஙகள் 
(ர்தோடர்ச்சியோன அளவுகள்) 
(Grouped data (Continuous case)):  
க்தாடர அ்ைக்வண் பர்வலில 

இ்டக்வளிக்ை ஏறு்வரி்ச அலைது இ்றஙகு 
்வரி்சயில எழு்த ப்வண்டும் மற்றும் க்தாடர 
அ்ைக்வண் பர்வலில N

4  அலைது  அதிகமான 
குவிவு அ்ைக்வண்ணுக்கு க்தாடரபு்டய 
இ்டக்வளி Q1 இ்டக்வளி எனப்படும். 

Q1 காணச் சூத்திரம்:

Q L f
pcf c

N

1
4 #= +
-

f p

இஙகு L என்பது Q1 இ்டக்வளியின் 
கீழஎல்ை,

f  என்பது Q1 இ்டக்வளியின் 
அ்ைக்வண்,

c என்பது Q1 இ்டக்வளியின் நீைம்,
pcf  என்பது Q1 இ்டக்வளிக்கு 

முந்்தய இ்டக்வளியின் குவிவு அ்ைக்வண்.
இவ்வாப்ற, பமற்கண்ட மு்்றயி்னப் 

பயன்படுத்தி Q3 -்ய காணைாம்.
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Q3 காணச் சூத்திரம்:

Q3 = L f
pcf c

N
4

3
#+

-
f p

L  என்பது மூன்்றாம் காலமான 
இ்டக்வளியின் கீழஎல்ை,

f  என்பது மூன்்றாம் காலமான 
இ்டக்வளியின் அ்ைக்வண்,

c  என்பது மூன்்றாம் காலமான 
இ்டக்வளியின்  நீைம்,

pcf என்பது மூன்்றாம் காலமான  
இ்டக்வளிக்கு முந்்தய இ்டக்வளியின் 
குவிவு அ்ைக்வண்

இப்தப் பபான்று பத்துமானஙகள் 
மற்றும் நூற்றுமானஙகளின் நி்ைப்புள்ளிகள் 
கணக்கிடு்வ்தற்கான ்வாய்பாடுகள்,

D4  = L + f
pcf c

N
10
4

#
-

f p

P60  = L + f
pcf c

N
100
60

#
-

f p   

எடுததுககோட்டு ா.் 
கீழக்காணும் வி்வரஙகளுக்கு பமலகாலமானஙகள், 
கீழகாலமானஙகள், D4 மற்றும் P60,  P75 
ஆகிய்வற்்்றக் காண்க.

இ்டக்வளி அ்ைக்வண்

10 − 20 12

20 − 30 19

30 − 40 5

40 − 50 10

50 − 60 9

60 − 70 6

70 – 80 6

தீர்வு: 

இ்டக்வளி
CI

அ்ைக்வண்
f

குவிவு 
அ்ைக்வண்

cf

10 − 20 12 12

20 − 30 19 31

30 − 40 5 36

40 − 50 10 46

50 − 60 9 55

60 − 70 6 61

70 – 80 6 N= 67

N = 67
அடட்வ்ண : 8.2

Q1= N
4b l  ஆ்வது உறுப்பின் மதிப்பு = 4

67   
= 16.75 ஆ்வது உறுப்பின் மதிப்பு.  எனப்வ  
Q1 ஆனது (20 – 30)  என்்ற இ்டக்வளியில 
அ்மநதுள்ைது மற்றும் அ்தன் க்தாடரபு்டய 
மதிப்புகள் 

L = 20; N
4 =16.75; pcf =12; f =19; c = 10 

ஆகும்.

Q1= L + f
cfN

4 -f p× c

Q1 = 20 + .
19

16 75 12-
b l×10 = 20 + 2.5 = 22.5 

Q3 = N
4

3
b l  ஆ்வது உறுப்பின் மதிப்பு 

= 50.25 ஆ்வது உறுப்பின் மதிப்பு. எனப்வ  
Q3 ஆனது (50–60) என்்ற இ்டக்வளியில 
அ்மநது உ ள் ை து  ம ற் று ம்  அ ்த ன் 
க்தாடரபு்டய மதிப்புகள் 

 L = 50, N
4

3
b l  = 50.25; pcf= 46, f = 9, c = 10

Q3  = L + f
pcfN

4
3 -
f p  ×c

Q3 = 50+ .
9

50 25 46-b l  × 10 = 54.72
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D4 = N
10
4
b l  ஆ்வது உறுப்பின் மதிப்பு = 

26.8 ஆ்வது உறுப்பின் மதிப்பு. D4  ஆனது 
(20–30) என்்ற இ்டக்வளியில அ்மநதுள்ைது 
மற்றும் அ்தன் க்தாடரபு்டய மதிப்புகள் 

 L = 20, N
10
4  = 26.8; pcf = 12, f = 19, c = 10. 

D4 = L + f
pcfN

10
4 -
f p×c

D4 = 20 + .
19

26 8 12-
b l  ×10

= 27.79

P75 =  N
100
75
b l  ஆ்வது உறுப்பின் மதிப்பு 

= 50.25 ஆ்வது உறுப்பின் மதிப்பு. P75 ஆனது 
(50–60) என்்ற இ்டக்வளியில அ்மநது 
உள்ைது மற்றும் அ்தன் க்தாடரபு்டய 
மதிப்புகள் 

L = 50; N
100
75  = 50.25; pcf = 46, f = 9,c = 10.

P75 = L + f
pcfN

100
75 -
f p×c

= 50 + .
9

50 25 46-
b l×10

= 54.72

8.1.4  ர�ருககுச் சரோசரி  
(Geometric mean)

n - வி்வரஙகள் அலைது மதிப்புகளின்  
கபருக்குத் க்தா்கயின்  n - ்வது ்வரக்க மூைம் 
கபருக்குச் சராசரி ஆகும்.

இரு வி்வரஙகள் இருப்பின் ்வரக்க 
மூைம் எடுக்க, மூன்று வி்வரஙகள் இருப்பின் 
முப்படி மூைம் எடுக்க மற்றும் இவ்வாப்ற 
க்தாடருக. 

GM X X Xnn=
1 2 3
.X . .....  = , , , ......X X X X3 /

n
n

1 2
1

^ h

இஙகு X X X Xn1 2 3
, , ,....,  என்பன 

க்தாடரின் பலப்வறு மி்க மதிப்பு உறுப்புக்ை 

குறிக்கி்றது மற்றும் n என்பது கமாத்்த 
வி்வரஙகளின் எண்ணிக்்க்ய குறிக்கி்றது.

இவ்வா்றாக 2, 3, 4 ஆகிய்வற்றின் 
கபருக்குச்சராசரி

GM = ( ) ( ) ( )2 3 43  = 2.885 

மூன்று அலைது மூன்றுக்கு பமற்படட 
எண்களுக்கான கபருக்குச்சராசரி கணக்கிடும் 
கபாழுது. அ்்வகளின் கபருக்குத் க்தா்கக்கான 
n – ்வது ்வரக்கமூைம் காண்பது என்பது மிகக் 
கடினமானது. எனப்வ மடக்்க்யப் 
பயன்படுத்திப் கபருக்குச் சராசரி்ய எளி்தாக 
காணைாம்

கபருக்குச் சராசரி, கீழகண்ட்வாறு 
கணக்கிடப்படுகி்றது.

log
log log ........ logGM X X X

n
n=

+ + +
1 2

(அலைது ) log
logGM X
n

= 





Σ

GM Anti X
n

= 





log
logΣ , n என்பது  கமாத்்த 

வி்வரஙகளின் எண்ணிக்்க

(i)  ர்தோடர்ச்சியற்்ற மோறியின் ர�ருககுச் 
சரோசரி

GM Anti f X
N

= 





log
logΣ ; இஙகு N f= Σ

(ii)  ர்தோடர்ச்சியோன மோறியின் ர�ருககுச் 
சரோசரி

GM = log
log

Anti N
f m/; E ; இஙகு m என்பது 

்மயப்புள்ளி, N f= Σ

எடுததுககோட்டு ா.் 
ஓரிடத்தில ்வசிக்கும் 10 குடும்பஙகளின்  

ஒரு நாள் ்வருமானம் (ரூபாயில)  கீபழக் 
ககாடுக்கப்படடுள்ைது.  இ்வற்றின் கபருக்குச் 
சராசரி்யக் காண்க.

85, 70, 15, 75, 500, 8, 45, 250, 40, 36
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தீர்வு:
X log X
85 1.9294
70 1.8451
15 1.1761
75 1.8751

500 2.6990
8 0.9031

45 1.6532
250 2.3979
40 1.6021
36 1.5563

log 17.6373XΣ =

அடட்வ்ண : 8.3

GM Anti X
n

= 





log
logΣ ; இஙகு n = 10

GM Anti= 





log
.17 6373

10

 =

=

Anti

GM

log( . )

.

1 7637

58 03

=

=

Anti

GM

log( . )

.

1 7637

58 03

எடுததுககோட்டு ா.் 
காஞ்சிபுரம் மா்வடடத்தின். ஒரு கிராமத்தில 

உள்ை பலப்வறுப் பிரிவு மக்களின்,  ்தனிநபர 
்வருமான வி்வரஙகளும், குடும்பஙகளின் 
எண்ணிக்்கயும் கீபழத் ்தரப்படடுள்ைன.  
இவவி்வரஙகளின் கபருக்குச் சராசரி்யக் 
காண்க.

மககளின் 
(ர்தோழில்சோர்்ந்த) பிரிவு

குடும்�ஙகளின் 
எண்ணிகமக

1990-ல் ்தனி��ர் 
வருமோனம் ரூ�ோயில்

நிைக்கிழார 1 1000

வி்வசாயிகள் 50 80

கூலித்க்தாழிைாைரகள் 25 40

கடன் 
்வழஙகுப்வரகள் 2 750

பள்ளி ஆசிரியரகள் 3 100

க்டக்காரரகள் 4 150

்தச்சு க்தாழிைாளிகள் 3 120

கநச்வாைரகள் 5 60

தீர்வு: 
கபருக்குச் சராசரியின் கணக்கீடு

மககளின் 
(ர்தோழில்சோர்்ந்த) 

பிரிவு

1990-ல் 
்தனி��ர் 

வருமோனம்
X

குடும்�ஙகளின் 
எண்ணிகமக

 f
log X f log X

நிைக்கிழாரகள் 1000 1 3.0000 3.0000

வி்வாசாயிகள் 80 50 1.9031 95.1550

கூலித்-
க்தாழிைாளிகள் 40 25 1.6021 40.0525

கடன்  
்வழஙகுப்வரகள் 750 2 2.8751 5.7502

பள்ளி 
ஆசிரியரகள் 100 3 2.0000 6.0000

க்டக்காரரகள் 150 4 2.1761 8.7044

்தச்சு 
க்தாழிைாளிகள் 120 3 2.0792 6.2376

கநச்வாைரகள் 60 5 1.7782 8.8910

N = 93 log 173.7907f XΣ ==173.7907

அடட்வ்ண: 8.4

GM Anti f X
N

= 





log
logΣ

= 





Anti log
.173 7907

93

= ( )Anti log .1 8687

GM = 73.91

எடுததுககோட்டு ா.் 
கீபழக் ககாடுக்கப்படட வி்வரஙகளுக்கு 

கபருக்குச் சராசரி்யக் கணக்கிடுக.

மதிப்ர�ண்கள் மோணவர்களின் 
எண்ணிகமக

0-10 8

10-20 12

20-30 18

30-40 8

40-50 6
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தீர்வு : 
கபருக்குச் சராசரியின் கணக்கீடு

மதிப்ர�ண்கள் m f log m f log m

0-10 5 8 0.6990 5.5920

10-20 15 12 1.1761 14.1132

20-30 25 18 1.3979 25.1622

30-40 35 8 1.5441 12.3528

40-50 45 6 1.6532 9.9192

N = 52 Σf mlog  = 67.1394

அடட்வ்ண : 8.5

GM Anti f m
N

= 





log
logΣ

= 





Anti log
.67 1394

52

= ( )Anti log .1 2911

GM = 19 55.19.54

கபருக்குச் சராசரியின் குறிப்பிடத்்தக்கப் 
பயன்பாடுகள்: 
மாறுவீ்தஙக்ைச் சராசரிபடுத்து்வக்தன்பது, 
கபருக்குச் சராசரியின் மிக முக்கியமானப் 
பயன்பாடாகும். உ்தாரணமாக, 2006-ம் 
ஆண்டிலிருநது 2008-ம் ஆண்டு ்வ்ர 
வி்ைகள் 5%, 10% மற்றும் 18% என மு்்றபய 
உயரகின்்றது. கூடடுச் சராசரி அைவீடுபடி 

5 10 18

3
11

+ + =





்வருடாநதிர சராசரி உயரவு 

11% அலை. ஆனால கபருக்குச் சராசரியின்படி 
்வருடாநதிர சராசரி உயரவு 10.9%  மடடுபம. 
பமலும் இச்சராசரி மக்கள் கபருக்கத்்்த 
அைவிடப் பயன்படுகி்றது. ஏகனனில மக்கள் 
க்தா்கப் கபருக்கம் கபருக்குத் க்தாடரில 
உள்ைது.

எடுததுககோட்டு ா.ா 
1995-ஆம் ஆண்டுக்கான பமலநி்ைச் 

கசைவுகள், முந்்தய ஆண்்ட விட 32% 
அதிகரிக்கி்றது. அடுத்்த ஆண்டு இச்கசைவுகள் 
40% அதிகரிக்கி்றது. பமலும் அ்தற்கு 

அடுத்து்வரும் ஆண்டில 50% ஆக 
அதிகரிக்கி்றது எனில, அந்த மூன்்றாண்டுகளின் 
பமலநி்ைச் கசைவின் சராசரி ச்தவீ்த உயரவு 
வீ்தத்்்தக் கணக்கீடுக.  

தீர்வு : 
சராசரி ச்தவீ்த விகி்தஙக ்ைக் 

கணக்கீடு கசய்்வ்தற்கு கபருக்கல சராசரி 
உகந்தது. இஙகு X என்பது ஓர ஆண்டின் 
பமலநி்ைச் கசை்்வ குறிக்கடடும்.  

% அதிகரிப்பு X log X 

32 132 2.1206

40 140 2.1461

50 150 2.1761

log 6.4428XΣ =

 அடட்வ்ண: 8.6

GM Anti X
n

= 





log
logΣ

= 





Anti log
.6 4428

3
  

= ( )Anti log .2 1476

GM = 140 5.

பமலநி்ைச் கசைவின் சராசரி ச்தவீ்த 
உயரவு வீ்தம்

140.5 – 100 = 40.5 % 

ககாடுக்கப்படட வி்வரஙகளில ஒரு 
மதிப்பு பூஜ்ஜியம் எனில கபருக்குச் சராசரி்ய 
கணக்கிட இயைாது.

8.1.5 இமசச்சரோசரி (Harmonic mean )
்தனித்்த  வி்வரஙகளின் ்த்ைகீழகளின் 

்த்ைகீழ கூடடுச் சராசரி, இ்சச்சராசரி 
எனப்படும். இது HM என குறிக்கப்படுகி்றது  
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H M n

X X Xn

=
+ + +







1 1 1

1 2

.....

எண் வி்வரஙகளின் எண்ணிக்்க 
அதிகமாக இருக்கும்கபாழுது, இ்சச்சராசரியின் 
கணக்கீடு கடினமாக இருக்கும். கணக்கீட்ட 
எளி்மயாக்க மதிப்புகளின் ்த்ைகீழிக்ை, 
அ்தற்கான அடட்வ்ணயிலிருநதுப் கப்றைாம். 
இ்தற்குக் கீழகாணும் சூத்திரஙக்ைப் பயன் 
படுத்்தைாம்.

(i) ்தனித்த விவரஙகளின்  இமசச்சரோசரி

HM n

X X Xn

=
+ + +







1 1 1

1 2

.....

 (அலைது) 

HM n

X

=




Σ 1

 

இஙகு n என்பது வி்வரஙகள் அலைது 
உறுப்புகள் அலைது மதிப்புகள்

(ii) ர்தோடர்சியற்்ற அமலரவண் �ரவலுககு,

HM N
f
X

=




Σ

 இஙகு 

N = அ்ைக்வண்களின் கூடு்தல = ∑f

(iii) ர்தோடர்ச்சியோன  அமலரவண் �ரவல்

HM N
f
m

=




Σ

இஙகு m  என்பது ்மயப்புள்ளி மற்றும்  
N என்பது கமாத்்த அ்ைக்வண் 

எடுததுககோட்டு ா.் 
கீழகண்ட வி்வரஙகளுக்கு, இ்சச் 

சராசரி்யக் காண்க.

1, 0.5, 10, 45.0, 175.0, 0.01, 4.0, 11.2

தீர்வு: 

X
1
X

1 1.0000
0.5 2.0000
10 0.1000
45 0.0222

175 0.0057
0.01 100.0000
4.0 0.2500
11.2 0.0893

1 103.4672
X

 Σ =  

அடட்வ்ண: 8.7

n = 8

HM n

X

=






= =
Σ 1

8

103 467
0 077

.
.

எடுததுககோட்டு ா.்ட 
ககாடுக்கப்படட வி்வரஙகளுக்கு இ்சச் 

சராசரி்யக் கணக்கிடுக.

மதிப்கபண்கள் 10 20 25 40 50
மாண்வரகளின் 
எண்ணிக்்க 20 30 50 15 5

தீரவு: 

மதிப்கபண்கள்
X

மாண்வரகளின் 
எண்ணிக்்க

f X
f

10 20 2.000
20 30 1.500
25 50 2.000
40 15 0.375
50 5 0.100

120=N 5.975f
X

 Σ =  

அடட்வ்ண: 8.8
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HM N
f
X

=






= =
Σ

120

5 975
20 08

.
.

எடுததுககோட்டு ா.்் 
ககாடுக்கப்படட வி்வரஙகளுக்கு இ்சச் 

சராசரி்யக் கணக்கிடுக.

மதிப்பு 0-10 10-20 20-30 30-40 40-50

அ்ைக்வண் 8 12 20 6 4

தீர்வு:
இ்சச்சராசரியின் கணக்கீடு

மதிப்பு இ்டநி்ை 
m

f
f
m







0-10 5 8 1.60

10-20 15 12 0.80

20-30 25 20 0.80

30-40 35 6 0.17

40-50 45 4 0.09

N = 50 Σ f
m







=3.46

 அடட்வ்ண: 8.9

HM N
f
m

=






= =
Σ

50

3 46
14 45

.
.

இமசச்சரோசரியின் சி்றப்புப் �யன்�ோடுகள்
இ்சச்சராசரி அ்தன் பயன்பாடடுக் கைத்தின் 
்வ்ரய்்றக்குடபடடது. ஒரு நிறு்வனத்தின், 
சராசரி இைாப ்வைரச்சி வீ்தத்தி்ன அலைது 
பமற்ககாள்கி்ற பயணத்தின் சராசரி  ப்வகம் 
அலைது விற்கக்கூடிய ஒரு கபாருளின் சராசரி 
வி்ை ஆகிய்வற்்்ற கணக்கிடு்வ்தற்கு 
இ்சச்சராசரி பயன்படுகி்றது. இவவீ்தம் 
கபாது்வாகத் ்த்ைகீழாக வி்வரிக்கப்படுகி்ற 
இரு ப்வறு ்வ்கயிைான அைவிடும் 
அைகுகளுக்குகி்டபய உள்ை க்தாடர்பக் 
குறிக்கி்றது.

உ்தாரணமாக, ஒரு நபர 5 மணி 
பநரத்தில 20  கி.மீ. ந்டப்பயணம் 
பமற்ககாள்கி்றார எனில, அ்வரு்டய ந்ட 
ப்வகவீ்தம் 

20 கி.மீ.
5 மணி = 4 கி.மீ. / மணி 

இஙகு மு்தல உறுப்பின் அைகு கி.மீ 
மற்றும் இரண்டா்வது  உறுப்பின் அைகு 
மணி அலைது ்த்ைகீழாக,

5 மணி
20 கி.மீ. = 4

1  கி.மீ. / மணி

இஙகு மு்தல உறுப்பின் அைகு மணி 
மற்றும் இரண்டாம் உறுப்பின் அைகு கி.மீ.

எடுததுககோட்டு ா.்் 
ஒரு பமாடடர ஓடடுநர சம்தைப் 

பரப்பிலிருநது, ம்ைப் பிரப்தசத்திற்கு 100கி.மீ 
தூரத்்்த சராசரியாக மணிக்கு 30கி.மீ 
ப்வகத்தில பயணிக்கி்றார. மீண்டும் அப்தப் 
பா்்தயில  சராசரியாக மணிக்கு 20கி.மீ 
ப்வகத்தில திரும்புகி்றார. எனில, கமாத்்த 
தூரம் 200 கிமீ–்யயும் பயணித்்த அ்வரது 
பயணத்தின் சராசரி ப்வகம் எவ்வைவு?

தீர்வு:
கபாது்வாக, இ்்தக் கணக்கிட ஒரு்வர 

கூடடுச் சராசரி்யப் பயன்படுத்து்வார. 

i.e., X = + =30 20

2
25  கி.மீ. / மணி

இது சரியான சராசரி  அலை.  இஙகு 
இ்சச்சராசரி்யக் காண்பப்த சாைச்சி்றந்தது.  
30  மற்றும் 20 -ன் இ்சச்சராசரி 

HM =




 + 





=






=2

1

20

1

30

2

5

60

2 60

5

( )  

= 24 கி.மீ. / மணி
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குறிப்பு 
கி.மீ/மணி, கி.மீ/லிடடர, பாடப்வ்ை/
பரு்வத்ப்தரவு, டன்/மா்தம் பபான்்ற 
விகி்தஙகளின் கணக்கிற்கு ்மய பநாக்கு 
அை்்வயான இ்சச் சராசரி்யப் பயன் 
படுத்து்வதுப் கபாருத்்தமானது.

8.1.6  சரோசரிகளுககு இமடநயயோனத 
ர்தோடர்பு (Relationship among 
the averages)

அ்னத்து வி்தமானப் பர்வலகளிலும், 
மூைஉறுப்புகள், அைவில ப்வறுபடும்கபாழுது, 
கூடடுச் சராசரி, கபருக்குச் சராசரி மற்றும் 
இ்சச்சராசரி ஆகிய்வற்றின் மதிப்புகளும், 
பின்்வரும் அைவில மாறுபடும்.  

AM GM HM≥ ≥

X1, X2, …, Xn  அ்னத்து எண்களும் 
சமம் எனில AM = GM = HM

எடுததுககோட்டு ா.்் 
பின்்வரும் வி்வரஙகளுக்கு A.M, G.M 

மற்றும் H.M. இ்டபயயுள்ை க்தாடர்ப 
சரிபாரக்க.

X 7 10 13 16 19 22 25 28

f 10 22 24 28 19 9 12 16

தீரவு:
அடட்வ்ண 8.10-லிருநது

AM
fX
N

= = =∑ 2357

140
16 84.

GM Anti
f X
N

Anti Anti=








 = 





=∑
log

log
log

.
log( .

167 209

140
1 11944 15 65) .=

GM Anti
f X
N

Anti Anti=








 = 





=∑
log

log
log

.
log( .

167 209

140
1 11944 15 65) .=

GM Anti
f X
N

Anti Anti=








 = 





=∑
log

log
log

.
log( .

167 209

140
1 11944 15 65) .=

HM N
f
X

=






= =
Σ

140

9 6852
14 46

.
.

அ்தா்வது, 16 84 15 65 14 46. . .> >

`  AM GM HM> >

X f Xf logX f logX f / X

7 10 70 0.8451 8.4510 1.4286

10 22 220 1 22.0000 2.2000

13 24 312 1.1139 26.7346 1.8462

16 28 448 1.2041 33.7154 1.7500

19 19 361 1.2788 24.2963 1.0000

22 9 198 1.3424 12.0818 0.4091

25 12 300 1.3979 16.7753 0.4800

28 16 448 1.4472 23.1545 0.5714

 f N/ = =140 fX/ = 2357  logf x/  = 167.209
x
f

/ =9.6852

அடட்வ்ண : 8.10
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எடுததுககோட்டு ா.்் 
A என்ப்வரின் இருசக்கர ்வாகனம் 

சராசரியாக ஒரு லிடடருக்கு 40 கிமீ தூரம் 
இயஙகுகி்றது. B என்ப்வரின் இருசக்கர 
்வாகனம் சராசரியாக ஒரு லிடடருக்கு 30 கிமீ 
தூரம் இயஙகுகி்றது.
(i) ஒவக்வாரு்வரும் 120 கிமீ பயணிக்கி்றாரகள் 

எனில, சராசரி்யக் காண்க. 
(ii) ஒவக்வாரு்வரும் ்தைா 2 லிடடர திர்வ 

எரிகபாருள் (கபடபரால) பயன்படுத்துகி்றாரகள் 
எனில, சராசரி்யக் காண்க.

தீர்வு:
(i) இஙகு இரு்வரும் கடக்கும் தூரம் மா்றா்தது. 

எனப்வ இஙகு இ்சச்சராசரி்யக் ககாண்டு 
சராசரி்யக் காண்பது கபாருத்்தமானது.

HM n

a b

=
+1 1

=
+

=2

1

40

1

30

2

7

120

= × =2 120

7
34 3. கிமீ/லிடடர

(ii) இஙகு திர்வ எரிகபாருளின் பயன்பாடு 
நி்ையானது. எனப்வ இஙகு கூடடுச் 
சராசரி்ய கணக்கிடு்வது மிகச் சரியான 
தீரவு ஆகும். 

X  = 
பயணித்்த கமாத்்த தூரம் 

திர்வ எரிகபாருளின் கமாத்்த பயன்பாடு

X = × + × =40 2 30 2

4
35

∴ எனப்வ, சராசரி ப்வகம் = 35 கிமீ/லிடடர.

எடுததுககோட்டு ா.்் 
ரூபாய் ஒன்றுக்கு ஒரு்வர நான்கு 

க்வவப்வறு இடஙகளில 1கி.கி, 2 கி.கி, 3கி.கி 
மற்றும் 4 கி.கி அைவில ்தக்காளி்ய 
்வாஙகுகி்றார எனில, சராசரியாக, ஒரு 
ரூபாய்க்கு எத்்த்ன கிபைா கிராம் ்தக்காளி 
அ்வரால ்வாஙகப்படடது?  

தீர்வு: 
ககாடுக்கப்படட வி்வரஙகள் ஒரு 

ரூபாய்க்கு என்ப்தால, இஙகு இ்சச்சராசரி்ய 
பயன்படுத்து்வப்த சி்றந்தது.

H M =
n

1

a
+

1

b
+

1

c
+

1

d

=
+ + +

4

1

1

1

2

1

3

1

4

 = ×4 12

25

 = 1.92 கிபைா கிராம் / ரூபாய்

8.2  சி்த்றல் அளமவகள்  
(Measures of dispersion)
ஒரு பர்வலின் ்மயப் பகுதியில உள்ை 

வி்வரஙகளின் அடரவு பற்றியக் கருத்்்த 
சராசரி உரு்வாக்குகி்றது.  ஆனால சராசரி்ய 
மடடும் ககாண்டு, ஒரு பர்வ்ை பற்றிய 
முழு்மயான கருத்்்தத் க்தரிவிக்க இயைாது, 
என்ப்்த பின்்வரும் எடுத்துக்காடடிலிருநது 
சுைபமாகப் புரிநதுக் ககாள்ைைாம்.

ககாடுக்கப்படட எண் வி்வரஙக்ை 
கருதுக. (i) 7,8,9,10,11 (ii) 3,6,9,12,15 
மற்றும் (iii) 1,5,9,13,17. 

பமற்கண்ட ்வ்ககள் அ்னத்திலும், 
5 வி்வரஙகளின் சராசரி 9 என காண்கிப்றாம்.  
5 வி்வரஙகளுக்கு சராசரி 9 எனக் 
ககாடுக்கப்படடால, மு்தல க்தாடரின் சராசரியா 
அலைது இரண்டா்வதுத் க்தாடரின் சராசரியா 
அலைது மூன்்றா்வதுத் க்தாடரின் சராசரியா 
அலைது 5 வி்வரஙகளின் கூடு்தல 45 உ்டய 
ப்வறு ஏ்தா்வது ஒரு க்தாடரின் சராசரியா  
என்்ற முடிவுக்கும் நம்மால ்வர இயைாது. 

எனப்வ ்மயப்பபாக்கு அை்்வகள், 
ஒரு பர்வலின் முழு்மயான வி்வரத்்்தத் 
்தரப் பபாதுமான்்வ அலை. எனப்வ, அ்்வ 
ப்வறு சிை அை்்வகைால பமம்படுத்்தப்பட 
ப்வண்டும். அத்்த்கய அை்்வகளில ஒன்று 
சி்த்றல ஆகும். எனப்வ சி்த்றல அை்்வகளின் 
பயன்பாடு ப்த்்வபடுகி்றது. இது அை்்வகளின் 
பர்வலின் ்தன்்ம்ய ்வழஙகுகி்றது.
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சி்த்றல அை்்வக்ை பபச்சு ்வழக்கில 
சி்த்றலகள் என்கிப்றாம், சி்த்றல அை்்வகள் 
என்பது ஒரு பர்வலின், ஒரு்மத் ்தன்்ம 
அலைது பன்முகத்்தன்்மப் பற்றிய்தாகும்.  
பமற்கூறிய மூன்று க்தாடரிகளில மு்தல க்தாடர 
இரண்டு அலைது மூன்்றா்வது க்தாட்ரக் 
காடடிலும் அதிக ஒரு்மத்்தன்்ம (கு்்ற்வான 
சி்த்றலகள்) உ்டயது அலைது  மூன்்றா்வது 
க்தாடர மு்தல அலைது இரண்டா்வது க்தாட்ர 
விட அதிகப் பன்முகத் ்தன்்ம உ்டய (அதிக 
சி்த்றலகள்)  வி்வரஙக்ைக் ககாண்டிருக்கி்றது 
எனக் கூ்றைாம்.

பலப்வறு சி்த்றல அை்்வகள், இரண்டு 
விரி்வான ்வ்ககைாகப்  பிரிக்கப்படுகி்றது
a ) ப்தரநக்தடுக்கப்படட வி்வரஙகளின் 

மதிப்புகளுக்கு இ்டப்படட தூரத்்்தப் 
கபாறுத்துப் பரவும் வி்வரஙக்ை 
வி்வரிக்கும் அை்்வகள் தூர அை்்வகள் 
எனப்படும்.
எடுததுககோட்டு:- வீச்சு, இ்டக்காலமான 
வீச்சு ( அலைது ) காலமான விைக்கம்

b) ககாடுக்கப்படட வி்வரஙகளின், ்மய 
அை்்வகளிலிருநது, விைக்கச் சராசரிக்ை 
வி்வரிக்கும் அை்்வகள். 
எடுததுககோட்டு:- (அ) சராசரி விைக்கம்  
(ஆ) திடட விைக்கம்

8.2.1 கோல்மோன விலககம்
காலமான விைக்கம் என்பது QD = 2

1 (Q3 – Q1) 
என ்வ்ரயறுக்கப்படுகி்றது. 

இ்த்ன அ்ர இ்டக்காலமானம் 
எனவும் அ்ழக்கைாம். இஙகு Q1  மற்றும் Q3 
என்பது மு்்றபய மு்தல மற்றும் மூன்்றாம் 
காலமானம் ஆகும்.  Q 3 –  Q 1 என்பது கால 
மானஙகளின் வீச்சு ஆகும். 

(i) QD ன் ர்தோடர்�ோன ஒப்பிட்டு அளமவகள்
காலமான விைக்கம் என்பது ஒரு 

முழு்மயான சி்த்றல அை்்வகள் ஆகும். QD 
க்தாடரபான சாரபை்்வகள் காலமானக்  
ககழு எனப்படும். இ்த்னக் கீழகண்ட்வாறு 
கணக்கிடைாம்.

காலமான விைக்கக்ககழு = 
Q Q

Q Q
3 1

3 1

–

+ �

பலப்வறுப் பர்வலகளின் மாறுபாடடு 
அை்்வ ஒப்பிடு்வ்தற்குக் காலமானக் ககழு 
பயன்படுகி்றது.

(ii) கோல்மோன விலககததின் கணககீடு
காலமான விைக்கக் ககழுவின் கணக்கீடடுமு்்ற 
மிகவும் எளி்தானது. ஏகனனில கீழகாலமானம் 
Q3 மற்றும் பமலகாலமானம் Q1 ஆகிய்வற்்்றக் 
கணக்கிடடால பபாதுமானது.  

எடுததுககோட்டு ா.்் 
கீழகாணும் வி்வரஙகளுக்கு காலமான 

விைக்கத்்்தயும் அ்தன் ககழு்்வயும் காண்க. 

்வரி்ச எண் 1 2 3 4 5 6 7

மதிப்கபண்கள் 20 28 40 12 30 15 50

தீர்வு:
மதிப்கபண்க்ை ஏறு்வரி்சயில எழு்தவும்
12  15  20  28  30  40  50

n = எண் வி்வரஙகளின் எண்ணிக்்க = 7

Q1= n
4

1+
b
] g

l  ஆ்வது உறுப்பின் மதிப்பு = 

4
7 1+
b l  ஆ்வது உறுப்பின் மதிப்பு = 2 ஆ்வது 
உறுப்பின் மதிப்பு = 15

அ்தா்வது  Q1 = 15

Q3 =  n
4

3 1+
b
] g

l  ஆ்வது உறுப்பின் மதிப்பு =

4
3 8#
b l  ஆ்வது உறுப்பின் மதிப்பு = 6 ஆ்வது 
உறுப்பின் மதிப்பு = 40

அ்தா்வது  Q3 = 40

QD  =  2
1 (Q3 – Q1)= 2

40 15- = 12.5

காலமான விைக்கக் ககழு 

QD = Q Q
Q Q

40 15
40 15

55
25

3 1
3 1
+
-

= +
- = = 0.455

காலமான விைக்கக் ககழு  QD = 0.455
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எடுததுககோட்டு ா.்் 
பின்்வரும் வி்வரஙகளுக்குக் காலமான 

விைக்கக் ககழு்்வக்  காண்க.

மதிப்கபண்கள் 10 20 30 40 50 60

எண்ணிக்்க 4 7 15 8 7 2

தீர்வு:

மதிப்கபண்கள் அ்ைக்வண் குவிவு 
அ்ைக்வண்

X f cf

10 4 4

20 7 11

30 15 26

40 8 34

50 7 41

60 2 43

N f= =∑ 43

அடட்வ்ண : 8.11

Q1 = N +






1

4
 -்வது உறுப்பின் மதிப்பு 

 = 43 1
4
+( )  ஆ்வது உறுப்பின் மதிப்பு  

 = 11-்வது உறுப்பின் மதிப்பு = 20

Q3 = 
3 1

4

N +( )







  -்வது உறுப்பின் மதிப்பு 

 = 33-்வது உறுப்பின் மதிப்பு = 40

QD = 1
2

 (Q3 – Q1) = 40 20
2
– �  = 10

காலமானக் ககழு QD = 
Q Q

Q Q
3 1

3 1

–

+ �
 

 = 40 20
40 20
– �
� �+

 

 = 20
60

 = 0.333

எடுததுககோட்டு ா.்ா 
பின்்வரும் வி்வரஙகளுக்கு காலமான 

விைக்கத்்்தக் காண்க

CI 10−20 20−30 30−40 40−50 50−60 60−70 70–80

f 12 19 5 10 9 6 6

தீர்வு:
காலமான விைக்கம் கணக்கீடு

CI f cf

10 − 20 12 12

20 − 30 19 31

30 − 40 5 36

40 − 50 10 46

50 − 60 9 55

60 − 70 6 61

70 – 80 6 67

N = 67

அடட்வ்ண : 8.12

Q1 =
N
4b l  ஆ்வது உறுப்பின் மதிப்பு 

= 4
67
b l  = 16.75 ஆ்வது உறுப்பின் மதிப்பு

எனப்வ Q1 ஆனது (20–30) என்்ற 
இ்டக்வளியில அ்மநதுள்ைது.

L = 20, N
4 = 16.75, pcf = 12, f = 19, c = 10

Q1 = L + 
f

N pcf c4 #-
f p

Q1 = 20 + 16 75 12
19
. � �−








 × 10 = 20 + 2.5 =  22.5

Q3 = 3
4
N








 ஆ்வது உறுப்பின் மதிப்பு = 50.25 

ஆ்வது உறுப்பின் மதிப்பு
எனப்வ Q3 ஆனது (50–60) என்்ற 

இ்டக்வளியில அ்மநதுள்ைது.
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L = 50, N
4

3  = 50.25, pcf = 46, f = 9, c = 10

Q3 = L  +
f

N pcf c4
3

#-
f p

 Q3 = 50 + .
9

50 25 46 10#
-: D  = 54.72

      QD = 1
2

 (Q3 – Q1)

   = 54 72 22 5
2

. – .�  = 16.11

\  QD = 16.11

8.2.2 சரோசரி விலககம்  

ஒரு பர்வலில உள்ை உறுப்புகள் 
மற்றும்  அ்வற்றின் சராசரி (அலைது) 
இ்டநி்ை ஆகிய்வற்றின் இ்டபயயான 
முழு்மயான ப்வறுபாடடின் சராசரிபய 
சராசரி விைக்கம் எனப்படுகி்றது.

(i)  சரோசரி விலககக கணககீடு (்தனித்த 
விவரஙகள்) (Individual observations)
X X X Xn1 2 3

, , ,...  என்பன ககாடுக்கப்படட 
n  ்தனித்்த வி்வரஙகள் எனில, இ்வற்றின் 
சராசரி்யப் கபாறுத்்தச் சராசரி விைக்கம் 
அலைது இ்டநி்ை்யப் கபாறுத்்தச் சராசரி 
விைக்கம் ஆகிய்்வக் கீழகண்ட்வாறு 
்வ்ரயறுக்கப்படுகி்றது. 
சராசரி்ய கபாறுத்்தச் சராசரி விைக்கம் MD 

 = �∑ −X X
n

 = ∑ D
n

இஙகு D X X= −  மற்றும் n என்பது 
வி்வரஙகளின் எண்ணிக்்க. 
இ்டநி்ை்யப் கபாறுத்்தச் சராசரி விைக்கம்  

 = 
Σ |X–இ்டநி்ை|

n  = Σ | D |

n

இஙகு |D| = |X–இ்டநி்ை| மற்றும் 
N என்பது வி்வஙகளின் எண்ணிக்்க.

குறிப்பு 
இ்டநி்ையிலிருநது சராசரி விைக்கம் 
காணப்படும் நி்ையில, |D| என்பது குறிகள் 
நீஙகைாக இ்டநி்ையிலிருநது கப்றப்படும்  
உறுப்புகளின் விைக்கம் ஆகும். 

(ii)  சரோசரி விலககம் கணககிடும் மும்ற 
(ர்தோடர்ச்சியற்்ற விவரஙகள்)

சராசரி்யப் கபாறுத்்தச் சராசரி விைக்கம் 

 = ∑ −f X X
N

 = ∑ f D
N

இஙகு D X X= −  மற்றும் N 
அ்ைக்வண்களின் கூடு்தல. 
இ்டநி்ை்யப் கபாறுத்்தச் சராசரி விைக்கம் 

MD = 
f∑ |X–இ்டநி்ை|

N
 = 

f
n

∑ | D |  

இஙகு |D| = |X –இ்டநி்ை| (கு்்ற 
மதிப்பு நீஙகைாக) மற்றும் N என்பது 
வி்வரஙகளின் எண்ணிக்க. 

(iii)  சரோசரி விலககம் கணககிடும் மும்ற –  
ர்தோடர்ச்சியோன விவரஙகள்

க்தாடரச்சியான வி்வரஙகளுக்கான 
சராசரி விைக்கம் கணக்கிடும் மு்்றயில, பலப்வறு 
இ்டக்வளிகளின் ்மயப்புள்ளிக்ைக் கண்டு, 
இ்வற்றின் விைக்கத்்்தச் சராசரி அலைது 
இ்டநி்ை்ய கபாறுத்து காண ப்வண்டும். 

சராசரி்ய கபாறுத்்த சராசரி விைக்கம்

சராசரி்யப் கபாறுத்்த MD

 = 
f M X
N

∑ −
 அலைது = 

f D
N

∑

இஙகு M என்பது ்மய மதிப்பு,  

|D| = M X−  (கு்்ற மதிப்பு நீஙகைாக) 
மற்றும் Nஎன்பது அ்ைக்வண்களின் கூடு்தல.
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இ்டநி்ை்யப் கபாறுத்்தச் சராசரி விைக்கம் 

 = f∑ |M–இ்டநி்ை|
N

  அலைது

 = 
f D
N

∑

இஙகு M என்பது ்மய மதிப்பு,  
|D| = |M–இ்டநி்ை| (கு்்ற மதிப்பு நீஙகைாக) 
மற்றும் N என்பது அ்ைக்வண்களின் கூடு்தல.  

(iv)  சரோசரி விலககததிற்கு ர்தோடர்புமடய 
அளமவ (Relative Measure for 
Mean Deviation)

சராசரி விைக்கத்திற்கு க்தாடரபு்டய 
அை்்வபய சராசரி விைக்கக் ககழு எனப்படும். 
பமலும் அது கீழகண்ட்வாறு கப்றப்படுகி்றது.
சராசரி்யப் கபாறுத்துச் சராசரி விைக்கக் ககழு 

= 
சராசரி்யப் கபாறுத்துச் சராசரி விைக்கம்

சராசரி
இ்டநி்ை்யப் கபாறுத்துச் சராசரி விைக்கக் 
ககழு

= இ்டநி்ை்யப் கபாறுத்துச் சராசரி விைக்கம்
சராசரி

குறிப்பு 
ந்டமு்்றயில சராசரி விைக்கம் காண அதிக 
அைவில கூடடுச் சராசரி பயன்படுத்்தப்படுகி்றது. 
குறிப்பாக இ்டநி்ை்யப் கபாறுத்து சராசரி 
விைக்கம் கணக்கிட ப்வண்டுகமனில 
இ்டநி்ைப் பயன்படுத்்தப்படுகி்றது.  

எடுததுககோட்டு ா.்் 
 ஐநது குழுக்களின் ்வருமானம் கீபழக் 

ககாடுக்கப்படடுள்ைது. இ்வற்றின் சராசரி்யப் 
கபாறுத்து சராசரி விைக்கம் மற்றும் அ்தன் 
விைக்கக் ககழு காண்க.  

்வருமானம் 
(`)

4000 4200 4400 4600 4800

தீர்வு:  

சராசரி= 
X
n

∑ = 22000

5
 = 4400

்வருமானம்
(`)    | | | |D X 4400= -] g

4000 400

4200 200

4400 0

4600 200

4800 400

X∑  = 22000 D∑  = 1200

அடட்வ்ண : 8.13

சராசரி்யப் கபாறுத்்தச் சராசரி விைக்கம்  

MD = Σ D
n

; 

MD = 1200

5
240=

சராசரி விைக்கக் ககழு MD = 240

4400
0 055= .

எடுததுககோட்டு ா.்ட 
ககாடுக்கப்படட ஏழு எண் வி்வரஙகளுக்கு 

இ்டநி்ை்யப் கபாறுத்்தச் சராசரி 
விைக்கத்்்தயும் அ்தன் க்தாடரபு்டய 
அை்்வ்யயும் காண்க. 55, 45, 40, 20, 60, 
80, 30.

தீர்வு:
எண் வி்வரஙக்ை ஏறு்வரி்சயில எழுதுக. 
20, 30, 40, 45, 55, 60, 80 

இ்டநி்ை = n +( )





1

2
 ஆ்வது உறுப்பின் 

மதிப்பு (n ஒரு ஒற்்்ற எண்)

இ்டநி்ை = 7 1

2

+( )





 ஆ்வது உறுப்பின் மதிப்பு

 =4 ஆ்வது உறுப்பின் மதிப்பு = 45
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X |X – இ்டநி்ை| = |X – 45|

20 25

30 15

40 5

45 0

55 10

60 15

80 35

∑ |X – Median| = 105

அடட்வ்ண : 8.14

இ்டநி்ை்யப் கபாறுத்்தச் சராசரி விைக்கம் 

MD = 
Σ |X–இ்டநி்ை|

n  = 105

7
 = 15.0

இ்டநி்ை்யப் கபாறுத்்தச் சராசரி விைக்க ககழு

 = 14 29

45
0 32

.
.=

எடுததுககோட்டு ா.்் 
ககாடுக்கப்படட வி்வரஙகளுக்கு சராசரி்யப் 
கபாறுத்்த  சராசரி விைக்கம் காண்க.

அைவு 2 4 6 8 10 12 14 16

அ்ைக்வண் 2 2 4 5 3 2 1 1

தீர்வு:
சராசரி்யப் கபாறுத்்தச் சராசரி 

விைக்கத்திற்காண கணக்கீடு

X f fX |D| =X– 8 f|D|

2 2 4 6 12

4 2 8 4 8

6 4 24 2 8

8 5 40 0 0

10 3 30 2 6

12 2 24 4 8

14 1 14 6 6

16 1 16 8 8

N = 20 fX 160R = Σf | D |=56

அடட்வ்ண : 8.15

X fX
N

= = =Σ 160

20
8

சராசரி்யப் கபாறுத்்தச் சராசரி விைக்கம் 

= = =
Σf D
N

56

20
2 8.

எடுததுககோட்டு ா.்் 
ககாடுக்கப்படட வி்வரஙகளுக்கு இ்டநி்ை்யப் 
கபாறுத்்தச் சராசரி விைக்கத்்்தயும் அ்தன் க்தாடரபு 
அை்்வ்யயும் காண்க.

X 15 25 35 45 55 65 75 85

அ்ைக்வண் 12 11 10 15 22 13 18 19

தீர்வு:
அைவுகள் X என்பது ஏறு்வரி்சயில 

உள்ைது. 

X f cf

15 12 12
25 11 23
35 10 33
45 15 48
55 22 70
65 13 83
75 18 101
85 19 120

N = 120
அடட்வ்ண : 8.16

இ்டநி்ை = n +( )





1

2
 ஆ்வது உறுப்பின் மதிப்பு

= 120 1

2

+( )





 ஆ்வது உறுப்பின் மதிப்பு

= 60.5 ஆ்வது உறுப்பின் மதிப்பு = 55

குவிவு அ்ைக்வண் உறுப்புக்கு க்தாடரபு்டய 
X-ன் மதிப்பு =55

இ்டநி்ை்யப் கபாறுத்்தச் சராசரி விைக்கம் 

= 
f∑ |X–இ்டநி்ை|

N
 = ∑ f D

N
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X f |D| = |X– 55| f |D|

15 12 40 480

25 11 30 330

35 10 20 200

45 15 10 150

55 22 0 0

65 13 10 130

75 18 20 360

85 19 30 570

N = 120 Σf | D |=2220

அடட்வ்ண : 8.17

இ்டநி்ை்யப் கபாறுத்்தச் சராசரி விைக்கம் 

= 2220

120
18 5= .

இ்டநி்ை்யப் கபாறுத்்தச் சராசரி 
விைக்கக் ககழு 18 5

55
0 34

.
.=

எடுததுககோட்டு ா.்்   

கீழகண்ட வி்வரஙகளுக்கு இ்டநி்ை்யப் 
கபாறுத்்தச் சராசரி விைக்கக் ககழு்்வக் 
காண்க.

்வயது 
(ஆண்டில) 0-10 10-20 20-30 30-40 40-50 50-60 60-70 70-80

நபரகளின் 
எண்ணிக்்க 20 25 32 40 42 35 10 8

வி்ட்ய இரு்தசம இட திருத்்தமாக காணவும்.
தீர்வு: 
இ்டநி்ைக்கான கணக்கீடு பின்்வருமாறு

X f cf
0-10 20 20
10-20 25 45
20-30 32 77
30-40 40 117
40-50 42 159
50-60 35 194
60-70 10 204
70-80 8 N=212

அடட்வ்ண : 8.18

N
2

212

2
=  =106. குவிவு அ்ைக்வண் 106-க்கான 

பிரிவு இ்டக்வளி (30-40) ஆ்கயால, பிரிவு 
இ்டநி்ை அைவுக்கான ஒத்்த மதிப்புகள்  
L = 30, pcf = 77, f = 40 மற்றும் c =10.  

இ்டநி்ை = L
f

N pcf c2 #+
-

f
b l

p

இ்டநி்ை = 30
106 77

40
10+ −





×�  

∴இ்டநி்ை = 37.25 (இரு்தசம இடதிருத்்தமாக)

இ்டநி்ையிலிருநது சராசரி விைக்கத்திற்கான 
கணக்கீடு

X f M |D| = |X–37.25| f |D|

0-10 20 5 32.25 645

10-20 25 15 22.25 556.25

20-30 32 25 12.25 392

30-40 40 35 2.25 90

40-50 42 45 7.75 325.5

50-60 35 55 17.75 621.25

60-70 10 65 27.75 277.5
70-80 8 75 37.75 302

N=212 Σf | D |=3209.5

அடட்வ்ண: 8.19 

இ்டநி்ை்யப் கபாறுத்்தச் சராசரி விைக்கம் 

= ∑
=

f D
N

3209 5

212

.  = 15.14

இ்டநி்ை்யப் கபாறுத்்தச் சராசரி 
விைக்கக் ககழு

= 
இ்டநி்ை்யப் கபாறுத்துச் சராசரி விைக்கம்

சராசரி
= 15 14

37 25

.

.
 = 0.4064 

= 0.41(இரு்தசம இடதிருத்்தமாக).

குறிப்பு 
கணக்்க இ்டநி்ைக்குப் பதிைாக 
சராசரி்யப் கபாறுத்்தச் சராசரி விைக்கமும் 
காணைாம்.
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�யிற்சி  8.1

1.  ககாடுக்கப்படட வி்வரஙகளுக்கு மு்தல 
காலமானம் மற்றும் மூன்்றாம் காலமானம் 
ஆகிய்வற்்்றக் காண்க.  2, 4, 6, 8, 10, 
12, 14, 16, 18, 20, 22

2. ககாடுக்கப்படடுள்ை வி்வரஙகளுக்கு Q1, 
Q3, D8 மற்றும் P67 ஆகிய்வற்்்றக் 
காண்க:

பஙகுகளின் 
அைவு 

4 4.5 5 5.5 6 6.5 7 7.5 8

அ்ைக்வண் 10 18 22 25 40 15 10 8 7

3. பின்்வரும் வி்வரஙகளுக்கு கீழகாலமானம், 
பமலகாலமானம், 5-்வது பத்துமானம்,  
7 ஆ்வது பத்துமானம், 60-்வது நூறுமானம் 
ஆகிய்வற்்்றக் காண்க.

தினக்கூலி 10-20 20-30 30-40 40-50 50-60 60-70 70-80
அ்ைக்வண் 1 3 11 21 43 32 9

4. 31  நபரகளின் எ்டகள் கீழகாணும் 
அடட்வ்ணயில ககாடுக்கப்படடுள்ைது.  
இவவி்வரஙகளுக்கு கபருக்குச் சராசரி்யக் 
காண்க.
எ்ட 

(பவுண்டில) 130 135 140 145 146 148 149 150 157

அ்ைக்வண் 3 4 6 6 3 5 2 1 1

5. ஒரு கபாருளின் வி்ை 2004-2005 –ல  
5%  அதிகரிக்கப்படுகி்றது.  2005-2006 – ம் 
ஆண்டில 8% -ம் 2006-2007 –ல 77%-ம் 
அதிகரிக்கி்றது எனில, 2004-2007-ம் 
ஆண்டு ்வ்ர கபாருளின் சராசரி வி்ை 
ஏற்்றத்்்தக் கணக்கிடுக.

6. விமானம் ஒரு சதுரத்தின் நான்கு 
பக்கஙகளின் ்வழியாக மு்்றபய மணிக்கு 
100 கி.மீ, 200 கி.மீ, 300 கி.மீ மற்றும் 400 கி.மீ. 
ப்றக்கி்றது.  சதுரப்பக்கஙகளின் மீது சுற்றி 
்வரும் விமானத்தின் சராசரி ப்வகத்்்த 
காண்க. 

7. ஒரு நபர மகிழவுநதில (Car) 3 நாடகள் 
பயணிக்கி்றார. நாள்  ஒன்றுக்கு 480 கி.மீ  

தூரம் பயணிக்கி்றார.  மு்தல நாள் அன்று 
மணிக்கு 48 கி.மீ ப்வகத்தில 10 மணி 
பநரம் பயணிக்கி்றார. இரண்டாம் நாள் 
மணிக்கு 40 கி.மீ ப்வகத்தில 12 மணி 
பநரம் பயணிக்கி்றார மற்றும் க்டசி நாள் 
அன்று மணிக்கு 32 கி.மீ ப்வகத்தில15 
மணி பநரம் பயணம் கசய்கி்றார. அ்வர 
பயணிக்கும் சராசரி ப்வகத்்்த 
கணக்கிடுக. 

8. ஒரு குறிப்பிடட ்வடடாரப் பகுதியில ்வசிக்கும் 
8 குடும்பஙகளின் மா்த ்வருமானம் 
(ரூபாயில) கீபழ ககாடுக்கப்படடுள்ைது.  
இவவி்வரஙகளின் கூடடுச்சராசரி, 
கபருக்கல சராசரி மற்றும் இ்சச் சராசரி 
ஆகிய்வற்்்றக் கணக்கிடடு சராசரிகளுக்கு 
இ்டப்படட க்தாடர்ப சரிபாரக்க.

குடும்பஙகள்: A B C D E F G H

்வருமானம் (ரூ.): 70 10 50 75 8 25 8 42

9. பின்்வரும் வி்வரஙகளுக்கு கூடடுச்சராசரி, 
இ்சச்சராசரி மற்றும் கபருக்கல சராசரி 
ஆகிய்வற்்்றக் காண்க. சராசரிகளுக்கு 
இ்டபயயான க்தாடரபி்ன சரிபார.

X 5 15 10 30 25 20 35 40

f 18 16 20 21 22 13 12 16

10. பின்்வரும் அடட்வ்ணயில உள்ை 
வி்வரஙகளுக்கு கூடடுச்சராசரி, கபருக்கல 
சராசரி மற்றும் இ்சச்சராசரி ஆகிய்வற்்்ற 
கணக்கிடுக. இச்சராசரிகளுக்கு இ்டபய 
உள்ை க்தாடரபுக்ைக் காண்க.

மதிப்கபண்கள் 0-10 10-20 20-30 30-40 40-50 50-60

மாண்வரகளின் 
எண்ணிக்்க 5 10 25 30 20 10

11. பின்்வரும் வி்வரஙகளுக்கு காலமானம் 
மற்றும் காலமான விைக்கக்ககழு்்வக் 
காண்க.
்வயது 

(்வருடஙகளில): 20 30 40 50 60 70 80

நபரகளின் 
எண்ணிக்்க: 13 61 47 15 10 18 36
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12. பின்்வரும் வி்வரஙகளுக்கு காலமான 
விைக்கம் மற்றும் அ்தன் க்தாடரபு அை்்வயும் 
காண்க.

X 0-10 10-20 20-30 30-40 40-50 50-60

f 5 10 13 18 14 8

13. பின்்வரும் வி்வரஙகளுக்கு இ்டநி்ை்யப் 
கபாறுத்துச் சராசரி விைக்கத்்்தயும் அ்தன் 
க்தாடரபு அை்்வயும் காண்க.

உயரம் 
(அஙகுைஙகளில)

மாண்வரகளின் 
எண்ணிக்்க

58 15

59 20

60 32

61 35

62 35

63 22

64 20

65 10

66 8

14. பின்்வரும் வி்வரஙகளுக்கு சராசரி 
விைக்கத்்்த அ்தன் சராசரி்யக் ககாண்டு 
காண்க.

பிரிவு 
இ்டக்வளி: 0-5 5-10 10-15 15-20 20-25

அ்ைக்வண் f 3 5 12 6 4

15. பின்்வரும் வி்வரஙகளுக்கு இ்டநி்ை்யப் 
கபாறுத்து சராசரி விைக்கத்்்தக்  காண்க.

வயது (வருடஙகளில்) ��ர்களின் எண்ணிகமக

0-10 8

10-20 12

20-30 16

30-40 20

40-50 37

வயது (வருடஙகளில்) ��ர்களின் எண்ணிகமக

50-60 25

60-70 19

70-80 13

8.3 நிகழ்தகவு
‘நிகழ்தகவு’ அலைது ‘்வாய்ப்பு’ என்கி்ற 

்வாரத்்்த அன்்றாட உ்ரயாடலில 
அதிகமாகப்   பயன்படுத்்தப்படுகி்றது.  பமலும் 
அ்தன் கபாருள் பற்றி கபாது்வாக மக்கள் 
ஓரைவு அறிநதிருக்கி்றாரகள்.  உ்தாரணமாக, 

“நா்ை ம்ழ ்வரு்வ்தற்கு ்வாய்ப்பு இருக்கி்றது”
 “A  மற்றும் B அணிகள் ஒரு குறிப்பிடடப் 

பபாடடியில க்வற்றி கபறு்வ்தற்குச் சமமான 
்வாய்ப்பிருக்கி்றது.”

சாத்தியம், உத்ப்தசம் பபான்்ற 
்வாரத்்்தகள் ஒபர வி்தமான கபாரு்ைத் 
்தருகின்்றன. அ்தா்வது, இந்த நிகழவு 
ந்டகபறும் என்பது உறுதியில்ை அலைது 
அந்த நிகழவு ந்டகபறு்வ்தற்கான ்வாய்ப்புப் 
பகள்விக்குரிய்தாக உள்ைது. சமானியரகளின் 
பபச்சு்வழக்கில நிகழ்தகவு என்கி்ற ்வாரத்்்த 
இவ்வா்றாக என்ன ந்டகபறுகி்றது என்பது 
பற்றி சிறி்தைவு உறுதியற்்ற நி்ையில 
காணப்படுகி்றது. எவ்வா்றாயினும், கணி்தவியல 
மற்றும் புள்ளியியலில உறுதியற்்ற நி்ை்மப் 
பற்றி சிை நிபந்த்னகள் மூைமாக அறிவுப்  
பூர்வமான, எண் ்வடிவிைான ்வாக்கியத்்்த 
அ்மக்க முயற்சி கசய்கிப்றாம் மற்றும் சிை 
மு்்றக்ைச் கசயலபடுத்தி நிகழ்தகவிற்கான 
எண் மதிப்்பக் கணக்கிடுகிப்றாம்.

கலிலிபயா (1564-1642), என்கி்ற 
இத்்தாலிய கணி்தவியைாைர மு்தன்மு்தலில 
சூ்தாடடப் பந்தயத்தில பக்டக்கான கருத்தியலில 
சிைப் பிரச்ச்னக்ைச் சநதிக்கும்கபாழுது 
எண்ணைவில அைவிடக்கூடிய நிகழ்தக்்வக் 
காண்ப்தற்கு மு்தன்மு்தலில முயற்சி கசய்்தார.  

கீபழக் ககாடுக்கப்படடுள்ைப் படம் 
நிகழ்தகவின் அடிப்ப்டக் கருத்துருக்க்ைக் 
பிரதிபலிக்கி்றது.
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சாத்தியம் இலைா்த ஒவ்வா்த சம்வாய்ப்பு ஒத்்த உறுதியான

1-ல-6 ்வாய்ப்பு 5-ல-4 ்வாய்ப்பு

படம். 8.1

8.3.1  நிகழ்தகவின் அடிப்�மடக 
கருததுருககள் (Basic concepts 
of Probability)

மீள்�ோர்மவ (Recall)

(i)  சமவோய்ப்புச் நசோ்தமன  
(Random Experiment)

ஒபர மாதிரியான அடிப்ப்டயில ஒரு 
பசா்த்னப் பன்மு்்ற திரும்பத் திரும்ப 
நடத்்தப்படுகி்றது. பமலும் க்வளிப்படுகின்்ற 
கமாத்்த எண்ணிக்்க்ய கணக்கிட முடியும். 
ஆனால ்தனித்்த முடிவு அ்தா்வது ஒரு ்தனித்்த 
க்வளிப்பாடடி்ன முன்கூடடிபய கணிக்க 
முடியா்த்வாறு உள்ைச் பசா்த்னபய 
சம்வாய்ப்புச் பசா்த்ன எனப்படும்.

உ்தாரணமாக, ஒரு நாணயத்்்தச் 
சுண்டு்தல, ஒருப் பக்ட்ய உருடடு்தல ஒரு 
சீடடுக்கடடில இருநது சீடடு ஒன்்்றத் 
ப்தரநக்தடுத்்தல என்பன.

(ii)  ரவளிப்�ோடு: (Outcome)

சம்வாய்ப்புச் பசா்த்னகளின் முடிப்வ 
க்வளிப்பாடு எனப்படும்.

(iii)  முயற்சி மற்றும் நிகழவு:  
(Trial and Event)
ஒரு சம்வாய்ப்புச் பசா்த்னயில ஏப்தனும் 

ஒரு குறிப்பிடடச் கசயலபாடு முயற்சி எனப்படும். 
க்வளிப்பாடு அலைது க்வளிப்பாடுகளின் 
பசரக்்க நிகழவுகள் எனப்படும்.

(iv)  முழுமமயோன நிகழவுகள் 
(Exhaustive Events)
ஒரு சம்வாய்ப்புச் பசா்த்னயின், 

சாத்தியப்படட கமாத்்த க்வளிப்பாடுகளின்  
க்தாகுப்பப முழு்மயான நிகழவுகள் எனப்படும்.

(v)  சோததியமோன நிகழவுகள் 
(Favourable Events)
ஒரு பசா்த்னயில ஒரு நிகழவு  

நிகழும் என்ப்்த உறுதிபடுத்தும் சாத்திய 
கூறுகளின் எண்ணிக்்க சாத்தியமான 
நிகழவுகள் எனப்படும்.

(vi)  ஒன்ம்றரயோன்று விலககும் 
நிகழச்சிகள் (Mutually Exclusive 
events)
ந்டகபறுகின்்ற ஏப்தனும் ஒரு நிகழவு 

ந்டகப்றவிருக்கின்்ற ஏ்னய நிகழவுகள் 
ந்டகபறு்வ்்த ்தவிரக்கும் எனில, அ்தா்வது 
இரண்டு அலைது அ்தற்கு பமற்படட நிகழவுகள் 
ஒபர பசா்த்னயில ஒபர பநரத்தில 
ந்டகப்றாது எனில நிகழவுகள் 
ஒன்்்றகயான்று விைக்கும் நிகழவுகள் 
எனப்படும். நிகழவுகள் A மற்றும் B 
ஆகிய்்வகள் ஒன்்்றகயான்று விைக்கும் 
நிகழச்சிகள் எனில A B∩ = ∅

(vii)  சமவோய்ப்பு நிகழச்சிகள்  
(Equally Likely Events)
ஒரு பசா்த்னயின் நிகழச்சிகளில 

(இரண்டு அலைது அ்தற்கு பமற்படட) ஏப்தனும் 
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ஒரு நிகழச்சி மற்்ற்வற்்்ற விட நிகழக்கூடிய 
்வாய்ப்பு அதிகமுள்ைது என்று எதிரபாரக்க 
இயைாக்தனில, அச்பசா்த்னயின் நிகழச்சிகள் 
யாவும் சம்வாய்ப்பு்டய நிகழச்சிகள் என 
அ்ழக்கப்படுகி்றது.

(viii)  நிகழ்தகவின் ர்தோன்மமயோன 
வமரயம்ற (Classical definition  
of Probability)    

ஒரு சம்வாய்ப்புச் பசா்த்னயின் 
முடிவுகள், ‘n’ முழு்மயான,  ஒன்்்றகயான்று 
விைக்கும் மற்றும் சம்வாய்ப்பு க்வளிப்பாடுகைாக 
உள்ைது அ்வற்றில நிகழவு E ந்டகபறு்வ்தற்கு 
m சாத்தியக்கூறுகள் உள்ைது. E நிகழவின் 
நிகழ்தகவு ‘p’, கபாது்வாக P(E) என 
குறிக்கப்படுகி்றது. 

p P E= ( ) = 
சாத்தியக் கூறுகளின் எண்ணிக்்க

முழு்மயான நிகழவுகளின் எண்ணிக்்க 

= m
n

உறுதியற்்ற ்தன்்மக்கான எண்ணியல 
அை்்வ மு்தலில ்வழஙகிய்வர பேம்ஸ் 
கபரபனாலி ஆ்வார.

(ix) �ண்புகள் (Properties)

(i) 0 ≤ P(E) ≤ 1

(ii) நிகழ்தகவின் கூடு்தல ‘ 1’ -க்கு சமமாகும். 
(iii) P(E)=0 எனில,  E என்பது சாத்தியமிலைா 

நிகழவு. 
உ்தோரணததிற்கு: ஒரு நாணயம் சுண்டப்படுகி்றது 
்த்ை விழு்வ்தற்கான நிகழ்தகவு காண்க.
தீர்வு: பசா்த்னயின் கமாத்்த சாத்தியமான 
க்வளிப்பாடுகள்  {H,T} ஆகும்.

n = 2
்த்ை விழு்வ்தற்கான சாத்திய க்வளிப்பாடுகள்       
               = {H}. 

m =1 

்த்ை விழு்வ்தற்கான நிகழ்தகவு = m
n

= 1

2

(x)  நிகழ்தகவின் �வீன வமரயம்ற 
(Modern Definition of Probability)

நிகழ்தகவிற்கான நவீன அணுகுமு்்ற என்பது 
முழு்வதும் அடிக்பகாள்க்ை அடிப்ப்டயாகக் 
ககாண்டது மற்றும் அது கணவியல 
கருத்துரு்வாக்கஙக்ை சாரநதிருக்கி்றது. 
நிகழ்தகவின் கருத்திய்ை அடிபகாள்களின் 
அணுகுமு்்றயில கற்க ப்வண்டுகமனில சிை 
அடிப்ப்டக் கருத்துருக்க்ை ்வ்ரயறுப்பது 
அ்வசியமாகி்றது. அ்்வயா்வன :

( i )  கூறுரவளி:  ஒரு பசா்த்னயின் 
ஒவக்வாரு இயைக் கூடிய க்வளிப்பாடு 
கூறு புள்ளி எனவும் மற்றும் கூறு 
புள்ளிகளின் க்தாகுப்பு கூறுக்வளி 
எனப்படும் அது S என்று குறிக்கப்படுகி்றது.

(ii)  நிகழவு: ஒரு கூறுக்வளியின் ஏப்தனும் 
ஒரு உடகணம் நிகழவு எனப்படும்.

(iii)  ஒன்ம்றரயோன்று விலககும் நிகழச்சிகள்:  
A B+ z=   எனில  A  மற்றும்  B  ஆகிய 
நிகழவுகள் ஒன்்்றகயான்று விைக்கும் 
நிகழவுகள் எனப்படும். அ்தா்வது A மற்றும் 
B ஆகிய்்வ பசராக் கணஙகைாகும். 

எடுத்துக்காடடு: S = { 1,2,3,4,5} என்க.
A = ஒற்்்றப் ப்ட எண்கள்  = {1,3,5} மற்றும்  
B = இரட்டப் ப்ட எண்கள் = {2,4} என்க.
A∩B =z

∴  A மற்றும் B ஒன்்்றகயான்று 
விைக்கும் நிகழச்சியாகும். 

(xi) கூர்ந�ோககு (Observation):

கணத்தின் ்வாயிைான கூற்றுகள்
(i) A B &,  A, B நிகழச்சியில ஏப்தனும் 

ஒன்று நிகழ்வது.
(ii) A B &+  A மற்றும் B ஆகிய இரண்டும் 

நிகழும்
(iii) A B &+  A மற்றும் B ஆகிய்்வகள் 

நிகழாது.
(iv) A B &+  A நிகழும் மற்றும் B நிகழாது.
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(xii)  நிகழ்தகவின் வமரயம்ற 
(அடிகநகோள் அணுகுமும்ற) 
(Definition of Probability)

E என்பது பசா்த்ன என்க. S என்பது  
E- பயாடு க்தாடரபு்டய கூறுக்வளி என்க. S-ல 
உள்ை ஒவக்வாரு நிகழப்வாடு P(A)  என்று 
குறிக்கப்படுகின்்ற ஒரு கமய் எண்்ண நாம் 
க்தாடரபுப்படுத்துப்வாம்.  பமலும்  P(A)) என்பது  
A-என்்ற நிகழவின் நிகழ்தகவு எனக் 
ககாண்டால, P(A) கீழகாணும் அடிக்பகாள்க்ை 
நி்வரத்திச் கசய்யும். 

அடிக்பகாள் 1: P(A) ≥ 0

அடிக்பகாள் 2 : P(S) = 1

அடிக்பகாள் 3 : A A An1 2
, , ,…  என்பன S 

கூறுக்வளியில உள்ை ஒன்்்றகயான்று 
விைக்கும் n நிகழவுகள் எனில
P A A A P A P A P An n1 2 1 2

  …( ) = ( ) + ( ) +…+ ( )  

(xiii)  நிகழ்தகவின் அடிப்�மடத 
ந்தற்்றஙகள்

ந்தற்்றம் 1: 

P( ∅ ) = 0, அ்தா்வது சாத்தியமிலைா 
நிகழவின் நிகழ்தகவு பூச்சியமாகும்.

ந்தற்்றம் 2: 

S என்பது கூறுக்வளி மற்றும் A என்பது 
S-ல உள்ை ஒரு நிகழவு P( A ) = 1– P(A)

ந்தற்்றம் 3:  கூட்டல் ந்தற்்றம்
A மற்றும் B என்பன ஏப்தனும்  இரு 

நிகழவுகள் எனில 
P A B P A P B P A B∪ ∩( ) = ( ) + ( ) − ( )

(xiv) கூர்ந�ோககு: 
(i) A மற்றும் B என்்ற  இரு நிகழவுகள் 

ஒன்்்றகயான்று விைக்கும் நிகழவுகள் 
எனில A∩B = ∅

 ∴ P(A∩B) = 0
 ⇒  P(A B) = P(A) + P(B)  

( i i )  A, B,  C  என்்ற ஏப்தனும் மூன்று 
நிகழவுகளுக்கு கூடடல ப்தற்்றத்்்த  
விரித்து்ரக்கைாம் 

 P A B C P A P B P C P A B P A C P B C∪ ∪ ∩ ∩ ∩( ) = +( ) + ( ) − ( ) − ( ) − ( )) (

 P A B C P A P B P C P A B P A C P B C∪ ∪ ∩ ∩ ∩( ) = +( ) + ( ) − ( ) − ( ) − ( )) ( + ( )P A B C 

மாண்வரகளுக்கு பமற்கூறியக் கருத்துக்கள் 
நன்கு அறிந்த்்வ என நம்பப்படுகி்றது.  நமது 
்தற்பபா்்தய பாடத்திடடத்தி்ன கீழ்வரும் 
பிரிவுகளிலிருநது க்தாடஙகுப்வாம்.

8.3.2  சோரோ மற்றும் சோர்்ந்த 
நிகழவுகளின் கருததுருககள் 
(Independent and Dependent 
events )

(i)  சோரோ நிகழவுகள்:-  
(Independent Events)

நிகழக்கூடிய ஒரு நிகழவு நிகழக்கூடிய 
மற்க்றாரு நிகழ்்வப் பாதிக்காது 
எனும்கபாழுது இரண்டு அலைது அ்தற்கு 
பமற்படட நிகழவுகள் சாரா நிகழவுகள் 
எனப்படும். உ்தாரணமாக, ஒரு நாணயம் 
இரண்டு மு்்ற சுண்டப்படுகி்றது எனில 
இரண்டாம் வீச்சின் முடி்்வ, மு்தல வீச்சின் 
முடிவு எந்த ்வ்கயிலும் பாதிக்காது.

(ii)  சோர்்ந்த நிகழவுகள்:-  
(Dependent Events)

ஏப்தனும் ஒரு முயற்சியில சாரந்த 
நிகழவுகள் என்பது நிகழந்த அலைது நிகழா்த 
ஒரு நிகழவு  ஏ்னய முயற்சிகளில நிகழக்கூடிய 
நிகழவுக்ைப் பாதிக்கக்கூடியது.
உ்தாரணமாக, 52 சீடடுகள் ககாண்ட ஒரு 
சீடடுக்கடடிலிருநது ஒரு ராணிச்சீட்ட 
ப்தரநக்தடுப்ப்தற்கான நிகழ்தகவு 4

52
 அலைது  1

13
 

ஆகும். ஆனால அந்த (ராணி) சீடடு மீண்டும் 
சீடடுகடடில பசரக்கப்படவில்ை எனில மறுபடியும் 
ராணிச் சீட்ட ப்தரந்தக்தடுக்கப்படு்வ்தற்கான 

நிகழ்தகவு 3

51
 ஆகும்.
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8.3.3  நி�்ந்தமனககுட்�ட்ட நிகழ்தகவு 
(Conditional Probability)

A மற்றும் B ஆகியன இரு சாரந்த நிகழவுகள் 
எனில, நிகழவு A ஏற்கனப்வ நடநதுள்ைபபாது, 
நிகழவு B-ன் நிபந்த்னக்குடபடட நிகழ்தகவு,  

P(B/A) = P A B
P A
( )

( ) ;   P(A) ≠ 0

இப்தப் பபால P(A/B) = P A B
P B
( )

( ) ;   P(B) ≠ 0

(i)  ர�ருககல் ந்தற்்றம் (Multiplication 
Theorem) 
ஒபர பநரத்தில நிகழும் இரு நிகழவுகள் 

A, B எனில
P(A∩B) = P(A).P(B/A) அலைது
P(A∩B) = P(B).P(A/B) 

குறிப்பு 
(i) A மற்றும் B ஆகியன சாரா நிகழவுகள் 

எனில  
P(A மற்றும் B) = P(A∩B) = P(A) P(B)

(ii)  பமற்கண்ட ப்தற்்றம் மூன்று அலைது 
அ்தற்கு பமற்படட சாரா நிகழவுகளுக்கு 
விரி்வாக்கம் கசய்ய முடியும்.  
இவ்வா்றாக மூன்று நிகழவுகளுக்கு  
கபருக்கல ப்தற்்றம், 

  P(A மற்றும் B மற்றும் C) 
  = P A B C P A P B P C� � � � � � � ( )= ( ) ( ) ( )

எடுததுககோட்டு ா.்் 
ஒரு சீரான பக்ட  உருடடப்படுகி்றது 

A  என்்ற  நிகழவு “பக்டயில ப்தான்றும் எண் 
3’-ன்  மடஙகு” எனவும் B நிகழவு “பக்டயில 
ப்தான்றும் எண் இரட்ட ப்ட எண்” எனில,  
A மற்றும் B ஆகிய நிகழவுகள் சாரா 
நிகழவுகைா என  ஆராய்க? 
தீர்வு:

S = {1,2,3,4,5,6} என்பது கூறுக்வளி 
என அறிகிப்றாம்.   

இஙகு A = {3,6} ; B = { 2,4,6}  
எனப்வ (A∩B) = {6}

P(A) = 2

6
 = 1

3

P(B) = 3

6
 = 1

2
 மற்றும்  P(A ∩ B) = 1

6

க்தளி்வாக, P(A ∩ B) = P(A) P(B)

எனப்வ A மற்றும் B ஆகிய்்வ சாரா 
நிகழவுகைாகும். 

எடுததுககோட்டு ா.்் 

P(A) = 3

5
  மற்றும் P(B) = 1

5
 என்க.  

A, B என்பன சாரா நிகழவுகள் எனில  
P(A ∩ B)-ஐ காண்க.

தீர்வு:
A மற்றும் B ஆகிய்்வ சாரா நிகழவுகள் 

என்ப்தால  
P(A∩B) = P(A)  P(B)

கணக்கின்படி P(A) = 3

5
 மற்றும் P(B) = 1

5
,

எனப்வ, P(A∩B) = 3

5
 × 5

1  = 3

25

எடுததுககோட்டு ா.்் 
மூன்று நாணயஙகள் ஒபர பநரத்தில 

சுண்டப்படுகின்்றன. 
A - நிகழவு “மூன்று  ்த்ைகள் அலைது 

மூன்று பூக்கள்” 
B - நிகழவு “கு்்றந்தபடசம் 2 ்த்ைகள்” 
C - நிகழவு “அதிகபடசம் 2 ்த்ைகள் ” 

என்று கரு்தவும்  (A,B), (A,C) மற்றும் (B,C), 
ஆகிய்வற்றில எ்்வ சாரா நிகழவுகள் ? எ்்வ 
சாரந்த நிகழவுகள்?

தீர்வு:
இஙகு பசா்த்னயின் கூறுக்வளி

S =  {HHH, HHT, HTH, HTT, THH, TTH, 
THT, TTT}
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க்தளி்வாக, 
A = {மூன்று ்த்ைகள் (அலைது) மூன்று பூக்கள்}   
   = {HHH, TTT} 

B  = {கு்்றந்த படசம் 2 ்த்ைகள்}  
= {HHH, HHT, HTH, THH} மற்றும்

C  = {அதிகபடசம் 2 ்த்ைகள் }  
=  {HHT, HTH, HTT, THH, TTH,  

THT, TTT}

பமலும், (A∩B) = {HHH}; (A∩C) = {TTT} 
மற்றும்  (B∩C) = {HHT, HTH, THH}

∴  P(A) = 2

8

1

4
= ; P(B) = 1

2
; P(C) = 7

8
 

மற்றும் 

P(A∩B) = 1

8
, P(A∩C) = 1

8
, P(B∩C) = 3

8

பமலும் P(A). P(B) = 1

4

1

2

1

8
⋅ =

 P(A). P(C) = 1

4

7

8

7

32
⋅ =

மற்றும்   P(B). P(C) = 1

2

7

8

7

16
⋅ =

இவ்வா்றாக  P(A∩B) = P(A). P(B)

 P(A∩C) ≠ P(A) . P(C) மற்றும் 

 P(B∩C) ≠  P(B). P(C)

எனப்வ, (A, B) சாரா நிகழவுகள்   
(A,C) மற்றும் ( (B, C) ஆகிய்்வகள் சாரந்த 
நிகழவுகள்.

எடுததுககோட்டு ா.்் 
 ஒரு புத்்தகத்திலுள்ை கணக்குகளில A 

என்ப்வர 90% கணக்கு்ையும் மற்றும் B 
என்ப்வர 70% கணக்கு்ையும் தீரக்க முடியும். 
சம்வாய்ப்பு மு்்றயில ப்தரநக்தடுக்கப்படட ஒரு 
கணக்்கக் கு்்றந்தபடசம் அ்வரகளில 
ஒரு்வர தீரப்ப்தற்கான நிகழ்தகவு என்ன?
தீர்வு:

A என்ப்வர கணக்்க தீரப்ப்தற்கான 
நிகழ்தகவு = 90

100

9

10
=  மற்றும் B என்ப்வர 

கணக்்க தீரப்ப்தற்கான நிகழ்தகவு = 70

100

7

10
=

அ்தா்வது, P(A) = 9

10
 மற்றும் P(B) = 7

10

P A( )  = 1–P(A) = 9

10

1

10
=

இப்தப் பபான்று P B( )  = 1– P(B) = 7

10

3

10
=

P (கு்்றந்தபடசம் ஒரு நபர கணக்்கக் 
தீரப்ப்தற்கான நிகழ்தகவு) = P(A B)

= 1− ( )P A B  = 1− ( )P A B� � �

= 1− ( )⋅ ( )P A P B�

= 1 3

100

97

100
− =

கணக்்க கு்்றந்த படசம் அ்வரகளில ஒரு்வர 
தீரப்ப்தற்கான நிகழ்தகவு = 97

100

எடுததுககோட்டு ா.்ா 
ஒரு ் பயில 5 க்வள்்ை மற்றும் 3 கருப்பு 

நி்றப்பநதுகள் உள்ைன. சம்வாய்ப்பு மு்்றயில 
இரண்டு பநதுகள்,  ஒன்்றன்பின் ஒன்்றாக திருப்பி 
்்வக்கா்த மு்்றயில ப்தரக்தடுக்கப்படுகி்றது 
எனில, இரண்டு பநதுகளும் கருப்பு 
நி்றப்பநதுகைாக இருக்க நிகழ்தகவு  காண்க. 
தீர்வு:

A, B என்பன மு்தல, இரண்டாம் 
முயற்சியில எடுக்கப்படும் பநது கருப்பு நி்றப்பநது 
என்க. 

மு்தல முயற்சியில, கருப்பு நி்றப் பந்்த 
ப்தரநக்தடுப்ப்தற்கான நிகழ்தகவு

P(A) = 3

5 3

3

8+
=

மு்தலில ப்தரநக்தடுக்கப்படடப் பநது 
கருப்புநி்றப்பநது எனக் ககாடுக்கப்படட 
நி்ையில இரண்டாம் பநதும்,  கருப்பு 
நி்றப்பந்தாக ப்தரநக்தடுப்ப்தற்கான நிகழ்தகவு 

P(B/A) = 2

5 2

2

7+
=  

∴   இரண்டு பநதுகளும் கருப்பு நி்றமாக  
இருப்ப்தற்கான நிகழ்தகவு

P(A∩B) = P(A)  P(B/A) = 3

8

2

7

3

28
× =
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எடுததுககோட்டு ா.்் 
ஒரு துப்பாக்கி சுடும் பபாடடியில 

இைக்்கச் சரியாகச் சுடு்வ்தற்கான நிகழ்தகவு 
A -க்கு 3

4
 B –க்கு 1

2
 மற்றும் C –க்கு 2

3
.  

அ்ன்வரும் ஒபர பநரத்தில இைக்்க 
பநாக்கி சுடுகி்றாரகள் எனில,
(i) மூ்வரும் இைக்்கச் சரியாகச் சுடு்வ்தற்கான 

நிகழ்தகவு
(ii) ஒரு்வர மடடும் இைக்்கச் சரியாகச் 

சுடு்வ்தற்கான நிகழ்தகவு
(iii)  கு்்றந்தது ஒரு்வரா்வது இைக்்க 

சரியாகச் சுடு்வ்தற்கான நிகழ்தகவு 
ஆகிய்வற்்்றக் காண்க.

தீர்வு:

கணக்கின்படி P(A) = 3
4

, P(B) = 1

2
, P(C) = 2

3
 

எனில P A( ) = − =1
3

4

1

4
; P B( ) = − =1

1

2

1

2
 

மற்றும் P C( ) = − =1
2

3

1

3

(i) P( A ) =  (மூ்வரும் இைக்்க சரியாக 
சுடு்வ்தற்கான) 

=  P(A∩B∩C) = P(A)P(B)P(C)    
(A,B,C சாரா நிகழவுகள்)

= 3

4

1

2

2

3

1

4
⋅ ⋅ =   

(ii)  P(ஒரு்வர மடடுபம இைக்்க சரியாக 
சுடு்வ்தற்கான) 

 =P A B C A B C A B C∩ ∩ ∪ ∩ ∩ ∪ ∩ ∩� � � � �( ) ( ) ( ){ }
 =P A B C P A B C P A B C     � � � � � �( ) + ( ) + ( ){ }
   P A B C P A B C P A B C     � � � � � �( ) + ( ) + ( ){ }

 = 3

4

1

2

1

3

1

4

1

2

1

3

1

4

1

2

2

3

1

4
. . . . . .







+ 





+ 





=�

(iii)  P(கு்்றந்தபடசம் ஒரு்வர இைக்்க 
சுடு்வ்தற்கான)

= 1– P (ஒரு்வரும் சுடாமல இருப்ப்தற்கான) 

= 1− ( )P A B C� � � 

= 1− ( ) ( ) ( )�P A P B P C

= 1– 1

24

23

24
=

எடுததுககோட்டு ா.்ட 
ஒரு சீடடுகடடிலிருநது, மூன்று சீடடுகள் 
ஒன்்றன்பின் ஒன்்றாக, ப்தரக்தடுக்கப்படுகின்்றன. 
சீடடுகள் திரும்ப ்்வக்கபடா்த நி்ையில,  
ப்தரநக்தடுக்கப்படும் சீடடுகள் மு்்றபய ஒரு 
அரசி சீடடு  (Queen), ஒரு அரசன் சீடடு (a King) 
மற்றும் ஒரு காைாடப்ட (a Jack) வீரன் சீடடாக 
இருப்ப்தற்கான நிகழ்தக்்வக் காண்க. 

தீர்வு:
A : அரசி சீட்டத் ப்தரநக்தடுத்்தல  
B : அரசன் சீட்டத் ப்தரநக்தடுத்்தல
C :  காைாடப்ட வீரன் சீட்டத் 

ப்தரநக்தடுத்்தல (jack)
P (அரசி சீட்டத் ப்தரநக்தடுப்ப்தற்கான) 

= P(A) = 4

52

P (அரசி சீடடு ஏற்கனப்வ ப்தரநக்தடுக்கப்படட்தால 
அரசன் சீடடு ப்தரநக்தடுப்ப்தற்கான) 

= P(B/A) = 4

51

P (அரசி மற்றும் அரசன் சீடடுகள்  ஏற்கனப்வ 
ப்தரநக்தடுக்கப்படட்தால ஒரு காைாட ப்ட 
வீரன் சீட்ட ப்தரநக்தடுப்ப்தற்கான)

= P(C/AB) = 4

50

இ்்வகள் சாரந்த நிகழவுகள் ஆ்கயால 
ப்த்்வயான கூடடு நிகழவுகளின் நிகழ்தகவு
P(ABC) = P(A)  P(B/A)  P(C/AB) 

 = 4

52

4

51

4

50
× ×  = 64

132600

 =  0.00048    

8.3.4  ந�யின் ந்தற்்றம் (Baye’s Theorem)
S என்்ற கூறுக்வளியில, ஒன்்்ற ஒன்று 

விைக்கும், முழு்மயான நிகழச்சிகள் 
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E E E En1 2 3
, , ...,   என்க. அ்தா்வது P(Ei) ≠ 0  

(i = 1,2,3…, n),  S -ஐச் சாரந்த A என்்ற 
ஏப்தனும் ஒரு நிகழச்சி  P(A) > 0, எனுமாறு 
உள்ைது எனில  

P E A
P E P A E

P E P A E
i

i i

i

n
i i

/
/

( ) /

( ) =
( ) ( )

( )=∑
1

; i = 1, 2, 3, …, n

E1 E2

E3

Er

En

E1+A E2+A

E3+A

Er+A

A

......

En+A

படம். 8.2

இஙகு P A P E P A E
i

n

i i( ) = ( )
=
∑

1

( ) /

எடுததுககோட்டு ா.்் 
மு்தல ்பயில 3 சி்வப்பு நி்றப்பநதுகள் 

மற்றும் 4 நீை நி்றப்பநதுகளும்,  இரண்டா்வது 
்பயில 5 சி்வப்பு நி்றப்பநதுகள் மற்றும் 6 நீை 
நி்றப்பநதுகளும் உள்ைன.  ஏப்தனும் ஒரு 
்பயிலிருநது, ப்தரநக்தடுக்கப்படட பநது 
சி்வப்பு பநது எனில, அப்பநது இரண்டா்வது 
்பயிலிருநது ப்தரநக்தடுக்கப்படு்வ்தற்கான 
நிகழ்தகவு யாது? 

தீர்வு:
E1 மு்தல ்ப்யத் ப்தரநக்தடுக்கும் 

நிகழச்சி மற்றும் 

E2 என்பது இரண்டா்வதுப் ்ப்யத் 
ப்தரநக்தடுக்கும் நிகழச்சி என்க.

P(E1) = P(E2) = 1

2
 

A என்பது சி்வப்பு நி்றப்பந்்தத் 
ப்தரநக்தடுப்ப்தற்கான நிகழச்சி எனில
P(A/E1) = P(மு்தல ்பயில இருநது சி்வப்பு 
நி்றப்பநது எடுக்கும் நிகழச்சி I) = 3

7

P(A/E2) = P(இரண்டா்வது ்பயில இருநது 
சி்வப்பு நி்றப்பநது எடுக்கும் நிகழச்சி II) = 5

11

ப்தரநக்தடுக்கப்டும் சி்வப்பு பநது, இரண்டா்வது 
்பயிலிருநது எடுப்ப்தற்கான நிகழ்தகவு, P(E2/A).

பபயிஸ் ப்தற்்றபப்டி

P(E2/A) = 
P E P A E

P E P A E
i i i

2 2

1

2

( ) ( )
( )=∑
/

( ) /

= 
P E P A E

P E P A E P E P A E
2 2

1 1 2 2

( ) ( )
( ) ( ) + ( ) ( )

/

/ /
 

= 

1

2

5

11

1

2

3

7

1

2

5

11

35

68

.

×



 + ×





=

எடுததுககோட்டு ா.்் 
X என்ப்வர 5-ல 4 மு்்ற உண்்மப் 

பபசுப்வர.  ஒரு பக்ட உருடடப்படுகி்றது. 
கி்டத்்த எண் 6 என்று திரு.X கூறுகி்றார.  
உண்்மயாகப்வ ஆறு விழுநதுள்ை்தற்கான 
நிகழ்தகவு யாது? 

தீர்வு:

E1 : X உண்்ம பபசு்வ்தற்கான நிகழச்சி;

E2 : X கபாய்  பபசு்வ்தற்கான நிகழச்சி;

E : X  ஆறு விழுநதுள்ை்தாக கூறுகி்றார

P(E1) = 4

5
; P(E2) = 1

5
; P(E/E1) = 1

6
; 

P(E/E2) = 5

6

பபயின் ப்தற்்றப்படி உண்்மயில ஆறு 
விழுநதுள்ை்தற்கான நிகழ்தகவு
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P(E1/E) =
P E P E

P E P E P E P E
E

E E
1 1

1 1 2 2

4

5

1

6

4

5

1

6

1

5

( ) ( )
( ) ( ) + ( ) ( )

=
×

×





 + ×

/

/ / 55

6

4

9







=

  

P E P E
P E P E P E P E

E
E E

1 1

1 1 2 2

4

5

1

6

4

5

1

6

1

5

( ) ( )
( ) ( ) + ( ) ( )

=
×

×





 + ×

/

/ / 55

6

4

9







=

எடுததுககோட்டு ா.்் 
ஒரு க்தாழிற்சா்ையில  உள்ை A1, A2, 

A3 என்்ற 3  இயநதிரஙகள் மு்்றபய1000, 
2000, 3000  திருகுகள் ஒவக்வாரு நாளும் 
உற்பத்தி கசய்கின்்றன. அ்வற்றில A1  என்பது 
1% -ம், A2என்பது 1.5%-ம், A3 என்பது 2%-ம்  
கு்்றயுள்ை திருகுக்ை உற்பத்தி 
க ச ய் கி ன் ்ற ன .   ஒ ரு  ந ா ளி ன்  மு டி வி ல , 
உற்பத்தியிலிருநது சம்வாய்ப்பு மு்்றயில ஒரு 
திருகு ப்தரநக்தடுக்கப்படடபபாது, அது 
கு்்றயுள்ை்தாக காணப்படடது.  அது இயநதிரம்  
A 1-ன் உற்பத்தியிலிருநது ்வந்தது 
என்ப்தற்கான நிகழ்தகவு என்ன? 

தீர்வு:
P(A1) = P(இயநதிரம் A1 உற்பத்தி கசய்்தத் 

திருகுகளுக்கான ) = 1000

6000

1

6
=

P(A2) = P(இயநதிரம் A2 உற்பத்தி கசய்்தத் 

திருகுகளுக்கான) = 2000

6000

1

3
=

P(A3) = P(இயநதிரம் A3 உற்பத்தி கசய்்தத் 

திருகுகளுக்கான) = 3000

6000

1

2
=

ப்தரநக்தடுக்கப்படடத் திருகு கு்்றயு்டய்தாக 
இருப்ப்தற்கான நிகழச்சி்ய B என்க.
∴ P(B/A1) = P(கு்்றயுள்ை திருகு இயநதிரம் 
A1- லிருநது ்வரு்வ்தற்கான) = 0.01 

P(B/A2) = P(கு்்றயுள்ை திருகு இயநதிரம் 
A2-லிருநது ்வரு்வ்தற்கான) = 0.015 மற்றும்
P(B/A3) = P(கு்்றயுள்ை திருகு இயநதிரம் 
A3- லிருநது ்வரு்வ்தற்கான)= 0.02

நாம் காண ப்வண்டியது P(A1/B)

எனப்வ பபயின் ப்தற்்றப்படி நாம் கபறு்வது

P (A1/B)  

= P A
P A A

1 1

1 1 2 2 3 3

( ) ( )
( ) ( ) + ( ) ( ) + ( ) ( )

P B A

P B A P P B A P A P B A

/

/ / /

= 

1

6
0 01

1

6
0 01

1

3
0 015

1

2
0 02





 ( )





 ( ) + 



 ( ) + 



 (

.

. . . ))

= 0 01

0 01 0 03 0 06

0 01

0 1

1

10

.

. . .

.

.� �+ +
= =

�யிற்சி  8.2

1. ஒரு குடும்பத்தில இரு குழந்்தகள் 
உள்ைனர. அவவிரு்வரில, கு்்றந்தது 
ஒரு்வரா்வது கபண் மற்றும்,  இரு்வரும் 
கபண்கைாக இருப்ப்தற்கான நிகழ்தகவு 
யாது?

2. ஒரு பக்ட இரு மு்்ற உருடடப்படுகி்றது, 
அப்பபாது ப்தான்றும் எண்களின் கூடு்தல 
ஆறு  என கண்டறியப்படுகி்றது.  கு்்றந்தது 
ஒரு மு்்றயா்வது 4 என்்ற எண் கி்டக்க 
நிபந்த்னக்குடபடட நிகழ்தகவு என்ன?

3. ஒரு சீரான பக்ட இருமு்்ற 
உருடடப்படுகி்றது. மு்தல மு்்ற  
உருடடப்படும் கபாழுது  ஒற்்்றப்ப்ட 
எண் கபறு்வது எனும் நிகழ்்வ A  எனவும், 
இரண்டாம் மு்்ற உருடடப்படும்கபாழுது 
இரட்டப் ப்ட எண் கபறும் நிகழ்்வ  B  
எனவும்  ககாண்டால , நிகழவுகள்  Aயும், 
Bயும் ஒன்்்ற ஒன்று சாரா நிகழவுகைா 
என ஆராய்க? 

4.  ஒரு குறிப்பிடடக் கணக்்க A, B என்்ற 
இரு நபரகள் ஒரு்வ்ர ஒரு்வர சாராமல 
தீரப்ப்தற்கான நிகழ்தகவுகள் மு்்றபய 
1

2
, 1

3
  என்க.  இரு்வரும்  ஒபர  சமயத்தில 

ஒரு்வ்ர ஒரு்வர சாராமல,  தீரப்ப்தற்கு 
முயலகின்்றனர  எனில, அ்வரகள் அந்தக்
(i) கணக்்க தீரப்ப்தற்கான நிகழ்தக்்வக் 

காண்க.
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(ii) யாபரனும் ஒரு்வர மடடும் தீரப்ப்தற்கான 
நிகழ்தக்்வக் காண்க.

5. 100 நபரகள் ககாண்ட ஒரு குழுவிலிருநது, 
ஒரு்வர ப்தரநக்தடுக்கப்படுகி்றார. குழுவின் 
விபரம், கீபழ ககாடுக்கப்படடுள்ைது.  
குழுவிலிருநது ப்தரநக்தடுக்கப்படும் ஒரு 
ஆண், உைவியைாைராக இருப்ப்தற்கான 
நிகழ்தகவு யாது?

நபர உைவியைாைர சமூகநை்வாதி ேனநாயக்வாதி கூடு்தல

ஆண் 15 25 10 50

கபண் 20 15 15 50

கூடு்தல 35 40 25 100

6. இரண்டு கபடடிகளில உள்ை பநதுகளின் 
வி்வரஙகள் பின்்வருமாறு உள்ைன.

நி்றம்/கைன் க்வள்்ை சி்வப்பு கருப்பு
கைன் 1 10 6 9

கைன் 2 3 7 15

 ஒவக்வாரு கபடடியிலிருநதும் ஒரு பநது 
எடுக்கப்படுகி்றது 

( i )  இரண்டும் சி்வப்புப் பந்தாக 
இருப்ப்தற்கான நிகழ்தக்்வக் காண்க

(ii) இரண்டும் ஒபர நி்றமாக இருப்ப்தற்கான 
நிகழ்தக்்வக் காண்க.

7. மு்தல ்பயில  3 சி்வப்பு மற்றும் 4 கருப்பு 
நி்றப்பநதுகளும் இரண்டாம் ்பயில 5 
சி்வப்பு மற்றும் 6 கருப்பு நி்றப்பநதுகளும் 
உள்ைன. ஒரு பநது சம்வாய்ப்பு மு்்றயில  
ஏ ப ்த னு ம்  ஒ ரு  ் ப யி லி ரு ந து 
ப்தரநக்தடுக்கப்படடு அது சி்வப்பு எனக் 
கண்டறியப்படுகி்றது. அது மு்தைாம் 
்பயிலிருநது ப்தரநக்தடுக்கப்படு்வ்தற்கான 
நிகழ்தகவு என்ன? 

8.  மு்தல கபடடியில 7 க்வள்்ை மற்றும்  10 
கருப்பு  நி்றப்பநதுகளும், இரண்டா்வது 
கபடடியில 5 க்வள்்ை மற்றும்  12 கருப்பு  
நி்றப்பநதுகளும், மூன்்றா்வது கபடடியில 
17 க்வள்்ைப் பநதுகள் மடடுபம 
உள்ைன. ஒரு்வர மூன்று கபடடிகளில 

ஏப்தனும் ஒன்்்றத்ப்தரநது எடுத்து, 
ப்தரநக்தடுக்கப்படடப் கபடடியில இருநது 
ஒரு பநது ப்தரநக்தடுக்கி்றார.  
ப்தரநக்தடுக்கப்படட க்வள்்ைப் பநது

(i) மு்தல கபடடியிலிருநது ப்தரநக்தடுக்கப்பட 
நிகழ்தகவு காண்க

(ii)  இரண்டா்வது கபடடியிலிருநது 
ப்தரநக்தடுக்கப்பட நிகழ்தகவு 
காண்க

(iii)  மூன்்றா்வது கபடடியிலிருநது  
ப்தரநக்தடுக்கப்பட நிகழ்தகவு 
காண்க.

9.  B1, B2 மற்றும் B3 என்பன குமிழ 
விைக்குக்ை உ்டய மூன்று கபடடிகள் 
என்க.  அவவிைக்குகளில, சிை விைக்குகள் 
கு்்றயு்டயன.  கபடடிகள் B1, B2 மற்றும்  
B3 -ல உள்ை கு்்றயு்டய குமிழ 
விைக்குகளின் விகி்தாச்சாரஙகள் மு்்றபய 
1

2
, 1

8
 மற்றும் 3

4
என்க. மூன்று கபடடிகளில, 

ஏப்தனும் ஒரு கபடடியிலிருநது ப்தரந 
க்தடுக்கப்படட குமிழவிைக்கு கு்்றயு்டயது 
எனக் கண்டறியப்படடால, அந்த விைக்கு, 
கபடடி B1–லிருநது ப்தரநக்தடுக்கப் 
படு்வ்தற்கான நிகழ்தக்்வக் காண்க. 

10. ஒரு பந்தயத்தில உள்ை மூன்று பந்தயக் 
குதி்ரக்ை மு்்றபய A, B  மற்றும் C 
என்க. A க்வற்றிகபறு்வ்தற்கான ்வாய்ப்பு 
B–்யப் பபால இருமடஙகாக உள்ைது. B 
க்வற்றி கபறு்வ்தற்கான ்வாய்ப்பு C–்யப் 
பபால இருமடஙகு உள்ைது எனில, 
அக்குதி்ரகள் ஒவக்வான்றும் பந்தயத்தில 
க்வற்றிகபறு்வ்தற்கான நிகழ்தகவுக்ைக் 
காண்க.

11. ஒரு பக்ட உருடடப்படும்கபாழுது,

(i) ஒரு பகா எண் கபறு்வ்தற்கான 
நிகழ்தகவு காண்க.

(ii) மூன்று அலைது மூன்்்ற விட கபரிய 
எண்்ணப் கபறு்வ்தற்கான நிகழ்தகவு 
காண்க.
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12. ஒன்று மு்தல பத்து ்வ்ர குறிக்கப்படட  10 
சீடடுகள் ஒருப் கபடடியில உள்ைன.  கபடடி 
நன்கு குலுக்கப்படடு, ஒரு சீடடுச் சம ்வாய்ப்பு 
மு்்றயில ப்தரநக்தடுக்கப்படுகி்றது. 
ப்தரநக்தடுக்கப்படட சீடடு 4 –்ய விடப் 
கபரிய எண் ககாண்ட சீடடு எனில, அதில 
உள்ை எண் இரட்டப்பட எண்ணாக 
இருப்ப்தற்கான நிகழ்தக்்வக் காண்க

13. ஒரு பள்ளியில பயிலும்1000 பபரகளில, 450 
பபர மாணவிகள். 450 மாணவிகளில 20% 
மாணவிகள் XI-ஆம் ்வகுப்பில பயலுகி்றாரகள். 
1000 பபரகளில ஒரு்வர சம்வாய்ப்பு மு்்றயில 
ப்தரநக்தடுக்கப்படுகி்றார. ப்தரநக்தடுக்கப் 
படட்வர, XI-ஆம் ்வகுப்பில உ ள் ை 
மாணவியாக இருப்ப்தற்கான நிகழ்தகவு 
யாது? 

14. 52 சீடடுக்ைக் ககாண்ட சீடடுக் 
கடடிலிருநது, 2  சீடடுகள் சம்வாய்ப்பு 
மு்்றயில ப்தரநக்தடுக்கப்படுகி்றது. 
அ்வற்றில ஒன்று ராோ சீடடாகவும், 
மற்க்றான்று ராணி சீடடாகவும் 
இருப்ப்தற்கான நிகழ்தகவு என்ன?

15. ஒரு சீடடுக்கடடிலிருநது, ஒரு சீடடு 
எடுக்கப்படுகி்றது. அ்தன்பின் மு்தல சீடடு 
மீண்டும் சீடடுக்கடடில பசரக்கப்படா்த 
நி்ையில, மற்க்றாரு சீடடு எடுக்கப்படுகி்றது. 
(i) இரண்டும் ஏஸ் ஆக இருப்ப்தற்கு 

நிகழ்தகவு என்ன?
(ii) இரண்டும் ஸ்பபட ஆக இருப்ப்தற்கு 

நிகழ்தகவு என்ன?
16. மு்்றபய 20%, 30% மற்றும் 50% 

கபாருடக்ை உற்பத்தி கசய்யக்கூடிய A, 
B, Cஎன்்ற இயநதிரஙக்ை ஒரு நிறு்வனம் 
ககாண்டுள்ைது. அ்வற்றின் கு்்றபாடு 
ச்தவீ்தஙகள் மு்்றபய 7, 3 மற்றும்  5 
ஆகும். இந்த உற்பத்தி கசய்யப்படட 
கபாருடகளிலிருநது ஒன்று ப்தரந 
க்தடுக்கப்படடுப் பரிபசாதிக்கப்படுகி்றது. 
அது கு்்றபாடுள்ைது எனில, அது 
இயநதிரம் C-யினால உற்பத்தி 
கசய்யப்படட்தற்கான நிகழ்தகவு யாது?

�யிற்சி  8.3

  சரியோன விமடமயத ந்தர்்நர்தடுதது 
எழுதுக

1.  கீழக்கண்ட்வற்றுள் எது நி்ை அை்்வ?
(a) வீச்சு   (b) முகடு  
(c) சராசரி விைக்கம் (d) நூற்றுமானம் 

2.  கபாருைா்தார ்வைரச்சியின் சராசரி்யக் 
கணக்கிடும்கபாழுது பயன்படுத்்தப்படும் 
கபாருத்்தமான சராசரி?
(a) நி்்றயிடட சராசரி 
(b) கூடடுச் சராசரி
(c) கபருக்கல சராசரி 
(d) இ்சச்சராசரி

3. வி்வரஙகளில ஒரு உறுப்பு பூச்சியம் 
எனில, அவவி்வரஙகளின் கபருக்கல 
சராசரி
(a) கு்்ற எண்   
(b) மி்க எண்
(c) பூச்சியம்  
(d) கணக்கிட இயைாது

4. ்மய பபாக்கின் சி்றந்த அை்்வ என்பது
(a) கூடடுச்சராசரி 

(b) இ்சச்சராசரி 
(c) கபருக்கல சராசரி  

(d) இ்டநி்ை

5. 2,3,4 ஆகிய எண்களின் இ்சச்சராசரி

(a) 12

13
 (b) 12

(c) 36

13
 (d) 13

36

6. 8 மற்றும் 18 ஆகிய்வற்றின் கபருக்கல 
சராசரி
(a) 12  (b) 13 

(c) 15  (d) 11.08
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7. A.M.,G.M. மற்றும் H.M.-களுக்கு 
இ்டபயயான கபாருத்்தமானத் க்தாடரபு
(a) A.M.<G.M.<H.M.
(b) G.M.≥A.M.≥H.M.  
(c) H.M.≥G.M.≥A.M.
(d) A.M.≥G.M.≥H.M.

8.  இ்சச்சராசரி என்பது ்த்ைகீழ  
(a) மதிப்புகளின் இ்ட நி்ை   
(b) மதிப்புகளின் கபருக்கல சராசரி
(c) மதிப்புகளின் கூடடுச்சராசரி 
(d) மதிப்புகளின் காலமானம்

9. பின்்வரு்வன்வற்றுள் எது இ்டநி்ை்யக் 
குறிக்கும்;
(a) Q1   (b) Q2  (c) Q3  (d) D2

10. 10,14,11,9,8,12,6 ஆகிய்வற்றின் இ்டநி்ை 

(a) 10    (b) 12    (c) 14      (d) 9

11. 11,12,13,14 மற்றும் 15 ஆகிய்்வகளின் 
கூடடுச் சராசரி
(a) 15  (b) 11  (c) 12.5  (d) 13

12.  1,2,3, …, n என்ப்தன் சராசரி 6

11

n , எனில  
n–ன் மதிப்பு
(a) 10 (b) 12 (c) 11 (d) 13

13. பின்்வரும் எவவி்வரஙகளுக்கு மற்்ற 
சராசரிக்ை விட இ்சச்சராசரி சி்றந்தது
(a) ப்வகம் அலைது வீ்தஙகள்
(b) உயரம் அலைது நீைம்
(c) 0 மற்றும் 1 என்பன பபான்்ற ஈரடிமானம். 
(d) விகி்தஙகள் அலைது விகி்தாச்சாரஙகள்

14. மு்தல காலமானம் என்ப்்த பின்்வருமாறும் 
அ்ழக்கைாம். 
(a) இ்டநி்ை 

(b) கீழக்காலமானம்  
(c) முகடு   

(d) மூன்்றாம் பத்துமானம்

15. Q1 = 30 மற்றும் Q3 = 50, எனில காலமான 
விைக்கக் ககழு
(a) 20  (b) 40  (c) 10 (d) 0.25

16. இ்டநி்ை = 45 மற்றும் அ்தன் சராசரி 
விைக்க ககழு 0.25 எனில, இ்டநி்ை்ய 
கபாறுத்்த சராசரி விைக்கம்
(a) 11.25  (b) 180 

(c) 0.0056 (d) 45

17. A யும்,  B யும் ஒன்்்ற ஒன்று விைக்கும் 
நிகழச்சிகள் எனில
(a) P(A∩B)=0  (b) P(A∩B) = 1 

(c) P(A B)=0  (d) P(A B) = 1

18. A மற்றும் B என்்ற இரு நிகழவுகள் 
சாரபற்்ற்்வ எனில, 
(a) P(A∩B)=0

(b) P(A∩B)=P(A)×P(B)

(c) P(A∩B)=P(A)+P(B)

(d) P(A B)= P(A)×P(B)

19. A,B என்்ற இரு நிகழவுகள் ஒன்்்ற 
ஒன்று சாரந்த நிகழவுகள் எனில, 
நிபந்த்ன நிகழ்தகவு  P(B/A) என்பது

(a) P(A) P(B/A ) (b) P A B
P B
( )

( )
(c) P A B

P A
( )

( )  (d) P(A) P(A/B)

20.  சீடடுக் கடடிலிருநது ஸ்பபடு சீட்ட 
ப்தரநக்தடுப்ப்தற்கான நிகழ்தகவு
(a) 1/52    (b) 1/13  

(c) 4/13    (d) 1/4 

21.  ஒரு நிகழச்சியின் க்வளிப்பாடு, மற்ப்றார 
நிகழச்சியின் நிகழ்்வ பாதிக்கவில்ை 
எனில, அவவிரு நிகழச்சிகள்
(a)  ஒன்்்ற ஒன்று விைக்கும் 

நிகழச்சிகள்
(b) ஒன்்்ற ஒன்று சாரந்த நிகழச்சிகள்
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(c) ஒன்்்ற ஒன்று விைக்கா நிகழச்சிகள்   
(d) ஒன்்்ற ஒன்று சாரா நிகழச்சிகள்

22.  ஒரு பசா்த்னயின் கூறுக்வளி  

S E E En= …{ }1 2
, , ,  எனில, 

i

n

iP E
=
∑

1

( )  =

(a) 0     (b) 1

(c) 1

2
     (d) 1

3

23. இரு பக்ட உருடடப்படும் பபாது 
இருபக்டயில ஒவக்வான்றிலும் இரட்ட 
பகா எண் கபறு்வ்தற்கான நிகழ்தகவு
(a) 1/36    (b) 0  

(c) 1/3   (d) 1/6

24. சாத்தியமற்்ற நிகழவின் நிகழ்தகவு என்பது
(a) 1   (b) 0  (c) 0.2   (d) 0.5

25. A, B என்்ற நிகழவில கு்்றந்தபடசம் 
ஏப்தனும் ஒரு நிகழவு ந்டகபறு்வ்தற்கான 
நிகழ்தகவு 
(a) P(A B)   (b)  P(A∩B) 

(c) /P A B] g  (d) (A B)

இ்தர கணக்குகள்

1. கீழகாணும் வி்வரஙகளுக்கு கபருக்கல 
சராசரி்யக் காண்க.

கநலலின் வி்ைச்சல 
(டன்னில)

பண்்ணகளின் 
எண்ணிக்்க

7.5-10.5 5

10.5-13.5 9

13.5-16.5 19

16.5-19.5 23

19.5-22.5 7

22.5-25.5 4

25.5-28.5 1

2. ஒரு பஙகு மு்தலீடடாைர, ஒரு 
நிறு்வனத்தின், `1500  மதிப்புள்ை 
பஙகுக்ை ஒவக்வாரு மா்தமும் 
்வாஙகுகி்றார. மு்தல நான்கு மா்தஙகளில, 
அ்வர ்வாஙகிய பஙகுகளில ஒரு பஙகின் 
வி்ை மு்்றபய `10, `15, `20 மற்றும் 
`30 ஆகும். இந்த நான்கு மா்தஙகளில 
்வாஙகப்படட பஙகுகளுக்கு கசலுத்்தப்படட 
சராசரி வி்ை்யக் காண்க. உனது 
வி்ட்ய சரிபார.

3. பின்்வரும் வி்வரஙகளுக்கு இ்டநி்ை்யப் 
கபாறுத்து சராசரி விைக்கத்்்தக் காண்க.

மதிப்பு 0-10 10-20 20-30 30-40 40-50 50-60

அ்ைக்வண் 6 7 15 16 4 2

4.  பின்்வரும் வி்வரஙகளுக்கு சராசரி்யப் 
கபாறுத்து சராசரி விைக்கத்்்தக் காண்க.

X 2 5 6 8 10 12

f 2 8 10 7 8 5

5. பின்்வரும் வி்வரஙகளுக்கு காலமான 
விைக்கத்்்தயும் மற்றும் காலமான 
விைக்கக் ககழு்்வயும் காண்க.

மதிப்கபண்கள் 0 10 20 30 40 50 60 70

மாண்வரகளின் 
எண்ணிக் ் க 150 142 130 120 72 30 12 4

6. ஒரு திருகு ்தயாரிக்கும் க்தாழிற்சா்ையின் 
கமாத்்த உற்பத்தியில 30%, 40% மற்றும்  
30% உற்பத்தியி்ன மு்்றபய 
இயநதிரஙகள் A, B மற்றும் C  ஆகிய்்வ 
உரு்வாக்குகின்்றன. உற்பத்தியில 2%, 4% 
மற்றும் 6% திருகுகள் பழுதுள்ை்்வயாக 
உள்ைன. உற்பத்தியிலிருநது சம்வாய்ப்பு 
மு்்றயில ஒரு திருகு ப்தரநக்தடுக்கப்படடு 
அது பழு்தானது எனக் கண்டு 
பிடிக்கப்படுகி்றது. அந்த பழு்தான திருகு 
இயநதிரம் C-ன் மூைம் உரு்வாக்கப் 
படடிருப்ப்தற்கான நிகழ்தகவு காண்க.
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7. 3 ஆண்கள் மற்றும் 2 கபண்களிலிருநது 
இரண்டு நபர ககாண்ட ஒரு குழு  
அ்மக்கப்பட ப்வண்டும் எனில அந்தக் 
குழுவில
(i) கபண்கள் இலைாமல இருப்ப்தற்கான 

நிகழ்தகவு காண்க.
(ii)  ஒபர ஒரு ஆண் இருப்ப்தற்கான 

நிகழ்தகவு காண்க.
(iii) ஆண்கபை இலைாமல இருப்ப்தற்கான 

நிகழ்தகவு காண்க.

8. ஒரு பழுது பாரக்கும் நி்ையத்தில மு்்றபய 
A, B மற்றும் C என்்ற காரகள் (மகிழுநதுகள்) 
50%, 30% மற்றும் 20% உள்ைன. 5%, 7% 
மற்றும் 3%  மகிழுநதுகளில உள்ை 
கண்ணாடிகள் சுத்்தம் கசய்யபடவில்ை. 
சுத்்தம் கசய்யப்படட மகிழுநதுகள் பசா்த்ன 
கசய்யப்படுகின்்றன, எனில கண்ணாடி 
சுத்்தம் கசய்யப்படடிருப்ப்தற்கான நிகழ்தகவு 
காண்க. 

9. நாளி்தழ ்வாசிப்ப்வர கணக்ககடுப்பின்படி 
30  ்வயதுக்குபமல உள்ை ஆண் 

்வாசிப்பாைரகள் 0.30 மற்றும் 30 ்வயதுக்குக் 
கீழ உள்ை ஆண் ்வாசிப்பாைரகள் 0.20  
விகி்தம் என உள்ைது. 30 ்வயதுக்குக் கீழ 
உள்ை ்வாசிப்பாைரகளின் விகி்தம் 0.80. 
சம்வாய்ப்பின்படி ப்தரநக்தடுக்கப்படும் ஒரு 
ஆண் ்வாசிப்பாைர 30 ்வயதுக்குக் கீழ 
உள்ை்வராய் இருப்ப்தற்கான நிகழ்தகவு 
காண்க. 

10. ஒபர இைக்்க பநாக்கி துப்பாக்கி 1 மற்றும் 
துப்பாக்கி 2 ஆகியன சுடுகின்்றன.  சராசரியாக 
ஒபர பநரத்தில துப்பாக்கி-1,  9 மு்்றயும், 
துப்பாக்கி-2, 10 மு்்றயும் சுடுகின்்றன. 
இரண்டு துப்பாக்கிகளின் துலலியத்்தன்்ம 
ஒன்று பபால அ்ம்வதில்ை.  சராசரியாக 
துப்பாக்கி-2 சுடுகின்்ற 10 மு்்றகளில 7 
மு்்றகள் இைக்கின் மீது சுடப்படுகி்றது.  
அப்படி சுடப்படும் பநரத்தில இைக்கின் மீது 
ஒரு குண்டு சரியாக சுடப்படுகி்றது.  ஆனால 
அது எந்தத் துப்பாக்கியில இருநது சுடப்படடது 
என்பது க்தரியவில்ை.  அந்த இைக்கானது 
துப்பாக்கி 2-ல சுடப்படு்வ்தற்கான நிகழ்தகவு 
காண்க.

ர்தோகுப்புமர
 z  ஒரு ்வரி்ச்ய நான்கு சம பாகஙகைாக பிரிக்கக் கூடிய ஒரு அை்்வ  

என்பது காலமானஙகள் எனப்படும்
 z ஒரு ்வரி்ச்ய பத்து சம பாகஙகைாக பிரிக்கக் கூடிய ஒரு அை்்வ என்பது 

பத்துமானஙகள் எனப்படும்
 z  ஒரு ்வரி்ச்ய நூறு சம பாகஙகைாக பிரிக்கக் கூடிய ஒரு அை்்வ என்பது  

நூற்றுமானஙகள் எனப்படும்.

 z Q2 = D5 = P50 = இ்ட நி்ை

 z  காலமானஙகளுக்கு இ்டபயயான வீச்சு = Q3 – Q1 

 z இ்சச் சராசரி =  =  n

X X X Xn
1 1 1 1

1 2 3

+ + + ⋅⋅⋅
 = n

X
1∑

 z  QD = 
–Q Q
2

3 1

 z  ்தனித்்த க்தாடருக்கான சராசரி்ய கபாறுத்துச் சராசரி விைக்கம்   MD =  
X X
n

D
n

−
=∑ ∑
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 z A மற்றும் B ஆகியன இரு சாரந்த நிகழவுகள் எனில, நிகழவு B ஏற்கனப்வ நடநதுள்ைபபாது, 
நிகழவு A -ன் நிபந்த்னக்குடபடட நிகழ்தகவு,

            / ,P A B P B
P A B

P B 0
+

!=^
^

^
^h

h

h
h

 z  பபயின் ப்தற்்றம் (Baye’s Theorem):

S என்்ற கூறுக்வளியில, ஒன்்்ற ஒன்று விைக்கும், முழு்மயான நிகழச்சிகள் என்க.   
E E E En1 2 3

, , ,...,  அ்தா்வது P(Ei) ≠ 0 (i =1,2,3…,n), S -ஐச் சாரந்த  A என்்ற ஏப்தனும் ஒரு 
நிகழச்சி   S Ei

i

n

=
=1


 எனில P(A) > 0,  

 P E A
P E P A E

P E P A E
i

i i

i

n
i i

( / )
/

( ) /

=
( ) ( )

( )=∑
1

 ;   i =1,2,3…, n ;

           இஙகு      P(A) = P A P E P A E
i

n

i i( ) = ( )
=
∑

1

( ) /

கமலச் ரசோற்கள் (GLOSSARY)  
அ்ைக்வண் / நிகழக்வண் Frequency

ஒன்்்ற ஒன்று விைக்கும்  நிகழவுகள் Mutually exclusive events/ disjoint events

காலமான விைக்கம் Quartile deviation

காலமானம் Quartile

கூறுக்வளி Sample space

சம ்வாய்ப்புள்ை  நிகழவுகள் Equally likely events

சம்வாய்ப்பு பசா்த்ன Random experiment

சராசரி விைக்கம் Mean deviation

சாரபிலைா  நிகழவுகள் Independent events

சாரபு  நிகழவுகள் Dependent events

்தனித்்த க்தாடர Discrete series

க்தாகுக்கப்படட வி்வரஙகள் Grouped data

க்தாடரச்சியான க்தாடர Continuous series

நிகழ்தகவு Probability

நிபந்த்னக்குடபடட நிகழ்தகவு Conditional probability

நூற்றுமானம்/ ச்தமானம் Percentile

பதின்மானம் Decile

முகடு Mode

முழு்மயான நிகழவுகள் Exhaustive events

வீச்சு Range
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கசயலபாடடிற்கான உரலி :

https://ggbm.at/q4tsyvys (or) scan the QR Code

இமணயச் ரசயல்�ோடு

இறுதியில் கிமடககப்ர�றும் �டம்   �டி – 1
கீழக்காணும் உரலி / வி்ரவுக் குறியீட்டப் 
பயன்படுத்தி GeoGebra  வின் “11th Business Maths 
Volume-2” பக்கத்திற்குச் கசலக. உஙகள் பாடம் 
சாரந்த பை பணித்்தாள்கள் இப்பக்கத்தில இருக்கும்.

�டி - 2
“Probability-Bayes theorem”  என்ப்்தத் ப்தரவு கசய்து, ககாடுத்திருக்கும் கடடஙக்ைத் 
ப்தரவு கசய்து, படிப்படியாக நிகழ்தகவி்ன அறிக. Select the work sheet “Probability-Bayes 
theorem” Find each probabilities step by step as shown and Click on the respective boxes to 
see the answers.

�டி 1

�டி 2
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ஒட்டுறவு மற்றும் த�ொடர்புப் ப�ொக்கு �குப்�ொய்வு9
அ

த்தி
ய

ாய
ம்

கற்றல் ப�ொக்கஙகள்

இந்த அத்தியாயத்்்த  
படித்்தபின்பு பின்்வரும் பாடக்  
கருத்துக்ை மாண்வரகள்  
புரிநதுக்்காள்ை இயலும்

 z காரல் பியர்சன் ஒட்டுறவுக் ்கழுவின் 
கருத்துரு மற்றும் அ்த்ைக் 
கணக்கிடும் மு்றகள்.

 z  ஸ்பியர்மனின் ்தர ஒட்டுறவுக் ்கழு  
 z  ் ்தாடரபு ்பாக்குகளின் கருத்துரு 

மற்றும் ்்தாடரபு ்பாக்குக் ்கழு.
 z y ன் மீது x ன் ்்தாடரபு ்பாக்கு 

்காடுகள் மற்றும் x ன் மீது y ன் 
்்தாடரபு ்பாக்கு ்காடுகள்.

9.1 ஒட்டுறவு
அறிமுகம் 

முந்்தய பாடத்தில் நாம் ஒ்ர ஒரு 
மாறியின் பண்புக்ைக் கற்்றாம்.  
உ்தாரணமாக,  மதிப்பண்கள், நி்றகள், 
உயரஙகள், ம்ைப்பாழிவுகள், வி்ைகள், 
விற்ப்ைகள் ்பான்ற்்வகள் ஆகும்.  
இவ்வ்கப பகுபபாய்வுகள் ஒற்்ற மாறுபாட்டுப  
பகுபபாய்வு எைபபடும்.  சிை ்நரஙகளில் இரு 
மாறிகளுக்கி்ட்யயாை ்்தாடர்பக் 
காண்பதில் நாம் விருபபம் ்காள்்்வாம்.  
உ்தாரணமாக ்பாருளின் வி்ை மற்றும்  
அ்தன் விற்ப்ை, 
்தந்்தயின் உயரம் மற்றும் 
மகனின் உயரம், வி்ை 
மற்றும் ் ்த்்வ, வி்ைச்சல் 
மற்றும் ம்ை ்பாழிவு, 
உயரம் மற்றும் எ்ட 
்பான்ற்்வ ஆகும்.  
இவ்வாறாக ஒட்டுறவின் காரல் பியர்சன்

கருத்துரு்வாைது இரண்டு அல்ைது அ்தற்கு  
்மற்பட்ட மாறிகளுக்கி்ட்யயாைத் ் ்தாடர்ப 
ஒன்்ற்யான்று ்சாரநது, ஏற்ற இறக்கம் 
காணும் இருமாறிகளின் படி்ய அல்ைது 
நீட்சி்ய அைவிடு்வதும், பகுபபாய்வு ்்சய்்வதுமாை 
புள்ளியியல் பகுபபாய்வு ஒட்டுற்வாகும்.   

9.1.1  ஒட்டுறவின் த�ொருள் (Meaning 
of Correlation)

ஒட்டுறவு என்பது இரண்டு அல்ைது 
அ்தற்கு ்மற்பட்ட மாறிகளுக்கு இ்ட்ய 
உள்ை ்்தாடரபின் அை்்வ குறிக்கின்றது.  
ஒரு மாறியின் மாற்றம் மற்ற மாறியில் 
மாற்றத்்்த ஏற்படுத்திைால் அவவிரு 
மாறிக்ையும் ஒட்டுறவு மாறிகள் (்்தாடரபுள்ை 
மாறிகள்) என்்பாம்.

9.1.2  ஒட்டுறவின் வகககள்  
(Types of correlation)

ஒட்டுறவு பைப பிரிவுகைாக ்வ்கப 
படுத்்தபபட்டுள்ைது. அ்வற்றுள் முக்கியமாை்்வ
(i) ்நரி்ட ஒட்டுறவு

(ii) எதிரி்ட ஒட்டுறவு

்நரி்ட மற்றும் எதிரி்ட ஒட்டுற்வாைது  
மாறிகளின் மாற்றத்தின் தி்்ச்யச ்சாரந்தது.

ப�ரிகட ஒட்டுறவு (Positive Correlation)
இரு மாறிகளின் மதிபபுகளும் ஒ்ர 

தி்்சயில் மாறுபட்டால், அ்தா்வது, ஒரு மாறியின் 
மதிபபு அதிகரிக்கும்்பாழுது, அ்தனுடன் 
்்தாடரபு்டய மற்்றாரு மாறியின் மதிபபு 
அதிகரித்்தா்ைா அல்ைது ஒரு மாறியின் மதிபபு 
கு்றயும்்பாழுது அ்தனுடன் ்்தாடரபு்டய 
மற்்றாரு மாறியின் மதிபபு கு்றந்தா்ைா, 
அவவிரு மாறிகளுக்கி்ட்ய உள்ைத் 
்்தாடர்ப  ்நரி்ட ஒட்டுறவு என்கி்றாம்.

09_11th_BM-STAT_Ch-9-TM.indd   226 08-12-2021   21:55:21

www.tntextbooks.in



227ஒட்டுறவு மற்றும் த�ொடர்புப் ப�ொக்கு �குப்�ொய்வு

எடுத்துக்கொட்டுகள் (Example)
(i) ்தனி மனி்தரகளின் உயரம் மற்றும் எ்ட

(ii)  வி்ை மற்றும் அளிபபு
(iii)  ம்ைப்பாழிவு மற்றும் பயிரகளின் 

வி்ைச்சல்
(iv) ்வரு்வாய் மற்றும் ்்சைவு

எதிரிகட ஒட்டுறவு (Negative Correlation)
இரு மாறிகளின் மதிபபுக்கள் எதிர 

தி்்சயில் மாறுபட்டால், அ்தா்வது ஒரு மாறியின் 
மதிபபு அதிகரிக்கும் ்பாழுது (அல்ைது கு்றயும் 
்பாழுது)  அ்தனுடன் ் ்தாடரபு்டய மற்ற மாறியின் 
மதிபபு கு்றந்தா்ைா (அல்ைது அதிகரித்்தா்ைா) 
அவவிரு மாறிகளுக்கி்ட்ய உள்ை ்்தாடர்ப 
எதிரி்ட ஒட்டுறவு  என்கி்றாம்.

எடுத்துக்கொட்டுகள் (Example)
(i) வி்ை மற்றும் ்்த்்வ

(ii) திருபபிச ்்சலுத்்த ்்வண்டியக் காைம் 
மற்றும் சுைப மா்தத்்த்வ்ண

(iii) பயிரகளின் வி்ைச்சல் மற்றும் வி்ை

ஒட்டுறவு இன்கம (No Correlation)
ஒரு மாறியில் ஏற்படும் மாற்றத்தின் 

மதிபபு மற்்றாரு மாறியில் ஏற்படும் 
மாற்றத்தின் மதிபபிற்குக் காரணமாக 
அ்மயவில்்ை எனில், அவவிரு மாறிகளும் 
ஒட்டுறவு அற்ற்்வ எைபபடும். 

எடுத்துக்கொட்டு:  (For example)
்தனி மனி்தனின் நி்ற மற்றும் அ்வரின் 

்த்ை முடியின் நிறம் அல்ைது ்தனிமனி்தனின் 

உயரம் மற்றும் அ்வரின் ்த்ை முடியின் நிறம் 
ஆகிய்வற்றிற்கி்ட்ய பூசசிய ஒட்டுறவு  
இருபப்்த நாம் கண்டிபபாக பாரக்க இயலும்.

எளிய ஒட்டுறவு (Simple correlation)
இரண்டு மாறிகளுக்கு இ்ட்யயாை 

ஒட்டுறவு, எளிய ஒட்டுறவு எைபபடும். இரண்டிற்கு 
்மற்பட்ட மாறிகளுக்கு இ்ட்யயாை ஒட்டுறவு, 
பன்முக ஒட்டுறவு எைபபடும். 

பின்்வரு்வை ஒட்டுறவுக் ்கழுவின் 
கணி்த மு்றகைாகும்.
( i )   சி்தறல் விைக்கபபடம் (்வ்ரபடம்) 

(Scatter diagram)
(ii)  காரல் பியர்சனின் ஒட்டுறவுக்்கழு (Karl 

Pearson’s Coefficient of Correlation)

9.1.3  சி�றல் விளக்கப்�டம்  
(Scatter Diagram)

( , ), ( , )…( , )X Y X Y X YN N1 1 2 2  என்ப்்வ 
X மற்றும் Y மாறிகளின் N இ்ண மதிபபுகள் 
என்க.  X ன் மதிபபுக்ை x  அசசுத் தி்்சயிலும் 
அ்தனுடன் ் ்தாடரபு்டய ,  Y -ன் மதிபபுக்ை  
y  அசசுத் தி்்சயிலும் குறிக்கும்்பாழுது 
கி்டக்கப ்பறும் ்வ்ரபடம் சி்தறல் 
விைக்கபபடம் எை அ்ைக்கபபடுகிறது. X  
மற்றும்  Y மாறிலிகளின் மதிபபுக்களுக்கி்ட்ய 
உள்ைத் ்்தாடர்ப இவவிைக்கப படம் 
பிரதிபலிக்கின்றது.

எளிய ்நர்காட்டு ஒட்டுறவிற்காை சி்தறல் 
விைக்கபபடஙகள் கீ்ைக் ்காடுக்கபபட்டுள்ைை.

Y YY

0 00X XXப�ரிகட ஒட்டுறவு ஒட்டுறவு இன்கமஎதிரிகட ஒட்டுறவு

படம் 9.1
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(i) குறிக்கபபட்ட புள்ளிகள் ்மல்்நாக்கியப 
்பாக்கி்ைக் ்காண்டிருந்தால், 
மாறிகளுக் கி்ட்ய ்நரி்ட ஒட்டுறவு 
உள்ைது எைைாம்.

(ii) குறிக்கபபட்ட புள்ளிகள் கீழ்நாக்கியப 
்பாக்கி்ைக் ்காண்டிருந்தால், 
மாறிகளுக்கி்ட்ய எதிரி்ட ஒட்டுறவு 
உள்ைது எைைாம்.

(iii) குறிக்கபபட்ட புள்ளிகள் எவவி்த 
்பாக்கி்ையும்  ்காண்டிருக்கவில்்ை 
எனில், அம்மாறிகள் ஒட்டுறவு அற்றது 
எைைாம்.

9.1.4  கொர்ல்பியர்்சனின் ஒட்டுறவுக் 
தகழு (Karl Pearson’s 
Correlation Coefficient)

்த்ைசிறந்த உயிரியல் ஆய்்வாைரும் 
மற்றும் புள்ளியல் நிபுணருமாை காரல் 
பியர்சன் என்ப்வர இரு மாறிகளுக்கி்ட்ய 
உள்ை ்நரக்்காட்டு ்்தாடரபின் அை்்வ 
வி்வரிக்க (அைக்கக்கூடிய) கணி்த மு்ற்ய 
உரு்வாக்கிைர.  ந்டமு்றயில், ் பருமைவில் 
பயன்படுத்்தபபடும் காரல்பியர்சனின் 
மு்றயாைது, பியர்சனின் ஒட்டறவுக்்கழு 
எை அ்ைக்கபபடுகிறது. இது r என்ற 
குறியீட்டால் குறிபபிடபபட்டு பின்்வருமாறு 
்வ்ரயறுக்கபபடுகிறது.

r =
,cov X Y

x yv v

^ h
,  

இஙகு cov(X, Y) = N X X Y Y1 - -] _g i/

 xv  = N X X1
i

i

N

1

2
-

=

^ h/

 yv  = N Y Y1
i

i

N

1

2
-

=

^ h/

எை்்வ காரல்பியர்சனின் ஒட்டுறவுக் 
்கழுவி்ைக் கணக்கிடு்வ்தற்காைச சூத்திரம் 

r =

N X X N Y Y

N X X Y Y

1 1

1

i
i

N

i

N
i

i i
i

N

2

1 1

2

1

- -

- -

= =

=

^

^ ^

^h

h h

h/ /

/

r = 
X X Y Y

X X Y Y

i
i

N
i

i

N

i i
i = 1

2

1

2

1
- -

- -

= =

^

^ ^

^h

h h

h/ /

/
N

ஒட்டுறவுக் தகழுவிற்கொன விளக்கம்: 
(Interpretation of Correlation coefficient)

ஒட்டுறவுக் ்கழு -1 லிருநது +1 க்கு 
இ்ட்ய ஓர மதிப்பப ்பற்றிருக்கும்.

குறியீட்டில்   -1# r# +1

 z r =+1, எனில் மாறிகளுக்கி்ட்யயாை 
ஒட்டுறவு முழு்மயாை ் நரி்ட ஒட்டுறவு 
எைபபடும். 

 z r=–1, எனில் மாறிகளுக்கி்ட்யயாை 
ஒட்டுறவு முழு்மயாை எதிரி்ட ஒட்டுறவு  
எைபபடும். 

 z r=0 எனில் மாறிகளுக்கி்ட்ய எவவி்த 
்்தாடரபும் இல்்ை அ்தா்வது ஒட்டுறவு 
அற்றது  எைபபடும்.

எை்்வ ஒட்டுறவுக் ்கழு்வாைது ஒட்டுறவின் 
அைவு மற்றும் தி்்ச்ய வி்வரிக்கிறது.

ஒட்டுறவுக் தகழுகவ கொணும் முகறகள் 
(Methods of computing Correlation 
Coefficient)
(i)  ்சரொ்சரிகயப் த�ொறுத்து விலக்கம் 

எடுக்கப்�டும் ப�ொது: (When deviations 
are taken from Mean)

ஒட்டுற்்வ அைக்கும் பல்்்வறு கணி்த 
மு்றகளுள் ்பருமைவில்  ந்டமு்றயில் 
பயன்படுத்்தபபடு்வது, பிரபைமாக பியர்சனின் 
ஒட்டறவுக் ்கழு எை அ்ைக்கப்பறும் காரல் 
பியர்சன் மு்ற ஆகும்.  

r = 
X X Y Y

X X Y Y

i
i

N
i

i

N

i i
i = 1

2

1

2

1
- -

- -

= =

^

^ ^

^h

h h

h/ /

/
N

2 2
2 2

1 1

(X ) (Y )

( ) (Y )

i i
i

N N

i i
i i

X Y xy
r

x yX X Y
= =

− −
= =

− −

∑ ∑
∑ ∑∑ ∑

இஙகு x = X Xi -^ h  மற்றும் y = Y Yi -^ h ; 
i = 1, 2 ... N
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உருபபடிகளின் விைக்கஙகள் ்சரா்சரியிலிருநது 
எடுக்கபபடும் ்பாழுது மட்டு்ம இம்மு்ற்ய 
பயன்படுத்்த ்்வண்டும்.

கணக்குகளின்  தீர்வு கொண �டிகள்:  
(Steps to solve the problems)

(i)  இரண்டு ்்தாடரகளின் ்சரா்சரி,  அ்தா்வது 
X   மற்றும் Y  –ஐ காண்க. 

(ii) இரண்டு ்்தாடரகளின் விைக்கஙகள் 
மு்ற்ய X  மற்றும் Y  களிலிருநது 
எடுத்து இ்த்ை x மற்றும் y எைக் 
குறிபபிடுக. 

(iii) x மற்றும் y ஆகிய்வற்றின் விைக்கஙகளின் 
்வரக்க கூடு்தல் கணக்கிட்டு, அ்வற்்ற   
∑x2 மற்றும் ∑y2 எைக் குறிபபிடுக.

(iv) x மற்றும் y களின் விைக்கஙக்ைப 
்பருக்கி, அ்வற்றின்  கூடு்தல் ∑xy காண்க. 

(v) ∑xy, ∑x2 மற்றும் ∑y2 ஆகிய்வற்றின் 
மதிபபுக்ை ்மற்கண்டச சூத்திரத்தில்     
பிரதியிடுக.

எடுத்துக்கொட்டு ாட் 
பின்்வரும் வி்வரஙகளுக்கு காரல் 

பியர்சனின் ஒட்டுறவுக் ்கழுவி்ைக் கணக்கிடுக

X: 6 8 12 15 18 20 24 28 31

Y: 10 12 15 15 18 25 22 26 28

தீர்வு:
X x = (X–18) x2

6 –12 144

8 –10 100

12 –6 36

15 –3 9

18 0 0

20 2 4

24 6 36

28 10 100

31 13 169

X 162=/ x 0=/ x 5982 =/

Y y = (Y–19) y2 xy

10 –9 81 108

12 –7 49 70

15 –4 16 24

15 –4 16 12

18 –1 1 0

25 6 36 12

22 3 9 18

26 7 49 70

28 9 81 117

Y 171=/ y 0=/ y 3382 =/ xy 431=/
அட்ட்வ்ண 9.1

N=9, X = N
XR = 9

162  = 18,Y = N
YR = 9

171 =19

r = 
x y
xy
2 2R R

R

இஙகு x=(X– X ) மற்றும் y=(Y– Y )

xyR  = 431, x2R =598, y2R =338

r = 
598 338

431
#

= .449 582
431 =+0.959

(ii)   மதிப்புகள் மொற்றமில்லொமல் 
எடுக்கப்�டும்த�ொழுது 
(விலக்கமில்லொமல்) (When actual 
values are taken (without 
deviation))
மதிபபுகள் குறிபபிடத்்தக்க அைவில் 

சிறிய்தாக இருக்கும் நி்ையில் பின்்வரும் 
சூத்திரம் பயன்படுத்்தபபடுகின்றது

r = 
N X X N Y Y

N XY X Y
2 2 2 2#R R R R

R R R

- -

-
]

] ]

]g

g g

g

எடுத்துக்கொட்டு ாட் 
பின்்வரும் வி்வரஙகளிலிருநது ஒட்டுறவுக் 

்கழுவி்ைக் கணக்கிடுக

X 12 9 8 10 11 13 7

Y 14 8 6 9 11 12 3
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தீர்வு: 
இரண்டு ்்தாடரகளில் உள்ை எண் 

வி்வரஙகள் சிறிய எண்கைாக உள்ைை.  
எை்்வ ்சரா்சரி அல்ைது ஊகச ்சரா்சரியிலிருநது  
விைக்கு எடுக்காமல்  ஒட்டுறவுக் ்கழுவி்ை 
காணைாம்.

X Y X2 Y2 XY
12 14 144 196 168
9 8 81 64 72
8 6 64 36 48

10 9 100 81 90
11 11 121 121 121
13 12 169 144 156
7 3 49 9 21

∑  X = 70 ∑  Y = 63 ∑  X2 = 728 ∑  Y2 = 651 ∑  XY = 676

அட்ட்வ்ண 9.2

r = 
N X X N Y Y

N XY X Y
2 2 2 2#R R R R

R R R

- -

-
]

] ]

]g

g g

g
 

= 
7 728 70 7 651 63

7 676 70 63
2 2#- -
-

]

]

]

]

]

]

]g g

g g g

g g

= .339 48
322

r = +0.95

(iii)  ஊகச் ்சரொ்சரியிலிருந்து விலக்கம் 
எடுக்கப்�டும் நிகலயில்  
(When deviations are taken from an 
Assumed mean)

்சரா்சரி முழு எண்ணாக இல்ைா்த 
நி்ையில், அ்தா்வது  X மற்றும் Y ்்தாடரகளில் 
்சர்சாரி  20.167 மற்றும் 29.23 எனில் ்மற்கண்ட 
மு்றயில் ஒட்டுறவுக் காணும்்பாழுது 
கணக்கீடு  கடிைமாை்தாகவும், அதிக ்நரம் 
எடுபப்தாகவும் இருக்கும். அவ்வாறாை நி்ையில் 
ஊகச ்சரா்சரி மு்ற மூைம் ஒட்டுறவுக் 
்கழுவி்ைக் காணைாம். விைக்கமாைது ஊகச 
்சரா்சரியிலிருநது எடுக்கபபடும் நி்ையில் 
பின்்வரும் சூத்திரத்்்தப பயன்படுத்்தைாம்.

r = 
N dx dx N dy dy

N dx dy dx dy
2 2 2 2

#R R R R

R R R

- -

-

]

] ^

^g

g h

h

இஙகு dx=X–A மற்றும் dy=Y–B. A மற்றும் B 
என்பை ஊகச ்சரா்சரிகள்.

குறிப்பு
ஊகச ்சரா்சரி மு்ற்யப 

பயன்படுத்தும்்பாழுது எந்த மதிப்ப ஊகச 
்சரா்சரியாக எடுத்்தாலும் ஒ்ர வி்ட்தான் 
கி்டக்கும். இருந்த்பாதிலும் ஊகச 
்சரா்சரி்யச ்சரா்சரிக்கு அருகா்மயில் 
எடுக்கும்்பாது, கணக்கீடு எளி்மயாை்தாக 
இருக்கும்.

ஊகச் ்சரொ்சரி கணக்குகளின் தீர்வு கொண 
�டிகள் (Steps to solve the problems)
(i) X ்்தாடருக்கு ஊகச ்சரா்சரியிலிருநது 

விைக்கம் எடுத்து, இவவிைக்கஙக்ை dx 
எைக் குறித்து dxR காண்க.

(ii) Y ்்தாடருக்கு ஊகச ்சரா்சரியிலிருநது 
விைக்கம் எடுத்து, இவவிைக்கஙக்ை  
dy எை குறித்து dyR  காண்க. 

(iii)  dx-ஐ ்வரக்கபபடுத்தி dx2R  காண்க.
(iv)  dy-ஐ ்வரக்கபபடுத்தி dy2R  காண்க.
(v)  dx மற்றும் dy ஆகிய இரண்்டயும் 

்பருக்கிக்  dx dyR  காண்க.
(vi) R dxdy ,R dx, R dy,R dx2 மற்றும் R dy2 

ஆகிய்வற்றின் மதிபபுக்ை ்ம்ைக் 
்காடுக்கபபட்டச சூத்திரத்தில் பிரதியிடுக.  

எடுத்துக்கொட்டு ாட் 
பின்்வரு்வை்வற்றுக்கு ஒட்டுறவுக் 

்கழுவி்ைக் காண்க. ்மலும் அ்தன் 
உட்்பாரு்ை ்்வளிபபடுத்து.

்தந்்தயின் 
உயரம் 

(அஙகுைஙகளில்)
65 66 67 67 68 69 71 73

மகனின் உயரம் 
(அஙகுைஙகளில்) 67 68 64 68 72 70 69 70
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தீர்வு:
்தந்்தயின் உயரம் (அஙகுைஙகளில்) X 

எைவும், மகனின் உயரம் (அஙகுைஙகளில்) Y 
எைவும் ்காள்க.

X dx = (X–67) dx2

65 -2 4

66 -1 1

67 0 0

67 0 0

68 1 1

69 2 4

71 4 16

73 6 36

∑  X = 546 ∑  dx = 10 ∑  dx2 = 62

Y dy = (Y–68) dy2 dxdy

67 –1 1 2
68 0 0 0
64 -4 16 0
68 0 0 0
72 4 16 4
70 2 4 4
69 1 1 4
70 2 4 12

∑  Y = 548 ∑  dy = 4 ∑  dy2 = 42 ∑  dxdy = 26

அட்ட்வ்ண 9.3

r = 
N dx dx N dy dy

N dx dy dx dy
2 2 2 2

#R R R R

R R R

- -

-

]

] ^

^g

g h

h

இஙகு 

,dx 10R =  ,dx 622R =  ,dy 4R =  dy 422R =  
மற்றும் dxdyR = 26

r = 
8 62 10 8 42 4

8 26 10 4
2 2# # #

# #

- -

-
]

]

]

]

] ]g g

g g

g g

r = 
396 320

168
#

 

r = .355 98
168 =0.472

r = +0.472

்தந்்தயரின் உயரஙகள் மற்றும் 
அ்வரகளுக்கு ்்தாடரபு்டய மகன்களின் 
உயரஙகள் ஆகிய்வற்றிற்கி்ட்ய ் நரடியாை 
ஒட்டுறவு உள்ைது. 

எடுத்துக்கொட்டு ாட் 
பின்்வரும் வி்வரஙகளிலிருநது ஒட்டுறவுக் 

்கழு்்வக் கணக்கிடுக.
N=9, X/ =45, Y/ =108, X2R =285,    

Y2R =1356, XYR =597.

தீர்வு:
ஒட்டுறவுக் ்கழு

r = 
N X X N Y Y

N XY X Y
2 2 2 2R R R R

R R R

- -

-
]

] ]

]g

g g

g

   = 
9 285 45 9 1356 108

9 597 45 108
2 2#

#

- -

-
]

]

]

]

] ^g g

g

g

g

h

r = +0.95

எடுத்துக்கொட்டு ாட் 
கீழகண்ட வி்வரஙகளுக்கு ஒட்டுறவுக் 

்கழு்்வக்  கணக்கிடுக. 
xyR =120, x2R =90, y2R =640

தீர்வு:
xyR =120,  x2R =90, y2R =640 எை  

்காடுக்கபபட்டுள்ைது

r = 
x y
xy
2 2R R

R
=

90 640
120
] g

=
57600
120

= 240
120  = 0.5

9.2  �ர ஒட்டுறவுக் தகழு  
(Rank correlation)

9.2.1  ஸ்பியர்தமன்னின் �ர 
ஒட்டுறவுக் தகழு (Spearman’s 
Rank Correlation Coefficient)

1904-ல் ்சாரைஸ் எட்்வரட் ஸ்பியர்மன் 
என்ற பிரிட்டிஷ் உைவியல் ்வல்லுைரால் 
ஒட்டுறவுக் ்கழு்்வத் ்தரத்தின் மூைம் காணும் 
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மு்ற்யக் கண்டுபிடித்்தார. இம்மு்ற 
்தரத்்்த அடிபப்டயாகக் ் காண்டது. இம்மு்ற 
்தர பண்புகைாை அ்தா்வது அறிவு, அைகு, நடத்்்த, 
குணம் ்பான்ற்்வக்ை அைவீடு ்்சய்யப 
பயன்படுகிறது. இ்த்ை பியர்சனின்  
ஒட்டுறவுக்்கழு ்பால் எண்ணைவில் அைவீடு 
்்சய்ய இயைாது.  

்தனித்்த வி்வரஙகளுக்கு மட்டு்ம ்தர 
ஒட்டுறவுக் ்கழு்்வ பயன்படுத்்த இயலும்.  
இம்மு்றயில் ்பரும்பாலும் முடிவு 
்்தாராயமாைது, ஏ்ைனில் இம்மு்றயில் 
உண்்மயாை மதிபபு கணக்கில் 
்காள்ைபபடு்வதில்்ை. ஸ்பியர்மன்னின் ்தர 
ஒட்டுறவுக் ் கழு  “ row” என்று உச்சரிக்கபபட்டு, 
' ρ '  எ ன் ற க்  கு றி யீ ட் டி ன்  மூ ை ம் 
குறிபபிடபபடுகின்றது. ஸ்பியர்மன்னின் ்தர 
ஒட்டுறவுக் ்கழு காண்ப்தற்காை சூத்திரம், 

t  = 1–
N N

d
1

6
2

2R
-^ h

 (அல்ைது)

t  = 
N N

d1 6
3

2R-
-

இஙகு d = இரண்டு ்தரஙகளின் ்்வறுபாடு  
                = R RX Y- மற்றும்
N = இ்ண உறுபபுகளின் எண்ணிக்்க.

்தர ஒட்டுறவுக் ்கழு -1லிருநது +1 க்கு 
இ்ட்ய ஓர மதிப்பப ்பற்றிருக்கும்.

குறியீட்டில் –1≤ρ≤+1

ஸ்பியர்மன்னின் ்தர ஒட்டுறவு கணக்கிடும் 
் ப ா ழு து ,  ந ா ம்  இ ர ண் டு  ்வ ் க ய ா ை 
கணக்குக்ை காணைாம் 

(i)  ்தரஙகள் ்காடுக்கபபட்டிருக்கும் ்பாழுது
(ii) ்தரஙகள் ்காடுக்கபபடா்த ்பாழுது

எடுத்துக்கொட்டு ாட் 
புள்ளியியல் மற்றும் கணி்தவியலில் 10 

மாண்வரகள் ்பற்ற ்தர்வரி்்சகள் கீ்ைக் 
்காடுக்கபபட்டுள்ைை.

புள்ளியியல் 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

கணி்தவியல் 1 4 2 5 3 9 7 10 6 8

்தர ஒட்டுறவுக் ்கழு்்வக் காண்க.

தீர்வு: 
RX என்பது புள்ளியியல் பாடத்தில் 

மாண்வரகள் ்பற்றத் ்தர்வரி்்ச என்க. RY 
என்பது கணி்தவியல் பாடத்தில் மாண்வரகள் 
்பற்றத் ்தர்வரி்்ச என்க. 

RX RY d = R RX Y- d2

1 1 0 0

2 4 -2 4

3 2 1 1

4 5 -1 1

5 3 2 4

6 9 -3 9

7 7 0 0

8 10 -2 4

9 6 3 9

10 8 2 4
 d2/ =36

அட்ட்வ்ண 9.4

்தர ஒட்டுறவுக் ் கழு கீ்ைக் ் காடுக்கபட்டுள்ைது. 

 ρ = 1–
N N

d
1

6
2

2R
-^ h

  = 1–  
10 10 1

6 36
2 -^

] g

h

  = 1–0.218

`  ρ = 0.782

எடுத்துக்கொட்டு ாட் 
அைகுப ்பாட்டியில் பங்கற்ற 10 

்பாட்டியாைரகளுக்கு, மூன்று நீதிபதிகள்  
அளித்்தத் ்தர்வரி்்ச கீ்ை ் காடுக்கபபட்டுள்ைது.

மு்தல் 
நீதிபதி 1 4 6 3 2 9 7 8 10 5

இரண்டாம் 
நீதிபதி 2 6 5 4 7 10 9 3 8 1

மூன்றாம் 
நீதிபதி 3 7 4 5 10 8 9 2 6 1

09_11th_BM-STAT_Ch-9-TM.indd   232 08-12-2021   21:55:47

www.tntextbooks.in



233ஒட்டுறவு மற்றும் த�ொடர்புப் ப�ொக்கு �குப்�ொய்வு

்தர ஒட்டுறவுக் ்கழு்்வப பயன்படுத்தி 
எந்த இரு நீதிபதிகளுக்கு அைகியல் கருத்தில் 
்பாது்வாை அணுகுமு்ற உள்ைது எைக் 
காண்க?
தீர்வு:

RX, RY, RZ  என்பை மு்ற்ய மு்தல், 
இரண்டாம் மற்றும் மூன்றாம் நீதிபதிகள்  
்பாட்டியாைரகளுக்கு அளித்்தத் ்தர்வரி்்ச்யக் 
குறிக்கின்றது.

RX RY RZ
dXY = 

RX–RY

dYZ = 
RY–RZ

dZX = 
RZ–RX

1 2 3 -1 -1 2

4 6 7 -2 -1 3

6 5 4 1 1 -2

3 4 5 -1 -1 2

2 7 10 -5 -3 8

9 10 8 -1 2 -1

7 9 9 -2 0 2

8 3 2 5 1 -6

10 8 6 2 2 -4

5 1 1 4 0 -4

      

d2
XY d2

YZ d2
ZX

1 1 4

4 1 9

1 1 4

1 1 4

25 9 64

1 4 1

4 0 4

25 1 36

4 4 16

16 0 16

∑  d2
XY = 82 ∑  d2

YZ = 22 ∑  d2
ZX = 158

அட்ட்வ்ண 9.5

XYt  = 1–
N N

d
1

6 XY
2

2R

-^ h
=1–

10 10 1
6 82

2 -^

] g

h
 

 = 1–0.4969 = 0.5031 

YZt  =  1–
N N

d
1

6 YZ
2

2R

-^ h
=1–

10 10 1
6 22

2 -^

] g

h

 = 1– 990
132  = 1–0.1333=0.8667 

ZXt  = 1–
N N

d
1

6 ZX
2

2R

-^ h
 = 1–

10 10 1
6 158

2 -^

] g

h
 

  = 1– 0.9576 = 0.0424

இரண்டாம் மற்றும் மூன்றாம் நீதிபதிகளுக்கு 
இ்ட்யயாை ்தரஒட்டுறவுக் ்கழு அ்தா்வது 
ρYZ  என்பது மூன்று ்கழுக்களி்ட்ய, மி்க 
மற்றும் அதிக நி்ற  ்காண்டுள்ைது. எை்்வ, 
இரண்டாம் மற்றும் மூன்றாம் நீதிபதிகளுக் 
கி்ட்ய அைகியல் பற்றி ஒரு ்பாது்வாை 
அணுகுமு்ற காணபபடுகிறது.

எடுத்துக்கொட்டு ாட் 
கீ்ை ்காடுக்கபபட்டுள்ை வி்வரஙகளுக்குத் ்தர 
ஒட்டுறவுக் ்கழு்்வ காண்க.

பாடம் 1 பாடம் 2
40 45
46 46
54 50
60 43
70 40
80 75
82 55
85 72
87 65
90 42
95 70

தீர்வு:
X என்பது பாடம் 1 எைவும் மற்றும்  Y  

என்பது பாடம் 2 எைவும் கரு்தவும்.
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X Y RX RY d = RX–RY d2

40 45 1 4 –3 9

46 46 2 5 –3 9

54 50 3 6 –3 9

60 43 4 3 1 1

70 40 5 1 4 16

80 75 6 11 –5 25

82 55 7 7 0 0

85 72 8 10 –2 4

87 65 9 8 1 1

90 42 10 2 8 64

95 70 11 9 2 4

∑  d2
 = 142

அட்ட்வ்ண  9.6

t  = 1–
N N

d
1

6
2

2R
-^ h

 = 1–
11 11 1

6 142
2 -^

] g

h

 = 1– .1320
852 0 354=

�யிற்சி ாட்

1. பின்்வரும் வி்வரஙகளுக்கு ஒட்டுறவுக் 
்கழுவி்ை கணக்கிடுக.

X 5 10 5 11 12 4 3 2 7 1
Y 1 6 2 8 5 1 4 6 5 2

2. பின்்வரும் வி்வரஙகளுக்கு ஒட்டுறவுக் 
்கழுவி்ை கணக்கிடுக.

வி்ை  
(`) 14 19 24 21 26 22 15 20 19

விற்ப்ை 
(`) 31 36 48 37 50 45 33 41 39

3.  கண்வரகள் மற்றும் அ்வர்தம் 
ம்ைவியரகளின் ்வயதிற்கி்ட்யயாை 
ஒட்டுறவுக் ்கழு்்வ காண்க.

கண்வரகளின் 
்வயது 23 27 28 29 30 31 33 35 36 39

ம்ைவிகளின் 
்வயது 18 22 23 24 25 26 28 29 30 32

4. பின்்வரும் வி்வரஙகளிலிருநது X  மற்றும் 
Y  ்்தாடரகளுக்கி்ட்ய ஒட்டுறவுக் 
்கழுவி்ை கணக்கிடுக.

வி்வரஙகள் X Y
இ்ண ்்சாடிகளின்  
வி்வரஙகளின் எண்ணிக்்க

15 15

கூட்டுச ்சரா்சரி 25 18

திட்ட விைக்கம் 3.01 3.03

்சரா்சரியிலிருநதுப ்பறபபட்ட 
விைக்கஙகளின் 
்வரக்கஙகளின் கூடு்தல்

136 138

X மற்றும் Y ்்தாடரகளுக்கு மு்ற்ய 
அ்வற்றின் ்சரா்சரிகளிலிருநது ்பறபபட்ட 
விைக்கஙகளின் ்பருக்கல்களின் கூடு்தல் 
122 ஆகும்.
5. பின்்வரும் வி்வரஙகளுக்கு ஒட்டுறவுக்்கழு 

கணக்கிடுக

X 25 18 21 24 27 30 36 39 42 48

Y 26 35 48 28 20 36 25 40 43 39

6. பின்்வரும் வி்வரஙகளுக்கு ஒட்டுறவுக் 
்கழுவி்ை காண்க.

X 78 89 96 69 59 79 68 62

Y 121 72 88 60 81 87 123 92

7. கணக்காைர ப்தவிக்கு விண்ணபபம் ்்சய்்த 
11 விண்ணபப்தாரரகளுக்கு ஒரு நிறு்வைம் 
நடத்திய ்பாட்டித் ்்தரவில் திறைாய்வுத் 
்்தரவு மற்றும் ்தரக்க அறிவுத்்்தரவில் 
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அ்வரகள் ்பற்ற மதிப்பண்களின் வி்வரம் 
கீ்ை ்காடுக்கபபட்டுள்ைது.

விண்ணபப்தாரர ்தரக்க அறிவுத் ்்தரவு திறைாய்வுத் ்்தரவு
A 20 30
B 50 60
C 28 50
D 25 40
E 70 85
F 90 90
G 76 56
H 45 82
I 30 42
J 19 31
K 26 49

்ம்ை ்காடுக்கபபட்ட வி்வரஙகளிலிருநது 
ஸ்பியர்மன்னின் ்தர ஒட்டுறவுக் 
்கழுவி்ை கணக்கிடுக.

8. பத்து மாண்வரகள் ்வணிகவியல் மற்றும் 
கணக்குப பதிவியல் பாடத்தில் ்பற்றத் 
்தரஙகள் பின்்வருமாறு

்வணிகவியல் 6 4 3 1 2 7 9 8 10 5
கணக்குப 
பதிவியல் 4 1 6 7 5 8 10 9 3 2

இரு பாடஙகளில் மாண்வரகளின் அறிவு 
எந்த அைவிற்குத் ்்தாடரபு்டயது?

9. ்சம்வாய்பபு மு்றயில் ்்தரந்்தடுக்கபபட்டச 
்சமீபத்தியப பழுது ்்வ்ைகளின் 
மதிபபிடபபட்ட வி்ை மற்றும் அ்சல் வி்ை 
பதிவுச ்்சய்யபபட்டுள்ைது.

மதிபபிடபபட்ட 
்்சைவு 300 450 800 250 500 975 475 400

அ்சல் ்்சைவு 273 486 734 297 631 872 396 457

ஸ்பியர்மன்னின் ்தர ஒட்டுறவுக் 
்கழுவி்ை கணக்கிடுக.

10. ஒ்ர ஆண்டில் படித்்த 10 மாண்வரகள் A  
மற்றும் B பாடஙகளில் ்பற்ற ்தரஙகள் 
கீ்ைக் ் காடுக்கபபட்டுள்ைை. ்தர ஒட்டுறவுக் 
்கழுவி்ை கணக்கிடுக. 

A-ன் 
்தர்வரி்்ச  1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

B -ன் 
்தர்வரி்்ச 6 7 5 10 3 9 4 1 8 2

9.3  த�ொடர்புப் ப�ொக்கு  �குப்�ொய்வு 
(Regression Analysis)

அறிமுகம் 
இது்வ்ரயில் நாம் இரு மாறிகளுக் 

கி்ட்யயாை தி்்ச மற்றும் உறவின் 
்வலி்ம ஆகிய்வற்்ற அைவிடும் ஒட்டுறவுப 
பகுபபாய்வி்ைப பற்றிக் கற்்றாம்.  இஙகு 
்காடுக்கபபட்ட ஒரு மாறியின் மதிபபிலிருநது 
மற்்றாரு மாறியின் மதிப்ப  நாம் மதிபபிட்்வா 
அல்ைது கணிக்க்்வா இயலும். எடுத்துக் 
காட்டாக, வி்ை மற்றும் ்்த்்வ என்பை 
ஒட்டுறவுப ்பற்ற்்வ. ்காடுக்கபபட்ட 
வி்ைக்கு ஏற்ப எதிரபாரக்கபபடும் ் ்த்்வயின் 
அை்்வ்யா அல்ைது ்காடுக்கபபட்ட 
்்த்்வயின் அைவிற்்கற்ப ்்த்்வபபடும் 
வி்ையின் அை்்வ்யா நாம் காணைாம்.

“்்தாடரபுப ்பாக்கு” என்ப்தன் ்பாருள் 
யா்்தனில் “்சரா்சரி்ய ்நாக்கி பின்்நாக்கி 
்்சல்லு்தல்” என்ப்தாகும்.  ்சர பிரான்ஸிஸ் 
கால்டன் (1822 – 1911) என்ற ஒரு பிரிட்டன் 
உயிர நுட்பவியைாைர, மரபு்வழித் ்்தாடரகிற 
குணாதி்சயஙக்ை ஆராயும் ்பாழுது 
இ்த்ை மு்தன் மு்தலில் பயன்படுத்திைார. 
மிகவும் உயரமாை அல்ைது குள்ைமாை 
்பற்்றாரகளின் ்வாரிசுகளின் மக்கள் 
்்தா்கயாைது ்சரா்சரியாை  உயரத்்்த 
அ்ட்வ்்தக் கால்டன் கண்டார. ஆைால் 
்தற்்பாது ்்தாடரபுப ்பாக்கு என்கிற 
்வாரத்்்த உயிரநுட்பவியலில் ்்தாடரபு 
இல்ைாமல் புள்ளியியலில் மட்டும் ்சா்தகமாக 
பயன்படுத்்தபபடும் ஓர ்வாரத்்்தயாக 
உள்ைது.

்வ்ரய்ற 9.1

்்தாடரபுப ்பாக்கு என்பது இரண்டு அல்ைது 
அ்தற்கு ்மற்பட்ட மாறிகளுக்கி்ட்ய 
உள்ைச ்சர்சாரித் ்்தாடர்ப ்காடுக்கபபட்ட 
வி்வரஙகளின் அைகில் அறியும் கணக்கியல் 
அைவு ஆகும்.
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9.3.1  ்சொர்புள்ள மொறி மற்றும் ்சொர்�ற்ற 
மொறி (Dependent and 
independent variables)

்வ்ரய்ற 9.2

்்தாடரபுப ்பாக்கு ஆய்வில் இரு ்வ்கயாை 
மாறிகள் உள்ைை. கணிக்கக்கூடிய மாறி 
்சாரபுள்ை மாறி எைவும் கணிபப்தற்குப 
பயன்படக்கூடிய மாறி ்சாரபற்ற மாறி எைவும்  
்வ்ரயறுக்கபபடுகிறது.

ஒரு மாறியின் மதிபபு ்காடுக்கபபட்டால் 
மற்்றாரு மாறியின் மதிப்பக் கணக்கிட 
்்தாடரபுக்  ்பாக்கு நமக்கு பயன்படுகிறது. ஒரு 
மாறியின் மதிபபு ்்தரியா்த நி்ையில், அ்த்ை 
மதிபபிடு்வ்தற்கு, அ்தனுடன் ்்தாடரபு்டய 
மற்்றாரு மாறியின் மதிப்ப பயன்படுத்தும் 
புள்ளியியல் மு்ற,  ் ்தாடரபுப ் பாக்கு  எைபபடும்.

9.3.2  த�ொடர்புப் ப�ொக்கு ்சமன்�ொடுகள் 
(Regression Equations)

்்தாடரபுப ் பாக்கு ்சமன்பாடுகள் என்பை 
்்தாடரபுப ்பாக்கு ்காடுகளின் இயற்கணி்த 
அ்மபபாகும்.  இரண்டு ்்தாடரபுப ்பாக்கு 
்காடுகள் உள்ை்தால், இரண்டு ்்தாடரபுப 
்பாக்கு ்சமன்பாடுகள் உள்ைை. ்காடுக்கபபட்ட  
Y-ன் மதிபபில் ஏற்படும் மாற்றத்திற்்கற்ப X-ன் 
மதிபபில் ஏற்படும் மாற்றத்்்த  வி்வரிக்க Y-ன் 
மீ்தாை  X-ன் ்்தாடரபுப  ்பாக்குச ்சமன்பாடு 
பயன்படுத்்தபபடுகிறது மற்றும் ்காடுக்கபபட்ட  
X-ன் மதிபபில் ஏற்படும் மாற்றத்திற்்கற்ப Y-ன் 
மதிபபில் ஏற்படும் மாற்றத்்்த வி்வரிக்க X-ன் 
மீ்தாை Y-ன் ்்தாடரபுப ்பாக்குச ்சமன்பாடு 
பயன்படுத்்தபபடுகிறது. ்்தாடரபுப ்பாக்குச 
்சமன்பாடுகள் (i) Y-ன் மீ்தாை X-ன் ்சமன்பாடு 
(ii) X-ன் மீ்தாை Y-ன் ்சமன்பாடு மற்றும் 
அ்வற்றின் ்கழுக்கள் பல்்்வறு ்வ்ககளில் 
கீழகண்ட்வாறு வி்வரிக்கபபடுகிறது.

வகக ்: தகொடுக்கப்�ட்ட மதிப்புககள 
அவவொபற எடுத்துக்தகொள்ளும் த�ொழுது 

X மற்றும் Y மாறிகளில் ்காடுக்கபபட்ட 
மதிபபுக்ை அவ்வா்ற எடுத்துக்்காள்ளும் 
்பாழுது இரு ்்தாடரபுப ்பாக்குச ்சமன்பாடுகள் 

மற்றும் அ்்வகளின் ்கழுக்கள் கீழக்கண்ட்வாறு 
எழு்தபபடுகின்றது.

(i)  Y-ன் மீது X-ன் த�ொடர்புப் ப�ொக்குச் ்சமன்�ொடு :  
      X X-  = bxy

Y Y-] g

இஙகு X  ்்தாடரின் ்சரா்சரி X ,

Y ்்தாடரின் ்சரா்சரி Y ,

bxy = r
y
x
v
v

 = 
( )

( )( )
N Y Y

N XY X Y
2 2R R

R R R

-
-  என்பது 

Y-ன் மீ்தாை X-ன் ்்தாடரபுப ்பாக்குக் ்கழு 
மற்றும் r என்பது X மற்றும் Y ஆகிய்வற்றின் 
ஒட்டுறவுக்்கழு, σx மற்றும் σy

 ஆகியை மு்ற்ய 
X மற்றும் Y திட்ட விைக்கஙகள் ஆகும்.  

(ii)  X-ன் மீது Y-ன்  த�ொடர்புப் ப�ொக்குச் ்சமன்�ொடு:         
          Y Y-  = b X Xyx -] g

இஙகு X ்்தாடரின் ்சரா்சரி X ,

Y  ்்தாடரின் ்சரா்சரி Y ,

byx  = r x
y
v
v

 = 
N X X

N XY X Y
2 2R R

R R R

-
- ]
]

]g

g

g  என்பது 
X-ன் மீ்தாை Y-ன் ்்தாடரபுப ்பாக்குக் ்கழு 
மற்றும் r என்பது X மற்றும் Y ஆகிய்வற்றின் 
ஒட்டுறவுக் ்கழு, σx, σy ஆகியை மு்ற்ய X 
மற்றும் Y ஆகிய்வற்றின் திட்ட விைக்கஙகள் 
ஆகும். 
வகக ் : X மற்றும் Y ஆகியகவகளின் 
கூட்டு்சரொ்சரியிலிருந்து விலக்கஙகள் த�ற்று 
கணக்கிடு�ல்

X  மற்றும் Y  ஆகிய்்வகளின் 
மதிபபுகளுக்கு பதிைாக X மற்றும் Y 
்்தாடரகளின் ்சரா்சரியிலிருநது விைக்கம் 
கண்டு கணக்கிடு்வது மிக எளிது. அவ்வாறாை 
நி்ையில் இரண்டு ்்தாடரபுப ்பாக்குச 
்சமன்பாடுகள் மற்றும் அ்்வகளின் ்கழுக்கள் 
கீழக்கண்ட்வாறு எழு்தபபடுகின்றது.

(i)  Y-ன் மீது X-ன் த�ொடர்புப் ப�ொக்குச் ்சமன்�ொடு:  
             X X-  = bxy  ( )Y Y-

இஙகு X ்்தாடரின் ்சரா்சரி  X ,

Y ்்தாடரின் ்சரா்சரி Y ,
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bxy=r y
x
v
v  = 

y
xy

2R

R
 என்பது Y-ன் மீ்தாை X-ன் 

உடன் ்்தாடரபுப ்பாக்குக் ்கழு, x= (X– X  )  
மற்றும் y = (Y– Y )

(ii)  X-ன் மீது Y-ன் த�ொடர்புப் ப�ொக்குச் ்சமன்�ொடு:
        Y– Y  = byx X X-] g

இஙகு  X ்்தாடரின் ்சரா்சரி X ,

 Y ்்தாடரின் ்சரா்சரி Y ,

byx= r x
y

x
xy

2v
v

R

R
=  என்பது Y-ன் மீ்தாை 

X-ன் உடன் ்்தாடரபுப ்பாக்குக் ்கழு,
x = X X-] g  மற்றும் y = (Y– Y )

குறிப்பு
ஒட்டுறவுக் ்கழு σX, σY காண்ப்தற்குப 

பதிைாக ∑ x y,  ∑ y 2   ஆகிய்வற்றின் 
மதிபபுக்ைக் கணக்கிட்டு ்்தாடரபுப 
்பாக்குக் ்கழு்்வக் காணைாம்.

வகக ் : ஊகச் ்சரொ்சரிகளிலிருந்து விலக்கம் 
த�று�ல் 

X மற்றும் Y மாறிகளின் ்சரா்சரிகள் 
பின்ைமாக இருக்்கயில் ஊகச 
்சரா்சரிகளிலிருநது விைக்கஙகள் ்பறபபட்டு 
கணக்கீடுக்ை எளி்தாக்க முடியும்.  இரண்டு 
்்தாடரபுப ்பாக்குச ்சமன்பாடுகள் மற்றும் 
அ்்வகளின் ்கழுக்கள் கீழகண்ட்வாறு 
எழு்தபபடுகின்றது.

(i)  X-ன் மீது Y-ன் த�ொடர்புப் ப�ொக்குச் ்சமன்�ொடு:

Y Y-  = b X Xyx -] g

byx =
N dx dx

N dxdy dx dy
2 2R R

R R R

-

- ]

]

^g

g

h

(ii) Y-ன் மீது X-ன் த�ொடர்புப் ப�ொக்குச் ்சமன்�ொடு:

X X-  =bxy
Y Y-] g

bxy  = 
N dy dy

N dxdy dx dy
2 2

R R

R R R

-

- ]

^

^g

h

h

இஙகு dx=X–A, dy=Y–B, A மற்றும் B 
ஆகிய்்வகள் ஊகச ்சரா்சரிகள் அல்ைது X 
மற்றும் Y ஆகிய்வற்றிலிருநது மு்ற்ய 
்பறபபடும் ்தன்னிச்்சயாை மதிபபுகள் ஆகும்.  

த�ொடர்புப் ப�ொக்குக் தகழுவின் �ண்புகள்

(i) ஒட்டுறவுக் ்கழு்வாைது ்்தாடரபுப 
்பாக்குக்்கழுக்களின் ்பருக்கல் 
்சரா்சரி ஆகும். r  =!  b bxy yx#

(ii) ஒரு ்்தாடரபுப ்பாக்குக் ்கழுவின் 
மதிபபு  1-ஐ விடப ்பரியது எனில் 
மற்்றான்றின் மதிபபு 1-ஐ விடச 
சிறிய்தாகத் ்தான் இருக்கும். 

(iii) இரு ்்தாடரபுப ்பாக்குக் ்கழுக்களும் 
ஒ்ர குறி்யப ்பற்றிருக்கும்.

எடுத்துக்கொட்டு ாடா 
பின்்வரும் வி்வரஙகளிலிருநது ் ்தாடரபுப 

்பாக்குக் ்கழுக்கள் மற்றும் ்்தாடரபுப ்பாக்குக் 
்காடுக்ை காண்க.

X 1 2 3 4 5 6 7
Y 9 8 10 12 11 13 14

தீர்வு:

X Y X2 Y2 XY

1 9 1 81 9

2 8 4 64 16

3 10 9 100 30

4 12 16 144 48

5 11 25 121 55

6 13 36 169 78

7 14 49 196 98

∑X = 20 ∑Y = 77 ∑X2
 = 140 ∑Y2

 = 875 ∑XY = 334

அட்ட்வ்ண 9.7

X N
X

7
28R= = =4 , 

Y N
Y

7
77R= = =11

09_11th_BM-STAT_Ch-9-TM.indd   237 08-12-2021   21:55:56

www.tntextbooks.in



238 11 ஆம் வகுப்பு வணிகக் கணிதம் மற்றும் புள்ளியியல்

Y-ன் மீது X–ன் த�ொடர்புப் ப�ொக்குக் தகழு

     bxy  = 
N Y Y

N XY X Y
2 2R R

R R R

-
- ]
]

]g

g

g

 = 
7 875 77

7 334 28 77
2-

-]

]

]

]

]g

g

g

g

g  

 = 6125 5929
2338 2156

-
-  = 196

182  

`  bxy = 0.929

(i)  Y-ன் மீது X-ன் த�ொடர்புப் ப�ொக்குச் ்சமன்�ொடு
X– X  = bxy(Y– Y )

X–4 = 0.929(Y–11)

X–4 = 0.929Y–10.219

`  Y-ன் மீது X-ன் ் ்தாடரபு ் பாக்குச ்சமன்பாடு 
X = 0.929Y–6.219

(ii)  X-ன் மீது Y-ன் த�ொடர்புப் ப�ொக்குக் தகழு

     byx   = 
N X X

N XY X Y
2 2R R

R R R

-
- ]
]

]g

g

g

 = 
7 140 28

7 334 28 77
2-

-]

]

]

]

]g

g

g

g

g

 = 980 784
2338 2156

-
-

 = 196
182

`  byx  = 0.929

(iii)  X-ன் மீது Y–ன் த�ொடர்புப் ப�ொக்குச் ்சமன்�ொடு
Y–Y = byx(X– X )

Y–11 = 0.929 (X–4)

     Y = 0.929X–3.716+11

     Y = 0.929X+7.284

`  X-ன் மீது Y–ன் ்்தாடரபுப ்பாக்குச 
்சமன்பாடு Y = 0.929X + 7.284

எடுத்துக்கொட்டு ாட்ட 
கீ்ைத் ்தரபபட்டுள்ை வி்வரத்திற்கு X மற்றும் 
Y-ன் ்சரா்சரிகளிலிருநது விைக்கம் கண்டு 
Y-ன் மீ்தாை X மற்றும் X-ன் மீ்தாை Y-ன் இரு 
்்தாடரபுப ்பாக்குக் ்கழுக்க்ைக் காண்க.

வி்ை 
(ரூபாய்களில்) 10 12 13 12 16 15

்்த்்வபபடும் 
அைவு 40 38 43 45 37 43

வி்ை ` 20 எனும்்பாது எதிர பாரக்கபபடும் 
்்த்்வ்ய மதிபபிடுக.
தீர்வு:

X x = (X –13) x2

10 –3 9

12 –1 1

13 0 0

12 –1 1

16 3 9

15 2 4

∑  X = 78 ∑  x = 0 ∑ x2 = 24

Y y = (Y –41) y2 xy

40 –1 1 3

38 –3 9 3

43 2 4 0

45 4 16 –4

37 –4 16 –12

43 2 4 4

∑ Y = 246 ∑ y = 0 ∑ y2 = 50 ∑ xy = –6

அட்ட்வ்ண 9.8

(i)  Y-ன் மீது X-ன் த�ொடர்புப் ப�ொக்குச் 
்சமன்�ொடு

X– X  = r 
y
x
v
v

(Y– Y )

    X  = 6
78 =13, Y  = 6

246 =41

     bxy = r 
y
x
v
v

=
y
xy

2R

R
 = 50

6-  = –0.12

X–13 = –0.12(Y–41 )

X–13 = –0.12Y+4.92

X = –0.12Y+17.92
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(ii) X-ன் மீது Y-ன் த�ொடர்புப் ப�ொக்குச் ்சமன்�ொடு

Y–Y  = r 
x

y
v

v
(X– X )

    byx = r 
x

y
v

v
= 

x
xy

2R

R
 = – 24

6 =–0.25

Y–41 = –0.25 (X–13 )

Y–41 = –0.25 X+3.25 

     Y = –0.25 X+44.25 

X= 20, எனில் Y- ன்  மதிபபு 

     Y =  –0.25 (20)+44.25 

 = –5+44.25

 =  39.25 (வி்ை ` 20 எனும் ்பாது 
்வாய்பபுத் ்்த்்வ 39.25)

எடுத்துக்கொட்டு ாட்் 
கீழக்கண்ட்வற்றிலிருநது X –ன் மீது 

Y-ன் ்்தாடரபுப ்பாக்குச ்சமன்பாடு மற்றும்  
X=55 எனும்்பாது Y-ன் மதிபபீடு காண்க.

X 40 50 38 60 65 50 35

Y 38 60 55 70 60 48 30

தீர்வு:

X Y dx = 
(X–48) dx2 dy = 

(Y–50) dy2 dxdy

40 38 –8 64 –12 144 96

50 60 2 4 10 100 20

38 55 –10 100 5 25 –50

60 70 12 144 20 400 240

65 60 17 289 10 100 170

50 48 2 4 -2 4 -4

35 30 -13 169 -20 400 260

∑  X = 
338

∑  Y = 
361

∑  dx = 
 2

∑  dx2 = 
774

∑  dy = 
11

∑  dy2 = 
1173

∑  dxxy = 
732

அட்ட்வ்ண 9.9

X = N
XR = 7

338  = 48.29  

Y = N
YR  = 7

361  = 51.57

(i) X ன் மீது Y-ன் த�ொடர்புப் ப�ொக்குக் தகழு

byx  =  
N dx dx

N dx dy dx dy
2 2R R

R R R

-

- ]

]

^g

g

h

 =
7 774 2

7 732 2 11
2-

-]

]

]

]

]g

g

g

g

g

 = 5418 4
5124 22

-
-

 = 5414
5102

 = 0.942

byx  = 0.942

(ii) X–ன் மீது Y-ன் த�ொடர்புப் ப�ொக்குச் ்சமன்�ொடு
    Y Y-  = b X Xyx -] g

Y–51.57 = 0.942(X–48.29 )

            Y =  0.942X–45.49+51.57  
                  = 0.942 #  –45.49+51.57

           Y =  0.942X+6.08

`   X–ன் மீது Y-ன் ் ்தாடரபுப ் பாக்குச ்சமன்பாடு 
Y= 0.942X+6.08

எனும்்பாழுது Y-ன் மதிபபீடு X= 55

Y = 0.942(55)+6.08=57.89

எடுத்துக்கொட்டு ாட்் 
பின்்வரும் ்்தாடரபுப ்பாக்குச ்சமன் 

பாட்டுகளிலிருநது X,Y மாறிகளின் ்சரா்சரிகள் 
மற்றும் அ்வற்றிற்கி்ட்யயாை ஒட்டுறவுக் 
்கழுவி்ை காண்க.

2Y–X–50 = 0

3Y–2X–10 = 0

தீர்வு:

2Y–X–50 = 0 ... (1)

3Y–2X–10 = 0 ... (2)

(1) யும் (2) யும் தீரக்க 

நாம் ்பறு்வது Y = 90
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Y = 90 எை (1) ல் பிரதியிட
X = 130

ஆ்கயால் X  = 130 மற்றும் Y =90

ஒட்டுறவுக் தகழுகவக் கணக்கிடு�ல்
(1) ஐ  X-ன் மீது Y-ன் ்சமன்பாடாகக் ்காள்க
2Y = X+50

Y = 2
1 X+25 byx= 2

1

(2) ஐ Y ன் மீது X ன் ்சமன்பாடாகக் ்காள்க

3Y–2X–10 = 0

2X = 3Y–10

X = 2
3 Y–5 bxy= 2

3

ஒட்டுறவுக் ்கழு r=± b bxy yx#

r = 2
1

2
3#  = 0.866

குறிப்பு
்ம்ைக் ்காடுக்கபபட்டுள்ைக் கணக்கில் ஒரு  
்்தாடரபுப ் பாக்குக் ் கழுவின் மதிபபு ஒன்்ற 
விடப ்பரிய்தாகவும் மற்றும் மற்்றாரு 
்கழுவின் மதிபபு ஒன்்ற விட சிறிய்தாகவும் 
இருபப்்தக் க்வனிக்கைாம். எை்்வ 
்காடுக்கபபட்ட ்சமன்பாடுகளின் மீ்தாை  
நம்மு்டய அனுமாைம் ்சரியாைது ஆகும்.

எடுத்துக்கொட்டு ாட்் 
மாறிகள் X, Y-ன் ்சரா்சரிக்ையும் 

அ்வற்றிக்கி்ட்யயாை ஒட்டுறவுக் ்கழு்்வயும் 
கீ்ைக் ்காடுக்கபபட்டுள்ை  இரு ்்தாடரபுப 
்பாக்குச  ்சமன்பாடுகளிலிருநது காண்க.
4X–5Y+33 = 0

20X–9Y–107 = 0

தீர்வு:

4X–5Y+33 = 0 ... (1)

20X–9Y–107 = 0 ... (2)  
எைக் ்காடுக்கபபட்டுள்ைது.

்சமன்பாடுகள் (1) மற்றும் (2) ஐ தீரக்க, 

நாம் ்பறு்வது Y = 17

Y-ன் மதிப்ப ்சமன்பாடு (1)-ல் பிரதியிட, 

நாம் ்பறு்வது X=13

எை்்வ X  = 13 மற்றும் Y  = 17

ஒட்டுறவுக் தகழுகவக் கணக்கிடு�ல்
்சமன்பாடு (1) என்ப்த்ை Y-ன்  மீது X-ன் 
்்தாடரபுப ்பாக்குச ்சமன்பாடு என்க.
 4X = 5Y–33

 X = 4
1  (5Y–33)

 X = 4
5 Y– 4

33

 bxy = 4
5  = 1.25

்சமன்பாடு (2) என்ப்த்ை X-ன் மீது  
Y-ன் ்்தாடரபுப ்பாக்குச ்சமன்பாடு என்க.

 9Y = 20X–107

 Y = 9
1 (20X–107)

 Y = 9
20 X– 9

107

 byx = 9
20  = 2.22

ஆைால் இது  ்சாத்தியமல்ை ஏ்ைனில் 
இரண்டு ்்தாடரபுப ்பாக்குக் ்கழுக்களின் 
மதிபபு்ம, ஒன்்ற விட ் பரிய்தாக இருக்கிறது. 
எை்்வ நம்மு்டய  ்மற்கண்ட அனுமாைம் 
்த்வறு. எை்்வ ்சமன்பாடு (1) என்ப்த்ை 
X-ன்  மீது Y-ன் ்்தாடரபுப ்பாக்குச ்சமன்பாடு  
எைவும் மற்றும் ்சமன்பாடு (2) என்ப்த்ை 
Y-ன்  மீது X-ன் ்்தாடரபுப ்பாக்குச ்சமன்பாடு 
எைவும் கரு்தவும். ஆ்தைால் நாம் ்பறு்வது,

byx = 5
4  = 0.8 மற்றும் bxy = 20

9  = 0.45

ஒட்டுறவுக் ்கழு r = ± b bxy xy#

r = . .0 45 0 8#  = 0.6
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எடுத்துக்கொட்டு ாட்் 
கீழகண்ட அட்ட்வ்ண விற்ப்ை 

மற்றும் விைம்பரச ் ்சைவுக்ைக் காண்பிக்கிறது.

வி்வரஙகள் விற்ப்ை விைம்பரச ்்சைவு
 ( ` ்காடிகளில்)

்சரா்சரி 40 6
திட்ட விைக்கம் 10 1.5

ஒட்டுறவுக் ்கழு r = 0.9. தீரமானிக்கபபட்ட 
விைம்பரச ்்சைவு `  10  ்காடி. எனில், 
விற்ப்ை்ய மதிபபீடு ்்சய்க.

தீர்வு:
X என்பது விற்ப்ை மற்றும் Y என்பது 

விைம்பர ்்சைவு என்க
X =40, Y =6, σx=10, σy=1.5 மற்றும்  r=0.9 
எை ்காடுக்கபபட்டுள்ைது.
y-ன் x-ன் மீது ்்தாடரபுப ்பாக்குச ்சமன்பாடு

 X– X  = r 
y
x
v
v

 (Y– Y )

 X–40 = (0.9) .1 5
10 (Y–6)

 X–40 = 6Y–36

 X = 6Y+4

 விைம்பரச ்்சைவு ` 10 ்காடி  அ்தா்வது 
Y = 10 எனில், விற்ப்ை X = 6(10)+4 = 64 
ஆகும்.

எடுத்துக்கொட்டு ாட்் 
இரண்டு குறியீட்டு எண்களின் 

்வரி்்சகள் உள்ைை. P   என்பது வி்ை 
குறியீட்்டயும் மற்றும் S என்பது ் பாருட்களின் 
இருப்பயும் குறிக்கிறது.  P-ன் ்சரா்சரி மற்றும் 
திட்டவிைக்கஙகள் மு்ற்ய 100 மற்றும் 8 
ஆகும். S -ன் ்சரா்சரி மற்றும் திட்டவிைக்கஙகள் 
மு்ற்ய 103 மற்றும் 4. இரண்டு குறியீட்டு 
எண்களின் ்வரி்்சக்கு இ்ட்யயாை 
ஒட்டுறவு ்கழு 0.4.  இவவி்வரஙக்ை 
்காண்டு, S ன்  மீது P ன் ்்தாடரபுப ்பாக்குச 
்சமன்பாடு  மற்றும் P ன்  மீது S-ன் ்்தாடரபுப 
்பாக்குச ்சமன்பாடு ஆகிய்வற்்றக்  காண்க.

தீர்வு: 
 X என்பது P-ன் வி்ை மற்றும் Y  என்பது  

S -ன் இருபபு என்க.
P-ன் ்சரா்சரி மற்றும் திட்டவிைக்கஙகள் 

ஆகிய்்வ மு்ற்ய X =100, σx=8. ்மலும் 
S-ன் ்சரா்சரி மற்றும் திட்டவிைக்கஙகள் 
மு்ற்ய Y = 103, σY = 4 எை கரு்தவும்.  
இரண்டு ்வரி்்சக்கு இ்ட்யயாை ஒட்டுறவுக் 
்கழு r(X,Y) = 0.4 ஆகும்.

Y-ன் மீது X-ன் ்்தாடரபுப ்பாக்குச 
்சமன்பாடு

 X X-  = r 
y
x
v
v

 (Y– Y )

 X–100 = (0.4) 4
8 (Y–103)

 X–100 = 0.8(Y–103 )

X–0.8Y–17.6 = 0 அல்ைது X = 0.8Y+17.6

X-ன் மீது Y-ன் ்்தாடரபுப ்பாக்குச் 
்சமன்பாடு Y– Y =r 

x

y
v

v
(X– X  )

Y–103 = (0.4) 8
4 (X–100 )

Y–103 = 0.2 (X–100 )

Y–103 = 0.2 X–20

Y = 0.2 X+83 அல்ைது 0.2 X–Y+83=0

எடுத்துக்கொட்டு ாட்் 
5 இ்ணகளின் உறுபபுகளுக்காை 

முடிவுகள் கீ்ை ்காடுக்கபபட்டுள்ைது.  ∑X=15, 
∑Y=25, ∑X2 =55,  ∑Y2 =135, ∑XY=83 ் ்தாடரபுப 
்பாக்குக் ்காடுகளின் ்சமன்பாடுகள்  காண்க. 
்மலும் மு்தல் ்காட்டில்  Y=12 எனில் X-ன் 
மதிபபும் இரண்டாம் ்காட்டில் X=8 எனில்   
Y-ன் மதிபபு ஆகிய்வற்்றக் காண்க.

தீர்வு:
இஙகு N=5, X = N

XR  = 5
15 =3,  

Y = N
YR = 5

25 =5 மற்றும்  
்்தாடரபுப ்பாக்குக் ்கழு

bxy= N Y Y
N XY X Y

2 2R R
R R R

-
-
] g

=
5 135 25

5 83 15 25
2-

-]

]

]

]

]g

g

g

g

g =0.8
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Y-ன் மீது X-ன் ்்தாடரபுப ்பாக்கு 
்சமன்பாடு 
 X– X  = bxy (Y–Y )

 X–3 = 0.8(Y–5 )

 X = 0.8 Y–1

Y=12, எனும் ்பாழுது X-ன் மதிபபீடு
 X = 0.8 (12)–1=8.6

்்தாடரபுப ்பாக்குக் ்கழு

 byx = 
N X X

N XY X Y
2 2R R

R R R
-
-
] g

  =  
5 55 15

5 83 15 25
2-

-]

]

]

]

]g

g

g

g

g =0.8

இவ்வாறாக byx=0.8 எனில் X-ன் மீது 
Y-ன் ்்தாடரபுப ்பாக்குச ்சமன்பாடு  
 Y–Y  = byx(X– X  )

 Y–5 = 0.8(X–3)

       Y =  0.8X+2.6

X=8 எனும் ்பாழுது Y-ன் மதிபபீடு 
 Y = 0.8(8)+2.6

 Y = 9

எடுத்துக்கொட்டு ாட்் 
இரண்டு ்்தாடரபுப ்பாக்குக் ்காடுகள் 

என்பை 3X+2Y=26 மற்றும் 6X+3Y=31 
ஆகும். ஒட்டுறவுக் ்கழு்்வக் காண்க.

தீர்வு: 
X-ன் மீது Y-ன் ்்தாடரபுப ்பாக்குச 

்சமன்பாடு
 3X+2Y = 26

 2Y = –3X+26

 Y = 2
1 (–3X+26)

 Y = –1.5X+13

 r 
x

y
v

v
 = –1.5

 byx = r 
x

y
v

v
=–1.5

Y-ன் மீது X-ன் ்்தாடரபுப ்பாக்குச 
்சமன்பாடு 
 6X+3Y = 31

 X = 6
1 (–3Y+31)=–0.5Y+5.17

 r 
y
x
v
v

 = –0.5

  bxy = r 
y
x
v
v

=–0.5

 r = ± .b bxy yx

  =  – . . .1 5 0 5- -] ]g g

(அ்தா்வது இரண்டு ்்தாடரபு ்பாக்குக் 
்கழுக்களும் r-ம் கு்ற குறியீடு ்பற்ற்தாக 
இருக்கும்.)
`    r  = –0.866

எடுத்துக்கொட்டு ாட்் 
ஒட்டுறவு ஆய்வின் மீ்தாை ஆய்்வகச 

்்சா்த்ையில் கி்டக்கப்பற்ற இரண்டு 
்்தாடரபு ்சமன்பாடுகள் 2X–Y+1=0 மற்றும்  
3X-2Y+7=0 ஆகும். X மற்றும் Y ஆகிய்வற்றின் 
்சரா்சரி்யக் காண்க. ்மலும் X மற்றும் Y 
ஆகிய்வற்றின் ்்தாடரபு ்பாக்குக் ்கழுக்கள் 
மற்றும் ஒட்டுறவுக் ்கழு காண்க. 

தீர்வு: 
இரண்டு  ் ்தாடரபுப ் பாக்குச ்சமன்பாடுக்ைத்  
தீரக்க நமக்கு X மற்றும் Y ஆகிய்வற்றின் 
்சரா்சரிகள் கி்டக்கும்
2X–Y = –1 ... (1)

3X–2Y = –7 ... (2)
்சமன்பாடு (1) மற்றும் (2)–லிருநது நாம் 
்பறு்வது X=5 மற்றும் Y=11 

எை்்வ, ்்தாடரபுப ்பாக்கு ்சமன்பாடுகள் 
X =5 மற்றும் Y =11 ்சரா்சரிகளின் ்வழி்ய 
்்சல்கிறது.

X-ன் மீது Y-ன் ்்தாடரபுப ்பாக்குச 
்சமன்பாடு 

     3X – 2Y =–7
              2Y  = 3X+7
                Y = 2

1 (3X+7)
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 Y = 2
3 X+ 2

7

`  byx = 2
3 (>1)

Y-ன் மீது X-ன் ்்தாடரபுப ்பாக்குச் 
்சமன்பாடு 
 2X–Y = –1

 2X = Y–1

 X = 2
1 Y 1-] g  

 X = 2
1 Y 2

1-

`  bxy = 2
1

்்தாடரபுப ்பாக்கு ்கழுக்கள் மி்க 
மதிப்ப ்பற்றிருக்கும்.

 r = ± .b bxy yx  = ± 2
3

2
1#

  =  2
3

2
1#

  =  4
3

  = 0.866

`  r = 0.866

எடுத்துக்கொட்டு ாட்ா 
3X–2Y=5 மற்றும் X–4Y=7 என்ற 

்்தாடரபுப ்பாக்குக் ்காடுகளுக்கு 

(i) ்்தாடரபு ்பாக்குக் ்கழுக்கள் மற்றும்
(ii) ஒட்டுறவுக் ்கழு ஆகிய்வற்்றக் 

கண்டுபிடிக்கவும்.
தீர்வு:
(i) மு்தலில் ்காடுக்கபபட்ட X-ன்  மீது Y-ன் 

்்தாடரபுப ்பாக்குச ்சமன்பாடு மற்றும் Y-ன்  
மீது X-ன் ்்தாடரபுப ்பாக்குச ்சமன்பாடு 
ஆகிய்வற்்ற இயல்பாை ்வடிவில் 
மாற்றிய்மக்கவும். பின்பு ்்தாடரபு 
்பாக்குக் ்கழுக்க்ை கண்டுபிடிக்கவும்.

்காடுக்கபபட்டுள்ை ் ்தாடரபுப ் பாக்குக் ் காடுகள்
3X–2Y = 5 ... (1)

X–4Y = 7 ... (2)

X-ன் மீது Y-ன் ்்தாடரபுப ்பாக்கு 
3X–2Y = 5 என்க.
 3X = 2Y+5

 X = 3
1 (2Y+5)

 X = 3
1 (2Y+5)

 X = 3
2 Y+ 3

5

Y-ன் மீது X-ன் ்்தாடரபுப ்பாக்குக் ்கழு

 bxy = 3
2 (<1)

X-ன் மீது Y- ன் ்்தாடரபுப ்பாக்குச 
்சமன்பாடு 

 X–4Y = 7 

 –4Y = –X+7 

 4Y = X–7

 Y = 4
1 (X–7)

 Y = 4
1 X– 4

7

`X-ன் மீது Y ்்தாடரபுப ்பாக்குக் ்கழு

 byx = 4
1 (<1)

(ii) ஒட்டுறவுக் தகழு (Coefficient of correlation)

இரண்டு ்்தாடரபுப ்பாக்குக் ்கழுக்களும் 
மி்க குறியீடு ்பற்றிருபப்தால் r-ம் மி்க 
குறியீடு ்பற்ற்தாக இருக்கும் மற்றும்

 r =  b b.yx xy

 = .3
2

4
1

 = 6
1

 = 0.4082

`  r = 0.4082
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�யிற்சி 9.2

1. கீ்ை ்தரபபட்ட வி்வரஙகளிலிருநது
்பாருளியலில் 
மதிப்பண்கள் 25 28 35 32 31 36 29 38 34 32

புள்ளியியலில்  
மதிப்பண்கள் 43 46 49 41 36 32 31 30 33 39

(a)  இரண்டு ்்தாடரபுப ்பாக்குச 
்சமன்பாடுகள். 

(b)  ் பாருளியல் மற்றும் புள்ளியியல் 
பாடஙகளின் மதிப்பண்களுக்கு 
இ்ட்யயாை ஒட்டுறவுக் ்கழு.

(c)  ் பாருளியலில் 30 மதிப்பண்கள் 
்பற்ற நி்ையில் புள்ளியியலில் 
்பரிதும் ்பற ்வாய்பபாை மதிப்பண்  
ஆகிய்வற்்றக் காண்க.

2. ்தந்்தயர மற்றும் அ்வர்தம் மகன்களின் 
உயரஙகள் (்்ச .மீ-ல்)  கீ்ைக் 
்காடுக்கபபட்டுள்ைை.

்தந்்தயின் 
உயரம்: 158 166 163 165 167 170 167 172 177 181

அ்வர்தம் 
மகனின் 
உயரம்:

163 158 167 170 160 180 170 175 172 175

இ்வற்றிக்காை ்்தாடரபுப ்பாக்குக் 
்காடுக்ைக் காண்க. ் மலும் ்தந்்தயின் 
உயரம் 164 ்்ச.மீ எனும்்பாது மகனின் 
உயரத்்்த மதிபபிடுக.

3. 17 ்வயது மாண்வரகளின் குழுவிலிருநது 
10 மாண்வரகள் ்காண்டக் கூறில், 
உயரம் (அஙகுைஙகளில்) X மற்றும்  Y 
நி்ற (பவுண்ட்) உள்ை வி்வரஙகள் 
பின்்வருமாறு

X 61 68 68 64 65 70 63 62 64 67

Y 112 123 130 115 110 125 100 113 116 125

69 அஙகுைம் உயரம் உள்ை மாண்வனின் 
நி்ற்ய மதிபபிடுக.

4. பின்்வரும் வி்வரஙகளுக்காை இரு 
்்தாடரபுப ்பாக்குச ்சமன்பாடுக்ைக் 

கணக்கிடுக. N=20, ∑X=80, ∑Y=40, 
∑X2=1680, ∑Y2=320 மற்றும் ∑XY=480

5. ்காடுக்கபபட்ட வி்வரஙகளுக்கு,  ம்ைப 
்பாழிவு 29  எனில், இயைக்கூடிய 
வி்ைச்சல் என்ை.

வி்வரஙகள் ம்ைப்பழிவு வி்ைச்சல்

்சரா்சரி 25``
ஓர ஏக்கருக்கு  
40 அைகுகள்

திட்ட 
விைக்கம்

3`` ஓர ஏக்கருக்கு  
6 அைகுகள்

ம்ைப்பாழிவு மற்றும் வி்ைச்சலுக்காை 
ஒட்டுறவு ்கழு 0.8 ஆகும். 

6. பின்்வரும் வி்வரஙகள் குறிபபது, விைம்பர 
்்சைவு (` ைட்்சஙகளில்) அ்வற்றுடன் 
்்தாடரபு்டய விற்ப்ைகள் (` ்காடிகளில்)

விைம்பர 
்்சைவு 40 50 38 60 65 50 35

விற்ப்ைகள் 38 60 55 70 60 48 30

விைம்பர ்்சைவு ` 30 ைட்்சஙகள் எனும் 
்பாது ்்தாடரபு்டய விற்ப்ை்ய 
மதிபபிடுக.

7 .  பி ன் ்வ ரு ம்  வி ்வ ர ங க ள்  கீ ் ை க் 
்காடுக்கபபட்டுள்ைை. 

வி்வரஙகள் X Y
்சரா்சரி 36 85

திட்ட விைக்கம் 11 8

X மற்றும் Y களுக்கு இ்ட்யயாை 
ஒட்டுறவுக் ்கழு 0.66 எனில் 

(i)  இரு ்்தாடரபுப ்பாக்குக் ்கழுக்கள்

(ii)  X=10 எனும் ்பாழுது ்பாருத்்தமாை 
Y-ன் மதிபபு ஆகிய்வற்்றக் காண்க.

8. ( Xi, Yi) வி்வரஙகள் பின்்வரு்வை (1,4) 
(2,8) (3,2) (4,12) (5, 10) (6, 14) (7, 16) 
(8, 6) (9, 18) எனில் X-ன் மீது Y-ன் 
்்தாடரபுப ்பாக்குச ்சமன்பாட்்டக் 
காண்க.
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9.  ்தஙகுமிடம் ்்சைவு (X) உணவு மற்றும் 
்பாழுது ்பாக்கு ்்சைவு (Y)  
ஆகிய்வற்றிற்கி்ட்யயாை ்்தாடரபு 
அறியும் ்வ்கயில் ஆய்வு நடத்்தபபட்டு, 
கண்டறியபபட்ட ஆய்வில் முடிவுகள் 
பின்்வறுமாறு:

வி்வரஙகள் ்சரா்சரி திட்டவிைக்கம்

்தஙகுமிடம் ்்சைவு (`) 178 63.15

உணவு மற்றும் 
்பாழுது ்பாக்கு 

்்சைவு (`)
47.8 22.98

ஒட்டுறவுக் ்கழு 0.43

்்தாடரபுப ்பாக்குச ்சமன்பாடு காண்க. 
்மலும், ்தஙகுமிடம் ்்சைவு ` 200 எனில்  
உணவு மற்றும் ்பாழுது ்பாக்கு மீ்தாை 
இயைக்கூடிய ்்சை்்வ காண்க. 

10.  X மற்றும் Y மாறிகளின் 5 வி்வரஙகளின்  
(X,Y)-க்காை ்பறபபட்ட பின்்வரும் 
முடிவுகள் ∑X=15, ∑Y=25, ∑X2=55, 
∑Y2=135, ∑XY=83.  ்்தாடரபுப ்பாக்கு 
்காடுகளின் ்சமன்பாடுகள் காண்க. 
்மலும் Y = 8 எனில் இயைக்கூடிய X-ம், 
X = 12 எனில் இயைக்கூடிய Y-ம் 
காண்க.

11.  கண்டறியபபட்ட இரு ்்தாடரபு ்பாக்கு  
4X–5Y+33=0 மற்றும் 20X–9Y–107=0.  
X ,Yக்கு இ்டயிைாை ்சரா்சரி மதிபபுகள் 
மற்றும் ஒட்டுறவுக்்கழு ஆகிய்வற்்றக் 
காண்க. 

12. ஒட்டுறவுக்்கழு பகுபபாய்வின் இரு 
்்தாடரபுப ்பாக்குச ்சமன்பாடுகைா்வை 
2X=8–3Y மற்றும் 2Y=5–X ஆகும். 
்்தாடரபுப ்பாக்குக் ்கழுக்கள் மற்றும் 
ஒட்டுறவுக் ் கழு ஆகிய்வற்்றக் காண்க.

பயிற்சி  9.3

  ்சரியொன விகடகயத் ப�ர்ந்த�டுத்து 
எழுதுகட

1.  பின்்வருை்வற்றில் எ்்வ ்நரி்ட 
ஒட்டுறவுக்காை எடுத்துக்காட்டாகும்?
(a) ்வரு்வாய் மற்றும் ்்சைவு 
(b) வி்ை மற்றும் ்்த்்வ
(c) திருபபிச ்்சலுத்தும் காைம் மற்றும் 

சுைப மா்தத் ்த்வ்ண
(d) நி்ற மற்றும் ்வரு்வாய்

2.  இரு மாறிகளின் மதிபபுகள் ஒ்ர 
தி்்சயில் நகரும் எனில் ஒட்டுறவு
(a) எதிரி்ட 
(b) ்நரி்ட
(c) முழு்மயாை ்நரி்ட 
(d) ஒட்டுறவு இன்்ம 

3. இரு மாறிகளின் மதிபபுகள் எதிரத்தி்்சயில் 
நகரும் எனில் ஒட்டுறவு
(a) எதிரி்ட 
(b) ்நரி்ட
(c) முழு்மயாை ்நரி்ட 
(d) ஒட்டுறவு இன்்ம 

4.  ஒட்டுறவுக் ்கழு அ்ம்வது
(a) 0 மு்தல் ∞ ்வ்ர 
(b) –1 மு்தல் +1 
(c) –1 மு்தல் 0
(d) –1 மு்தல் ∞

5.  r(X,Y) = 0  எனில் மாறிகள் X மற்றும் Y 
்பற்றிருபபது 
(a) ்நரி்ட ஒட்டுறவு
(b) எதிரி்ட ஒட்டுறவு
(c) ஒட்டுறவு இன்்ம 
(d) முழு்மயாை ்நரி்ட ஒட்டுறவு
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6.  N=25, ∑X=125, ∑Y=100, ∑X2=650,  
∑Y2=436, ∑XY=520 என்ற வி்வரஙகளில் 
இருநது ஒட்டுறவுக் ்கழு்வாைது
(a) 0.667   (b) –0.006  

(c) –0.667  (d) 0.70

7.  N=11, ∑X=117, ∑Y=260, ∑X2=1313, 
∑Y2=6580, ∑XY=2827 என்ற  பின்்வரும் 
வி்வரஙகளிலிருநது ஒட்டுறவுக் ் கழு்வாைது 
(a) 0.3566 (b) –0.3566

(c) 0  (d) 0.4566

8. ஒட்டுறவுக் ்கழு என்பது

(a) r(X,Y)= ( , )cov x y
x yv v

 

(b) r(X,Y)= 
( , )cov x y

x yv v

(c) r(X,Y)= 
( , )cov x y
yv

 

(d) r(X,Y)= 
( , )cov x y

xv

9.  ்தாக்கத்்்த ஏற்படுத்்தக் கூடிய அல்ைது 
கணித்துச ்்சால்ைபபடக் கூடிய மாறி 
என்பது
(a) ்சாரந்த மாறி
(b) ்சாரபற்ற மாறி
(c) ்்தாடரபுப ்பாக்கு
(d) விைக்கமளிக்கும் மாறி ஆகும்

10. ்தாக்கத்்்த ஏற்படுத்்தக் கூடிய அல்ைது 
கணித்துச ் ்சால்்வ்தற்கு பயன்படுத்்தபபடக் 
கூடிய மாறி
(a) ்சாரந்த மாறி
(b) ்சாரபற்ற மாறி
(c) விைக்கமளிக்கும் மாறி 
(d) ்்தாடரபுப ்பாக்கு்டயது

11.  ஒட்டுறவுக் ்கழு்வாைது

(a) r=± b bxy yx#

(b) r= b b
1

xy yx#

(c) r=bxy×byx

(d) r=± b b
1

xy yx#

12.  Y- ன் மீ்தாை X- ன் ஒட்டுறவுக் ்கழு 

(a) bxy = 
N dy dy

N dx dy dx dy
2 2

R R

R R R

-

- ]

^

^g

h

h

(b) byx= 
N dy dy

N dx dy dx dy
2 2

R R

R R R

-

- ]

^

^g

h

h

(c) byx = 
N dx dx

N dxdy dx dy
2 2R R

R R R

-

- ]

]

^g

g

h

(d) bxy=
N x x N y y

N xy x y
2 2 2 2

#R R R R

R R R

- -

-

]

] ^

^g

g h

h

13. X ன் மீ்தாை Y -ன் ஒட்டுறவுக் ்கழு

(a) bxy= 
N dy dy

N dx dy dx dy
2 2

R R

R R R

-

- ]

^

^g

h

h

(b) byx= 
N dy dy

N dxdy dx dy
2 2

R R

R R R

-

- ]

^

^g

h

h  

(c) bxy = 
N dx dx

N dx dy dx dy
2 2R R

R R R

-

- ]

]

^g

g

h

(d) bxy= 
N x x N y y

N xy x y
2 2 2 2

#R R R R

R R R

- -

-

]

] ^

^g

g h

h

14.  ஒரு ் ்தாடரபுப ் பாக்குக் ் கழு கு்றயாக 
இருக்கும் நி்ையில் மற்்றான்று
(a) கு்ற (b) மி்க 
(c) பூசசியம்
(d) இ்வற்றில் ஏதுமில்்ை

15.  X மற்றும் Y என்பை இரு மாறிகள் எனில் 
அதிக பட்்சமாக இருபபது
(a) ஒரு ்்தாடரபுப ்பாக்குக் ்காடு
(b) இரண்டு ் ்தாடரபுப ் பாக்குக் ் காடுகள்
(c) மூன்று ் ்தாடரபுப ் பாக்குக் ் காடுகள்
(d)  பை ்்தாடரபுப ்பாக்குக் ்காடுகள்

16.  Y-ன் மீ்தாை X-ன் ்்தாடரபுப ்பாக்குக் 
்காடு மதிபபிடு்வது
(a) ்காடுக்கபபட்ட Y –ன் மதிபபிற்கு X 
(b) ்காடுக்கபபட்ட X –ன் மதிபபிற்கு Y
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(c) Y–லிருநது X மற்றும் X–லிருநது Y
(d)  இ்வற்றில் ஏதுமில்்ை

17. (X,Y) மாறிகளின் மதிபபுகளின் சி்தறல் 
விைக்கபபடம் விைக்கும் கருத்்தாைது
(a) ்சாரபுகளின் மீ்தாை ்்தாடரபு
(b) ்்தாடரபுப ்பாக்கு ்வடி்வம்
(c) பி்ைகளின் பர்வல்
(d) ்்தாடரபு இன்்ம

18.  X-ன் மீ்தாை Y-ன் ்்தாடரபுப ்பாக்கு 
்கழு 2 எனில், Y-ன் மீ்தாை X-ன் 
்்தாடரபுப ்பாக்கு ்கழு 
(a) 2

1
#     (b) 2    

(c) > 2
1       (d) 1

19.  இரண்டு மாறிகள் இறஙகு தி்்சயில் 
நகரகிறது எனில் ஒட்டுறவுக் ் கழு்வாைது
(a) ்நரி்ட   
(b) எதிரி்ட 
(c) முழு்மயாை எதிரி்ட 
(d) ஒட்டுறவு இன்்ம

2 0 .   X  ம ற் று ம்  Y  எ ன் ற  இ ரு  மாறிகளுக் 
கி்ட்யயாை ் நரக்்காட்டு ் ்தாடரபின் 
அை்்வ அைவிடும் கணி்தமு்ற்ய 
அறிமுகபபடுத்திய்வர
(a) காரல் பியர்சன் 
(b) ஸ்பியர்மன்  
(c) கிரக்ஸ்டன் மற்றும் ்கௌடன் 
(d) யா ைன் சூ

21.  ் ்தாடரபுப ்பாக்குக் ்காடுகள் ்்வட்டிக் 
்காள்ளும் புள்ளி
(a)(X,Y) (b) ,X Y^ h

(c) (0,0)  (d) (σx,σy)

22.  ் ்தாடரபுப ் பாக்்க அறிமுகபபடுத்திய்வர
(a) R.A பிஷர
(b)  ்சரஃபிரான்சிஸ் கால்டன்
(c) காரல் பியர்சன்  
(d) இ்வரகளில் எ்வரும் இல்்ை

23.  r=–1, எனில் மாறிகளுக்கி்ட்யயாை 
ஒட்டுறவுக் ்கழு
(a) முழு்மயாை ்நரி்டயாைது
(b) முழு்மயாை எதிரி்டயாைது
(c) எதிரி்டயாைது
(d) ஒட்டுறவு இன்்ம 

24. ஒட்டுறவுக் ்கழு வி்வரிபபது
(a) எண்ணைவு மற்றும் தி்்ச  
(b) எண்ணைவு மட்டும்
(c) தி்்ச மட்டும்
(d) எண்ணைவு இல்்ை மற்றும் தி்்ச 

இல்்ை

25. Cov(x,y)=–16.5, σ
x
2 =2.89, σ

y
2 =100.  

எனில் ஒட்டுறவு ்கழு்்வக் காண்க.
(a) –0.12  (b) 0.001 

(c) –1  (d) –0.97 

இ�ர கணக்குகள்
1.  பின்்வரும் வி்வரஙகளுக்கு ஒட்டுறவுக் 

்கழுவி்ை காண்க.

X 35 40 60 79 83 95

Y 17 28 30 32 38 49

2. பின்்வரும் வி்வரஙகளிலிருநது ஒட்டுறவுக்கு 
்கழுவி்ை கணக்கிடுக.
∑X=50, ∑Y=–30, ∑X2 =290, ∑Y2 =300, 
∑XY=–115, N=10

3. கீ்ையுள்ை வி்வரஙகளிலிருநது ஒட்டுறவுக் 
்கழுவி்ைக் கணக்கிடுக.

X 1 2 3 4 5 6 7 8 9

Y 9 8 10 12 11 13 14 16 15

4. பின்்வரும் வி்வரஙகளிலிருநது ஒட்டுறவுக் 
்கழுவி்ைக் கணக்கிடுக.
∑X=125, ∑Y=100, ∑X2 =650, ∑Y2=436, 
∑XY=520, N=25
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5. ்சமீபத்திய பழுது நீக்கு ்்வ்ைகள் 
்சம்வாய்பபு மு்றயில் ்்தரந்்தடுக்கபபட்டை.  
்மலும் எதிரபபாரக்கபபட்ட ்்சைவு ,அ்சல் 
்்சைவு பதியபபட்டுள்ைது.

மதிப்பிடப்�ட்ட 
த்சலவு 30 45 80 25 50 97 47 40

அ்சல் த்சலவு 27 48 73 29 63 87 39 45

ஸ்பியரமனின் ஒட்டுறவுக் ்கழுவின் 
மதிபபி்ைக் கணக்கிடுக

6. பின்்வரும் ஒரு குறிபபிட்ட ்்தரவில் A  
மற்றும் B என்ற இரு  பாடஙகளின் 
மதிப்பண்கள்  ்்தாடரபு்டய்்வ A–ன் 
்சரா்சரி மதிப்பண் = 39.5. B-ன் ்சரா்சரி 
மதிப்பண் = 47.5 A-ன் மதிப்பண்களின் 
திட்ட விைக்கம் =10.8 மற்றும் B-ன் 
மதிப்பண்களின் திட்டவிைக்கம் = 16.8.  
A  மற்றும் B  ஆகிய்வற்றின் 
மதிப்பண்களுக்கு இ்ட்யயாை 
ஒட்டுறவுக்்கழு  0.42. பாடம் A-ல் 51  
மதிப்பண்கள் ்பற்ற மாண்வன் பாடம் 
B-ல் எதிரபாரக்கும் மதிப்பண்்ண 
மதிபபிடுக. 

7.  X மற்றும் Y என்பை ் ்தாடரபுபடுத்்தபபட்ட 
இ்ண மாறிகள்.  அ்வற்றின் 1 0 
விபரஙகளுக்காை முடிவுகள்,  ∑X=55, 
∑XY=350, ∑X2 =385, ∑Y=55,  X ன் 
மதிபபு 6. Y ன் மதிப்ப தீரமானிக்கவும். 

8.  X-ன் மீது Y-ன் ்்தாடரபுப ்பாக்குக் 
்காட்டின் ்சமன்பாடு காண்க.

X 1 2 3 4 5 8 10

Y 9 8 10 12 14 16 15

9. பின்்வரும் வி்வரஙக்ை பயன்படுத்தி  
(i) X-ன் மீது Y-ன் ்்தாடரபுப ்பாக்குக் 
்காட்டின் ்சமன்பாடு  காண்க. 

  (ii) ்்சா்த்ைச ்்சைவு ` 82 
எனும்்பாழுது விநி்யாகிக்கபபட்ட 
கு்றயுள்ை ்பாருட்களின் அை்்வ  
மதிபபிடுக. ∑X=424, ∑Y=363, ∑X2 

=21926, ∑Y2 =15123, ∑XY=12815, 

N=10.  இஙகு X என்பது  ்்சா்த்ைச 
்்சைவு, Yஎன்பது விநி்யாகிக்கபபட்ட 
கு்ற ்பாருட்கள் ஆகும். 

10. கீ்ை ் காடுக்கபபட்டுள்ை வி்வரஙகளுக்கு,

வி்வரஙகள் X (`) Y (`)

்சரா்சரி 6 8

திட்ட விைக்கம் 5 40
3

X மற்றும் Y ஆகிய்வற்றின் ஒட்டுறவுக் 
்கழு 15

8 .

(i) X - ன் மீது Y-ன் ்்தாடரபுப ்பாக்குக் 
்கழு    
(ii) X = ` 100 எனும்்பாது  மிகப 
்பாருத்்தமாை Y-ன் மதிபபு  ஆகிய்வற்்றக் 
காண்க.

நிகழ்வு ஆய்வு-1

திரு. பீன் 2018 ஆம் ஆண்டு மாரச மா்தம் 1 ஆம் 
்்ததி ்்சன்்ையில் திரு்வல்லிக்்கணியில் 
உள்ை ஒரு பல்்பாருள் அஙகாடிக்கு ்்சன்று 15 
்வ்கயாை உணவு ்வ்கக்ை 
்்தரந்்தடுக்கிறார. அ்ைத்து ்வ்கயாை 
உணவு ்பட்டிகளிலிலும் ்சத்து வி்வரஙகள் 
பற்றிய ்தக்வல் இடம்்பற்றுள்ைது. திரு பீன் 
ஒவ்்வாரு உணவு ்பாரு்ையும் கண்டு அதில் 
பதிவு ் ்சய்யபபட்டுள்ை ் காழுபபு (gm /100 gms) 
மற்றும் ்்சாடியம் உள்ைடக்கம் (mgs/100gms) 
அை்்வ கண்டறிநது பின்்வருமாறு 
அட்ட்வ்ணயில் பதிவு ்்சய்துள்ைைர.  

்வ. 
எண். உற்பத்தி ்பாருட்கள்

்காழுபபு  
(gm /  

100gms)

்்சாடியம் 
(mg /  

100gms)

1 ்பரீட்்்ச பைஙகள் 0.4 74.4

2 அபபைம் 0.26 1440

3 ்சத்து பாைம் 1.8 136

4 கு்ைாப்ாமூன் 
பவுடர 10.4 710

5 ்காது்ம 2.2 4.97
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6 அத்தி பைஙகள் 0.14 2

7 உரு்ை – பச்்ச 
பட்டாணி கை்்வ 5 440

8 பாபகாரன் 2.32 51.38

9 ்பருஙகாயம் 0.37 40

10 காைான் 31 11.73

11 பைர்சம் 0.1 74

12 இனிபபு மிட்டாய் 0.8 0.09

13 ர்்வ 9 575

14 பிஸ்கட் 19.7 498

15 ்நாருக்கு தீனி 33.5 821

்ம்ை குறிபபிடபபட்ட உணவு 
உள்ைடக்கஙகளுக்கி்டயில் சிை புள்ளிவி்வர 
உற்்வ திரு.பீன் நிரமானிக்க விரும்புகிறார. 
ஆய்வுக்கு உட்படுத்்தபபடும் மாறிகள் X  மற்றும்  
Y மு்ற்ய ஒவ்்வாரு உணவு ்பாருட்களின் 
்காழுபபு உள்ைடக்கம் மற்றும் ்்சாடியம் 
உள்ைடக்கத்தின் அைவு ஆகிய்வற்்றக் 
குறிக்கிறது. ஆ்கயால் திரு பீன் ஒவ்்வாரு 
உணவு ்பாருட்களுக்காை ஒரு ்்ாடி 
மதிபபுகள் (X , Y) ்பறுகிறார. ்மலும் திரு. பீன் 
அ்ைத்து 15 ்பாருட்களின் ்சரா்சரி ்காழுபபு 
உள்ைடக்கம் X =7.8 (gm/100gms)  மற்றும் 
்சரா்சரி ்்சாடியம் உள்ைடக்கம் Y =325.23 
(gm/100gms).  என்ப்்த காண்கிறார. ்மலும், 
பைச்சாறில் உள்ை ்காழுபபு கு்றந்தபட்்சம் 
அைவு 0.1(gm/100gms) என்று அறியபபட்டது. 
இ்தைால் அ்ைத்து 15 உணவுகள் உள்ை 
்காழுபபு  0.1 (gm/100 gms)-லிருநது 
33.5(gm/100gms) ்வ்ர உள்ைது. இ்்த 
்பால், இனிபபு மிட்டாயில் உள்ை ்்சாடியம் 
உள்ைடக்கம் கு்றந்தபட்்ச அைவு 0.09 
(mg/100gms)  மற்றும் அபபைத்தில் உள்ை 
்்சாடியம் உள்ைடக்கம் அதிகபட்்ச அைவு 
1440(mg/100gms).  

ஆ்கயால் அ்ைத்து 15 ்பாருட்களின் 
்காழுபபு உள்ைடக்கம்  மற்றும் ்்சாடியம் 
உள்ைடக்கம்  ஆகிய்வற்றின் வீசசு அை்்வ 
மு்ற்ய 33.4 gm  மற்றும்  1439.91(mg/100gms) 
அ்ைத்து வி்வரஙகளிள் ்சரா்சரியிலிருநது 
ஒவ்்வாரு ்தனி வி்வரத்தின் மாறுபாட்்ட அறிய 

திரு. பீன் விரும்பிைார. திட்ட விைக்கம் எை 
அ்ைக்கபபடும் மற்்றாரு சி்தறல் அை்்வ்ய 
காண முயற்சி ்மற்்காண்டார. அ்ைத்து 15  
உணவு ்பாருட்களின் ்காழுபபு 
உள்ைடக்கத்தின் ்சரா்சரி விைக்கம் 11.3 
(gm/100gm) மற்றும் ் ்சாடியம் உள்ைடக்கத்திள் 
்சரா்சரி விைக்கம் 420.14 (mg/100gms) ்மலும் 
திரு. பீன் மாறிகள் X  மற்றும்  Y ஆகிய்வற்றிற்கு 
இ்ட்யயாை ்்தாடர்பக் கண்டுபிடிபபதில் 
ஆர்வம் ்காண்டார. எை்்வ ஒட்டுறவு 
பகுபபாய்வு ்மற்்காள்ைபபட்டது. ஒட்டுறவுக் 
்கழு r(X,Y)=0.2285 என்பது ்்சாடியம் 
உள்ைடக்கம் மற்றும் ்காழுபபு உள்ைடக்கம் 
ஆகிய்வற்றிற்கி்ட்ய 22.85% ்நரி்டயாை 
்்தாடரபு உள்ை்்த குறிக்கிறது. இந்த ஆய்வில் 
இருநது திரு. பீன் ஒவ்்வாரு உணவு ் பாருளின் 
்பட்டிகளிலும் இடம் ்பற்றுள்ை ஊட்டச்சத்து 
்தக்வல் ்பாதுமாைது எை திருபதிபபடு்வ்தாக 
அறிகிறார.

நிகழவு ஆய்வு-2
2018 பிபர்வரி 20 மு்தல் 2018 மாரச 1 

்வ்ரயிைாை பத்து நாட்களுக்கு இரு 
இடஙகளில், ் ்சன்்ை ்சந்்த மற்றும் மும்்ப 
்சந்்த ஆகிய்வற்றில் ்தஙகம் வி்ை 
(கிராமுக்கு) ்்தாடரபாை வி்வரஙக்ை 
நாஙகள் ்்சகரித்்்தாம் மற்றும் அை்்வ கீ்ை 
பதியபபட்டுள்ைது. 

ப�தி த்சன்கன X மும்க� Y
பிபர்வரி 20 2927 2923

பிபர்வரி 21 2912 2910

பிபர்வரி 22 2919 2907

பிபர்வரி 23 2912 2920

பிபர்வரி 24 2921 2919

பிபர்வரி 25 2921 2919

பிபர்வரி 26 2927 2925

பிபர்வரி 27 2924 2918

பிபர்வரி 28 2908 2902

மாரச 1 2893 2895
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்்சன்்ை ்சந்்தயில் ்தஙகத்தின் 
வி்ை அ்தன் ்தாக்கத்்்த மும்்ப ்சந்்தயின் 
மீது ஏற்படுத்தும் என்ப்்த நாம் ஒத்துக்்காள்ை 
இயலுமா?

்்சன்்ை ்சந்்தயில் ்தஙகத்தின் 
வி ் ை  ( கி ர ா மு க் கு )  X  எ ை வு ம்  மு ம் ் ப 
்சந்்தயில் ்தஙகத்தின் வி்ை (கிராமுக்கு) Y 
எைவும் ் காள்க. ் மற்கண்ட  அட்ட்வ்ணயில் 
்தரபபட்ட வி்வரத்திலிருநது ்்சன்்ை 
்சந்்தயில் ்தஙகத்தின் வி்ையின் ஏற்றம் 
`2893 (கிராமுக்கு) லிருநது ̀  2927 (கிராமுக்கு) 
்வ்ரயும் மும்்ப ்சந்்தயில் ்தஙகத்தின் 
வி்ையில் ஏற்றம் `2895 (கிராமுக்கு) 
-லிருநது `2925 (கிராமுக்கு) ்வ்ரயும் 
உள்ைது. ்மலும் பிபர்வரி 20 மு்தல் பிபர்வரி 
24 ்வ்ரயிைாை ்்ததியிட்ட  நாட்களில் ்தஙக 
வி்ை வீ்தத்தில் சிை அ்ைவுகளும் பிபர்வரி  
24 மற்றும் 25.  ஒ்ர மாதிரியாகவும் உள்ைது 
குறிபபிடத்்தக்கது.  இது ்தஙக ்சந்்தகளுக்கு 
விடுமு்ற காரணமாக இருக்கைாம்.  ்தஙக 
வி்ை வீ்தம் பிபர்வரி  27 மு்தல் மாரச 1 ்வ்ர 
்்வகமாக கு்ற்வது அட்ட்வ்ணயிலிருநது 
்்தளி்வாகிறது.  இ்்த ்பான்ற ஏற்ற இறக்கம் 
மும்்ப ்சந்்தயில் பிபர்வரி 20 மு்தல் 24 ஆம் 
்்ததி ்வ்ரயும் 24 மற்றும் 25 ஆம் ்்ததிகளில் 
ஒ்ர மாதிரியாகவும், பிபர்வரி 27 மு்தல் மாரச 
1 ்வ்ர ் ்வகமாகவும் கு்றநது  ்வருகின்றை.  
எை்்வ, ்தஙக ்சந்்த வீ்தத்தில் ்சந்்த 
்பாக்கு இரண்டு ்சந்்தகளிலும் ஒ்ர 
நி்ையில் உள்ைது. இந்த 10 நாட்களில் 
்்சன்்ை ்சந்்தயில் ்சரா்சரி ்தஙக வி்ை  
`2916.4  (கிராமுக்கு) மற்றும் மும்்ப 
்சந்்தயில் ்சரா்சரி ்தஙக வி்ை `2913.8 
(கிராமுக்கு)  என்ப்்த நாம் காண்கி்றாம். 
10 �ொட்களில் �ஙக விகலகளுக்கிகடபயயொன 
மொறு�ொடு
அ்ைத்து வி்வரஙகளின் ்சரா்சரியிலிருநது 
ஒவ்்வாரு ்தனி வி்வரத்தின் மாறுபாட்்ட 

காண ்்வண்டும். திட்ட விைக்கத்்்த சிறந்த 
அை்்வயாக நாம் பயன்படுத்்தைாம்.  இந்த 
ஆய்வில், ்தஙகத்தின் வி்ையாைது, ்சரா்சரி 
விைக்கமாக ்்சன்்ை ்சந்்தயில் ` 10 
(்்தாராயமாக) மும்்ப ்சந்்தயில் ` 9 
(்்தாராயமாக) எை ்்தரிய ்வருகிறது.  இரண்டு 
நகரஙகளுக்கும் இ்ட்ய  உள்ை 
வி்ைகளின் நி்ைத்்தன்்ம்ய ்சரிபாரக்க. 
மாறுபாட்டின்  ்ச்தவீ்தத்்்த ் ்வளிபபடுத்துகின்ற 
மாறுவிகி்தக் ்கழு்்வ நாஙகள் 
முயற்சிக்கி்றாம். ்்சன்்ை ்சந்்தயில் 
்தஙகத்தின் வி்ையின் மாறுவிகி்தக் 
்கழு்வாைது

CVX= X
Xv  ×100= .2916 4

10 ×100=0.343%

இ்்த ்பால், மும்்ப ்சந்்தயில் 
்தஙகத்தின் வி்ையின் மாறுவிகி்தக் ் கழு்வாைது

CVY= Y
Yv ×100= .2913 8

9 ×100=0.31%

இக்்கழுக்க்ை ஒபபிடு்வ்தன் மூைம் 
மும்்ப ்சந்்தயில் ்தஙகத்தின் வி்ையாைது, 
மிகவும் நி்ையாை்தாக இருபப்்த நாம் 
கண்டறிநதுள்்ைாம்.

 ்மலும் இரண்டு மாறிகள் X மற்றும்  
Y –க்கு இ்ட்யயாை ்நர்காட்டு உற்்வ  
ஆராய்்வ்தற்கு ஒட்டுறவு பகுபபாய்வு முடிவு   
r(X,Y) = 0.8682. எை காண்கி்றாம்.  இது 
மும்்ப ்சந்்த மற்றும் ்்சன்்ை ்சந்்தக்கு 
இ்ட்ய ்தஙகத்தின் வி்ையில் 
்நரி்டயாை ஒட்டுறவு உள்ைது என்ப்்த 
இது குறிக்கிறது.

்்தாடரபுப ்பாக்குக் ்காட்்ட 
கண்டுபிடிபப்்த இஙகு அறிவுபூர்வமாை்தாக 
உணருகிறீரகைா?

09_11th_BM-STAT_Ch-9-TM.indd   250 08-12-2021   21:56:19

www.tntextbooks.in



251ஒட்டுறவு மற்றும் த�ொடர்புப் ப�ொக்கு �குப்�ொய்வு

த�ொகுப்புகர

 z  ஒட்டுறவு என்பது இரண்டு அல்ைது அ்தற்கு ்மற்பட்ட மாறிகளுக்கு  
இ்ட்ய உள்ை  ்்தாடரபின் அை்்வ குறிக்கின்றது.  

 z  சி்தறல் ்வ்ரபடம் என்பது இரு மாறிகளுக்கு இ்ட்யயாை ஒட்டுற்்வ 
காணு்வ்தற்காை ஒரு ்வ்ரபட கருவி ஆகும்.

 z  காரல் பியர்சனின் ஒட்டுறவுக் ்கழு r(x,y)=
,cov X Y

x yv v
^ h

 z  ஒட்டுறவுக் ்கழு –1  லிருநது +1 க்கு இ்ட்ய ஓர மதிப்பப ்பற்றிருக்கும்.          
குறியீட்டில்    –1# r#  1

 z r=+1 , எனில் மாறிகளுக்கி்ட்யயாை ஒட்டுறவு முழு்மயாை ்நரி்ட ஒட்டுறவு 
எைபபடும். 

 z r=–1 ,  எனில் மாறிகளுக்கி்ட்யயாை ஒட்டுறவு முழு்மயாை எதிரி்ட ஒட்டுறவு  
எைபபடும்.

 z r=0, எனில் மாறிகளுக்கி்ட்ய எவவி்த ்்தாடரபும் இல்்ை அ்தா்வது ஒட்டுறவு 
இல்்ை  எைைாம் .

 z  ்தர ஒட்டுறவு கருத்தியல் பண்பை்்வயின் குணஙகள் அைவிடுகிறது.

 z ஸ்பியர்மனின் ்தர ஒட்டுறவு ்கழு சூத்திரம்  (ρ)

t  = 1–
N N

d
1

6
2

2R
-^ h

 இஙகு d =  RX–RY, N = இ்ண உறுபபுகளின் எண்ணிக்்க

 z  ஒட்டுறவு மாறிகளின் இ்ட்ய உள்ை ் நரி்ட ் ்தாடர்ப விைக்குகின்றது.  ஆைால் 
்்தாடரபுப ்பாக்கு ஒரு மாறியின் மதிப்ப பயன்படுத்தி மற்்றாரு மாறியின் மதிப்ப 
கணக்கிட உ்தவுகின்றது.

 z (i) Y  -ன் மீ்தாை X -ன் ்்தாடரபுப ்பாக்குக் ்காடு X– X =bxy(Y– Y )

 (ii) X  -ன் மீ்தாை Y -ன் ்்தாடரபுப ்பாக்குக் ்காடு  Y– Y =byx  (X– X )

 z இரண்டு ்்தாடரபுப ்பாக்குக்  ்காடுகள், ்சரா்சரிகளின் ்வழி்ய ்்சல்கின்றது.

bxy= r
y
x
v
v

 மற்றும் byx = r
x

y
v

v
 ஆகிய சூத்திரஙகள் மூைம் ்்தாடரபுப ்பாக்குக் 

்கழுக்கள் கணக்கிடபபடுகின்றை.
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 z  ஒட்டுறவுக் ்கழுவின் பண்புகள்

(i)  r= b byx xy#

(ii)  இரண்டு ்்தாடரபுப ்பாக்குக் ்கழுக்களும்  எண் ஒன்்ற விட ்பரிய்தாக இருக்க 
முடியாது.

(iii) இரண்டு ்்தாடரபுப ்பாக்குக் ்கழுக்களும் ஒ்ர குறியீட்்ட உ்டய்தாக இருக்கும்.

ககலச் த்சொற்கள் (GLOSSARY) 

அ்சா்தாரைமாை Abnormal

இருமாறி பகுபபாய்வு Bivariate analysis

ஊகிக்கபபட்ட ்சரா்சரி Assumed Mean

எதிரம்ற ஒட்டுறவு Negative Correlation

ஏற்ற இறக்கம் fluctuate

ஒட்டுறவு Corrleation

ஒருமாறி பகுபபாய்வு Univariate analysis

்சம்வாய்பபு மாறிகள் Random variables

்சாரந்த மாறி Relative Variable

்்தாடரபுப ்பாக்கு ஆய்வு Regression analysis

்்தாராயமாக Approximate

்நரி்ட ஒட்டுறவு Positive Correlation

பண்புகள் Characteristics

்பாருத்்தமு்டய Closeness

விைக்கம் Deviations
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Step 4

்்சயல்பாட்டிற்காை உரலி :

https://ggbm.at/q4tsyvys (or) scan the QR Code

இகணயச் த்சயல்�ொடு

இறுதியில் கிகடக்கப்த�றும் �டம்   

�டி – 1
கீழக்காணும் உரலி / வி்ரவுக் குறியீட்்டப 
பயன்படுத்தி GeoGebra  வின்“11th BUSINESS 
MATHEMATICS and STATISTICS” பக்கத்திற்குச 
்்சல்க. உஙகள் பாடம் ்சாரந்த பை பணித்்தாள்கள் 
இபபக்கத்தில் இருக்கும்.
�டி - 2
“Regression lines” என்ப்்தத் ்்தரவு ்்சய்து, ்காடுக்கபபட்டிருக்கும் படிக்ைக் ்காண்டு 
்தரவுக்ைக் கணக்கிட்டுச ்சரிபாரக்கவும். ்வ்ரபடத்தில் x ்யச ்சாரந்த  y யும், y ்யச ்சாரந்த 
x யும், அ்்வ இரண்டு ்காடும் ்்வட்டும் புள்ளிக்ையும் மீைாய்வு ்்சய்க. New Problem 
என்னும் விரி்தாளில் X (x ன் ்சரா்சரி) மற்றும் Y (y ன் ்சரா்சரி)மதிபபுக்ை உள்ளீடு ்்சய்து 
புதிய கணக்குக்ைச ்்சய்க.

�டி 1

�டி 2
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கற்றல் ந�ோககஙகள்
இந்த அத்தியோயத்்்தப் படித்்த  
பின் மோணவரகள்  
கீழககண்ட்வக்ை புரிந்த  
ககோள்ை முடியும்.

 z ந�ரியல் கெயல் திட்டக  
கணககுக்ை வடிவ்மத்்தல்.

 z ந�ரியல் கெயல் திட்டக 
கணககுகளுககோன தீரவுக்ை 
வ்ைப்டம் மூலம் கோணல்.

 z திட்டத்தின் வ்லய்மப்்ப வ்ை்தல்.
 z தீரவுககு உகந்த போ்்த்யக ககோணடு 

திட்டம் முடிய ஆகும் கோலம் கணககி்டல்.

அறிமுகம்
இைண்டோம் உலகப் நபோரின்நபோது 

இஙகிலோநது �ோடடு நிரவோகத்தினர, 
அறிவியலோைரகள், கபோறியியலோைரகள் 
மறறும் கணி்தவியலோைரகள் ககோண்ட ஒரு 
குழு்வ அ்மத்து, ஆகோயம் மறறும் நிலப் 
போதுகோப்புககுத் ந்த்வயோன வியூகஙகள் 
மறறும்  கெயல்போடுகள் பறறி ஆைோயந்தனர. 
நபோருககு ந்த்வயோன கவடிகபோருள்கள், 
உணவு மறறும் இ்தை கபோருள்கள் ஆகிய 
அைவோன இைோணுவ வைஙகளில் சி்றந்த 
பயன்போடடிறகுரியவற்்ற கணிப்பது 
அவரகளின் ந�ோககமோக இருந்தது. இது்தோன் 
கெயல்மு்்ற ஆைோயச்சிககோக உருவோககப்பட்ட 
மு்தல் குழு. இைோணுவ கெயல்மு்்றகள் 
குறித்து ஆைோயச்சி கெய்த்மயோல் 
கெயல்மு்்றகள் ஆைோயச்சி எனப்கபயரவைக 
கோைணமோயிறறு. இந்த கெயல்மு்்றகள் 
ஆைோயச்சிக குழு சுைஙக  கெயல்போடடிறகோன 
வியூகஙக்ை உருவோககு்தல், புதிய விமோன 
வடிவ்மப்்ப கணடுபிடிப்பது மறறும் க்டல் 
சுைஙகஙகள் திட்டமி்டல் ஆகியவறறிறகு உ்தவி 
புரிந்தது.  இப்நபோருககுப் பின் க்தோழிறெோ்ல 

L.V. கான்ட்ாவிச்

செயல்முறைகள் ஆ்ாய்ச்சி10
அ

த்தி
ய

ாய
ம்

நிரவோகிகள் ்தஙகளு்்டய சிககலோன 
பிைச்ெ்னகளுககுத் தீரவு கோண கெயல் 
மு்்றகள் ஆைோயச்சிக குழுவின் உ்தவி்ய 
�ோடினர. 

கெயல்மு்்ற ஆைோயச்சி்ய 
அ்னவரும் ஏறறுகககோள்ளும்படி ஒநை 
மோதிரியோக வ்ையறுகக முடியோது.  UK 
கெயல்மு்்ற ஆைோயச்சிக குழு ெோரபோக 
கெயல்மு்்ற ஆைோயச்சியோனது பின்வருமோறு 
வ்ையறுககப்படடுள்ைது,  “க்தோழிறெோ்லகள், 
வணிகம், அைெோஙகம் மறறும் இைோணுவம் 
ஆகியவறறிககுப் பயன்படுத்்தப்படும் 
இயநதிைஙகள், கபோருள்கள், 
மனி்தரகள் மறறும் பணம் 
ஆகியவற்றோல் ஏறபடும் 
சிககலோன பிைச்ெ்னககுத் 
தீரவு கோணப் பயன்படும் 
அறிவியல் மு்்ற ஆகும். 

க ெ ய ல் மு ் ்ற க ள் 
ஆைோயச்சி மோதிரி என்பது 
ஒரு கபோருளின் பிைதிநிதித்துவம் அல்லது சில 
வோழவியல்  சூழலின் அ்மப்பு ஆகும்.  இந்த 
மோதிரியின் ந�ோககமோனது குறிப்பி்டத் ்தகக 
கோைணிகள் மறறும் அவறறிறகி்்டநயயோன 
க்தோ்டர்ப கண்டறி்தல் ஆகும். இஙகு �ோம் 
ந�ரியல் திட்டமி்டல் கணககு மறறும் 
வ்லய்மப்பு பகுப்போயவு ஆகிய இைணடு 
வ்கக்ைப் பறறி மடடும் படிகக உள்நைோம்.

10.1.  டேரியல் தி்்டமி்டல் கணக்குகள்
ைஷய கணி்த வல்லு�ைோன L.V. கோன்டநைோவிச் 
என்பவர மு்தன்மு்்றயோக ந�ரியல் 
திட்டமி்டல் கணககுக்ைத் தீரகக கணி்த 
மோதிரிக்ைப் பயன்படுத்தினோர.  அவர 1939-
ல் உறபத்தியில் உருவோகும் பலவ்கயோன 
பிைச்சி்னக்ைக கணி்த வடிவில் 
வ்ைய்்ற கெயய முடியும் என்றும், எனநவ 
அவற்்ற எணமோன மு்்றயில் தீரகக 
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இயலும் என்றும் குறிப்பிடடுக கோடடினோர.  
இந்த முடிகவடுககும் நுணுககம் அல்லது 
மு்்ற பிறகோலத்தில் ஜோரஜ் B. ்டோன்டசிக 
எனும் வல்லு�ைோல் நமம்படுத்்தப்பட்டது.  அவர 
கபோது ந�ரியல் திட்டமி்டல்  கணக்க 
உருவோககினோர.  நமலும் அவர அத்்த்கய 
கணககுக்ைத் தீரகக பயன்படும் எளிய 
ந�ரி்டல் மு்்ற்ய (simplex method 1947) 
நமம்படுத்தினோர. கருத்தியல், பயன்போடு, 
கணககீடுகள் ஆகியவறறின் அடிப்ப்்டயில் 
ந�ோககும்நபோது இன்று ந�ரியல் திட்டமி்டல், 
உகந்த தீரவு நுணுககஙகளில் மிகச்சி்றந்த 
ஒன்்றோக இருககி்றது.

வற்யறை
ந�ரியல் திட்டமி்டல் கணககு என்பது 

கி்்டககக கூடிய அைவோன வை ஆ்தோைஙக்ை 
ஒதுககீடு கெயது உகம (மீப்கபரு அல்லது மீச்சிறு) 
மதிப்பி்ன கோணப்தறகோன ஒரு கணி்தவியல் 
அ்மப்பு உத்தியோகும்.

கணி்த அடிப்ப்்டயில், ந�ரியல் 
திட்டமி்டல் கணககின் கபோதுவடிவத்்்தக 
கீநழ உள்ைவோறு கூ்றலோம்.

 a x a x a xn n11 1 12 2 1f #+ + +  
(அல்லது = அல்லது≥) b1

 a x a x a xn n21 1 22 2 2f #+ + +  
(அல்லது = அல்லது≥) b2

…        ….           ….           ….           
…        ….           ….           ….           

 ...a x a x a xm m mn n1 1 2 2 #+ + +   
(அல்லது = அல்லது≥) bm

x1, x2, ... , xn > 0 

என்்ற க்டுபாடுகளுக்கு இணஙக  
Z = c1x1+ c2  x2 + ….+ cn xn  - ன்  
மீபசபருமதிபபு அல்லது மீச்சிறு மதிபறபக் 
காணக. 

LPP-ன சுருக்கமான வடிவம்
a xij

j

n

j
1

#
=
/  (அல்லது = அல்லது≥) bi ,  

i = 1,2,3,…,m  (1)

மறறும்  xj≥0   ... (2)

என்்ற க்டுபாடுகளுக்கு இணஙக  

Z = c xj j
j

n

1=
/  மீபசபருமதிபபு அல்லது மீச்சிறு 

மதிபறபக் காணக. 

சில பயனுள்்ள  வற்யறைகள் 
குறிக்டகாள் ொர்பு (Objective function): 

உகம மதிப்பு (மீப்கபரு அல்லது மீச்சிறு ) 
கோண நவணடிய ந�ரியல் ெோரபு Z = c1 x1 + 
c2x2 + …+ cnxn என்பது குறிகநகோள் ெோரபு 
ஆகும். 

தீர்மான மாறிகள் (Decision variables): 

குறிகநகோள் ெோரபின் உகம மதிப்்பக 
கோணப்தறகு ந்த்வப்படும் xj , j = 1,2,3,…,n,  
எனும் மோறிகள் தீரமோன மோறிகள் ஆகும். 

க்டுபபாடுகள் (Constraints):

அைவோன வை ஆ்தோைஙக்ைப் பயன் 
படுத்துவ்தறகோனக குறிப்பிட்ட வ்ைய்்றகள், 
கடடுப்போடுகள்  ஆகும்.

a xij
j

n

j
1

#
=
/  (அல்லது = அல்லது≥) bi ,  

i = 1,2,3,…, m என்ப்வகள் கடடுப்போடுகள்.

தீர்வுகள் (Solutions):

எல்லோ கடடுப்போடுக்ையும் நி்்றவு 
கெயயக கூடிய தீரமோன மோறிகளின்  
(xj, j=1,2,3,…, n) க்தோகுப்பு மதிப்புகள் அந்தக 
கணககின் தீரவுகள் ஆகும். 

ஏற்புற்டயத் தீர்வு (Feasible solution):

கு்்ற குறியற்ற நிபந்த்னகளுககு 
உடபடடு எல்லோக கடடுபோடுக்ையும் நி்்றவு 
கெயயும் தீரமோன மோறிகளின் மதிப்புகளின் 
க்தோகுப்பு ஏறபு்்டயத் தீரவு ஆகும்.   

உகமத் தீர்வு (Optimal solution): 
குறிகநகோள் ெோரபின் கபரும அல்லது 

சிறும மதிப்்பத் ்தரும் ஏறபு்்டயத் தீரவு, 
உகமத் தீரவு என்்ற்ழககப்படும். 
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விவெோயிகளுககு இ்டரபோடுக்ை 
சிறுமமோகவும் மறறும் இலோபத்்்த 

கபருமமோகவும் அளிககககூடிய �ல்ல 
மகசூல் கபறுவ்தறகு ந�ரியல் திட்டமி்டல்  

கணககுகள் உ்தவுகி்றது.

தீர்வுக்கு உகந்தப பகுதி (Feasible region):  
ஒரு ந�ரியல் திட்டமி்டல் கணககில் 

கு்்ற குறியற்ற நிபந்த்னகள்  xj ≥0  உடபட்ட  
எல்லோக கடடுப்போடுக்ையும் நெரநதுக 
கணிககக கூடிய கபோதுவோன, அககணககின் 
தீரவுககு உகந்த பகுதி (அல்லது ஏறபு்்டய 
பகுதி) எனப்படும். 

10.1.1  டேரியல் தி்்டமி்டல் கணக்கின 
கணி்தவியல் அறமபறப 
உருவாக்கு்தல் (Mathematical 
formulation of a linear 
programming problem)

ஒரு ந�ரியல் திட்டமி்டல் கணக்க 
ஒரு கணி்த வடிவமோக அ்மப்ப்தறகு பின்வரும் 
வழிமு்்றக்ைக ்கயோை நவணடும்.

(i)  தீரமோன மோறிக்ைக கண்டறிய 
நவணடும்.

(ii) குறிகநகோள் ெோரபி்ன மீப்கபரி்தோகக 
அல்லது மீச்சிறி்தோகக என அ்்டயோைம் 
கணடு அ்்த தீரமோன மோறிக்ைக 
ககோணடு ந�ரியல் ெோரபோக எழு்த 
நவணடும்.

(iii) கணககில் உள்ை கடடுப்போடுகளுககு 
ஏற்றோறநபோல் தீரமோன மோறிக்ை 
அெமன்போடுகைோகநவோ அல்லது 
ெமன்போடுகைோகநவோ எழு்த நவணடும்.

எடுத்தக்கா்டு ாட.ா 
ஒரு மை வியோபோரி நம்ெ, �ோறகோலி 

ஆகிய இரு கபோருள்க்ை மடடுநம வியோபோைம் 
கெயகி்றோர. அவரி்டம் மு்தலீடு ̀ 10,000/-  உள்ைது.  
நமலும் 60 எணணிக்கயிலோன  கபோருள்க்ை 

மடடுநம ்வப்ப்தறகோன இ்டவெதியும் உள்ைது.  
ஒரு நம்ெயின் வி்ல `500/- மறறும் ஒரு 
�ோறகோலியின் வி்ல `200/- ஆகும். அவர 
வோஙகுகின்்ற எல்லோப் கபோருள்க்ையும் 
விறறுவிடுவோர. ஒரு நம்ெயிலிருநது `50 
இலோபமும், ஒரு �ோறகோலியிருநது `15 இலோபமும் 
கபறுகி்றோர எனில், அவர மீப்கபரு இலோபம் 
கபறுவ்தறகோன ந�ரியல் திட்டமி்டல் கணககி்ன 
வடிவோககுக. 

தீர்வு:
(i) மாறிகள் 

( i i )   x 1,  x 2 மு்்றநய நம்ெ மறறும் 
�ோறகோலிகளின் எணணிக்க என்க. 

(iii)  குறிக்டகாள் ொர்பு
x1 நம்ெகளின் இலோபம் = 50 x1

x2 �ோறகோலிகளின் இலோபம் = 15 x1

கமோத்்த இலோபம் = 50 x1+15x2

இ்த்ன Z = 50x1+15x2, என எழு்தலோம் 
மீப்கபரு இலோபம் கப்ற Z = 50x1+15x2,–ஐ 
மீப்கபரி்தோகக நவணடும். 

(iv)  க்டுபபாடுகள்
வியோபோரியி்டம் அதிக படெமோக 60 
கபோருள்க்ை ்வப்ப்தறகோன இ்டவெதி 
உள்ைது.
x1+x2 ≤ 60

x1 நம்ெகளின் வி்ல = ` 500x1 

x2 �ோறகோலிகளின் வி்ல  = ` 200x2 

கமோத்்த வி்ல = 500x1  + 200x2,

 கமோத்்த வி்ல 10000ககு  நமல் இருககக 
கூ்டோது.
500x1 + 200x2 ≤ 10000 

5x1+ 2x2 ≤ 100

(v) குறை குறியற்ை நிபந்தறனகள்:
நம்ெ மறறும் �ோறகோலிகளின் 
எணணிக்க கு்்ற குறியற்ற்வ 
என்ப்தோல்
x1 ≥0, x2 ≥0 ஆகும்.
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எனநவ ந�ரியல் திட்டமி்டல் கணககு 
(L.P.P) கீழககண்ட வடிவத்்்தப்  கபறுகி்றது.
x1+x2 ≤ 60

5x1 + 2 x2 ≤ 100     

x1, x2 ≥ 0 என்்ற க்டுபபாடுகளுக்கு இணஙக, 
Z = 50x1+15x2–ன் மீபசபருமதிபறபக் 
காணக.

எடுத்தக்கா்டு ாட.ட 
ஒரு நிறுவனம் உறபத்தி கெயயும் 

மூன்று வ்கயோன கபோருள்கள் A, B மறறும் 
C ஆகிய்வகள் ஒரு அலகிறகு மு்்றநய 
` 20, ̀ 25 மறறும் ̀ 15 என இலோபம்  ஈடடுகி்றது. 
ஒரு அலகு உறபத்திககு ந்த்வயோன வை 
ஆ்தோைஙகள் மறறும் கமோத்்த இருப்புகள் கீநழ 
ககோடுககப்படடுள்ைது. 

உற்பத்தி P1            P2            P3
சமாத்்த 
இருபபு

மனி்த டே்ம் /  
அலகு 6              3             12 200

இயநதி் டே்ம் /  
அலகு 2              5               4 350

மூலபசபாருள்கள் / 
அலகு  1 கி.கி  2 கி.கி  1 கி.கி 100 கி.கி

இவறறிககு ந�ரியல் திட்டமி்டல் கணககி்ன 
வடிவ்மககவும்.
தீர்வு:

(i)  மாறிகள் 
x1 , x2, x3 என்ப்வ மு்்றநய உறபத்தி 
கெயயப்ப்ட நவணடிய கபோருள்கள்  
P1,  P2 மறறும் P3 ஆகியவறறின் 
எணணிக்க என்க. 

(ii)  குறிக்டகாள் ொர்பு  
x1 அலகுகள் ககோண்ட உறபத்தி கபோருள்  
P1 -ன் இலோபம் = 20 x1

x2 அலகுகள் ககோண்ட உறபத்தி கபோருள்  
P2 -ன் இலோபம்= 25x2

x3 அலகுகள் ககோண்ட உறபத்தி கபோருள் 
P3-ன் இலோபம் = 15x3

கமோத்்த இலோபம்   = 20 x1 +25 x2 +15 x3

கமோத்்த இலோபம் மீப்கபரி்தோககப்ப்ட,
Z = 20x1 + 25x2 + 15 x3–ஐ மீப்கபரி்தோகக 
நவணடும்.

(iii)  க்டுபபாடுகள் : 6x1 +3 x2 +12 x3 ≤ 200

2 x1 +5 x2 +4 x3 ≤ 350

x1 +2 x2 + x3 ≤ 100

(iv) குறை குறியற்ை நிபந்தறனகள்:
A ,  B  ம ற று ம்  C  ஆ கி ய  உ ற ப த் தி 
கபோருள்களின் எணணிக்க கு்்ற 
குறியற்ற்வ எனநவ x1, x2, x3$  0

இந்த ந�ரியல் திட்டமி்டல் கணக்க 
( L . P. P )  �ோம் கணி்த வடிவில் 
அ்மப்நபோம்.
6x1 + 3x2 + 12x3 ≤ 200

2x1 + 5x2 + 4x3 ≤ 350

x1 + 2x2 + x3 ≤ 100

x1, x2, x3$  0

என்்ற கடடுப்போடுகளுககு இணஙக,  
Z = 20x1 + 25x2 +15x3 -ன் மீப்கபருமதிப்்பக 
கோணக.

எடுத்தக்கா்டு ாட.ட 
ஒரு இல்லத்்தைசி F1 மறறும் F2  என்்ற 

இைணடு வ்கயோன உணவுக்ைக 
கு்்றந்த படெம் 6 அலகுகள் ்வட்டமின் A 
மறறும் 9 அலகுகள் ்வட்டமின் B உள்ை 
கல்வயோக அ்மகக விரும்புகி்றோர.  F1 
வ்க உணவு ஒரு கிநலோ ` 50 மறறும் F2  
வ்க உணவு ஒரு கிநலோ ` 70 என உள்ைது.   
F1 வ்க உணவில் ஒரு கிநலோவிறகு 4 அலகு 
்வட்டமின் A ்யயும் மறறும் 6 அலகு 
்வட்டமின் B ்யயும் உள்ை்டககியுள்ைது.  
F2   என்்ற உணவில் ஒரு கிநலோவிறகு 5 
அலகு ்வட்டமின் A ்யயும்  மறறும் 3 அலகு 
்வட்டமின் B்யயும் உள்ை்டககியுள்ைது.  
இந்த கல்வயின் வி்ல்யக கு்்றககும் 
வி்தத்தில் நமறகண்டவற்்ற ந�ரியல் 
திட்டமி்டல் கணககோக அ்மககவும். 
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தீர்வு: 
(i)  மாறிகள்:  

(ii) கல்வயில் F1 உணவு x1 கி.கி மறறும் 
F2 உணவு x2 கி.கி உள்ைது என்க. 

(iii) குறிக்டகாள் ொர்பு: 
  x1 கி.கி  F1  உணவின் வி்ல = 50 x1

  x2 கி.கி,  F2  உணவின் வி்ல = 70x2 
  வி்லயோனது சிறுமமோககப்ப்டநவணடும். 

எனநவ Z = 50x1+70 x2  -ஐ மீச்சிறி்தோககுக.
(iv)  க்டுபபாடுகள்:

ககோடுககப்பட்ட விவைஙகளிலிருநது �ோம் 
பின்வரும் அட்டவ்ண்ய அ்மப்நபோம்

வ்ளஙகள்
உணவு (கிகி)

ட்தறவ
F1 (x1) F2 (x2)

்வட்டமின் A
(அலகுகள்/கிகி) 4 5 6

்வட்டமின் B
(அலகுகள்/கிகி) 6 3 9

வி்ல(`/கிகி) 50 70

அ்்டவறண 10.1

4x1+5x2 ≥6 (கு்்றந்தப்படெம் 6 அலகுகள் 
்வட்டமின் A ந்த்வப்படுவ்தோல்)
6x1+3x2 ≥ 9 (கு்்றந்தப்படெம் 9 அலகுகள் 
்வட்டமின் B ந்த்வப்படுவ்தோல் )

(v) குறை குறியற்ை நிபந்தறனகள்: 
்வட்டமின் A மறறும் ்வட்டமின் B 
அைவுகள் கு்்ற குறியற்ற்வயோக 
இருப்ப்தோல், x1, x2 ≥0 

எனநவ ந�ரியல் திட்டமி்டல் கணக்க 
(LPP) �ோம்  கணி்த வடிவில் அ்மப்நபோம்.
4 x1+5x2 ≥6

6 x1+3x2 ≥9

மறறும் x1, x2≥0 என்்ற கடடுப்போடுகளுககு 
இணஙக
Z = 50 x1 +70x2 -ன் மீச்சிறு மதிப்்பக 
கோணக.

எடுத்தக்கா்டு ாட.ட 
ஒரு கமன் போனம் (Soft  drinks ) 

்தயோரிககும் நிறுவனம், இைணடு குப்பி 
ஆ்லகள் C1 மறறும் C2- ஐக ககோணடுள்ைது. 
ஒவகவோரு ஆ்லயும் மூன்று வி்தமோன கமன் 
போனஙகள் S1, S2 மறறும் S3-ஐத் ்தயோரிககின்்றன. 
இரு ஆ்லகளிலும் ஒரு �ோளில் ்தயோரித்து 
இருப்பு ்வககப்படும் குப்பிகளின் 
எணணிக்க, பின்வரும் அட்டவ்ணயில் 
ககோடுககப்படடுள்ைது. 

்தயோரிப்பு
ஆ்ல

C1 C2

S1 3000 1000
S2 1000 1000
S3 2000 6000

ஒரு ெந்்தக கணகககடுப்பு ஏப்ைல் 
மோ்தத்தில் S1 குப்பிகள் 24000மும் S2 குப்பிகள் 
16000-ம் S3 குப்பிகள் 48000-ம் ந்த்வபடுவ்்தக 
குறிககின்்றது. ஒரு �ோள் P  மறறும் Q ஆ்லகள் 
மு்்றநய கெயல்படுபவ்தறகோன கெலவு ` 600 
மறறும் ` 400 ஆகி்றது. ஏப்ைல் மோ்தம் ஒவகவோரு 
ஆ்லயும் கு்்றந்தபடெத் ்தயோரிப்புச் கெலவில் 
ெந்்தத் ந்த்வ்ய எதிரந�ோககுவ்தறகு 
எத்்த்ன �ோடகள் கெயல்ப்ட நவணடும் எனக 
கோணக. நமறகண்டக கணக்க ந�ரியல் 
திட்டமி்டல் வ்கயில் அ்மககவும்.

தீர்வு:
(i) மாறிகள்: C1, C2 என்்ற ஆ்லகள் 

கெயல்ப்டத் ந்த்வயோன �ோடக்ை x1, 
x2 என்க.

(ii) குறிக்டகாள் ொர்பு:  மீச்சிறி்தோககு  
Z = 600 x1 + 400 x2

(iii) க்டுபபாடுகள்: 3000x1 + 1000x2 ≥ 24000 
(24000 குப்பிகள் Aககுத் ந்த்வப் 
படுவ்தோல் 24000ககுக கு்்றயோமல் 
இருகக நவணடும்)
1000 x1 + 1000 x2 ≥ 16000

2000 x1+ 6000 x2 ≥ 48000
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(iv) குறை குறியற்ை நிபந்தறனகள்: 
ஆ்லகளின் நவ்ல �ோடகள் கு்்ற 
குறியற்ற்வயோக இருககும். எனநவ 
x1, x2 ≥0. இந்த ந�ரியத் திட்டமி்டல் 
கணக்க (L.P.P) கணி்தவடிவில் 
அ்மப்நபோம்.
3000 x1 + 1000 x2 ≥ 24000

1000 x1 + 1000 x2 ≥ 16000

2000 x1 + 6000 x2 ≥ 48000

மறறும் x1, x2 ≥0  என்்ற கடடுப்போடுகளுககு 
இணஙக Z = 600 x1 + 400 x2 -ன் 
மீச்சிறு மதிப்்பக கோணக.

10.1.2  டேரியல் தி்்டமி்டல் 
கணக்குகளுக்கு (LPP) 
வற்ப்டம் மூலம் தீர்வு காணல் 
(Solution of LPP by graphical 
method)

ந�ரியல் திட்டமி்டல் கணக்க 
அ்மத்்த பி்றகு, குறிகநகோள் ெோரபின் உகமத் 
தீர்வ (கபருமம் அல்லது சிறும மதிப்பு) �ோம் 
கோண நவணடும். இரு மோறிக்ைக ககோண்ட 
ந�ரியல் திட்டமி்டல் கணககுகளுககு 
வ்ைப்டம் மு்்ற மூலம் தீரவு கோணலோம்.  
இரு மோறிகளுககு நமல் உள்ை ந�ரியல் 
திட்டமி்டல் கணககுக்ை வ்ைப்டம் மூலம் 
தீரகக இயலோது.

டமற்குறிபபி்்ட முறை மூலம் தீர்வு 
காணப்தற்கான முக்கியப படிகள்
(i)  ககோடுககப்படடுள்ைவற்்றக கணி்த 

வடிவ்மப்பில் எழுது்தல்.
(ii) கணககில் உள்ை கடடுப்போடுக்ைச் 

ெமன்போடு வடிவில் எழுதி வ்ைப்டமோக 
வ்ை்தல்

(iii) ஏறபு்்டயப் பகுதி (தீரவுப் பகுதி்ய) 
கோணு்தல்.

(iv) ஒவகவோரு மு்னப் புள்ளியின் (முடிவுப் 
புள்ளியின்) ஆயத்க்தோ்லகளின் உகந்த 
பகுதி்யக கோணக. மு்னகளின் 

ஆயத்க்தோ்லக்ைப் போர்வக கணிப்பு 
மூலமோகநவோ அல்லது அந்தப் புள்ளி 
வழிநயச் கெல்லும் நகோடுகளின் 
ெமன்போடுக்ைத் தீரப்ப்தன் மூலமோகநவோ 
கோணலோம்.

(v) மு்னப்புள்ளிகளின் மதிப்்ப குறிகநகோள் 
ெோரபில் ெமனிடுவ்தன் மூலம் குறிகநகோள் 
ெோரபுகளின் மதிப்புக்ை கணககி்டலோம்.

(vi) ககோடுககப்பட்ட கணககில் மீப்கபரு 
மதிப்்பக கோணநவணடும் எனில் 
நமநல கணககி்டப்படும் மதிப்புகளில் 
மிகப்கபரிய மதிப்நப உகம மதிப்பு ஆகும். 
ககோடுககப்பட்ட கணககில் மீச்சிறு 
மதிப்்பக கோணநவணடும் எனில் 
நமநல கணககி்டப்படும் மதிப்புகளில் 
மிகச்சிறிய மதிப்நப உகம மதிப்பு ஆகும்.

எடுத்தக்கா்டு ாட.ட 
கீழககண்ட ந�ரியத் திட்டமி்டல் 

கணக்க (LPP) தீரகக.
x1+ 4x2 ≤ 24, 3x1+x2 ≤ 21  

x1+x2 ≤ 9  மறறும் x1,  x2 ≥ 0 என்்ற 
கடடுப்போடுகளுககு  இணஙக Z = 2 x1 +5x2 -ன் 
மீப்கபரு மதிப்்பக கோணக.    
தீர்வு:
மு்தலில் ககோடுககப்படடுள்ை கடடுப்போடுகளுககு 
இணஙக ஏறபு்்டய பகுதி்யக கோணக.

இைணடு கபோதுவோன தீரமோன மோறிகள் 
x1 மறறும் x2 கு்்ற குறியற்ற்வயோக  
(x1, x2 ≥ 0) இருப்ப்தோல் ஏறபு்்டயப் பகுதி, 
மு்தல் கோல்மோனப் பகுதியில் அ்மயும் 
அ்னத்துக கடடுப்போடுக்ையும் ெமன்போடு 
வடிவில் எழுதுக.

x1+ 4x2 = 24 

3x1 + x2 = 21

x1 + x2 = 9

x1+ 4x2= 24 என்்ற ந�ரகநகோ்டோனது (0, 6) 
மறறும் (24, 0) என்்றப் புள்ளிகள் வழியோகச் 
கெல்லும். 
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[x1 + 4x2 = 24 இல் x1=0  எனப் பிைதியி்ட 
x2 = 6 எனக கி்்டககும்.  
அந்தநபோல் x2 = 0 எனப் பிைதியி்ட x1 = 24  
எனக கி்்டககும்.]
x1+ 4x2 = 24 என்்ற நகோடடின் மீந்தோ அல்லது 
அ்தறகுக கீநழோ வரும் புள்ளிகள் x1+ 4x2 ≤ 24 
என்்ற கடடுப்போட்்டப் பூரத்தி கெயயும்.
3x1+ x2 = 21 என்்ற ந�ரநகோ்டோனது (0, 21) 
மறறும் (7, 0) என்்ற புள்ளிகள் வழியோகச்  
கெல்லும்.
3x1+ x2  = 21 என்்ற நகோடடின் மீந்தோ அல்லது 
அ்தறகுக கீநழோ வரும் புள்ளிகள் 3x1+x2 #21 
என்்ற கடடுப்போட்்டப் பூரத்தி கெயயும்.
x1+ x2 = 9  என்்ற ந�ரநகோ்டோனது (0 , 9) 
மறறும்  ( 9 , 0) என்்ற புள்ளிகள் வழியோகச் 
கெல்லும்.
x1 + x2 = 9 என்்ற நகோடடின் மீந்தோ அல்லது 
அ்தறகுக கீநழோ வரும் புள்ளிகள் x1+ x2 ≤ 9 
கடடுப்போட்்டப் பூரத்தி கெயயும்.

(24, 0)
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B(6, 3)

F.R.

(9, 0)

C(4, 5)D(0, 6)
(0, 9)

(7, 0)

(0, 21)

 x2

 x1
0

ப்டம் 10.1
கணககில் ககோடுககப்படடுள்ைக 

கடடுப்போடடிறகிணஙக வ்ைப்டமோனது 
வ்ையப்படடுள்ைது.  நிழலி்டப்பட்ட OABCD 
என்்ற பகுதிநய தீரவுப் பகுதி ஆகும். தீரவுப் 
பகுதியின் மு்னப்புள்ளிகள் மு்்றநய  
O(0,0) A(7,0); B(6,3) [ x1+ x2= 9 மறறும் 3 
x1 + x2 = 21 என்்ற கவடடும் புள்ளி B 
ஆகும்)];C(4,5) x1+ x2 = 9 மறறும் x1+ 4x2 = 24]  

என்்ற நகோடுகள் கவடடும் புள்ளி C ஆகும்) 
D(0,6).

மு்னப்புள்ளிகள் Z = 2x1 + 5x2

O(0,0) 0

A(7,0) 14

B(6,3) 27

C(4,5) 33

D(0,6) 30

அட்டவ்ண 10.2

குறிகநகோள் ெோரபின் கபரும மதிப்போனது 
C என்்ற புள்ளியில் கி்்டககி்றது. எனநவ x1=4, 
x2=5, Z- ன் கபரும மதிப்பு = 33.

எடுத்தக்கா்டு ாட.ட 
கீழககண்ட ந�ரியல் திட்டமி்டல் 

கணக்கத் தீரகக.
4x1+x2≥40; 2x1+3x22 ≥ 90 மறறும் x1, x2≥0 
என்்ற கடடுப்போடுகளுககிணஙக 
Z= 5x1+4x2 -ன் மீச்சிறு மதிப்்பக கோணக. 
தீர்வு: 

x1 மறறும் x2 கு்்ற குறியற்ற்வயோக 
இருப்ப்தோல் ஏறபு்்டய பகுதி மு்தல் கோல் 
பகுதியில் அ்மயும்.

4x1+x2=40 என்்ற ந�ரகநகோ்டோனது 
(0, 40) மறறும் (10, 0) என்்ற புள்ளிகள் 
வழியோகச் கெல்லும். நமலும் 4x1+x2=40 
என்்றக நகோடடின் மீந்தோ அல்லது அ்தறகு 
நமநலோ வரும் புள்ளிகள் 4x1+x2≥40 என்்றக 
கடடுப்போட்்ட பூரத்தி கெயகி்றது.

2x1+3x2=90 என்்ற ந�ரநகோ்டோனது 
(0, 30) மறறும் (45, 0) என்்ற புள்ளிகள் 
வழியோக  கெல்லும். நமலும் 2x1+3x2 = 90 
என்்றக நகோடடின் மீந்தோ அல்லது அ்தறகு 
நமநலோ வரும் புள்ளிகள் 2x1+3x2≥ 90 என்்றக 
கடடுப்போட்்டப் பூரத்தி கெயகி்றது.

கணககில் ககோடுககப்படடுள்ை 
கடடுப்போடிறகிணஙக வ்ைப்டமோனது 
வ்ையப்படடுள்ைது.
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A(45, 0)

 4 8 12 16 20 24 28 32 36 40 44 48

44

40

36

32

28

24

20

16

12

8

4

B(3, 28)

C(0, 40)

(10, 0)

 x2

 x1
0

(0, 30)

ப்டம் 10.2

நிழலி்டப்பட்ட ABC என்்ற பகுதிநய 
தீரவுப் பகுதி ஆகும்.

தீரவு பகுதியின் மு்னப்புள்ளிகள் 
A(45,0), B(3,28), C(0,40)

மு்னப்புள்ளிகள் Z = 5x1 + 4x2

A(45,0) 225
B(3,28) 127
C(0,40) 160

அட்டவ்ண 10.3

குறிகநகோள் ெோரபின் சிறும மதிப்போனது 
B(3,28) என்்ற புள்ளியில் கி்்டககி்றது.
எனநவ x1 =3, x2= 28, Z மீச்சிறு மதிப்பு = 127 

எடுத்தக்கா்டு ாட.ட 
கீழககண்ட ந�ரியல் திட்டமி்டல் 

கணக்கத் தீரகக. x1+x2 ≤30; x2 ≤12;

x1≤20 மறறும் x1, x2 > 0 என்்றக 
கடடுபோடுகளுககு இணஙக   Z = 2x1+3x2 - ன் 
மீப்கபரு மதிப்்பக கோணக.

தீர்வு:
மு்தலில் ககோடுககப்படடுள்ை கடடுப்போடுகளுககு 
இணஙக ஏறபு்்டயப் பகுதி்யக கோணக.

இைணடு கபோதுவோன தீரமோன மோறிகள் 
x1 மறறும் x2 கு்்ற குறியற்ற்வயோக 

இருப்ப்தல் x1, x2 ≥ 0 ஆகும்.  ஏறபு்்டயப் பகுதி 
மு்தல் கோல்பகுதியில் அ்மயும்.
அ்னத்துக கடடுப்போடுக்ையும் ெமன்போடு 
வடிவில் எழுதுக.
x1 +  x2 = 30; x2 = 12; x1 = 20 

x1 + x2 = 30 என்்ற ந�ரநகோ்டோனது (0, 30)  
மறறும் (30,0) என்்ற புள்ளிகள் வழியோகச் 
கெல்லும். 
x2 = 12 என்்ற நகோ்டோனது x1 ககு இ்ணயோகச் 
கெல்லும்,
x1 = 20 என்்ற நகோ்டோனது x2 ககு இ்ணயோகச் 
கெல்லும்.
x1 + x2 ≤ 30; x2  ≤ 12;

x1 ≤ 20 மறறும் x1, x2 ≥ 0 என்்றக 
கடடுபோடுகளுககு இணஙக உகந்த தீரவுப் பகுதி 
கீழககண்ட வ்ைப்டத்தில் குறிககப்படடுள்ைது. 
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C(18, 12)D(0, 12)

(30, 0)

(0, 30)

A(20, 0)

 x2

 x1

 x1

B(20, 10)

ப்டம் 10.3

கணககில் ககோடுககப்படடுள்ைக 
கடடுபோடடிறகிணஙக வ்ைப்டமோனது 
வ்ையப்படடுள்ைது. நிழலி்டப்பட்ட OABCD  
என்்ற பகுதிநய தீரவுப் பகுதி ஆகும்.

தீரவுப் பகுதியின் மு்னப்புள்ளிகள் 
மு்்றநய O(0,0); A(20,0); B(20,10); 
C(18,12) மறறும் D(0,12).
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மு்னப்புள்ளிகள் Z = 2 X1 + 3X2

O (0,0) 0

A (20,0) 40

B (20,10) 70

C (18,12) 72

D (0,12) 36

அட்டவ்ண  10.4

குறிகநகோள் ெோரபின் கபரும மதிப்போனது 
C-என்்ற புள்ளியில் x1 = 18, x2 = 12 எனக 
கி்்டககி்றது.  எனநவ Z - ன் கபரும மதிப்பு = 72.

எடுத்தக்கா்டு ாட.ட 
கீழககண்ட ந�ரியல் திட்டமி்டல் கணக்கத் 
தீரகக. 
x1 – x2 < –1; –x1+x2 < 0 மறறும் x1, x2 ≥ 0

Z = 3x1 + 4x2 - ன் மீப்கபரு மதிப்்பக கோணக.

தீர்வு: 

–2 –1  1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

9

8
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6

5

4

3

2

1

(0, 30)
B(3, 28)

(0, 0)

(0, 1)
(0, –1)

–x 1 +
 x 2 =

 0
x 1 –

 x 2 =
 –1

0
x1

x2

ப்டம் 10.4

மு்தலில் ககோடுககப்படடுள்ை கடடுபோடுகளுககு 
இணஙக ஏறபு்்டய பகுதி்யக கோணக.

x1, x2 ≥ 0 ஆக இருப்ப்தனோல் ஏறபு்்டய 
பகுதி மு்தல் கோல்மோனப் பகுதியில் அ்மயும்  
அ்னத்துக கடடுபோடுக்ையும் ெமன்போடு 
வடிவில் எழுதுக.

x1– x2 =–1 என்்ற ந�ரகநகோ்டோனது 
(0,1) மறறும் (–1,0) என்்ற புள்ளிகள் வழியோகச் 
கெல்லும்.

–x1 + x2 = 0 என்்ற ந�ரகநகோ்டோனது 
(0,0) என்்ற புள்ளி வழியோகச்  கெல்லும் 
கணககில் ககோடுககப்படடுள்ை  x1 – x2 < –1;  
–x1+x2 < 0 மறறும் x1, x2 ≥ 0 கடடுபோடடிறகிணஙக 
வ்ைப்டமோனது வ்ையப்படடுள்ைது.

ககோடுககப்பட்ட கடடுப்போடுக்ை 
நி்்றவு கெயயும் கபோதுவோன பகுதி இல்்ல. 
எனநவ  ந�ரியத் திட்டமி்டல் கணககிறகுத் 
தீரவு இல்்ல.

பயிற்சி 10.1

1. ஒரு நிறுவனம்  A மறறும் B என்்ற 
நபனோகக்ைத் ்தயோர கெயகி்றது. நபனோ 
A ஆனது உயர ்தைம் ககோண்டது மறறும் 
நபனோ B என்பது கு்்றந்த ்தைம் 
ககோண்டது. நபனோ A  மறறும் B மு்்றநய 
ஒரு நபனோவிறகு `5, `3 என இலோபம் 
ஈடடுகி்றது. நபனோ A-ஐ உறபத்தி 
கெயயத் ந்த்வப்படும் மூலப்கபோருள்கள் 
நபனோ B-ஐ உறபத்தி கெயயத் 
ந்த்வப்படும் மூலப்கபோருள்க்ைப் 
நபோல இரு ம்டஙகு ஆகும். 1000 
நபனோககள் மடடுநம  ்தயோரிககப் 
நபோதுமோன மூலப்கபோருள்களின் அளிப்பு 
உள்ைது.  நபனோ A-விறகு சி்றப்புக 
கிளிப்புகள் ந்த்வப்படுகி்றது, மறறும் 
அவவோ்றோன கிளிப்புகள் ஒரு �ோ்ைககு 
400 மடடுநம கி்்டககப்கபறுகி்றது.  
நபனோ வ்க B-ககு ஒரு �ோ்ைககு 700 
கிளிப்புகள் கி்்டககப்கபறுகி்றது. இந்தக 
கணக்க ந�ரியத் திட்டமி்டல் 
மு்்றயில் வடிவ்மககவும்.

2. A மறறும் B இரு வ்கயோன 
கபோருள்க்ை ஒரு நிறுவனம் உறபத்தி 
கெயகி்றது. இந்த இருவ்கயோன 
கபோருள்களின் மூலம் இலோபம் `30/- 
மறறும் `40/- ஒவகவோரு கிநலோ 
கிைோமுககும் கி்்டககி்றது. ந்த்வப்படும் 
வைஙகள் மறறும் கி்்டககககூடிய 
வைஙகள் ஆகிவறறின் விவைஙகள் கீநழ 
ககோடுககப்படடுள்ைன.
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விவைஙகள்
ந்த்வகள் இருப்பின் 

அைவு 
மோ்தத்திறகுகபோருள் A கபோருள் B

மூலப் கபோருள்கள்  
(கி.கி) 60 120 12000

இயநதிைம் 
இயஙகும் 

(ந�ைம் / அலகு)
8 5 600

ஒன்றி்ணத்்தல் 
(மனி்த உ்ழப்பு 

ந�ைம்)
3 4 500

கபரும இலோபத்்்த ஈட்ட இந்தக கணக்க 
ந�ரியத் திட்டமி்டல் அ்மப்பில் எழுதுக.

3. ஒரு நிறுவனமோனது ெோ்தோைணமோன 
மறறும் ்தோனியஙகி நி்லப்படுத்திக்ை 
உறபத்தி கெயகி்றது. இ்தறகுத் 
ந்த்வயோன உபகைணஙகள் அ்னத்தும் 
கவளியிலிருநது வோஙகப்படடு 
ஒன்றி்ணத்்தல் மறறும் நெோதித்்தல் 
மடடுநம நிறுவனத்தில் கெயயப்படுகி்றது. 
ஒவகவோரு ெோ்தோைணமோன மறறும் 
்தோனியஙகி ஒன்றி்ணத்்தல் மறறும் 
நெோதித்்தலுககோன ந�ைம் மு்்றநய 0.8 
மணி மறறும் 1.20 மணியோகும்.  ்தறநபோது 
ஒரு வோைத்திறகு 720 மணி ந�ைம் 
உறபத்தி தி்றனோக கி்்டககி்றது. வோை 
விறப்னப் கபருமமோக இருப்ப்தறகோன 
ெந்்த நிலவைம் ெோ்தோைணமோன 
நி்லப்படுத்திககு 600 அலகுகைோகவும் 
்தோனியஙகி நி்லப்படுத்திககு 400 
அலகுகைோகவும் வ்ையறுககப்படடுள்ைது.  
ெோ்தோைண மறறும் ்தோனியஙகிறகோன 
இலோபம் அலகு ஒன்றிககு `100, `150  
என கணககி்டப்படடுள்ைது. ந�ரியல் 
கணககி்டல் மு்்றயி்ன வடிவ்மககவும்.

4. கீழககண்ட ந�ரியல் திட்டமி்டல் 
கணககுக்ை வ்ைப்டம் மூலம் தீரகக. 

(i) 30x1+20x2#300 5x1+10x2#110 
மறறும் x1, x2 > 0 என்்ற கடடுப் 
போடுகளுககு இணஙக Z = 6x1 + 
8x2-ன் கபரும மதிப்்பக கோணக. 

(ii) x x960 640 153601 2 #+ ; 
x x 201 2 #+  மறறும் ,x x 01 2 $  
என்்ற கடடுப்போடுகளுககு இணஙக 
Z x x22 181 2= +  - ன்  க ப ரு ம 
மதிப்்பக கோணக. 

(iii) 5x1+ x2≥10; x1+ x2≥6; 
  x1 + 4x2 ≥12 x1, x2≥0 என்்ற 

கடடுப்போடுகளுககு இணஙக   
Z x x3 21 2= + -ன் மீச்சிறு மதிப்்பக 
கோணக.

(iv) 3x x30 91 2 #+ ; x x2 81 2 #+  மறறும் 
,x x 01 2 $  என்்ற கடடுப்போடுகளுக 

கிணஙக Z x x40 501 2= +  - ன் 
கபரும மதிப்்பக கோணக.

(v) x x3 3 361 2 #+ ; x x5 2 501 2 #+ ; 
x x2 6 601 2 #+  மறறும் ,x x 01 2 $  

என்்ற கடடுப்போடுகளுககிணஙக 
Z x x20 301 2= + -ன் கபரும 
மதிப்்பக கோணக.

(vi) ,x x36 6 1081 2 $+  ,x x3 12 361 2 $+
x x20 10 1001 2 $+  மறறும்  ,x x 01 2 $    

என்்ற கடடுப்போடுகளுககிணஙக 
Z x x20 401 2= + -ன் மீச்சிறு மதிப்்பக 
கோணக.

10.2  வறலயறமபபு பகுபபாய்வு 
(Network Analysis)

நபோககுவைத்து அ்மப்போன ெோ்லகள்,  
இையில் போ்்தகள், குழோய இ்ணப்புகள் 
மறறும் இைத்்த �ோைஙகள் நபோன்்றவற்்ற 
எளிய வ்ைப்டஙகைோகக கோணபந்த 
வ்லய்மப்புகள் எனப்படும்.

ஒரு திட்டம் என்பது பல நவ்லக்ைக 
ககோண்ட்தோகும்.  குறிப்பிட்ட சில நவ்லக்ை 
நவறு சில நவ்லகள் முடிந்த பின்னநை 
க்தோ்டஙக முடியும். சில  நவ்லகள் மற்ற 
நவ்லக்ைச் ெோைோமலும் இருககலோம். 
திட்டம் மறறும் திட்ட நி்்றவுக கோலம் 
க்தோ்டரபோன பல நவ்லகளின் வரி்ெக்ை 
நிரணயிப்ப்தறகு உ்தவும் நுடபநம  
வ்லய்மப்பு திட்டமி்டல் ஆகும்.  
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இருவி்தமோன அடிப்ப்்டத் திட்டமி்டல் மறறும் 
கடடுப்படுத்தும் நுடபஙகள் ஆகிய்வ 
வ்லய்மப்்ப பயன்படுத்தி நுண 
கணிககப்பட்ட அட்டவ்ண்ய நி்்றவு 
கெயய பயன்படுத்துகின்்றன.  அ்வயோவன: 
திட்ட மதிப்பீடு மறறும் கணகோணிப்பு நுடபம் 
(Program Evaluat ion and Review 
Technique -PERT)  மறறும் தீரவுககுகந்த 
போ்்த மு்்ற (Critical Path Method -CPM) 
ஆகும்.  கைமிங்டன் நைணட நிறுவனத்தின்  
J.E. ககயலி (JE Kelly) என்பவரும் டூபோன்ட 
நிறுவனத்தின்  M.R. வோககர (M.R. Walker) 
என்பவரும் நெரநது இைெோயன ஆ்லகளின் 
பைோமரிப்்ப வரி்ெப்படுத்துவதில் 
உ்தவுவ்தறகோக 1957 – ல் தீரவுககுகந்த போ்்த 
உத்தி மு்்ற்ய (CPM) நமம்படுத்தினோரகள். 
இந்த நுணுககம், கபோதுவோக கெயல்க்ை 
�்டத்துவ்தறகோன கோல அட்டவ்ண மிகச் 
ெரியோகத் தீரமோனிகக முடிந்த திட்டஙகளில் 
பயன்படுத்்தப்படுகி்றது. 

வறலயறமபபின சில முக்கிய வற்யறைகள் 
(Some important definitions in network)
செயல் (Activity):

ந�ைம் மறறும் முயறசி அல்லது நவறு 
வ்கயோன வை ஆ்தோைஙக்ை உபநயோகிககும் 
எந்த ்தனித்்த கெயல்போடடுககும் கெயல் என்று 
கபயர.  இது ஆைம்ப நிகழவு,  இறுதி நிகழவு 
ஆகிய இைணடு நிகழவுகளுககு இ்்டயில் 
இருககி்றது.  கபோதுவோகச் கெய்லக குறிகக 
அம்புககுறி உபநயோகப்படுத்்தப்படுகி்றது.  அ்தன் 
்த்லப்பகுதி திட்டத்தின் முன்நனற்ற 
தி்ெ்யக குறிககும். 

நிகழ்வு (Event):
கெயல்களின் ஆைம்பம் அல்லது 

நி்்ற்வக குறிப்பது நிகழவு எனப்படும்.  
நிகழவு என்பது கோலத்்்தக குறிககும் ஒரு 
புள்ளி. நமலும் நிகழவோனது வை ஆ்தோைத்்்த 
கணககில் எடுத்துக ககோள்வதில்்ல.  
க்தோ்டகக மறறும் இறுதி கெயல்கள் ஆைம்ப 
(்த்ல) நிகழவு மறறும் இறுதி (வோல்)  நிகழவு 
என அ்்டயோைம் கோணப்படுகி்றது.  கபோதுவோக 
நிகழவு ஒரு எண வட்டத்்தோல் குறிககப்படுகி்றது.  

ஆைம்ப நிகழவின் ( J - வது நிகழவு) 
எணணோனது இறுதி நிகழவு (I-வது நிகழவு) 
எண்ணவி்ட கபரியது (J>I) 

முநற்தய செயல் (Predecessor Activity):
குறிப்பிட்ட கெயல்கள் துவஙகுவ்தறகு 

முன்பு �்்டகபறுகின்்ற முழு்மய்்டந்த 
கெயல்கள் முந்்தய கெயல் எனப்படும்.  கெயல்  
B  உ்்டய முந்்தய கெயல் A,  இ்த்ன 
எளிய மு்்றயில் A<B (அ்தோவது கெயல் A 
முழு்மய்்டந்தோல் ்தோன் கெயல் B ஆைம்பிகக 
முடியும் ) என குறிப்பிடுநவோம்

பிநற்தய செயல் (Successor Activity): 

ஒன்று அல்லது அ்தறகு நமறபட்ட 
கெயல்கள் முழு்மய்்டயோமல் இருந்தோல் 
அடுத்்த கெய்ல துவஙக முடியோது.  அவவோறு 
உ்டனடியோகத் க்தோ்டரும் கெய்ல,  பிந்்தய 
கெயல் என்நபோம்.

வறலயறமபபு (Network): 
வ்லய்மப்பு என்பது ்தரகக 

அடிப்ப்்டயில் ஒழுஙகுபடுத்்தப்பட்ட திட்டம் 
பறறிய பல்நவறு கெயல்களின் வ்ைப்ட 
குறியீடு ஆகும்.

பாற்த (Path): 

வ்லய்மப்புப் போ்்த என்பது 
கெயல்களின் வரி்ெ, ஆைம்ப நிகழவில் 
க்தோ்டஙகி இறுதி நிகழவு வ்ை கெல்வ்தோகும்.

10.2.1  வறலபபினனறல வற்்தல் 
(Construction of network)

வறலபபினனறல வற்வ்தற்கான விதிகள் 
(Rules for constructing network)

வ்லப்பின்ன்ல வ்ைவ்தறகு 
கபோதுவோகக கீழககண்ட விதிக்ை பின்பற்ற 
நவணடும்.
(i) ஒவகவோரு கெயலும் ஒநை ஒரு 

அம்புககுறியோல் மடடுநம குறிககப்ப்ட 
நவணடும். அ்தோவது எந்த இைணடு 
நிகழவுகளும் ஒநை ஒரு அம்புககுறியோல் 
மடடுநம இ்ணககப்ப்ட நவணடும்.
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(ii) எந்த இைணடு கெயல்களுககும் ஒநை 
மோதிரியோன ஆைம்ப மறறும் இறுதி 
நிகழவுக்ை அ்்டயோைப்படுத்்த முடியோது.

( i i i )  குறிப்பிட்ட ஒரு கெயலி்ன 
அ்்டயோைப்படுத்துவ்தன் கபோருடடு 
நிகழவுகள் ஒரு்மத்்தன்்மயு்டன் 
வரி்ெப்படுத்்தப்படடுள்ைன. ஒரு கெயலில் 
இறுதி நிகழவோனது ்த்ல நிகழ்வ 
வி்ட சிறிய்தோக இருகக நவணடும்.

(iv) அம்புககுறிகள் ஒன்்்ற ஒன்று கவடடிக 
ககோள்ைககூ்டோது.

(v) அம்புககுறிகள் ந�ைோக மடடுநம இருகக 
நவணடும். அ்வ வ்ைநது இருககக 
கூ்டோது.

(vi) ஆைம்ப நிகழவு மறறும் இறுதி நிகழவு 
்தவிை ஏ்னய ஒவகவோரு நிகழவுககும் 
கு்்றந்தது ஒரு முந்்தய கெயல் மறறும் 
க்தோ்டர கெயல் இருகக நவணடும்.

நிகழ்வுகளுக்கு எண இ்டல் (Numbering 
the Events)

்தரகக க்தோ்டரகளின் படி வ்லய்மப்பு 
வ்ைந்த பின்பு, ஒவகவோரு நிகழவிறகும் ஒரு 
எண்ண நியமிகக நவணடும்.  அந்த எண 
க்தோ்டர வ்லப்பின்னலின் க்தோ்டரச்சி்ய 
பிைதிபலிப்ப்தோக இருகக நவணடும்.

நிகழ்வு எண இ்டலில் கீழ்க்கண்ட 
விதிகற்ள பினபற்ை டவணடும்.

(i) நிகழவுகள் ஒவகவோன்றுககும் ்தனித்்த 
எணகள் வழஙகப்ப்ட நவணடும்.

(ii) நிகழவு எண இ்டல் இ்டதுபககத்திலிருநது 
வலது பு்றமோக வரி்ெ அடிப்ப்்டயில் 
அ்மககப்ப்டல் நவணடும்.

(iii)  க்தோ்டகக நிகழவிறகு 0 அல்லது 1 என்று 
எண இ்ட நவணடும்.

(iv) அம்பின் வோல்பகுதியில் உள்ை எண்ண 
வி்ட அம்பின் ்த்லப்பகுதியில் உள்ை எண 
எப்நபோதும் கபரிய்தோக இருகக நவணடும்.

(v)   க்தோ்டர நிகழவு எணணி்டலுககு 
இ்்டநய ஏந்தனும் க்தோ்டரபு்்டய 

கெய்ல நெரப்ப்தறகு ஏதுவோகப் 
நபோதிய இ்்டகவளி இருகக நவணடும்.

குறிபபு
வ்லய்மப்பின் பல்நவறு நிகழவுகளுககு 
எணணிடும் நமறகண்ட வழிமு்்றகள் 
ஃபல்சகர்்ஸனஸ் விதி எனப்படும்.

எடுத்தக்கா்டு ாட.ட 
பின்வரும் விபைஙகளுககு ்தரகக 

வ்லய்மப்பு வ்ைக.
கெயல்கள் C மறறும் D ஆகிய இைணடும் 

A ்வப் பின்க்தோ்டரகி்றது. கெயல் E ஆனது 
C-ஐப் பின்க்தோ்டரகி்றது. கெயல்  F ஆனது  
கெயல் D-ஐப் பின்க்தோ்டரகி்றது. கெயல்  E  
மறறும் கெயல்  F ஆனது B யின் முந்்தய  
கெயல்கைோகும்.

தீர்வு:  
ககோடுககப்படடுள்ை விவைஙகளுககோன 

வ்லய்மப்பு.

2 651

3

4

A B
C

FD

E

ப்டம்  10.5

எடுத்தக்கா்டு ாட.ாட 
பின்வரும் விவைஙக்ைக ககோணடு 

ஒரு வ்லய்மப்்ப உருவோககுக.

செயல்: A B C D E F G H

உ்டனடி 
முநற்தய 
நிகழ்வு

- - A B C,D C,D E F

தீர்வு:
உ்டனடி முந்்தய உ்றவுக்ைப் 

பயன்படுத்தி ககோடுககப்பட்ட விதிகளின் படி 
வ்லய்மப்புக்ை உருவோககுநவோம். 
ந்த்வயோன வ்லய்மப்பி்ன கீநழ 
ககோடுககப்படடுள்ை ப்டத்தில் கோணலோம்.
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1 4 7

2 5

3 6

A E

D HB F

C G

ப்டம் 10.6

ஒபபுக்கான  செயல் (Dummy activity):  

ஒரு கெயல் எவவி்த வைஙக்ைநயோ 
அல்லது ந�ைத்்்தநய உடககோணடிருககோமல், 
க்தோழில் நுடபச் ெோரபி்ன மடடுநம விைககக 
கூடிய்தோக அ்மந்தோல் அச்கெயல் ஒப்புககோன 
கெயல் எனப்படும். இ்த்ன புள்ளிக நகோடுகள் 
(dotted lines) மூலம் குறிககலோம்.

எடுத்தக்கா்டு ாட.ாா 
கீநழ ககோடுககப்படடுள்ை ஒரு 

திட்டத்தின் கெயல்போடுகளும் மறறும் 
அ்வகளின் முன்னி்லத் க்தோ்டரபுகளும் 
கீநழ ககோடுககப்படடுள்ைன. இ்தறகோன 
வ்லய்மப்்ப வ்ைக.

செயல்: A B C D E F G H I J K

முநற்தய 
செயல்பாடுகள்: - - - A B B C D F H,I F,G

தீர்வு: 
முன்னி்ல க்தோ்டரபுக்ையும் மறறும் 

வ்லய்மப்பு உருவோககுவ்தறகோன 
விதி்யப் பயன்படுத்தி, ந்த்வயோன 
வ்லப்பின்னல் வ்ைப்டம் கீநழ உள்ை 
ப்டத்தில் கோணபிககப்படுகி்றது.

3 6

4

2 5

9

8

1

7

B

D

J
E

I

A

KF

G

C

H

ஒப்பு

ப்டம்  10.7

எடுத்தக்கா்டு ாட.ாட 
கீழகண்ட சூழநி்லகளுககு ஏறப 

வ்லய்மப்பு வ்ைப்டத்்்த வ்ைக.
A<D,E; B, D<F; C<G மறறும் B<H.

தீர்வு: 
முன்னி்லத் க்தோ்டரபுக்ையும் மறறும் 

வ்லய்மப்பு உருவோககுவ்தறகோன 

விதி்யப் பயன்படுத்தி, ந்த்வயோன 
வ்லப்பின்னல் வ்ைப்டம் கீநழ உள்ை 
ப்டத்தில் கோணபிககப்படுகி்றது.

3

4

2

5
61

A D

ஒப்பு

G

B
F

C
E

H

ப்டம்  10.8

10.2.2  தீர்வுக்குகந்தப பாற்த பகுபபாய்வு 
(Critical path analysis )

ஒவகவோரு கெயலுககும் அந்த கெயல் 
சி்றப்போக முடிவ்்டவ்தறகோக கெலவி்டப்படும் 
கோலத்்்த மதிப்பீடு கெயய நவணடும். 
மதிப்பீடுகள் ந�ைம், �ோடகள் மறறும் வோைஙகள் 
அல்லது ஏ்தோவது வெதியோன அலகு 
ந�ைஙகளில் ககோடுககப்படடிருககும். திட்ட 
மிட்ட ந�ைம் கபோதுவோக வ்லய்மப்பில் 
அம்புகுறியின் நமநல எழு்தலோம். 

நிகழவுகள் மறறும் கெயல்போடுகள் 
ஆகியவறறிகோன பல்நவறு ந�ைஙகள் 
கணககிடும்  ந�ோககத்திறகோகக கீழகண்ட 
வோரத்்்தக்ை �ன்கு உகந்த போ்்த 
கணககிடு்தலில் பயன்படுத்்தலோம்.
Ei =  நிகழவு i -ன் முன்கூடடி ஆைம்பிககககூடிய 

ந�ைம்
Lj = நிகழவு j -ன் ெமீபத்திய க்தோ்டகக ந�ைம்
tij = கெயல் (i,j) -ன் கோல அைவு

ந�ைம் மதிப்பீடுக்ைக குறித்்தபின்பு 
கீழககண்ட வழிகளில் கணககீடுக்ை 
நமறககோள்ை முடியும்:
a) முன்நனோககி �கரும் கணககீடுகள்
b) பின்நனோககி �கரும் கணககீடுகள்

முனடனாக்கி ேகரும் கணக்கீடுகள்: 
(Forward pass calculations )

திட்டத்தின் ஆைம்ப ந�ைம் பூச்சியம் எனக 
ககோணடு �ோம் க்தோ்டகக  நிகழவு 1-லிருநது 
ஆைம்பிகக நவணடும். வ்லய்மப்்ப 
நிகழவுகளில் உள்ை எணகளின் ஏறு 
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வரி்ெயில் ஒவகவோரு நிகழவோக கென்று 
இறுதி நிகழவில் முடிகக நவணடும். ஒவகவோரு 
நிகழவிலும், ஒவகவோரு கெயலுககோன முந்்தய 
க்தோ்டகக ந�ைம்  Ei என்ப்த்னக கருத்தில் 
ககோணடு கணககி்ட நவணடும்.  Ei  என்பது 
நிகழவு i -ன்  முந்்தய  நிகழவு.  

இம்முறை கீடே குறிபபி்டபப்டுள்்ளத:

படி 1: E1 = 0; i =1 (ஆைம்ப நிகழவு) 
படி 2:  i என்்ற நிகழவிலிருநது ஆைம்பிககும் 

ஒவகவோரு  கெயலுககும் முந்்தய 
க்தோ்டகக ந�ைத்்்த ( E ST )  பின் 
வருமோறு அ்மககவும். 
 ESij = Ei; ( i  என்்ற நிகழவிலிருநது 
க்தோ்டஙகும் (i,j)  எனும் அ்னத்து 
கெயல்களுககும்).

படி 3:  i என்்ற   நிகழவிலிருநது ஆைம்பிககும் 
ஒவகவோரு  கெயலுககுமோன முந்்தய 
முடிவு ந�ைத்்்த (EFT) கணககி்ட 
முந்்தய  க்தோ்டகக ந�ைத்்்த கெயல் 
எடுத்துககோள்ளும் கோலத்து்டன் கூட்ட 
நவணடும்.    
எனநவ  EFij = ESij + tij = Ei + tij

படி 4:  அடுத்்த நிகழவு j –ககு (j > i) �கரும் நபோது 
j இ்டத்து முந்்தய க்தோ்டகக ந�ைத்்்த 
பின்வருமோறு கணககி்டநவணடும்.
Ej = கபருமi {EFij} = கபருமi{Ei +tij} 

இவவோறு உ்டனடி முந்்தய கெயல்போடுகள் 
அ்னத்திறகும் கணககி்டலோம்.

படி 5:  j=n (இறுதி நிகழவு) எனில், திட்டத்திறகோன 
முந்்தய முடிவு ந�ைத்்்த  
Ej = கபரும {EFij} = கபரும{En-1 +tij} 
என கணககி்டலோம்.

பினடனாக்கி ேகரும் கணக்கீடுகள்:  
(Backward pass calculations)

வ்லய்மப்்ப n என்்ற இறுதி 
நிகழவில் க்தோ்டஙகி வ்லய்மப்பின் 
அ்னத்து நிகழவுகளின் வழியோக 
நிகழவுகளில் உள்ை எணகளின் இ்றஙகு 
வரி்ெயில் கென்று ஆைம்ப நிகழவு 1-ல் 

முடிகக நவணடும்.Lj   என்பது நிகழவு j-ன் 
ெமீபத்திய நிகழவு என எடுத்துகககோணடு 
ஒவகவோரு நிகழவுககும் அந்தந்த கெயலுககோன 
ெமீபத்திய முடிவுறும் ந�ைம் மறறும் ெமீபத்திய 
க்தோ்டஙகும் ந�ைம் ஆகியவற்்ற கணககி்ட 
நவணடும். 

இம்முறை சுருக்கமாக கீடே சகாடுக்கப 
ப்டுள்்ளத:
படி 1: j = n-ககு Ln = En ஆகும்
படி 2 :   j  என்்ற நிகழவில் முடிவ்்டயும் 

ஒவகவோரு கெயலுககும் ெமீபத்திய 
முடிவு ந�ைத்்்த (LFT) LFij = Lj என 
அ்மககலோம்.

படி 3:   j என்்ற நிகழவில் முடிவ்்டயும் 
ஒவகவோரு கெயலுககுமோன ெமீபத்திய 
ஆைம்ப ந�ைத்்்த (LST) கணககி்ட 
கெயல் முடிய ஆகும் கோலத்்்த 
ெமீபத்திய முடிவு ந�ைத்திலிருநது 
கழிகக நவணடும்.
எனநவ LS LF t L tij ij ij j ij= - = -

படி 4:  அடுத்்த நிகழவு i-ககு (i < j) பின் ந�ோககி 
�கரும்நபோது i-இ்டத்து ெமீபத்திய 
ஆைம்ப ந�ைத்்்த (LST) பின் வறுமோறு 
கணககி்டநவணடும்.
Li = சிறுமj {LSij} = சிறுமj{Lj – tij} 

படி 5: j =1 ( ஆைம்ப நிகழவு), எனில்
L1 = சிறும {LSij} = சிறும{L2 – tij} 

தீர்வுக்கு உகந்த பாற்த (Critical path) 
வ்லய்மப்பு வ்ைப்டத்தில் 

கெயல்க்ை இ்ணககும் நீண்ட போ்்த 
தீரவுககு உகந்த போ்்த்யக குறிககி்றது.  
அ்தோவது மிக நீண்ட கோலம் எடுத்துகககோள்ளும் 
போ்்த தீரவுககு உகந்த  போ்்த ஆகும்.

தீரவுககு உகந்த போ்்தயில் அ்மகின்்ற 
(i,j), என்்ற கெயல் கீழகண்ட நிபந்த்னக்ை 
நிவரத்தி கெய்தல் நவணடும்.
(i) E Li i=   மறறும்  E Lj j=

(ii) E E L L tj i j i ij- = - =
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268 11 ஆம் வகுப்பு வணிகக் கணிதம் மற்றும் புள்ளியியல்

எடுத்தக்கா்டு ாட.ாட 
கீநழ ககோடுககப்படடுள்ை எல்லோ திட்ட 

கெயலுககும் முந்்தய க்தோ்டகக ந�ைம் (EST),  
முந்்தய முடிவு ந�ைம் (EFT), ெமீபத்திய 
க்தோ்டகக ந�ைம் (LST) மறறும் ெமீபத்திய முடிவு 
ந�ைம் (LFT) ஆகியவற்்றக கணககிடுக: 

கெயல் 1-2 1-3 2-4 2-5 3-4 4-5

கோலம் 
(�ோடகளில்) 8 4 10 2 5 3

தீர்வு:
கீநழ ஒவகவோரு  கெயலுககோன 

வ்லய்மப்பில் முந்்தய ஆைம்ப ந�ைம் 
மறறும் ெமீபத்திய முடிவு ந�ைம் ககோடுககப் 
படடுள்ைது. 

1

3

58
2

10
4

5

3

E = 8
L = 8

E = 21
L = 21

E = 0
L = 0

E = 4
L = 13

E = 18
L = 18

4

2

ப்டம் 10.9

E1 = 0 L5 = 21
E2 = E1 + t12 = 0 + 8 = 8 L4  = L5 – t45 = 21–3 = 18
E3  = E1 + t13 = 0 + 4 = 4 L3 = L4 – t34 = 18–5 =13
E4 = E2 +t24 அல்லது E3 + t34 L2 = L5 –t25 அல்லது L4–t24  

 = 8 + 10 = 18   = 18–10= 8
(E2+t24 அல்லது E3+t34 (L5 –t25 அல்லது L4– t24 
கபருமமோக உள்ை்்த சிறுமமோக உள்ை்்த 
எடுகக நவணடும்) எடுகக நவணடும்)

E5 = (E2+t25 or E4+t45)  L1= L2 –t12 or L3- t13 
= 18 + 3 = 21   = 8 – 8 = 0
(E2 + t25 அல்லது E4+t45 (L2–t12 அல்லது L3 – t13 
கபருமமோக உள்ை்்த (சிறுமமோக உள்ை்்த 
எடுகக நவணடும்) எடுகக நவணடும்)

இஙகு தீரவுககு உகந்த போ்்த 1-2-4-5  
இரு நகோடுகைோல் குறிககப்படுகி்றது.

கெயல் கோலம் 
(tij)

EST
EFT=EST+ 

tij

LST=LFT– 
tij

LFT

1–2 8 0 8 0 8

1–3 4 0 4 9 13

2–4 10 8 18 8 18

2–5 2 8 10 19 21

3–4 5 4 9 13 18

4–5 3 18 21 18 21

அட்டவ்ண 10.5

இந்தத் திட்டத்்்த நி்்றவு கெயயும் 
நீண்ட கோலம் 21 �ோடகள்.  

தீரவுககு உகந்த போ்்த 1-2-4-5 
மறறும் திட்டம் நி்்றவு கெயயும் கோலம்  21 
�ோடகள். 

எடுத்தக்கா்டு ாட.ாட 
கீநழக ககோடுககப்படடுள்ை எல்லோ திட்ட 

கெயலுககும் முந்்தய க்தோ்டகக கோலம் (EST),  
முந்்தய முடிவு கோலம் (EFT), ெமீபத்திய 
க்தோ்டகக கோலம் (LST) மறறும் ெமீபத்திய 
முடிவு  கோலம் (LFT) கோணக. தீரவுககு உகந்த 
போ்்த்யயும், திட்டம் முடிவ்்டய ஆகும் 
கோலத்்்தயும் கோணக.

கெயல் 1-2 1-3 1-5 2-3 2-4 3-4 3-5 3-6 4-6 5-6
கோலம் 

(வோைஙகளில்) 8 7 12 4 10 3 5 10 7 4

தீரவு:

3

2

4

6

5

1E = 0
L = 0

E = 8
L = 8

8

12

7

4

10

3

5

4

10

7

E = 18
L = 18

E = 12
L = 15

E = 17
L = 21

E = 25
L =  25

ப்டம் 10.10
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கெயல் கோலம் 
(வோைஙகளில்) EST EFT LST LFT

1-2 8 0 8 0 8

1-3 7 0 7 8 15

1-5 12 0 12 9 21

2-3 4 8 12 11 15

2-4 10 8 18 8 18

3-4 3 12 15 15 18

3-5 5 12 17 16 21

3-6 10 12 22 15 25

4-6 7 18 25 18 25

5-6 4 17 21 21 25

அட்டவ்ண 10.6

தீரவுககு உகந்த போ்்த 1-2-4-6 மறறும் 
திட்டம் நி்்றவு கெயயும் கோலம் 25 வோைஙகள்

பயிறசி: 10.2

1.  கீழககண்ட கெயல்க்ைக ககோண்ட 
திட்டத்தின் வ்லய்மப்்ப வ்ைக. 
கெயல்கள் A, D, E ஒநை ந�ைத்தில் 
ஆைம்பிககப்படும்; B, C>A; G, F>D, C;  
H>E, F.

2.  கீழககண்ட நிகழவுக்ை ககோண்ட 
திட்டத்தின் வ்லய்மப்்ப வ்ைக.

நிகழவுகள் 1 2 3 4 5 6 7
உ்டனடி 

முந்்தய 
நிகழவு

- 1 1 2,3 3 4,5 5,6

3. கீழககண்ட கெயல்க்ைக ககோண்ட 
திட்டத்தின் வ்லய்மப்்ப வ்ைக.
கெயல்கள் A, B, C ஒநை ந�ைத்தில் 
ஆைம்பிககப்படும் A<F, E; B<D, C; E, D<G

4. கடடுமோனத் திட்டத்தின் கெயல்கள் மறறும் 
அது க்தோ்டரபோன ்தகவல்கள் கீழககோணும் 
அட்டவ்ணயில் ்தைப்படுள்ைது.இ்தறகோன 
வ்லய்மப்்ப வ்ைக. 

கெயல் A B C D E F G H I J K
உ்டனடி 
முந்்தய 
கெயல்கள்

- - - A B B C D E H,I F,G

5. கடடுமோனத் திட்டத்தின் கெயல்கள் 
மறறும் அதுத் க்தோ்டரபோனத் ்தகவல்கள் 
கீழககோணும் அட்டவ்ணயில் 
்தைப்படுள்ைது.  இ்தறகோன 
வ்லய்மப்்ப வ்ைக. நமலும் 
எல்லோ திட்ட கெயலுககும் முந்்தய 
க்தோ்டகக கோலம் (EST), முந்்தய முடிவு 
கோலம் (EFT), ெமீபத்திய க்தோ்டகக கோலம் 
(LST)  மறறும் ெமீபத்திய முடிவு  கோலம் 
(LFT) கோணக. தீரவுககு உகந்த 
போ்்த்யயும், திட்டம் முடிவ்்டய 
ஆகும் கோலத்்்தயும் கோணக.

கெயல் 0-1 1-2 1-3 2-4 2-5 3-4 3-6 4-7 5-7 6-7

கோலம் 
(வோைஙகளில்) 3 8 12 6 3 3 8 5 3 8

6 .   ஒரு திட்டத்திறகோன பல்நவறு 
கெயல்கள் மறறும் அ்தறகோன ந�ைம் 
கீநழத் ்தைப்படடுள்ைது.

கெயல் 1-2 1-3 2-4 3-4 3-5 4-9 5-6 5-7 6-8 7-8 8-10 9-10

ந�ைம் 4 1 1 1 6 5 4 8 1 2 5 7

இ்தறகோன வ்லய்மப்்ப வ்ைக. 
நமலும் எல்லோ திட்ட கெயலுககும் 
முந்்தய க்தோ்டகக கோலம் (EST),  
முந்்தய முடிவு கோலம் (EFT), ெமீபத்திய 
க்தோ்டகக கோலம் (LST)  மறறும் ெமீபத்திய 
முடிவு  கோலம் (LFT) கோணக. தீரவுககு 
உகந்த போ்்த்யயும், திட்டம் 
முடிவ்்டய ஆகும் கோலத்்்தயும் கோணக

7. கீநழ ்தைப்படடுள்ை ்தகவல்களுககு 
வ்லய்மப்்ப வ்ைக. நமலும் 
எல்லோ திட்ட கெயலுககும் முந்்தய 
க்தோ்டகக கோலம் (EST), முந்்தய முடிவு 
கோலம் (EFT), ெமீபத்திய க்தோ்டகக 
கோலம் (LST)  மறறும் ெமீபத்திய முடிவு  
கோலம் (LFT) கோணக. தீரவுககு உகந்த 
போ்்த்யயும், திட்டம் முடிவ்்டய 
ஆகும் கோலத்்்தயும் கோணக.
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நவ்ல 1-2 1-3 2-4 3-4 3-5 4-5 4-6 5-6 

கோலம் 6 5 10 3 4 6 2 9

8.  ஒரு திட்டத்தின் கெயல்களும் 
அவறறுககோன கோல அைவுகளும் 
(�ோடகளில்) பின்வரும் அட்டவ்ணயில் 
ககோடுககப்படடுள்ைது. 

கெயல் 1-2 1-3 2-3 2-4 3-4 3-5 4-5

கோல அைவு 5 8 6 7 5 4 8

இ்தறகோன வ்லய்மப்்ப வ்ைக. 
நமலும் எல்லோ திட்ட கெயலுககும் 
முந்்தய க்தோ்டகக கோலம் (EST),  
முந்்தய முடிவு கோலம் (EFT), ெமீபத்திய 
க்தோ்டகக கோலம் (LST)  மறறும் ெமீபத்திய 
முடிவு  கோலம் (LFT) கோணக. தீரவுககு 
உகந்த போ்்த்யயும், திட்டம் முடிவ்்டய 
ஆகும் கோலத்்்தயும் கோணக.

9.  ஒரு திட்டத்தின் கோல அட்டவ்ண 
பின்வருமோறு:

கெயல் 1-2 1-6 2-3 2-4 3-5 4-5 6-7 5-8 7-8
கோல அைவு 
(�ோடகளில்) 7 6 14 5 11 7 11 4 18

இ்தறகோன வ்லய்மப்்ப வ்ைக. 
நமலும் எல்லோ திட்ட கெயலுககும் 
முந்்தய க்தோ்டகக கோலம் (EST),  
முந்்தய முடிவு கோலம் (EFT), ெமீபத்திய 
க்தோ்டகக கோலம் (LST)  மறறும் ெமீபத்திய 
முடிவு  கோலம் (LFT) கோணக. தீரவுககு 
உகந்த போ்்த்யயும், திட்டம் முடிவ்்டய 
ஆகும் கோலத்்்தயும் கோணக.

10. ஒரு கடடுமோனத் திட்டத்தின் கெயல்கள் 
மறறும் அது க்தோ்டரபோன ்தகவல்கள் 
கீழககோணும் அட்டவ்ணயில் ்தைப் 
படடுள்ைது.

கெயல் 1-2 1-3 2-3 2-4 3-4 4-5

கோல அைவு 
(வோைஙகளில்) 22 27 12 14 6 12

இ்தறகோன வ்லய்மப்்ப வ்ைக. 
நமலும் எல்லோ திட்ட கெயலுககும் 
முந்்தய க்தோ்டகக கோலம் (EST),  
முந்்தய முடிவு கோலம் (EFT), ெமீபத்திய 

க்தோ்டகக கோலம் (LST)  மறறும் ெமீபத்திய 
முடிவு  கோலம் (LFT) கோணக. தீரவுககு 
உகந்த போ்்த்யயும்திட்டம் முடிவ்்டய 
ஆகும் கோலத்்்தயும் கோணக. 

பயிறசி 10.3

  ெரியான விற்டறயத் ட்தர்நச்தடுத்த 
எழுதக.

1. கீநழ ககோடுககப்படடுள்ை 
வ்லபின்னலுககுத் தீரவுககுகந்தப் 
போ்்த 

20
12

10 5

25
8

10

5

4

3

2

1

(a) 1 – 2 – 4 – 5 (b) 1– 3– 5       

(c) 1 – 2 – 3 – 5 (d) 1 – 2 – 3 – 4 – 5 

2.  ககோடுககப்பட்ட ந�ரியல் திட்டமி்டல் 
கணககு , , ,x x x x x x2 40 2 5 180 01 2 1 2 1 2# # $+ +

, , ,x x x x x x2 40 2 5 180 01 2 1 2 1 2# # $+ + . என்்றக கடடுபோடுகளுககு 
இணஙக z x x3 41 2= +  என்்ற குறிக 
நகோள் ெோர்ப மீப்கபரி்தோகக 
கி்்டககும் ஏறபு்்டய மு்னப் புள்ளி.
(a) ,x x18 241 2= =

(b) ,x x15 301 2= =

(c) ,x x2 5 351 2$= =

(d)  ,x x20 5 191 2$= =

3. (i,j) என்்ற கெயலோனது தீரவுககு 
உகந்த போ்்தயில் இருப்ப்தறகோன  
நிபந்த்னகளில் ஒன்று
(a) E E L L tj i j i ij- = - =

(b) E E L L ti j j i ij- = - =

(c) E E L L tj i i j ij- = - =

(d)  E E L L tj i j i ij!- = -
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4. வ்லப்பின்ன்ல வ்ைவ்தறகு 
பின்பற்ற நவணடிய கீழககண்ட 
விதிகளில் எந்த ஒன்று ்தவ்றோன கூறறு?
(a)  ஒவகவோரு கெயலும் ஒநை ஒரு 

அம்புககுறியோல் மடடுநம குறிககப் 
ப்ட நவணடும் அ்தோவது எந்த 
இைணடு நிகழவுகளும் ஒநை ஒரு 
அம்புககுறியோல் மடடுநம இ்ணககப் 
ப்ட நவணடும்.

(b)  எந்த இைணடு கெயல்களுககும் 
ஒநை மோதிரியோன ஆைம்ப மறறும் 
இறுதி நிகழவுக்ை அ்்டயோைப் 
படுத்்த முடியும்.

( c )   குறிப்பிட்ட ஒரு கெயலி்ன 
அ்்டயோைப்படுத்துவ்தன் கபோருடடு 
நிகழவுகள் ஒரு்மத்்தன்்மயு்டன் 
வரி்ெப்படுத்்தப்படடுள்ைன. ஒரு 
கெயலில் இறுதி நிகழவோனது 
்த்ல நிகழ்வ வி்ட சிறிய்தோக 
இருகக நவணடும்.  

(d)  அம்புககுறிகள் ஒன்்்ற ஒன்று 
கவடடிகககோள்ைககூ்டோது.

5 .  நிகழவு எண இ்டலில் பின்பற்ற 
நவணடிய கீழககண்ட விதிகளில்  
எந்த  ஒன்று  ்தவ்றோன கூறறு?
(a)  நிகழவுகள் ஒவகவோன்றுககும் ்தனித்்த 

எணகள் வழஙகப்ப்ட நவணடும்.
(b)  நிகழவு எண இ்டல் இ்டது 

பககத்திலிருநது வலது பு்றமோக 
வரி்ெ அடிப்ப்்டயில் அ்மககப் 
ப்டல் நவணடும்.

(c)  க்தோ்டகக நிகழவிறகு 0 அல்லது 1 
என்று எண இ்ட நவணடும்.

(d)  அம்பின் வோல்பகுதியில் உள்ை 
எண்ண வி்ட அம்பின் ்த்லப் 
பகுதியில் உள்ை எண எப்நபோதும் 
சிறிய்தோக இருகக நவணடும்.

6. ககோடுககப்பட்ட ந�ரியல் திட்டமி்டல் 
கணககில் மீப்கபருமஙகள் அல்லது 

மீச்சிறுமஙகள் தீரவோனது எவவோறு 
அ்ழககப்படுகி்றது.
(a) ஒரு தீரவு   
(b) ஒரு ஏறபு்்டய தீரவு  
(c)  ஒரு உகம தீரவு  
(d)  இவறறில் ஏதுவுமில்்ல

7. ககோடுககப்பட்ட வ்ைப்டத்தில் M1-ன்  
ஆயத்க்தோ்லவுகள்   

 0

M1
2x

1 +5x
2  = 120

4x1+2x2 = 80

B

C A

x2

x1

(a) ,x x5 301 2= =

(b) ,x x20 161 2= =  
(c) ,x x10 201 2= =

(d) ,x x20 301 2= =

8. x y2 5 10#+  x > 0, y > 0 என்்றக 
கடடுபோடுகளுககு இணஙக Z x y3 5= +  
என்்ற குறிகநகோள் ெோரபின் மீப்கபரு 
மதிப்பு.
(a) 6 (b) 15 (c) 25 (d) 31

9. , ,x y x y x2 20 2 20 02# #+ + , y > 0 
என்்றக கடடுபோடுகளுககு இணஙக  
Z x y3= + என்்ற குறிகநகோள் ெோரபின் 
மீச்சிறு மதிப்பு.
(a) 10 (b) 20 (c) 0 (d) 5

10. பின்வருவனவறறின் எது ெரி அல்ல?
(a)  மீச்சிறி்தோககு்தல் அல்லது 

மீப்கபரி்தோககு்தநல �மது 
குறிகநகோள் ஆகும்.

(b)  கடடுப்போடுக்ை �ோம் அவசியமோகக 
குறிப்பி்ட நவணடும்.
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(c)  தீரமோன மோறிக்ைக  கணடுபிடிகக 
நவணடும்.

(d)  தீரமோன மோறிகள் 
கடடுபோ்டற்ற்வயோக இருககும்.

11. வ்லய்மப்பு சூழலில் கீழககண்டவறறில் 
எது ெரியல்ல?
(a)  வ்லய்மப்பு என்பது வ்ைப்ட 

அ்மப்பு.
(b)  ஒரு திட்ட வ்லய்மப்பில் பல 

ஆைம்ப மறறும் இறுதி நிகழவு 
(கணு) இருககமுடியோது.

(c)  அம்புகுறி வ்ைப்டம் மூடிய 
வ்லய்மப்போக இருககும்.

(d)  கெய்லக குறிககும் அம்புககுறி  
நீைம் மறறும் வடிவம் ககோணடிைோது.

1 2 .   வ்லய்மப்புப் பகுப்போயவின் 
குறிகநகோைோனது,
(a)   கமோத்்த திட்ட கெலவி்ன 

சிறுமமோககு்தல்.
(b)   கமோத்்த திட்ட கோலத்்்த 

சிறுமமோககு்தல்.
(c)  உறபத்தித் ்தோம்தம், குறிககீடுகள், 

முைணபோடுகள் ஆகியவற்்ற 
சிறுமமோககு்தல்.

(d) நமறகண்ட அ்னத்தும்.
13.  வ்லய்மப்பு கணககுகைோல் 

திட்டத்திறகு கி்்டககும் �ன்்மகள்
(a) அட்டவ்ணப்படுத்து்தல்
(b) திட்டமி்டல்
(c) கடடுப்படுத்து்தல் 
(d) நமறகண்ட அ்னத்தும்

14.  CPM  என்ப்தன் விரிவோககம்
(a) தீரவுககு உகந்த போ்்த மு்்ற
(b) கெயலிழப்பு திட்ட நமலோண்ம
(c) சிககலோன திட்ட நமலோண்ம
(d)  தீரவுககு உகந்த போ்்த நமலோண்ம

15. x x 11 2 #+ , x x5 5 01 2 $+ , x1 ≥ 0,  
x2≥0 என்்ற கடடுப்போடுகளுககு இணஙக 

Z x x2 31 2= + - ஐ ,  வ ் ை ப ்ட  தீ ர வு 
மு்்றயில் மீப்கபரி்தோககும் நபோது,
(a) ஏறபு்்டய தீரவு இல்்ல
(b) ஒநை ஒரு உகந்த தீரவு
(c) பல உகமத் தீரவுகள்
(d) இவறறில் எதுவும் இல்்ல

இ்தை கணககுகள்

1. ஒரு நிறுவனம் A மறறும் B என்்ற 
இருவ்கப் கபோருள்க்ைத் ்தயோர 
கெயது, மு்்றநய `3 மறறும் `4 என 
இலோபம் ஈடடுகி்றது. M1 மறறும் M2 
என்்ற இயநதிைஙகள் இந்த இைணடுப் 
கபோருள்க்ைத் ்தயோர கெயகின்்றன. A 
என்்ற கபோரு்ைத் ்தயோரிகக M1-ககு 
ஒரு நிமி்டமும் மறறும் M2–ககு இைணடு 
நிமி்டஙகளும் ஆகின்்றன.  B என்்ற 
கபோரு்ைத் ்தயோரிகக M1–ககு ஒரு 
நிமி்டமும் மறறும் M2–ககு ஒரு நிமி்டமும் 
ஆகின்்றன. ஒரு நவ்ல�ோளில் M1  
இயநதிைம், 7 மணி 30 நிமி்டஙகளுககு 
நமல் நவ்ல கெயவதில்்ல. M2 
இயநதிைம் 10 மணி ந�ைம் ்தோன் 
நவ்ல கெயகி்றது. கபரும இலோபம் 
கி்்டகக இந்த கணக்க ந�ரியல் 
திட்டமி்டல் அ்மப்பில் எழுதுக.

2. ஒரு நிறுவனம் A மறறும் B என்்ற இரு 
அைவில் ்த்லவலி மோத்தி்ைக்ைத் 
்தயோர கெயகி்றது.  A-ல் 2 மில்லிகிைோம் 
ஆஸ்பிரினும், 5 மில்லிகிைோம் ்ப-
கோரபநனடடும் மறறும் 1 மில்லிகிைோம் 
ககோ்்டனும்  உள்ைது.  B- ல் ஒரு மில்லி 
கிைோம் ஆஸ்பிரினும் 8 மில்லி கிைோம் 
்பகோரபநனட மறறும் 6 மில்லிகிைோம் 
ககோ்்டனும் உள்ைது.  உ்டனடி வலி 
நிவோைணத்திறகு கு்்றந்த படெம்  
12 மில்லிகிைோம் ஆஸ்பிரினும் 74 
மில்லிகிைோம் ்ப-கோரபநனடடும் மறறும் 
24 மில்லிகிைோம் ககோ்்டனும் ந்த்வ 
என உணைப்படுகி்றது. ஒரு ந�ோயோளி 
உ்டனடி நிவோைணம் கப்ற கு்்றந்தது 
எத்்த்ன மோத்தி்ைக்ை உடககோள்ை 
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நவணடும் என்ப்்தத் தீரமோனிகக.  
இந்தக கணக்க ந�ரியல் திட்டமி்டல் 
மு்்றயில் எழுதுக.

3. ;x x x x50 3 901 2 1 2# #+ +  மறறும் 
,x x0 01 2$ $  என்்ற கடடுப்போடுகளுககு 

இணஙக Z x x4 1 2= + -ன் சிறும 
மதிப்்பக கோணக.

4. ;x x2 101 2 $+   x x3 4 241 2 #+   மறறும் 
,x x0 01 2$ $  என்்ற கடடுப்போடுகளுககு 

இணஙக Z x x200 5001 2= + -ன் சிறும 
மதிப்்பக கோணக.

5. , ; ,x x x x6 4 51 2 1 2# # #+  மறறும் 
,x x 01 2 $  என்்ற கடடுப்போடுகளுககு 

இணஙக Z x x3 51 2= + -ன் கபரும 
மதிப்்பக   கோணக.

6. ;x x x x50 3 901 2 1 2# #+ +  மறறும் 
,x x 01 2 $  என்்ற கடடுப்போடுகளுககு 

இணஙக Z x x60 151 2= + -ன் கபரும 
மதிப்்பக கோணக.

7. கீநழக ககோடுககப்படடுள்ை கெயல்களுககு 
வ்லப்பின்னல் வ்ைக.

கெயல் A B C D E F G H I J K

முந்்தய 
கெயல் – A A A B C C C,D E,F G,H I,J

8.  கீநழக ககோடுககப்பட்ட கெயல்களுககு 
வ்லபின்னல் வ்ைக.

கெயல் A B C D E F G
முந்்தய 

கெயல் - - A A B C D,E

9. ஒரு திட்டத்தின் கோல அட்டவ்ண 
பின்வருமோறு

கெயல் 1-2 2-3 2-4 3-5 4-6 5-6

கோல அைவு 
(�ோடகளில்) 6 8 4 9 2 7

இ்தறகோன வ்லய்மப்்ப வ்ைக. 
நமலும் எல்லோ திட்ட கெயலுககும் 
முந்்தய க்தோ்டகக கோலம் (EST),  
முந்்தய முடிவு கோலம் (EFT), 
ெமீபத்திய க்தோ்டகக கோலம் (LST)  
மறறும் ெமீபத்திய முடிவு  கோலம் (LFT)   
கோணக. தீரவுககு உகந்த போ்்த்யயும், 
திட்டம் முடிவ்்டய ஆகும் கோலத்்்தயும் 
கோணக

10.   பின்வரும் அட்டவ்ண ஒரு 
திட்டத்திறகோன விவைஙக்ைக 
ககோடுககி்றது.

கெயல் 1-2 1-3 2-3 3-4 3-5 4-6 5-6 6-7

கோல அைவு 
(�ோடகளில்) 5 10 3 4 6 6 5 5

இ்தறகோன வ்லய்மப்்ப வ்ைக. 
நமலும் எல்லோ திட்ட கெயலுககும் 
முந்்தய க்தோ்டகக கோலம் (EST),  
முந்்தய முடிவு கோலம் (EFT), 
ெமீபத்திய க்தோ்டகக கோலம் (LST)  
மறறும் ெமீபத்திய முடிவு  கோலம் (LFT) 
கோணக. தீரவுககு உகந்த போ்்த்யயும், 
திட்டம் முடிவ்்டய ஆகும் கோலத்்்தயும் 
கோணக.
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க்தோகுப்பு்ை
 z  ந�ரியல் திட்டமி்டல் கணககு என்பது கி்்டககக கூடிய அைவோன  

வைஙக்ை ஒதுககீடு கெயது குறிகநகோள் உகம (மீப்கபரு அல்லது  
மீச்சிறு) மதிப்பி்ன கோணப்தறகோன ஒரு கணி்தவியல் அ்மப்பு உத்தியோகும்.

 z  LPP –ன் சுருககமோன வடிவம்: 

  
j

n

ij j
a x

=
∑ ≤
1

�  (அல்லது = அல்லது≥)bi,  i = 1, 2, 3, …, m  

 மறறும்   xj ≥ 0  கடடுப்போடுகளுககு இணஙக Z = c xj j
j

n

1=
/  மீப்கபருமதிப்பு அல்லது 

மீச்சிறு மதிப்்பக கோணக .  

 z  குறிக்டகாள் ொர்பு  Z c x c x c x
n n

= + +… +
1 1 2 2��� ���

� � � .� � �  என்்ற உகமப்படுத்்தக கூடிய (மீப்கபரு 
அல்லது மீச்சிறு )  ெோரபு, குறிகநகோள் ெோரபு ஆகும்.

 z  தீர்மான மாறிகள் குறிகநகோள் ெோரபின்  உகம மதிப்்ப(மீப்கபரு அல்லது மீச்சிறு) 
கோணப்தறகு ந்த்வப்படும் xj , j = 1,2,3,…,n  , எனும் மோறிகள் தீரமோன மோறிகள் ஆகும்.

 z  தீர்வுகள்   எல்லோ கடடுப்போடுக்ையும் நி்்றவு கெயயக கூடிய தீரமோன மோறிகளின்                              
xj,j =1,2,3,…,n க்தோகுப்பு மதிப்புகள் அந்தக கணககின் தீரவுகள் ஆகும்.

 z  ஏற்புற்டயத் தீர்வு கு்்றயற்ற நிபந்த்னகளுககு உடபடடு எல்லோக கடடுபோடுக்ையும் 
நி்்றவு கெயயும் தீரமோன மோறிகளின் மதிப்புகளின் க்தோகுப்பு ஏறபு்்டயத் தீரவு ஆகும்.  

 z  உகமத் தீர்வு குறிகநகோள் ெோரபின் உகம (கபரும அல்லது சிறும) மதிப்்பத் ்தரும் 
ஏறபு்்டயத் தீரவு, உகமத் தீரவு என்்ற்ழககப்படும்.

 z தீர்வுக்கு உகந்தப பகுதி ஒரு ந�ரியல் திட்டமி்டல் கணககில் கு்்றயற்ற நிபந்த்னகள் 
xj≥0  உடபட்ட  எல்லோக கடடுப்போடுக்ையும் நெரத்துக கணிககக கூடிய கபோதுவோனப் 
பகுதி, அககணககின் ஏறபு்்டயப் பகுதி (அல்லது தீரவுப் பகுதி) எனப்படும்.

 z  இரு மோறிக்ைக ககோண்ட ந�ரியல் திட்டமி்டல் கணககிறகோன உகந்தத் தீர்வ வ்ைப்ட 
மு்்ற மூலம் கோணலோம். 

 z  ஏறபு்்டய பகுதியின் மு்னப்புள்ளிகளில் ஏ்தோவக்தோன்று ந�ரியல் திட்டமி்டல் கணககின் 
உகந்த மதிப்பு ஆகும். 

 z  வ்லய்மப்பு என்பது ்தரகக அடிப்ப்்டயில் ஒழுஙகப்படுத்்தப்பட்ட திட்டம் பறறிய 
பல்நவறு கெயல்களின் வ்ைப்ப்ட குறியீடு ஆகும்.

 z  ந�ைம் மறறும் முயறசி அல்லது நவறு வ்கயோன வை ஆ்தோைஙக்ை உபநயோகிககும் 
எந்த ்தனித்்த கெயல்போடடுககும் கெயல் என்று கபயர.
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 z  நிகழவு என்பது கெயல்களின் ஆைம்பம் அல்லது நி்்ற்வக குறிப்ப்தோகும்.  நிகழவு எந்த 
வை ஆ்தோைத்்்தநயோ ந�ைத்்்தநயோ எடுத்துகககோள்வதில்்ல.

 z  வ்லய்மப்பு வ்ைப்டத்தில் நீண்ட க்தோ்டரச்சியோன ெஙகிலி நபோன்்ற கெயல்கள், 
தீரவுககு உகந்த போ்்த்யக குறிககி்றது.  அ்தோவது மிக நீண்ட கோலம் எடுத்துக ககோள்ளும் 
போ்்த தீரவுககு உகந்த  போ்்த ஆகும்.

கறலச் சொற்கள் (GLOSSARY) 

ஆைம்ப நிகழவு head event

இறுதி நிகழவு tail event

ஏறபு்்டய தீரவு feasible solution

ஒப்புககோன கெயல் dummy activities

ெமீபத்திய க்தோ்டஙகும்  ந�ைம் latest start time

கெயல்போடு activity

்தரகக க்தோ்டர வரி்ெ logical sequence

தீரமோன மோறிகள் decision variables

தீரவுககு உகந்த பகுப்போயவு critical path analysis

தீரவுககு உகந்த மு்்ற critical path method

நிகழவு event

ந�ரியல் திட்டமி்டல் கணககு linear programming problem

பணபுத் க்தோ்க abstract

பிந்்தய கெயல் successor activity

பின் ந�ோககி கெல்லும் கணககீடு backward pass calculations

முந்்தய கெயல் predecessor activity

முன் ந�ோககி கெல்லும் கணககீடு forward pass calculations

முன்கூடடிநய க்தோ்டஙகும்  ந�ைம் earliest start time

வ்லய்மப்பு பகுப்போயவு network analysis

உகம / உகந்த optimal
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Step 4

கெயல்போடடிறகோன உைலி :

https://ggbm.at/q4tsyvys (or) scan the QR Code

இறணயச் செயல்பாடு

இறுதியில் கிற்டக்கபசபறும் ப்டம்   படி – 1
கீழககோணும் உைலி / வி்ைவுக குறியீட்்டப் 
பயன்படுத்தி GeoGebra  வின் “11th BUSINESS 
MATHEMATICS and STATISTICS” பககத்திறகுச் 
கெல்க. உஙகள் போ்டம் ெோரந்த பல பணித்்தோள்கள் 
இப்பககத்தில் இருககும்.

படி - 2
“Linear Programming Problem” என்ப்்தத் ந்தரவு கெயது, கணககுக்ைச் கெயவ்தறகு 
உள்ை படிக்ை அறிய வலப்பு்றம் உள்ை �ழுவ்ல �கரத்்தவும். ககோடுத்திருககும் 
கணககுக்ைச் கெயது இ்டப்பு்றம் உள்ை வ்ைப்டத்தில் கோணகவும். “Inequality video” 
என்ப்்தச் கெோடுககி, கோகணோளியில் விரிவோகக கோணக.  

படி 1

படி 2
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1. அணிகள் மற்றும் அணிக்கோவைகள்

பயிற்சி 1.1

 1.(i) M M M M1 0 20 511 12 21 22=- = = =

  A A A A1 0 20 511 12 21 22=- = =- =

 (ii) M M M M M M12 2 23 16 4 1411 12 13 21 22 23=- = = =- =- =

  M M M4 6 1131 32 33=- =- =

  A A A A A A12 2 23 16 4 1411 12 13 21 22 23=- =- = = =- =-

  A A A4 6 1131 32 33=- = =

 2. 20 3. 2
1  4. –30 5. ,2

13 2    6. 0

பயிற்சி 1.2

 1. 
4
1

3
2-
-> H  2. 

7
1
1

3
1
0

3
0
1

-
-

- -R

T

SSSSSSSS

V

X

WWWWWWWW
  3.(i) 5

1 3
2

1
1-

= G   (ii) 10
1 3

1
1

3
-> H

  (iii) 10
1

10
0
0

10
5
0

2
4

2

-
-

R

T

SSSSSSSS

V

X

WWWWWWWW
  (iv) 151

1
22
13
5

46
14
17

7
11
19

-
-

-

-

-
-
-

R

T

SSSSSSSS

V

X

WWWWWWWW

 7. 9
1

0
3
3

3
2
1

3
7
1-
-
-

R

T

SSSSSSSS

V

X

WWWWWWWW
  10.  4

7
m =   11. ,p q2 3= =-   

பயிற்சி 1.3

 1. ,x y1 1= =      2.(i)  , ,x y z3 2 1= =- =  

 (ii) , ,x y z1 2 3=- = =    (iii) , ,x y z1 1 2= =- =           3. 17.95, 43.08, 103.85   

 4. 3000, 1000, 2000   5. 13,2,5  6. 700, 600, 300

விவைகள்
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278 11 ஆம் வகுப்பு வணிகக் கணிதம் மற்றும் புள்ளியியல்

பயிற்சி 1.4

 1. சாத்தியமானது 2. சாத்தியமானதல்ல 3. சாத்தியமானது   
 4. A = 27.82 டன்கள்  B = 98.91 டன்கள்  5. 181.62, 84.32 
 6. 34.16, 17.31,  7. 42 மற்றும் 78

பயிற்சி 1.5

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13

(b) (d) (b) (b) (c) (c) (c) (c) (c) (d) (c) (b) (a)

14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25

(c) (c) (c) (b) (a) (d) (b) (b) (d) (d) (b) (a)

இதர ்கணக்கு்கள் 

 1. .x x3 1= =-  2. 0             6. 
2
5
0

0
1
1

1
0
3

-R

T

SSSSSSSS

V

X

WWWWWWWW
 

 7. 5
1 3

2
1
1-

= G       8. , ,x y z1 2 3= = =    9.    , ,x y z20 30 50= = =  

 10. `1200 க்காடி்கள், `1600 க்காடி்கள்

2. இயற்கணிதம்
பயிற்சி  2.1

 1. x x2
13

1
10

- - -    2. x x2
3

1
1

- + +  

 3. x x x9 1
1

9 2
1

3 2
1

2- - + -
+] ] ]g g g

 4. x x2 1
1

2 1
1

- - +] ]g g

 5. x x x9 2
4

9 1
4

3 1
1

2+
- + - -

-] ] ]g g g
 6. ] ]g gx x x2

2
2

3
2

9
2 3- +

-
-

-
  

 7. ( )x x x2
7 1

2 2
9

2
-
+ + +   8. ( ) ( )

( )
x x

x
5 2

1
5 1
4 2

2+ +
+

-

 9. ( ) ( ) ( )x x x16 1
3

16 3
3

4 3
1

2- - + +
+

 10. ( ) ( )x
x

x5 4
1

5 1
1

2+
-

+ +    

பயிற்சி 2.2
 1. 64 2. 10 3. 3     4. 336    5.  85 

பயிற்சி 2.3

 1. 6 2. 14400 3. 1680        4. ! ! ! !
!

4 3 2 2
13  

 5. (a) !
2
7           (b) 7! 6. CHAT என்ற வாரத்்தயின தரம் = 9.
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பயிற்சி  2.4

 1. 4 2. C C C8 8 9 1264 3 4+ = =  3. 210 cards

 4. 20 5. 25200 6. 671               7. ! !
! ! !7 6

13 9 9# #   

 8. 11     9.(i) 1365 (ii) 1001         (iii) 364

 10.(i) 186    (ii) 186  

பயிற்சி 2.6

 1.(i) a a b a b ab b16 96 216 216 814 3 2 2 3 4- + - +

 (ii) x y
x

y
x

y
x

y
x

y
x

y
x

y
7 21 35 35 21 7 17

6
2

5
3

4
4

3
5

2
6 7+ + + + + + +  

 (iii) x x x x x x6 15 20 15 6 16 3
3 6 9 12+ + + + + +   

 2.(i) 10, 40,60,401  (ii) 995009990004999       3.  11440  x9 y4

 4.(i) ,C x x
C

11
11

5
5       (ii) 

( )C
x16

8 814 12      (iii) x
C10 6

5
5

5- ^ h
 

 5.(i) C9 3
2

6 6
6

 (ii) ( )C32 15 5-  (iii) 7920. 

பயிற்சி 2.7

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13

(d) (c) (d) (c) (a) (c) (d) (b) (b) (c) (b) (d) (b)

14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25

(a) (c) (a) (c) (a) (c) (a) (b) (c) (d) (b) (a)

இதர ்கணக்கு்கள்

 1. x x1
3

3
2

- + +    2. x x1
3

2
2

- - -

 3. x x x2
1

3
5

3
3

2+ + - -
-] g

     4. x x x
x

2
3

1
2 1

2- +
- +
-

 5. (i) 7
2

 (ii) 7
24

 (iii) 12

 6.(a) 720 (b) 7776 (c) 120 (d) 6

 7. 74 ways 8. 85 ways 9. 210 10. 544
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280 11 ஆம் வகுப்பு வணிகக் கணிதம் மற்றும் புள்ளியியல்

3. பகுமுவை ைடிவியல்
பயிற்சி 3.1 

 1. x x y2 6 102- - +  = 0 2. x y x y6 4 32 2+ - + -  = 0

 3. x y x y3 3 4 14 152 2+ - - +  = 0 4. ,2
15 0b l 5. x y2 3 21 0- + =

பயிற்சி 3.2 

 1. 45c 2. 4 அ்லகு்கள் 4. a = 5

 5.  y = 1500x + 100000 ,  95 ததா்்ல்காட்சிதபட்டி்களின வி்்ல  ` 2,42,500 

பயிற்சி 3.3 

 1. ,a c6 6= =    2. x y2 2 0- + =  மற்றும் x y6 2 1 0- + =  

 3. x y2 3 1 0+ - =   மற்றும் x y2 3 2 0+ - =    4.  ( )tan 71i = -

பயிற்சி 3.4 

 1.(i)  x y x y6 10 9 02 2+ - - + =  (ii) x y 42 2+ -  = 0

 2.(i) C(0, 0 ), r = 4  (ii) C(11 , 2 ),    r = 10

 (iii) , ,C r5
2

5
4 2-

=b l    (iv) , ,C r2
3

2
3

2
5=b l

 3. x y x y6 4 51   02 2+ + + - =  4. x y x y4 6 112 2+ - - + = 0

 5. x y x y5 2 12 2+ - - +  = 0 6. x y x y2 2+ - -  = 0

 7. x y x y16 4 322 2+ - + -  = 0 8. x y x y2 12 272 2+ - - +   = 0 

 9. x y2 2+  = 9

பயிற்சி 3.5 

 1.  x 2 0+ =  

2.   R வட்டத்தினுள் அ்மயும், P வட்டத்திற்கு தவளிகய அ்மயும் Q வட்டத்தின கமல அ்மயும்.

3.  20  அ்லகு்கள் 4. p !=  20.

பயிற்சி 3.6 

 1. x y xy x y9 16 24 34 112 1212 2+ + + + +  = 0 

 2. k = 1, தசவவ்க்லத்தின நீளம் = 1,  குவியம் ,F 4
1 0b l
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281விடைகள்

 3. 
அச்சு மு்ன குவியம் இயக்குவ்ரயின 

சமனபாடு
தசவவ்க்லம்

y = 4 V(1, 4) F(3, 4) x + 1 = 0 8 அ்லகு்கள்

 4.

்கணக்கு அச்சு மு்ன குவியம் இயக்குவ்ரயின 
சமனபாடு தசவவ்க்லம்

(a)
y x202 =

y = 0 V(0, 0) F(5, 0) x = – 5 20 அ்லகு்கள்
(b)

x y82 =
x = 0 V(0, 0) F(0, 2) y = –2 8 அ்லகு்கள்

(c)
x y162 =-

x = 0 V(0, 0) F(0, –4) y = 4 16 அ்லகு்கள்

   5. ( ) ( )x y15 5 552- = - .  மு்னயில தவளியீடு மற்றும் சராசரி தச்லவு 15 கிக்லா மற்றும் ̀  55. 

 6. x = 5 மாதங்கள்
பயிற்சி 3.7 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13

(b) (c) (c) (c) (b) (c) (a) (c) (a) (b) (c) (a) (d)

14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25

(a) (a) (d) (a) (c) (b) (b) (a) (d) (b) (b) (b)

இதர ்கணக்கு்கள் 

 1. 3x + y – 8 = 0  2. y x6 3000= +         4.   ,p p1 2= =   6. ,a b9 8= =        

 7. (–1, –2) க்காட்டின மீது,  (1, 0) க்காட்டின கமலபு்றம் (–3, –4) க்காட்டின கீழ்பு்றம்        

 8. (–2, –7)          9. y x2
92 =-  

 10.  அச்சு : y = 2,  மு்ன : (1, 2), குவியம் : (2, 2),  
  இயக்குவ்ரயின சமனபாடு : x = 0 மற்றும் தசவவ்க்லத்தின நீளம் : 4 அ்லகு்கள்

4. திரி்கோணமிதி

பயிற்சி 4.1

 1.(i) 3
r  (ii) 6

5r  (iii) 3
4r  (iv) 9

16r-
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282 11 ஆம் வகுப்பு வணிகக் கணிதம் மற்றும் புள்ளியியல்

 2.(i) 22 30c l (ii) 324⁰ (iii) 171 48c- l (iv) 110c

 3.(i) முதல ்காலபகுதி (ii) மூன்றாம் ்காலபகுதி (iii) இரணடாம் ்காலபகுதி.

 4.(i) 2
3-

 (ii) 2
3-

 (iii) 
3

2  (iv) 1  

 (v) 2   10. 2
7-

பயிற்சி 4.2

 1.(i) 
3 1

2 2
-

 (ii) 2 2
3 1

-
+

e o (iii) 
3 1
3 1
+

-
  

 2.(i) sin 92c (ii) 2
3  (iii) cos 80c (iv) 2

3   

 3.(i) 65
33-  (ii) 65

16-  (iii) 33
16

      6.  ,11
2
a b+  முதல ்காலபகுதியில அ்மயும்   7. 2 1! -      

 9.(i) 13
9  (ii) 2197

828-  10. 125
44- , 44

117-   14. 2 1-

பயிற்சி 4.3

 1.(i) cos cosA A
2
1

4 2-b l  (ii) sin A2
1 2 2

3
- +b l

 (iii) sin sinA A
2
1 4 3

2-b l (iv) 1
2 (sin10i-sin4i)

 2.(i) sin cosA A2 2
3

2    (ii) cos cosA A2 3

 (iii) sin cos2 2 4i i    (iv) sin sinA A
2
1 4 3

2-b lsin sin2 2
3

2
i i

பயிற்சி 4.4

 1.(i) 6
r-  (ii) 4

r-  (iii) 6
r  (iv) 4

3r

 4. x 6
1=    5. x 2

1=    

 6.(i) 5
4      (ii) 

10
1           7. 65

33-    10. x
4 2
r +

பயிற்சி 4.5

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13

(b) (a) (c) (b) (b) (d) (a) (d) (a) (c) (c) (d) (b)

14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25

(c) (b) (a) (c) (b) (c) (c) (b) (c) (a) (b) (d)
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283விடைகள்

இதர ்கணக்கு்கள் 

 4. 
10
3   மற்றும் 

10
1-   6.(i) 4

6 2+
 (ii) 2 – 3        

 7. 12
15 2 2+

 9. 33
56  10. x4

r -

5. வ்்க நுண்கணிதம்
பயிற்சி 5.1

 1.(i) ஒற்்்றச் சாரபு (ii) இரட்்டச் சாரபு 

 (iii) ஒற்்்றச் சாரபும் அல்ல மற்றும் இரட்்டச் சாரபும் அல்ல   (iv) இரட்்டச் சாரபு    

 (v) ஒற்்்றச் சாரபும் அல்ல மற்றும் இரட்்டச் சாரபும் அல்ல 

 2. k = 0      5.  x
x

3
1
+
-  , x

x
1

3 1
-
+

 6.(i) e   (ii) 0  (iii) 3e   (iv) 0  

 7.(i) 

x ′

y ′

x

y (0, 16)

(1, 15)(–1, 15)

(2, 12)(–2, 12)

(3, 7)(–3, 7)

(4, 0)(–4, 0)

y=
16

–x
2

         (ii) 

x ′

y ′

y

x(2, 0)

(3, 1)
(1, 1)

(4, 2)(0, 2)

(5, 3)(–1, 3)

(–2, 4)

y=
x-2, x

>2

y=2–x, x<2

 (iii) 

x ′

y ′

x

y
(3, 9)

y=x2, x>0

y=–x2, x<0

(0, 0)

(1, 1)

(–1, –1)

(–2, –4)

(–3, –9)

(2, 4)

 (iv) 

x ′

y ′

xO

y=e2x

y

(0, 1)

11_11th_BM-STAT_Answers_TM.indd   283 08-12-2021   21:59:18

www.tntextbooks.in



284 11 ஆம் வகுப்பு வணிகக் கணிதம் மற்றும் புள்ளியியல்

 (v) 

x ′

y ′

xO

y=e –2x

y

(0, 1)

 (vi) 

x ′

y ′

x

y

y=1, x>0

y=–1, x<0

O

பயிற்சி 5.2

 1.(i) 3
10  (ii) 0  (iii) 2

1  (iv) 1 

 (v) a16
15 24

1-  (vi) 9      

 2.  a = ± 1             3.    n = 7      4.  5
28  5. f(–2) = 0  

பயிற்சி 5.3

 1.(a) x = 2 –ல ததாடரச்சியற்்ற சாரபாகும்.  (b) x = 3 –ல ததாடரச்சியான சாரபாகும்.

பயிற்சி 5.4

 (i) 2x     (ii) e x- -    (iii) x 1
1
+

பயிற்சி 5.5

 1.(i) x x12 6 13 2- +  (ii) x x x
20 6 5
5 4 2
-

+ -   (iii) 
x x

e
2

1
3

1 x
43- +

 (iv)  x
x3

2
2

-
+  (v)  x e x 3x2 +^ h (vi) x x3 4 12- -  

 (vii) cos sinx x x4 33- -   (viii) x1 1
2-

 2.(i) ( )x
xe

1
x

2+
  (ii) 

^ h
x x

x
1

2 1
2 2

2

- +
-

^ h  (iii) e
e

1 x

x
2+^ h

 

 3.(i)  cos sinx x x+  (ii) sin cose x xx +^ h

 (iii) loge x x x1 1x + + +` j   (iv) cos x2      (v) e x x 3x 2 +^ h

 4.(i) sin x2  (ii) sin x2-  (iii) cos sinx x2
3 2-   (iv) 

x
x

1 2+

 (v) n ax bx c ax b2n2 1+ + +-
^ ^h h (vi) cosx x2 2^ ^ hh  (vii) 

x x
x

1 12 2+ +
-

^ h

y=0, x=0
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பயிற்சி 5.6

 1.(i) x
y
-   (ii) y x

y x
2

2
-
-

 (iii) – ( )
( )
y ax
x ay

2

2

+

+
 3. x y

x y
3
4

1 4 3
1 4 3

+ -
- +c m

பயிற்சி 5.7

 1.(i) cos logsinx x
x x xsinx +8 B  (ii) sin cot log sinx x x xx +^ ^h h6 @ 

 (iii) sin sec log sinx x x1tanx 2+^ ^h h6 @ 

 (iv) x x x
x x

x x x x x
x

2
1

3 1
1 2

1
1

2
1

3
1

1
2 1

2 2- + +
- -

- + - - - -
+ +
+

^

^

^

^

h

h h

h
$ .

பயிற்சி 5.8

 1.(i) t
1
2-    (ii) t cost (iii) –tan θ (iv) cot 2

i

 2. – tan x  3. sin
x

x
2

2

பயிற்சி 5.9

 1.(i) 9y (ii) logx a a1 x
2

2- + ^ h    (iii) coseca
1 3i-

பயிற்சி 5.10

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13

(d) (c) (a) (b) (a) (a) (c) (a) (d) (a) (a) (d) (b)

14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25

(a) (a) (a) (c) (b) (d) (a) (a) (c) (a) (b) (d)

இதர ்கணக்கு்கள்

 2. 

x ′

y ′

x

y
(0, 9)

(1, 8)(–1, 8)

(2, 5)(–2, 5)

(3, 0)(–3, 0) y=
9–

x2

 

 4. 10
1-          

 6.(i)  = 1 ல ததாடரச்சியானது மற்றும் வ்்கயிடத்தக்்கது

 (ii) x = 2 ல ததாடரச்சியற்்றது கமலும் வ்்கயிடத்தக்்கதல்ல
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6. வ்்கயீட்டின பயனபாடு்கள்

பயிற்சி 6.1

 1. AC x x= − −
1 7
10 x

4 20 + 2
,  AVC x x= − −

1
10

4 202 , AFC
x

=
7 ,

  MC x x= − −
3
10

8 202 ,  MAC x
x

= − −
1
5

4
7
2

 2. C =
121
6` , AC = 29

12
` ,  MC =

2
3

`

 3. AC x= −2 2 ,  MC x= −3 22 ,  AR x= −14 ,  MR x= −14 2

 4. η
xd =
2

 5(i) η
xd =
2

 n a bx
bxd

=
−
2

,  x a
b

=
3

     (ii) η
xd =
2

n
a bx

bx
x

a
bd

=
−

=
2

22 3
,

 6. ηs =
4

2 5

36
23

2

2

p

p +
,    7. MR x

=
−50 2
5

10 0, ,10, 0

 8. ηs = �� �,���
p

p b2
1

−( )
   11. η xd =

2
=4

 12. P x
x= − + −

2

100
160 120 ,   AP x

x
Rs=

−
+ −

100
160

120
147 9��,���� �� .,` 147.90

     ,    .MP x= − +
50

160 `159 80,  MAP
x

= − +
1
100

120
1 19

2
��,��� ., ` 1.19

 13. x = – 8, 2 15. h h
d d

p
p

=
−

= > ⇒
10

3
2
1, மீள்த்தன்மக் த்காணடது. 

 16. pE=30 ,   xE = 40 அ்லகு்கள்  17. x = 2100 அ்லகு்கள்,    p = `130

 18. x = 6 அ்லகு்கள் 
பயிற்சி 6.2

 1.  x > 5 எனும் கபாது AC எனபது கூடும் மதிபபா்க அ்மகி்றது.
 3.  x ≈ 46, எனும் கபாது P எனபது மீபதபரு மதிப்ப அ்டகி்றது. மீபதபரு ்லாபம் 

` 1107.68.
 4.  x = 220 எனும் கபாது வருவாய் மீபதபரு மதிப்ப அ்டகி்றது.
 5. இடம்சார்நத சிறுமம் –71,         இடம்சார்நத தபருமம்   54
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பயிற்சி  6.3

1.

தபாருட்்கள்
EOQ 

அ்லகு்களில

சிறும சரக்கு 
நி்்லச்
தச்லவு

EOQ 
ரூபாயில

EOQ 
வருட 

வழஙகுதலில

வருட 
க்காரிக்்்க்களின 

எணணிக்்்க
A 2000 `4 40 2.5 0.4

B 200 `20 200 0.5 2

C 2627 `52.54 525.40 0.19 5.26

 2 (i)  ≈913 அ்லகு்கள்/ க்காருதல (ii) ≈ `20, 066 / வாரம்.

பயிற்சி  6.4

 1. ∂
∂
= +( ) ∂

∂
= +( )z

x
a cy d

z
y
c ax b,

பயிற்சி  6.5

 1. 23, 25     3. –2, 8        4.    0.8832, 2.2081     5. ,3
4 8- -     6.  10

79
3
79

,-

பயிற்சி  6.6

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

(d) (a) (b) (a) (b) (a) (b) (c) (b) (a)

11 12 13 14 15 16 17 18 19 20

(a) (c) (b) (b) (a) (b) (b) (b) (b) (c)

இதர ்கணக்கு்கள்
 1. AC

x
x x MC x x MAC

x
x x= − + = − + =

−
− +

10
4 3 12 12

10
8 92 3 2 3

2

2, ,

 2.(i) ηs 
x

=
+
1

1
        (ii) η xd =

2
 n
xd

=
3

 3. ηs n
p

ps
=

+
4

2 5

4
7

2

2
,    6.  TC ஆனது [0.20] ∪ [30, ∞) என்ற இ்டதவளியில கூடுகி்றது 

மற்றும் என்ற இ்டதவளியில [20, 30] கு்்றகி்றது.  

 7. x = 3 எனும்கபாது TC சிறுமத்்த அ்டகி்றது.
7. நிதியியல் கணிதம்

பயிற்சி  7.1

 1. ` 68,429 2. ` 1,20,800 3. ` 18,930 4. ` 500

 5. ` 23,79,660 6. ` 14,736 7. ` 8,433 8. ` 1,17,612

 9. ` 14,339 10. ` 1,000
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பயிற்சி 7.2

 1. ` 8,184 2. ` 2,250 3. 900 பஙகு்கள்

 4.(i) 242     (ii) ` 3630       (iii) 12 1
2
%

 5.(i) ` 5,000     (ii) ` 480       (iii) 9.6%  6. ` 897.50
  7.    ` 7000, ` 6500 8. 99 பஙகு்கள்
 9.(i) ` 945    (ii) ` 960   இரணடாவது முதலீகட சி்ற்நதது.

 10.(i) 1400    (ii) 1400.    ஒகர முதலீட்டிற்கு இரு சரக்கு முதல்களும் சமமான 
வருமானம் தருகின்றன.எனகவ இரணடும் சமமான சரக்கு முதல்களாகும்

பயிற்சி 7.3

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15

(a) (b) (c) (c) (d) (c) (a) (b) (a) (b) (b) (b) (a) (a) (b)

இதர ்கணக்கு்கள் 

 1. ` 9282 2. ` 15,638 3. ` 4,327; ` 1,25,780; ` 29,334; ` 1,39,560.

 4.  கத்வபபடும் மாதங்கள் ≈ 24 5. ` 12,500

 6. ` 13,250, ` 36,443.75,  இய்நதிரம்  B வாங்க்லாம்

 7.  270,  216,  300,  450

 8. ` 700, ` 900, ` 200, 2.5% 9. 1500 பஙகு்கள், ` 625    10.  20%

8. விைரப் புள்ளியியல் மற்றும் நிகழதகவு
பயிற்சி 8.1

 1. Q1 = 6 , Q3 = 18  2. Q1 =  5, Q3 = 6.5, D8 =  6.5 மற்றும் P67 = 6

 3. Q1= 47.14, Q3=  63.44,   D5 =  55.58,  D7 = 61.56 மற்றும் P60 = 58.37

 4. GM= 142.5 lbs   5. GM= 26.1%

 6. 192 கிமீ/மணி   7. 38.92 கிமீ/மணி

 8. AM=36    GM=25.46   HM=17.33 

 9. AM=21.96   GM=18.31    HM=14.32

 10. AM=33, GM=29.51, HM=24.10

 11. Q1 = 30,  Q3 = 70,   QD = 20 ,  QD -ன த்கழு  = 0.4
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289விடைகள்

 12. QD= 11.02 , QD -ன த்கழு= 0.3384

 13. இ்டநி்்ல  = 61, MD =1.71  14. சராசரி  = 13, MD = 4.33   

 15. இ்டநி்்ல = 45.14 ,  MD = 14.83

பயிற்சி 8.2

 1. 1/3 2. 2/5

 3. A மற்றும் B எனபன சாரா நி்கழ்வு்கள் 4.(i) 2/3          (ii) 1
2

 5. 3/10 6.(i) 42/625    (ii) 207/625

 7. 35/68 8.(i) 7/29   (ii) 5/29   (iii) 17/29

 9. 4/11 10.  P(A)=4/7  P(B) = 2/7  P(C) = 1/7

 11.(i) 1
2

    (ii) 2
3

 12. 1
2

 13. 0.2

 14. 0.012 15.(i) 1/221     (ii) 1/17 16. P(C/D)= 0.5208

பயிற்சி 8.3

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13

(d) (c) (d) (a) (c) (a) (d) (c) (b) (a) (d) (c) (a)

14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25

(b) (d) (a) (a) (b) (c) (d) (d) (b) (a) (b) (a)

இதர ்கணக்கு்கள்
 1. 16.02 tons 2. 16 3.  இ்டநி்்ல=28, MD = 10.16

 4. சராசரி =7.5, MD =2.3 5.  QD=10, QD-ன த்கழு=0.5

 6. 0.45 7.(i) 3/10   (ii) 3/5  (iii) 1/10

 8. 0.948 9. 0.727 10. 0.393

9. ஒட்டுைவு மற்றும் ததோைர்புப் ்போககுப் பகுப்போய்வு
பயிற்சி 9.1

 1. 0.575 2. 0.947 3. 0.996 4. 0.891
 5. 0.225 6. –0.0735 7. 0.9 8. 0.224
 9. 0.905 10. –0.37
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பயிற்சி 9.2

 1.(a) Y=–0.66X+59.12;  X=–0.234Y+40.892

 (b) r=–0.394 (c) Y= 39.32

 2.  Y=0.6102X+66.12;  X=0.556Y+74.62  ம்கனின உயரம் = 166.19

 3.  Y=2.3X–35.67; மாணவனின எ்ட = 125.79 lb

 4.  Y=0.24X+1.04;  X=1.33Y+1.34

 5. Y=1.6X;  இய்லக்கூடிய வி்ளச்சல = 46.4 அ்லகு்கள்/ ஏக்்கர

 6. Y=0.942X+6.08; இய்லக்கூடிய விற்ப்ன  = `34.34 (க்காடி்களில)

 7. Y=0.48X+67.72;  X=0.91Y–41.35;Y=72.52

 8. byx=1.33; Y=1.33X+3.35

 9. Y=0.1565X+19.94;  உணவு மற்றும் தபாழுது கபாக்கு மீதான இய்லக்கூடிய தச்லவு 
(Y) = 51.24

 10.  X=0.8Y–1   மற்றும்  Y=8 எனில இய்லக்கூடிய X –ன மதிபபு = 5.4 

  Y=0.8X+2.6 மற்றும்  X=12 எனில இய்லக்கூடிய Y –ன மதிபபு = 12

 11. X = 13;  Y =17 மற்றும் r = 0.6 12. � ; ; .b b r
xy yx
= − = − = −
3
2

1
2

0 866

பயிற்சி 9.3

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13

(a) (b) (a) (b) (c) (a) (a) (b) (a) (b) (a) (a) (c)

14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25

(a) (b) (a) (a) (a) (a) (a) (b) (b) (b) (a) (d)

இதர ்கணக்கு்கள்

 1. 0.906 2. 0.382 3. 0.95 4. 0.667

 5. 0.905 6.  Y=0.653X+21.71; B-ன மதிபதபண்கள் = 55.67

 7. Y=0.576X+2.332; Y =5.788 8.  Y=0.867X+7.913;

 9. Y=–0.652X+63.945, Y=10.481»10 10.  byx=1.422, Y = 141.67
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10. தசயலமு்்ற்கள் ஆராய்ச்சி
பயிற்சி: 10.1

 1. 2 1000
1 2

x x+ ≤�  ;  x x
1 2
400 700£ £; மற்றும் x x

1 2
0, ³  என்ற ்கட்டுபபாடு்களுக்கு 

இணங்கZ x x= +5 3
1 2
�  என்ற குறிக்க்காள் சாரபின தபரும மதிப்பக்   ்காண்க

 2. 60 120 12000
1 2

x x+ ≤  8 5 600 3 4 500
1 2 1 2

x x x x+ ≤ + ≤;   மற்றும்  x1 ,  x2  ≥ 0 என்ற 
்கட்டுபாடு்களுக்கு இணங்க Z x x= +30 40

1 2
�  என்ற குறிக்க்காள் சாரபின தபரும மதிபபு   

்காண்க.
 3. 0.8x x x

1 2 1
1 2 720 600+ ≤ ≤� . ; ;  x2 ≤ 400 மற்றும்  x1, x2 ≥0 என்ற ்கட்டுபபாடு்களுக்கு 

இணங்க  என்ற குறிக்க்காள் சாரபின தபரும மதிப்பக்   ்காண்க.

 4.(i)  x1 = 4 ;  x2 = 9 மற்றும் Zmax = 96 (ii)  x1 = 8;  x2 = 12 மற்றும் Zmax = 392

 (iii)  x1 = 1;  x2 = 5 மற்றும் Zmin = 13 (iv)  x1 = 2;  x2 = 3 மற்றும் Zmax = 230

 (v)  x1 = 3;  x2 = 9 மற்றும் Zmax = 330 (vi)  x1 = 4;  x2 = 2 மற்றும் Zmin = 160

பயிற்சி: 10.2

 1. 

3

4

2

5
1

B

G

A

F

C

E H

D

 

  

2.

3

42

5

1

6

7
 

 

3. 

3 4

2
5

1
B

A

F

C

E

D

G
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4. 3

4

2 5

1 B

A

H

C

E

D

G

7

9

8

6
I

F

J

K

5. 
0

H

3

8

7

6

5

J

1

3

4

E=0
L=0

E=3
L=3

2 5E=11
L=20

E=14
L=28

E=18
L=26

E=15
L=15

E=31
L=31

E=23
L=23

3

6

3

3

8

8

 

 

         தீரவுக்கு உ்க்நத பா்த 0-1-3-6-7 மற்றும் தமாத்தக் ்கா்ல அளவு 31 வாரங்கள் 

6. 

4
10

5

1

3

E=0
L=0

E=1
L=1

2E=4
L=9

9
4

7

8

6

E=5
L=10 E=10

L=15
E=22
L=22

E=17
L=17

E=11
L=16

E=15
L=15

E=7
L=7

1

1

5 7

5

2

8

4

1

6

 

தீரவுக்கு உ்க்நத பா்த 1-3-5-7-8-10 மற்றும் தமாத்தக் ்கா்ல அளவு 22 அ்லகு்கள்

12
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7.      

1

2 4

6

53

10

3
6

2

9

4

1

6
E = 31
L = 31

E = 16
L = 16

E = 22
L = 22

E = 5
L = 18

E = 0
L = 0

E = 6
L = 6

 தீரவுக்கு உ்க்நத பா்த 1-2-4-5-6 மற்றும் தமாத்தக் ்கா்ல அளவு  31 நாட்்கள்
8 

7

5
8

4

6
8

5E = 0
L = 0

E = 5
L = 5

E = 16
L = 16

E = 24
L = 24E = 11

L = 11

1

2

3

4

5

           

     தீரவுக்கு உ்க்நத பா்த 1-2-3-4-5 மற்றும்  திட்டம் நி்்றவு தசய்யும் ்கா்லம்  24  நாட்்கள்

9. 

E =0
L = 0

E = 7
L = 7

E = 21
L = 21

E = 32
L = 32

E = 36
L = 36

E = 17
L = 18

E = 6
L = 7

1

2
3

5

8

76

4

7

14
11

11

6

4

18

75

 தீரவுக்கு உ்க்நத பா்த 1-2-3-5-8 மற்றும்  திட்டம் நி்்றவு தசய்யும் ்கா்லம் 36 நாட்்கள்
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10.  

4
22

3

E=0
L=0

E=34
L=34

2 E=52
L=52

27

12

12 5
14

E=40
L=40

E=22
L=22

6

1

 

  தீரவுக்கு உ்க்நத பா்த 1-2-3-4-5 மற்றும்  திட்டம் நி்்றவு தசய்யும் ்கா்லம் 52 நாட்்கள்

பயிற்சி-10.3

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15

(d) (c) (a) (b) (d) (c) (c) (b) (c) (d) (d) (b) (d) (a) (a)

இதர ்கணக்கு்கள்
 1. x x

1 2
450+ ≤� ;  2 600

1 2
x x+ ≤�  மற்றும் x x

1 2
0, ³  என்ற ்கட்டுபாடு்களுக்கு இணங்க  

Z x x= +3 4
1 2
�  என்ற குறிக்க்காள் சாரபின தபரும மதிபபு   ்காண்க

 2. 2 12 5 8 74
1 2 1 2

x x x x+ ≥ + ≥� ; ;  x x
1 2
6 24+ ≥  மற்றும்x x

1 2
0, ³  என்ற ்கட்டுபாடு்களுக்கு 

இணங்க Z x x= +
1 2
�  என்ற குறிக்க்காள் சாரபின சிறும மதிபபு   ்காண்க

 3.  x1=30; x2 = 0 மற்றும் Zmax = 120 4.  x1 = 4; x2 = 3 மற்றும் Zmin = 2300

 5. x1 = 1 ; x2 = 5 மற்றும் Z_max= 28 6. x1 = 20; x2=30 மற்றும் Zmax = 1650

7. 
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  தீரவுக்கு உ்க்நத பா்த 1-2-3-5-6 மற்றும்   திட்டம் நி்்றவு தசய்யும் ்கா்லம்  30 நாட்்கள்

10.  

1

5

7

3 5
E=0
L=0

4
6

E=5
L=7

E=21
L=216

5
3

6

2

E=10
L=10

10

E=14
L=15

4

E=26
L=26

5

E=16
L=16

தீரவுக்கு உ்க்நத பா்த 1-3-5-6-7 மற்றும்   திட்டம் நி்்றவு தசய்யும் ்கா்லம்  26  நாட்்கள்
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296 11 ஆம் வகுப்பு வணிகக் கணிதம் மற்றும் புள்ளியியல்

Mean Difference

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 1 2 3 4 5 6 7 8 9
1.0 0.0000 0.0043 0.0086 0.0128 0.0170 0.0212 0.0253 0.0294 0.0334 0.0374 4 8 12 17 21 25 29 33 37

1.1 0.0414 0.0453 0.0492 0.0531 0.0569 0.0607 0.0645 0.0682 0.0719 0.0755 4 8 11 15 19 23 26 30 34
1.2 0.0792 0.0828 0.0864 0.0899 0.0934 0.0969 0.1004 0.1038 0.1072 0.1106 3 7 10 14 17 21 24 28 31
1.3 0.1139 0.1173 0.1206 0.1239 0.1271 0.1303 0.1335 0.1367 0.1399 0.1430 3 6 10 13 16 19 23 26 29
1.4 0.1461 0.1492 0.1523 0.1553 0.1584 0.1614 0.1644 0.1673 0.1703 0.1732 3 6 9 12 15 18 21 24 27
1.5 0.1761 0.1790 0.1818 0.1847 0.1875 0.1903 0.1931 0.1959 0.1987 0.2014 3 6 8 11 14 17 20 22 25

1.6 0.2041 0.2068 0.2095 0.2122 0.2148 0.2175 0.2201 0.2227 0.2253 0.2279 3 5 8 11 13 16 18 21 24
1.7 0.2304 0.2330 0.2355 0.2380 0.2405 0.2430 0.2455 0.2480 0.2504 0.2529 2 5 7 10 12 15 17 20 22
1.8 0.2553 0.2577 0.2601 0.2625 0.2648 0.2672 0.2695 0.2718 0.2742 0.2765 2 5 7 9 12 14 16 19 21
1.9 0.2788 0.2810 0.2833 0.2856 0.2878 0.2900 0.2923 0.2945 0.2967 0.2989 2 4 7 9 11 13 16 18 20
2.0 0.3010 0.3032 0.3054 0.3075 0.3096 0.3118 0.3139 0.3160 0.3181 0.3201 2 4 6 8 11 13 15 17 19

2.1 0.3222 0.3243 0.3263 0.3284 0.3304 0.3324 0.3345 0.3365 0.3385 0.3404 2 4 6 8 10 12 14 16 18
2.2 0.3424 0.3444 0.3464 0.3483 0.3502 0.3522 0.3541 0.3560 0.3579 0.3598 2 4 6 8 10 12 14 15 17
2.3 0.3617 0.3636 0.3655 0.3674 0.3692 0.3711 0.3729 0.3747 0.3766 0.3784 2 4 6 7 9 11 13 15 17
2.4 0.3802 0.3820 0.3838 0.3856 0.3874 0.3892 0.3909 0.3927 0.3945 0.3962 2 4 5 7 9 11 12 14 16
2.5 0.3979 0.3997 0.4014 0.4031 0.4048 0.4065 0.4082 0.4099 0.4116 0.4133 2 3 5 7 9 10 12 14 15

2.6 0.4150 0.4166 0.4183 0.4200 0.4216 0.4232 0.4249 0.4265 0.4281 0.4298 2 3 5 7 8 10 11 13 15
2.7 0.4314 0.4330 0.4346 0.4362 0.4378 0.4393 0.4409 0.4425 0.4440 0.4456 2 3 5 6 8 9 11 13 14
2.8 0.4472 0.4487 0.4502 0.4518 0.4533 0.4548 0.4564 0.4579 0.4594 0.4609 2 3 5 6 8 9 11 12 14
2.9 0.4624 0.4639 0.4654 0.4669 0.4683 0.4698 0.4713 0.4728 0.4742 0.4757 1 3 4 6 7 9 10 12 13
3.0 0.4771 0.4786 0.4800 0.4814 0.4829 0.4843 0.4857 0.4871 0.4886 0.4900 1 3 4 6 7 9 10 11 13

3.1 0.4914 0.4928 0.4942 0.4955 0.4969 0.4983 0.4997 0.5011 0.5024 0.5038 1 3 4 6 7 8 10 11 12
3.2 0.5051 0.5065 0.5079 0.5092 0.5105 0.5119 0.5132 0.5145 0.5159 0.5172 1 3 4 5 7 8 9 11 12
3.3 0.5185 0.5198 0.5211 0.5224 0.5237 0.5250 0.5263 0.5276 0.5289 0.5302 1 3 4 5 6 8 9 10 12
3.4 0.5315 0.5328 0.5340 0.5353 0.5366 0.5378 0.5391 0.5403 0.5416 0.5428 1 3 4 5 6 8 9 10 11
3.5 0.5441 0.5453 0.5465 0.5478 0.5490 0.5502 0.5514 0.5527 0.5539 0.5551 1 2 4 5 6 7 9 10 11

3.6 0.5563 0.5575 0.5587 0.5599 0.5611 0.5623 0.5635 0.5647 0.5658 0.5670 1 2 4 5 6 7 8 10 11
3.7 0.5682 0.5694 0.5705 0.5717 0.5729 0.5740 0.5752 0.5763 0.5775 0.5786 1 2 3 5 6 7 8 9 10
3.8 0.5798 0.5809 0.5821 0.5832 0.5843 0.5855 0.5866 0.5877 0.5888 0.5899 1 2 3 5 6 7 8 9 10
3.9 0.5911 0.5922 0.5933 0.5944 0.5955 0.5966 0.5977 0.5988 0.5999 0.6010 1 2 3 4 5 7 8 9 10
4.0 0.6021 0.6031 0.6042 0.6053 0.6064 0.6075 0.6085 0.6096 0.6107 0.6117 1 2 3 4 5 6 8 9 10

4.1 0.6128 0.6138 0.6149 0.6160 0.6170 0.6180 0.6191 0.6201 0.6212 0.6222 1 2 3 4 5 6 7 8 9
4.2 0.6232 0.6243 0.6253 0.6263 0.6274 0.6284 0.6294 0.6304 0.6314 0.6325 1 2 3 4 5 6 7 8 9
4.3 0.6335 0.6345 0.6355 0.6365 0.6375 0.6385 0.6395 0.6405 0.6415 0.6425 1 2 3 4 5 6 7 8 9
4.4 0.6435 0.6444 0.6454 0.6464 0.6474 0.6484 0.6493 0.6503 0.6513 0.6522 1 2 3 4 5 6 7 8 9
4.5 0.6532 0.6542 0.6551 0.6561 0.6571 0.6580 0.6590 0.6599 0.6609 0.6618 1 2 3 4 5 6 7 8 9

4.6 0.6628 0.6637 0.6646 0.6656 0.6665 0.6675 0.6684 0.6693 0.6702 0.6712 1 2 3 4 5 6 7 7 8
4.7 0.6721 0.6730 0.6739 0.6749 0.6758 0.6767 0.6776 0.6785 0.6794 0.6803 1 2 3 4 5 5 6 7 8
4.8 0.6812 0.6821 0.6830 0.6839 0.6848 0.6857 0.6866 0.6875 0.6884 0.6893 1 2 3 4 4 5 6 7 8
4.9 0.6902 0.6911 0.6920 0.6928 0.6937 0.6946 0.6955 0.6964 0.6972 0.6981 1 2 3 4 4 5 6 7 8
5.0 0.6990 0.6998 0.7007 0.7016 0.7024 0.7033 0.7042 0.7050 0.7059 0.7067 1 2 3 3 4 5 6 7 8

5.1 0.7076 0.7084 0.7093 0.7101 0.7110 0.7118 0.7126 0.7135 0.7143 0.7152 1 2 3 3 4 5 6 7 8
5.2 0.7160 0.7168 0.7177 0.7185 0.7193 0.7202 0.7210 0.7218 0.7226 0.7235 1 2 2 3 4 5 6 7 7
5.3 0.7243 0.7251 0.7259 0.7267 0.7275 0.7284 0.7292 0.7300 0.7308 0.7316 1 2 2 3 4 5 6 6 7
5.4 0.7324 0.7332 0.7340 0.7348 0.7356 0.7364 0.7372 0.7380 0.7388 0.7396 1 2 2 3 4 5 6 6 7

மடக்கை அடடவ்ை
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297அட்டவணைகள்

மடக்கை அடடவ்ை

Mean Difference

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 1 2 3 4 5 6 7 8 9

5.5 0.7404 0.7412 0.7419 0.7427 0.7435 0.7443 0.7451 0.7459 0.7466 0.7474 1 2 2 3 4 5 5 6 7

5.6 0.7482 0.7490 0.7497 0.7505 0.7513 0.7520 0.7528 0.7536 0.7543 0.7551 1 2 2 3 4 5 5 6 7
5.7 0.7559 0.7566 0.7574 0.7582 0.7589 0.7597 0.7604 0.7612 0.7619 0.7627 1 2 2 3 4 5 5 6 7
5.8 0.7634 0.7642 0.7649 0.7657 0.7664 0.7672 0.7679 0.7686 0.7694 0.7701 1 1 2 3 4 4 5 6 7
5.9 0.7709 0.7716 0.7723 0.7731 0.7738 0.7745 0.7752 0.7760 0.7767 0.7774 1 1 2 3 4 4 5 6 7
6.0 0.7782 0.7789 0.7796 0.7803 0.7810 0.7818 0.7825 0.7832 0.7839 0.7846 1 1 2 3 4 4 5 6 6

6.1 0.7853 0.7860 0.7868 0.7875 0.7882 0.7889 0.7896 0.7903 0.7910 0.7917 1 1 2 3 4 4 5 6 6
6.2 0.7924 0.7931 0.7938 0.7945 0.7952 0.7959 0.7966 0.7973 0.7980 0.7987 1 1 2 3 3 4 5 6 6
6.3 0.7993 0.8000 0.8007 0.8014 0.8021 0.8028 0.8035 0.8041 0.8048 0.8055 1 1 2 3 3 4 5 5 6
6.4 0.8062 0.8069 0.8075 0.8082 0.8089 0.8096 0.8102 0.8109 0.8116 0.8122 1 1 2 3 3 4 5 5 6
6.5 0.8129 0.8136 0.8142 0.8149 0.8156 0.8162 0.8169 0.8176 0.8182 0.8189 1 1 2 3 3 4 5 5 6

6.6 0.8195 0.8202 0.8209 0.8215 0.8222 0.8228 0.8235 0.8241 0.8248 0.8254 1 1 2 3 3 4 5 5 6
6.7 0.8261 0.8267 0.8274 0.8280 0.8287 0.8293 0.8299 0.8306 0.8312 0.8319 1 1 2 3 3 4 5 5 6
6.8 0.8325 0.8331 0.8338 0.8344 0.8351 0.8357 0.8363 0.8370 0.8376 0.8382 1 1 2 3 3 4 4 5 6
6.9 0.8388 0.8395 0.8401 0.8407 0.8414 0.8420 0.8426 0.8432 0.8439 0.8445 1 1 2 2 3 4 4 5 6
7.0 0.8451 0.8457 0.8463 0.8470 0.8476 0.8482 0.8488 0.8494 0.8500 0.8506 1 1 2 2 3 4 4 5 6

7.1 0.8513 0.8519 0.8525 0.8531 0.8537 0.8543 0.8549 0.8555 0.8561 0.8567 1 1 2 2 3 4 4 5 5
7.2 0.8573 0.8579 0.8585 0.8591 0.8597 0.8603 0.8609 0.8615 0.8621 0.8627 1 1 2 2 3 4 4 5 5
7.3 0.8633 0.8639 0.8645 0.8651 0.8657 0.8663 0.8669 0.8675 0.8681 0.8686 1 1 2 2 3 4 4 5 5
7.4 0.8692 0.8698 0.8704 0.8710 0.8716 0.8722 0.8727 0.8733 0.8739 0.8745 1 1 2 2 3 4 4 5 5
7.5 0.8751 0.8756 0.8762 0.8768 0.8774 0.8779 0.8785 0.8791 0.8797 0.8802 1 1 2 2 3 3 4 5 5

7.6 0.8808 0.8814 0.8820 0.8825 0.8831 0.8837 0.8842 0.8848 0.8854 0.8859 1 1 2 2 3 3 4 5 5
7.7 0.8865 0.8871 0.8876 0.8882 0.8887 0.8893 0.8899 0.8904 0.8910 0.8915 1 1 2 2 3 3 4 4 5
7.8 0.8921 0.8927 0.8932 0.8938 0.8943 0.8949 0.8954 0.8960 0.8965 0.8971 1 1 2 2 3 3 4 4 5
7.9 0.8976 0.8982 0.8987 0.8993 0.8998 0.9004 0.9009 0.9015 0.9020 0.9025 1 1 2 2 3 3 4 4 5
8.0 0.9031 0.9036 0.9042 0.9047 0.9053 0.9058 0.9063 0.9069 0.9074 0.9079 1 1 2 2 3 3 4 4 5

8.1 0.9085 0.9090 0.9096 0.9101 0.9106 0.9112 0.9117 0.9122 0.9128 0.9133 1 1 2 2 3 3 4 4 5
8.2 0.9138 0.9143 0.9149 0.9154 0.9159 0.9165 0.9170 0.9175 0.9180 0.9186 1 1 2 2 3 3 4 4 5
8.3 0.9191 0.9196 0.9201 0.9206 0.9212 0.9217 0.9222 0.9227 0.9232 0.9238 1 1 2 2 3 3 4 4 5
8.4 0.9243 0.9248 0.9253 0.9258 0.9263 0.9269 0.9274 0.9279 0.9284 0.9289 1 1 2 2 3 3 4 4 5
8.5 0.9294 0.9299 0.9304 0.9309 0.9315 0.9320 0.9325 0.9330 0.9335 0.9340 1 1 2 2 3 3 4 4 5

8.6 0.9345 0.9350 0.9355 0.9360 0.9365 0.9370 0.9375 0.9380 0.9385 0.9390 1 1 2 2 3 3 4 4 5
8.7 0.9395 0.9400 0.9405 0.9410 0.9415 0.9420 0.9425 0.9430 0.9435 0.9440 0 1 1 2 2 3 3 4 4
8.8 0.9445 0.9450 0.9455 0.9460 0.9465 0.9469 0.9474 0.9479 0.9484 0.9489 0 1 1 2 2 3 3 4 4
8.9 0.9494 0.9499 0.9504 0.9509 0.9513 0.9518 0.9523 0.9528 0.9533 0.9538 0 1 1 2 2 3 3 4 4
9.0 0.9542 0.9547 0.9552 0.9557 0.9562 0.9566 0.9571 0.9576 0.9581 0.9586 0 1 1 2 2 3 3 4 4

9.1 0.9590 0.9595 0.9600 0.9605 0.9609 0.9614 0.9619 0.9624 0.9628 0.9633 0 1 1 2 2 3 3 4 4
9.2 0.9638 0.9643 0.9647 0.9652 0.9657 0.9661 0.9666 0.9671 0.9675 0.9680 0 1 1 2 2 3 3 4 4
9.3 0.9685 0.9689 0.9694 0.9699 0.9703 0.9708 0.9713 0.9717 0.9722 0.9727 0 1 1 2 2 3 3 4 4
9.4 0.9731 0.9736 0.9741 0.9745 0.9750 0.9754 0.9759 0.9763 0.9768 0.9773 0 1 1 2 2 3 3 4 4
9.5 0.9777 0.9782 0.9786 0.9791 0.9795 0.9800 0.9805 0.9809 0.9814 0.9818 0 1 1 2 2 3 3 4 4

9.6 0.9823 0.9827 0.9832 0.9836 0.9841 0.9845 0.9850 0.9854 0.9859 0.9863 0 1 1 2 2 3 3 4 4
9.7 0.9868 0.9872 0.9877 0.9881 0.9886 0.9890 0.9894 0.9899 0.9903 0.9908 0 1 1 2 2 3 3 4 4
9.8 0.9912 0.9917 0.9921 0.9926 0.9930 0.9934 0.9939 0.9943 0.9948 0.9952 0 1 1 2 2 3 3 4 4
9.9 0.9956 0.9961 0.9965 0.9969 0.9974 0.9978 0.9983 0.9987 0.9991 0.9996 0 1 1 2 2 3 3 3 4
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எதிர் மடக்கை அடடவ்ை

Mean Difference
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 1 2 3 4 5 6 7 8 9

0.00 1.000 1.002 1.005 1.007 1.009 1.012 1.014 1.016 1.019 1.021 0 0 1 1 1 1 2 2 2

0.01 1.023 1.026 1.028 1.030 1.033 1.035 1.038 1.040 1.042 1.045 0 0 1 1 1 1 2 2 2
0.02 1.047 1.050 1.052 1.054 1.057 1.059 1.062 1.064 1.067 1.069 0 0 1 1 1 1 2 2 2
0.03 1.072 1.074 1.076 1.079 1.081 1.084 1.086 1.089 1.091 1.094 0 0 1 1 1 1 2 2 2
0.04 1.096 1.099 1.102 1.104 1.107 1.109 1.112 1.114 1.117 1.119 0 1 1 1 1 2 2 2 2
0.05 1.122 1.125 1.127 1.130 1.132 1.135 1.138 1.140 1.143 1.146 0 1 1 1 1 2 2 2 2

0.06 1.148 1.151 1.153 1.156 1.159 1.161 1.164 1.167 1.169 1.172 0 1 1 1 1 2 2 2 2
0.07 1.175 1.178 1.180 1.183 1.186 1.189 1.191 1.194 1.197 1.199 0 1 1 1 1 2 2 2 2
0.08 1.202 1.205 1.208 1.211 1.213 1.216 1.219 1.222 1.225 1.227 0 1 1 1 1 2 2 2 3
0.09 1.230 1.233 1.236 1.239 1.242 1.245 1.247 1.250 1.253 1.256 0 1 1 1 1 2 2 2 3
0.10 1.259 1.262 1.265 1.268 1.271 1.274 1.276 1.279 1.282 1.285 0 1 1 1 1 2 2 2 3

0.11 1.288 1.291 1.294 1.297 1.300 1.303 1.306 1.309 1.312 1.315 0 1 1 1 2 2 2 2 3
0.12 1.318 1.321 1.324 1.327 1.330 1.334 1.337 1.340 1.343 1.346 0 1 1 1 2 2 2 2 3
0.13 1.349 1.352 1.355 1.358 1.361 1.365 1.368 1.371 1.374 1.377 0 1 1 1 2 2 2 3 3
0.14 1.380 1.384 1.387 1.390 1.393 1.396 1.400 1.403 1.406 1.409 0 1 1 1 2 2 2 3 3
0.15 1.413 1.416 1.419 1.422 1.426 1.429 1.432 1.435 1.439 1.442 0 1 1 1 2 2 2 3 3

0.16 1.445 1.449 1.452 1.455 1.459 1.462 1.466 1.469 1.472 1.476 0 1 1 1 2 2 2 3 3
0.17 1.479 1.483 1.486 1.489 1.493 1.496 1.500 1.503 1.507 1.510 0 1 1 1 2 2 2 3 3
0.18 1.514 1.517 1.521 1.524 1.528 1.531 1.535 1.538 1.542 1.545 0 1 1 1 2 2 2 3 3
0.19 1.549 1.552 1.556 1.560 1.563 1.567 1.570 1.574 1.578 1.581 0 1 1 1 2 2 3 3 3
0.20 1.585 1.589 1.592 1.596 1.600 1.603 1.607 1.611 1.614 1.618 0 1 1 1 2 2 3 3 3

0.21 1.622 1.626 1.629 1.633 1.637 1.641 1.644 1.648 1.652 1.656 0 1 1 2 2 2 3 3 3
0.22 1.660 1.663 1.667 1.671 1.675 1.679 1.683 1.687 1.690 1.694 0 1 1 2 2 2 3 3 3
0.23 1.698 1.702 1.706 1.710 1.714 1.718 1.722 1.726 1.730 1.734 0 1 1 2 2 2 3 3 4
0.24 1.738 1.742 1.746 1.750 1.754 1.758 1.762 1.766 1.770 1.774 0 1 1 2 2 2 3 3 4
0.25 1.778 1.782 1.786 1.791 1.795 1.799 1.803 1.807 1.811 1.816 0 1 1 2 2 2 3 3 4

0.26 1.820 1.824 1.828 1.832 1.837 1.841 1.845 1.849 1.854 1.858 0 1 1 2 2 3 3 3 4
0.27 1.862 1.866 1.871 1.875 1.879 1.884 1.888 1.892 1.897 1.901 0 1 1 2 2 3 3 3 4
0.28 1.905 1.910 1.914 1.919 1.923 1.928 1.932 1.936 1.941 1.945 0 1 1 2 2 3 3 4 4
0.29 1.950 1.954 1.959 1.963 1.968 1.972 1.977 1.982 1.986 1.991 0 1 1 2 2 3 3 4 4
0.30 1.995 2.000 2.004 2.009 2.014 2.018 2.023 2.028 2.032 2.037 0 1 1 2 2 3 3 4 4

0.31 2.042 2.046 2.051 2.056 2.061 2.065 2.070 2.075 2.080 2.084 0 1 1 2 2 3 3 4 4
0.32 2.089 2.094 2.099 2.104 2.109 2.113 2.118 2.123 2.128 2.133 0 1 1 2 2 3 3 4 4
0.33 2.138 2.143 2.148 2.153 2.158 2.163 2.168 2.173 2.178 2.183 0 1 1 2 2 3 3 4 4
0.34 2.188 2.193 2.198 2.203 2.208 2.213 2.218 2.223 2.228 2.234 1 1 2 2 3 3 4 4 5
0.35 2.239 2.244 2.249 2.254 2.259 2.265 2.270 2.275 2.280 2.286 1 1 2 2 3 3 4 4 5

0.36 2.291 2.296 2.301 2.307 2.312 2.317 2.323 2.328 2.333 2.339 1 1 2 2 3 3 4 4 5
0.37 2.344 2.350 2.355 2.360 2.366 2.371 2.377 2.382 2.388 2.393 1 1 2 2 3 3 4 4 5
0.38 2.399 2.404 2.410 2.415 2.421 2.427 2.432 2.438 2.443 2.449 1 1 2 2 3 3 4 4 5
0.39 2.455 2.460 2.466 2.472 2.477 2.483 2.489 2.495 2.500 2.506 1 1 2 2 3 3 4 5 5
0.40 2.512 2.518 2.523 2.529 2.535 2.541 2.547 2.553 2.559 2.564 1 1 2 2 3 4 4 5 5

0.41 2.570 2.576 2.582 2.588 2.594 2.600 2.606 2.612 2.618 2.624 1 1 2 2 3 4 4 5 5
0.42 2.630 2.636 2.642 2.649 2.655 2.661 2.667 2.673 2.679 2.685 1 1 2 2 3 4 4 5 6
0.43 2.692 2.698 2.704 2.710 2.716 2.723 2.729 2.735 2.742 2.748 1 1 2 3 3 4 4 5 6
0.44 2.754 2.761 2.767 2.773 2.780 2.786 2.793 2.799 2.805 2.812 1 1 2 3 3 4 4 5 6
0.45 2.818 2.825 2.831 2.838 2.844 2.851 2.858 2.864 2.871 2.877 1 1 2 3 3 4 5 5 6

0.46 2.884 2.891 2.897 2.904 2.911 2.917 2.924 2.931 2.938 2.944 1 1 2 3 3 4 5 5 6
0.47 2.951 2.958 2.965 2.972 2.979 2.985 2.992 2.999 3.006 3.013 1 1 2 3 3 4 5 5 6
0.48 3.020 3.027 3.034 3.041 3.048 3.055 3.062 3.069 3.076 3.083 1 1 2 3 4 4 5 6 6
0.49 3.090 3.097 3.105 3.112 3.119 3.126 3.133 3.141 3.148 3.155 1 1 2 3 4 4 5 6 6
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299அட்டவணைகள்

எதிர் மடக்கை அடடவ்ை

Mean Difference
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 1 2 3 4 5 6 7 8 9

0.50 3.162 3.170 3.177 3.184 3.192 3.199 3.206 3.214 3.221 3.228 1 1 2 3 4 4 5 6 7

0.51 3.236 3.243 3.251 3.258 3.266 3.273 3.281 3.289 3.296 3.304 1 2 2 3 4 5 5 6 7
0.52 3.311 3.319 3.327 3.334 3.342 3.350 3.357 3.365 3.373 3.381 1 2 2 3 4 5 5 6 7
0.53 3.388 3.396 3.404 3.412 3.420 3.428 3.436 3.443 3.451 3.459 1 2 2 3 4 5 6 6 7
0.54 3.467 3.475 3.483 3.491 3.499 3.508 3.516 3.524 3.532 3.540 1 2 2 3 4 5 6 6 7
0.55 3.548 3.556 3.565 3.573 3.581 3.589 3.597 3.606 3.614 3.622 1 2 2 3 4 5 6 7 7

0.56 3.631 3.639 3.648 3.656 3.664 3.673 3.681 3.690 3.698 3.707 1 2 3 3 4 5 6 7 8
0.57 3.715 3.724 3.733 3.741 3.750 3.758 3.767 3.776 3.784 3.793 1 2 3 3 4 5 6 7 8
0.58 3.802 3.811 3.819 3.828 3.837 3.846 3.855 3.864 3.873 3.882 1 2 3 4 4 5 6 7 8
0.59 3.890 3.899 3.908 3.917 3.926 3.936 3.945 3.954 3.963 3.972 1 2 3 4 5 5 6 7 8
0.60 3.981 3.990 3.999 4.009 4.018 4.027 4.036 4.046 4.055 4.064 1 2 3 4 5 6 6 7 8

0.61 4.074 4.083 4.093 4.102 4.111 4.121 4.130 4.140 4.150 4.159 1 2 3 4 5 6 7 8 9
0.62 4.169 4.178 4.188 4.198 4.207 4.217 4.227 4.236 4.246 4.256 1 2 3 4 5 6 7 8 9
0.63 4.266 4.276 4.285 4.295 4.305 4.315 4.325 4.335 4.345 4.355 1 2 3 4 5 6 7 8 9
0.64 4.365 4.375 4.385 4.395 4.406 4.416 4.426 4.436 4.446 4.457 1 2 3 4 5 6 7 8 9
0.65 4.467 4.477 4.487 4.498 4.508 4.519 4.529 4.539 4.550 4.560 1 2 3 4 5 6 7 8 9

0.66 4.571 4.581 4.592 4.603 4.613 4.624 4.634 4.645 4.656 4.667 1 2 3 4 5 6 7 9 10
0.67 4.677 4.688 4.699 4.710 4.721 4.732 4.742 4.753 4.764 4.775 1 2 3 4 5 7 8 9 10
0.68 4.786 4.797 4.808 4.819 4.831 4.842 4.853 4.864 4.875 4.887 1 2 3 4 6 7 8 9 10
0.69 4.898 4.909 4.920 4.932 4.943 4.955 4.966 4.977 4.989 5.000 1 2 3 5 6 7 8 9 10
0.70 5.012 5.023 5.035 5.047 5.058 5.070 5.082 5.093 5.105 5.117 1 2 4 5 6 7 8 9 11

0.71 5.129 5.140 5.152 5.164 5.176 5.188 5.200 5.212 5.224 5.236 1 2 4 5 6 7 8 10 11
0.72 5.248 5.260 5.272 5.284 5.297 5.309 5.321 5.333 5.346 5.358 1 2 4 5 6 7 9 10 11
0.73 5.370 5.383 5.395 5.408 5.420 5.433 5.445 5.458 5.470 5.483 1 3 4 5 6 8 9 10 11
0.74 5.495 5.508 5.521 5.534 5.546 5.559 5.572 5.585 5.598 5.610 1 3 4 5 6 8 9 10 12
0.75 5.623 5.636 5.649 5.662 5.675 5.689 5.702 5.715 5.728 5.741 1 3 4 5 7 8 9 10 12

0.76 5.754 5.768 5.781 5.794 5.808 5.821 5.834 5.848 5.861 5.875 1 3 4 5 7 8 9 11 12
0.77 5.888 5.902 5.916 5.929 5.943 5.957 5.970 5.984 5.998 6.012 1 3 4 5 7 8 10 11 12
0.78 6.026 6.039 6.053 6.067 6.081 6.095 6.109 6.124 6.138 6.152 1 3 4 6 7 8 10 11 13
0.79 6.166 6.180 6.194 6.209 6.223 6.237 6.252 6.266 6.281 6.295 1 3 4 6 7 9 10 11 13
0.80 6.310 6.324 6.339 6.353 6.368 6.383 6.397 6.412 6.427 6.442 1 3 4 6 7 9 10 12 13

0.81 6.457 6.471 6.486 6.501 6.516 6.531 6.546 6.561 6.577 6.592 2 3 5 6 8 9 11 12 14
0.82 6.607 6.622 6.637 6.653 6.668 6.683 6.699 6.714 6.730 6.745 2 3 5 6 8 9 11 12 14
0.83 6.761 6.776 6.792 6.808 6.823 6.839 6.855 6.871 6.887 6.902 2 3 5 6 8 9 11 13 14
0.84 6.918 6.934 6.950 6.966 6.982 6.998 7.015 7.031 7.047 7.063 2 3 5 6 8 10 11 13 15
0.85 7.079 7.096 7.112 7.129 7.145 7.161 7.178 7.194 7.211 7.228 2 3 5 7 8 10 12 13 15

0.86 7.244 7.261 7.278 7.295 7.311 7.328 7.345 7.362 7.379 7.396 2 3 5 7 8 10 12 13 15
0.87 7.413 7.430 7.447 7.464 7.482 7.499 7.516 7.534 7.551 7.568 2 3 5 7 9 10 12 14 16
0.88 7.586 7.603 7.621 7.638 7.656 7.674 7.691 7.709 7.727 7.745 2 4 5 7 9 11 12 14 16
0.89 7.762 7.780 7.798 7.816 7.834 7.852 7.870 7.889 7.907 7.925 2 4 5 7 9 11 13 14 16
0.90 7.943 7.962 7.980 7.998 8.017 8.035 8.054 8.072 8.091 8.110 2 4 6 7 9 11 13 15 17

0.91 8.128 8.147 8.166 8.185 8.204 8.222 8.241 8.260 8.279 8.299 2 4 6 8 9 11 13 15 17
0.92 8.318 8.337 8.356 8.375 8.395 8.414 8.433 8.453 8.472 8.492 2 4 6 8 10 12 14 15 17
0.93 8.511 8.531 8.551 8.570 8.590 8.610 8.630 8.650 8.670 8.690 2 4 6 8 10 12 14 16 18
0.94 8.710 8.730 8.750 8.770 8.790 8.810 8.831 8.851 8.872 8.892 2 4 6 8 10 12 14 16 18
0.95 8.913 8.933 8.954 8.974 8.995 9.016 9.036 9.057 9.078 9.099 2 4 6 8 10 12 15 17 19

0.96 9.120 9.141 9.162 9.183 9.204 9.226 9.247 9.268 9.290 9.311 2 4 6 8 11 13 15 17 19
0.97 9.333 9.354 9.376 9.397 9.419 9.441 9.462 9.484 9.506 9.528 2 4 7 9 11 13 15 17 20
0.98 9.550 9.572 9.594 9.616 9.638 9.661 9.683 9.705 9.727 9.750 2 4 7 9 11 13 16 18 20
0.99 9.772 9.795 9.817 9.840 9.863 9.886 9.908 9.931 9.954 9.977 2 5 7 9 11 14 16 18 20
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2. Matrices, Shanthi Narayanan, S. Chand & Company.
3. Matrices and Determinants, P.N. Arora, S. Chand & Company.
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7. Analytical Geometry, P.K. Mittal, Shanthi Narayanan, Durai Pandiyan, S. Chand & Company.
8. Trigonometry, R.D. Sharma, Sulatan Chand & Sons.
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10. Trigonometry, D.C. Sharma, V.K. Kapoor, Sulatan Chand & Sons.
11. Trignonometry, S. Arumugam, S. Narayanan, T.K. Manicavachagon Pillay, New Gama 

Publications, S. Viswanathan Printers and Publishers Pvt. Ltd.
12. Calculus, Mohammed Arif, S. Narayanan, T.K. Manicavachagon Pillay, 

S. Viswanathan Printers and Publishers Pvt. Ltd.
13. Differential and Integral Calculus, N. Piskunov, Mir Publishers, Moscow.
14. Differential and Integral Calculus, Schamum’s Outline Series, Frank Ayres.
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24. Descriptive Statistics, Anderson, Sweenas, Williams, Library of Congress 

Cataloging in Publication Data.
25. Correlation and Regression Analysis, Dr. S.P. Gupta, P.K. Gupta, 

Dr. Manmohan, Sultan Chand & Sons.
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வணிகக் கணிதம் மற்றும் புள்ளியியல் – மமல் நிணை முதைாமாண்டு
வல்லுநரகள், மமைாயவாளரகள் மற்றும் நூைாசிரியரகள் பபயர பட்டியல்

பாடத் தயாரிப்புக்குழு தணைவர
திரு. ந. இரமமஷ்
இணைப் பேராசிரியர் (ஓய்வு), 
கணிதத்துணை, அரசு கணைக் கல்லூரி (ஆணகள்), நநதனம், செனணன.

மமைாயவாளரகள்
முணைவர மா. பர. சீனிவாசன்
பேராசிரியர் மற்றும் துணைத் தணைவர்,
புள்ளியியல் துணை, செனணன ேல்கணைக் கழகம், செனணன.
முணைவர பத. அறிவுணடநம்பி
இணைப் பேராசிரியர், 
கணிதத்துணை, அணைா ேல்கணைக் கழகம், செனணன.

பாடப் பபாருள் வல்லுநரகள்
முணைவர மவணு பிரகாஷ்
இணைப் பேராசிரியர் மற்றும் துணை தணைவர்,
புள்ளியியல் துணை, மாநிைக் கல்லூரி , செனணன.
முணைவர இரா. திருமணைசசாமி
இணைப் பேராசிரியர்,
கணிதத்துணை, அரசு கணைக் கல்லூரி (ஆணகள்), நநதனம், செனணன.
முணைவர ச. பெ. பவஙகமடசன்
இணைப் பேராசிரியர்,
கணிதத்துணை, அரசு கணைக் கல்லூரி (ஆணகள்), நநதனம், செனணன.
திருமதி மம. திைகம்
உதவிப் பேராசிரியர்,
புள்ளியியல் துணை, மாநிைக் கல்லூரி, செனணன.

பாடக்குழு பபாறுப்பாளர
திரு. இரவிகுமார ஆறுமுகம் 
துணை இயக்குநர்,
மாநிைக் கல்வியியல் ஆராய்ச்சி மற்றும் ேயிற்சி நிறுவனம், செனணன.

பாட நூல் ஒருஙகிணைப்பாளர
திரு. சு. பாபு
உதவி பேராசிரியர்,
மாநிைக் கல்வியியல் ஆராய்ச்சி மற்றும் ேயிற்சி நிறுவனம், செனணன.

நூைாசிரியரகள்
திரு. தி.பி. சுவாமி நாதன் 
முதுகணை கணித ஆசிரியர்,
மணைமணை அடிகளார் அரசு பமல்நிணைப் ேள்ளி, ேல்ைாவரம் செனணன
திரு. ஹரி. பவஙகமடஷ்
முதுகணை கணித ஆசிரியர்,
ெர் இராமொமி முதலியார் பமல்நிணைப்ேள்ளி, அம்ேத்தூர், செனணன.
திரு. ஆ. மாரியப்பன்
முதுகணை கணித ஆசிரியர்,
அறிஞர் அணைா நகராட்சி ஆணகள், பமல்நிணைப் ேள்ளி, செஙகல்ேட்டு, 
காஞ்சிபுரம் மாவட்்டம்
திரு. எஸ்.எப். முகமது முணகதீன் சுணைமான் 
முதுகணை கணித ஆசிரியர்,
மணைமணை அடிகளார் அரசு பமல்நிணைப் ேள்ளி, ேல்ைாவரம், செனணன.
திரு. த. ராெ மசகர
முதுகணை கணித ஆசிரியர்,
அரசு ஆணகள் பமல்நிணைப் ேள்ளி, குபராம் பேட்ண்ட, காஞ்சிபுரம்.
திருமதி. அ. சுகன்யா
முதுகணை கணித ஆசிரியர்,
அரசு பமல்நிணைப் ேள்ளி, பகாவிைம்ோக்கம், காஞ்சிபுரம்.
திரு. பவ. கமைசன் 
முதுகணை கணித ஆசிரியர்,
பநரு அரசினர் ஆணகள் பமல்நிணைப் ேள்ளி, நஙணகநல்லூர், செனணன.

பாடப் பபாருள் வாசிப்பாளரகள்
திரு. மெம்ஸ் குழநணத ராஜ் 
முதுகணை கணித ஆசிரியர்,
புனித சூணெயப்ேர் பமல்நிணைப் ேள்ளி, செஙகல்ேட்டு, காஞ்சிபுரம்.
திருமதி பியுைா சுகுைா சீலி
முதுகணை கணித ஆசிரியர்,
P.G. கார்லி பமல்நிணைப் ேள்ளி, தாம்ேரம்.
திருமதி S. சுபாஷினி
முதுகணை கணித ஆசிரியர்,
அரசு சேணகள் பமல்நிணைப் ேள்ளி, குனைத்தூர், காஞ்சிபுரம்.
திரு. கா. சரவைன் 
கிபரஸ் சமட்ரிக் பமல்நிணைப் ேள்ளி, போரூர், செனணன. 

ICT ஒருஙகிணைப்பாளர
தா. வாசுராஜ்
ேட்்டதாரி ஆசிரியர் (கணிதம்) (ஓய்வு)
ஊ.ஒ.ந.நி. ேள்ளி, சகாெப்பூர், திருவள்ளுர் மாவட்்டம்.

கணை மற்றும் வடிவணமப்புக் குழு
புத்தக வடிவணமப்பாளர
மயாமகஷ் பைராமன்
மமைாகர இராதாகிருஷ்ைண் 
அடிசன், பிரசாநத். சி

QC
இராமெஷ் தஙகப்பன்  
பெரால்டு வில்சன்

அட்ணட வடிவணமப்பு
கதிர ஆறுமுகம்

ஒருஙகிணைப்பு
ரமமஷ்

தட்டசசு
பப. துளசி 
DIET, செனணன.

இநநூல் 80 ஜி.எஸ்.எம். எலிகணட் பமப்லித்பதா தாளில் அச்சி்டப்ேட்டுள்ளது. 
ஆப்செட் முணையில் அச்சிட்ப்டார்:

விணரவுக் குறியீடு மமைாண்ணமக் குழு 
இரா. பெகநாதன்
இண்டநிணை ஆசிரியர், (மா.தி.ஒ.) 
ஊ.ஒ.ந.நி. ேள்ளி, கபைெபுரம்- போளூர், திருவணைாமணை மாவட்்டம்.
ந. பெகன்
ேட்்டதாரி ஆசிரியர், 
அ.ஆ.பம.நி. ேள்ளி, உத்திரபமரூர், காஞ்சிபுரம் மாவட்்டம். 
மெ.எப். பால் எட்வின் ராய
ேட்்டதாரி ஆசிரியர், 
ஊ.ஒ.ந.நி. ேள்ளி, இராக்கிப்ேட்டி, வீரோணடி, பெைம் மாவட்்டம்.
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