
தமிழ்நாடு அரசு
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(ii)
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(iii)

 z உயரகல்வி வாய்ப்புகள், படிப்புகள், நிறுவனஙகள் பபாட்டித் 
பேரவுகள் பறறிய கருத்துகள்.

 z மாணவரகள் உயரகல்வி நிலைலய அலடயத் பேலவயான கல்வி 
உேவித்்ோலக வாய்ப்புகள் பறறிய வழிகாட்டுேல்கள்.

 z பாடப்பகுதியின் ்பாதுப்பாரலவ 
 z பாடப்பகுதியில் எதிரபார்ககப்படும் கறறல் அலடவுகள் பறறிய 

்ேளிவு 

 z ஆழமாகவும் அகைமாகவும் கறபேறகுத் பேலவப்படும் 
அதிகப்படியானத் ேகவல்கலைப் ்பறும் ஆரவத்திலன வைர்ககும் 
வலகயில் பாடப்்பாருள் சார்நே  கூடுேல் ேகவல்கள். 

 z எடுத்து்ககாட்டுகளுடன் பாட்க கருத்துகளின் காட்சிப்பதிவுகள்.
 z காட்சிப்படஙகள், அலசவுப்படஙகள் கறபித்ேல் நிகழ்வுகள்.

 z பாடப்்பாருலை்க கறபேறகான கவன வீச்சிலன அதிகரித்ேல்.
 z பாடப்்பாருலைப் புரி்நது்காண்டு வலுப்படுத்துவேறகுப் 

பாடப்்பாருலை்க காட்சிப்படுத்துேல்.
 z ஒரு பாடப்்பாருலை மறற பாடப்்பாருள்கபைாடு இலணத்ேல்.
 z மின்னியல் திறன்கலை வகுப்பலற்க கறறலுடன் இலணத்து 

ஆய்வு்க கறறலிலன மாணவரு்ககு அளித்ேல். 

 z ஒவ்வாரு பாடப்பகுதியின் இறுதியிலும் கறற பாடப்்பாருலை 
நிலனவு கூறுவேறகாகத் ேரப்பட்டுள்ை மீள்பநா்கக்க குறிப்புகள்.

 z மாணவரகள் கருத்துகலைப் புரி்நது ்காண்டலே மதிப்பிடுேல் 
மறறும் பயிறசி கண்ககுகலைத் தீரப்பேறகான அறிலவ ்பறச் 
்சய்ேல்.

 z பமலும் கறபேறகான குறிப்புேவி நூல்களின் பட்டியல்.

 z JEE, KVPY, Math Olympiad பபான்ற பபாட்டித் பேரவுகளில் 
மாணவரகளின் பஙபகறபிலன ஊ்ககப்படுத்ே உயரநிலைச் 
சி்நேலன்ககான வினா்ககள் மறறும் கருத்துகள் இடம் ்பறறு 
இருத்ேல்.

 z அடி்ககடிப் பயன்படுத்ேப்படும் கணிே்க கலைச்்சாறகளும் 
அவறறு்ககான ேமிழ்ச் ்சாறகளும்.

கணிதப் பாடத்தின் 
வாய்ப்புகள்

கறைல் ந�ாக்கஙகள்

 உனக்குத் ததரியுமா?

பாடத்ததாகுப்பு

மதிப்பிடுதல்

நமறநகாள் நூல்கள்

உயர்நிறைச் 
சிநதறனக்கான வாய்ப்புகள்

கறைச்தசாறகள்

தகவல் ததாழில் நுடபம்

இநதப் புத்தகத்திறன எவவாறு பயன்படுத்த நவண்டும்

கணிேம் கறறல்
பாடப்்பாருளிலன முழுலமயாகப் புரி்நது்காள்வபே சரியான கறறைாகும்.  ஒவ்வாரு பாடப்பகுதியும் அறிமுகம், கறறல் 
பநா்ககஙகள், பல்பவறு வலரயலறகள், பேறறஙகள், முடிவுகள் மறறும் எடுத்து்ககாட்டுகளுடன் வழஙகப்பட்டுள்ைன. 
இேனடிப்பலடயில் விலரவான மறறும் வலுவான மீள் கறறலு்ககாக்க கண்ககுத் தீரவுகளும், தீர்கக பவண்டிய 
கண்ககுகளும் அளி்ககப்பட்டுள்ைன. இவறலற பயிறசி ் சய்வேன் மூைமாக ஒருவர ேம் கணிேத் திறலன வைரத்து்க்காள்ை 
முடியும். எனபவ, மாணவரகளு்ககு அடிப்பலட்க கருத்துகலை விை்ககி்க கண்ககுகலைச் ்சய்துகாட்டுவதுடன் அலே 
அடி்யாறறி மாணவரகளு்ககு பிற கண்ககுகலைத் தீர்கக முயை லவப்பதும் ஆசிரியர பணியாகும். உயரநிலை்க 
கணிேத்திறகான அடித்ேைமாக இம்பமல்நிலை முேைாமாண்டு திகழ்வோல், இப்பாடப்புத்ேகத்தில் உள்ை ஒவ்வாரு பாட்க 
கருத்திலும் மாணவரகள் மிக கவனம் ்சலுத்ே பவண்டும்.
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(iv)

1 கணஙகள், ததாடர்புகள் மறறும் சார்புகள் 1-66 ஜுன்
1.1 அறிமுகம் 1

1.2 கணஙகள் 2

1.3 காரடீசியன் ்பரு்ககல் 6

1.4 மாறிலிகள், மாறிகள், இலட்வளிகள் மறறும் அண்லமப்பகுதிகள் 10

1.5 ்ோடரபுகள் 13

1.6 சாரபுகள் 26

1.7 உருமாறறத்லேப் பயன்படுத்தி சாரபுகலை வலரபடமா்ககுேல் 52

2 அடிப்பறட இயறகணிதம் 67-109 ஜுன்/ஜுறை
2.1 அறிமுகம் 67

2.2 ்மய்்யண்களின் அலமப்பு 68

2.3 மட்டு மதிப்பு 71

2.4 பநரிய அசமன்பாடுகள் 74

2.5 இருபடிச் சாரபுகள் 76

2.6 பல்லுறுப்புச் சாரபுகள் 82

2.7 விகிேமுறுச் சாரபுகள் 88

2.8 அடு்ககுகளும் படி மூைஙகளும் 94

2.9 மட்கலக 100

2.10 வாழ்்கலகச் சூழலில் இயறகணிேத்தின் பயன்பாடுகள் 105

3 முக்நகாணவியல் 110-191 ஜுறை
3.1 அறிமுகம் 110

3.2 அடிப்பலட முடிவுகளின் மீள் பாரலவ 111

3.3 ஆலரயன் அைவு 118

3.4 மு்கபகாணவியல் சாரபுகளும் அேன் பண்புகளும் 122

3.5 மு்கபகாணஙகளின் முற்றாருலமகள் 134

3.6 மு்கபகாணவியல் சமன்பாடுகள் 157

3.7 மு்கபகாணத்தின் பண்புகள் 167

3.8 மு்கபகாணத்தின் பயன்பாடுகள் 178

3.9 பநரமாறு மு்கபகாணவியல் சாரபுகள் 184

தபாருளடக்கம்
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(v)

4 நசர்ப்பியல் மறறும் கணிதத் ததாகுத்தறிதல் 192-246 ஜுறை/ஆகஸ்
4.1 அறிமுகம் 192

4.2 எண்ணுேலின் அடிப்பலட ்காள்லககள் 194

4.3 காரணீயப் ்பரு்ககம் 202

4.4 வரிலச மாறறஙகள் 207

4.5 பசரவுகள் 221

4.6 கணிேத் ்ோகுத்ேறிேல் 232

5 ஈருறுப்புத் நதறைம், ததாடர்முறைகள் மறறும் ததாடர்கள் 247-285 ஆகஸ்ட
5.1 அறிமுகம் 247

5.2 ஈருறுப்புத் பேறறம் 248

5.3 ஈருறுப்புத் பேறறத்தின் குறிப்பிட்ட வலககள் 251

5.4 முடிவுறு ்ோடரமுலறகள் 256

5.5 முடிவுறு ்ோடரகள் 265

5.6 முடிவுறாத் ்ோடர முலறகள் மறறும் ்ோடரகள் 269

6 இருபரிமாண பகுமுறை வடிவியல் 286-345 ஆகஸ்/தசப்ட
6.1 அறிமுகம் 286

6.2 ஒரு புள்ளியின் நியமப்பாலே 288

6.3 பநர்கபகாடுகள் 294

6.4 இரு பநர்கபகாடுகளு்ககு இலடப்பட்ட பகாணம் 314

6.5 இரட்லட பநர்கபகாடுகள் 328

விலடகள் 346-355

கலைச்்சாறகள் 356-359

மின்னூல் மதிப்பீடு

XI_Maths_Preliminary_V-1_TM.indd   5 15-12-2021   13:47:57

www.tntextbooks.in



(vi)

பமல்நிலை்க கல்வியிலன முடித்ே மாணவரகளு்ககான வாய்ப்புகள்

மருத்துவம் சார்நே படிப்புகள்
JEE(முேல்நிலை மறறும் சிறப்புநிலை) உயிரத்ேகவல்கள் (Bio Informatics)

NEET, JIPMER, AIIMS MBBS / B.D.S
்பாறியியல் சார்நே படிப்புகள்

JEE (முேல்நிலை மறறும் சிறப்புநிலை)  B.E / B.Tech / B.Arch in IITs and NITs  (இ்நதியத் ்ோழில்நுட்ப 
நிறுவனஙகள் மறறும் பேசியத் ்ோழில்நுட்ப நிறுவனஙகள்)

B.Tech. Avionics / Aerospace விமானத் ்ோழில்நுட்பம்

B.Tech. /M.Tech. Dual degree programme in IIST, Trivandram. இ்நதிய அறிவியல் 
்ோழில்நுட்ப நிறுவனம், திருவன்நேபுரம் இரட்லடப் பட்டப்படிப்பு

B.E. பவைாண்லமப் ்பாறியியல் (ேமிழ்நாடு பவைாண்லமப் 
பல்கலை்ககழகம் நடத்தும் நுலழவுத்பேரவு) (http://www.tnau.ac.in/)

CET. கடல் சார படிப்புகளு்ககான ்பாது நுலழவுத் பேரவு (www.imu.edu.in)

BITS. பிரைா அறிவியல் மறறும் ்ோழில்நுட்ப நுலழவுத் பேரவு 
(www.bits-pilani.ac.in)

NATA. கட்டிடவியலில் பேசியத் திறனறித் பேரவு (www.nata.in)

IIIT-A இ்நதியத் ேகவல் ்ோழில்நுட்பவியல் நிறுவனம் – அைகாபாத் 
(பசர்கலகத் பேரவு)  (https://www.iiita.ac.in/)

IISER- KVPY/IIT-JEE/NEET இைம் விஞ்ானி ஊ்ககுவிப்புத் பேரவு IIT / EE / NEET – (https://www.
iiseradmission.in/)

அடிப்பலட அறிவியல் படிப்புகள்

TIFR  டாடா அடிப்பலட ஆய்வுகள் மறறும் ்ோழில்நுட்ப நுலழவுத் பேரவு 
(www.tifr.res.in)  ( univ.tifr.res.in/gs2018/) 

NEST, NISER பேசிய அறிவியல் கல்வி மறறும் ஆராய்ச்சி நிறுவனம் (www.
nestexam.in) (www.niser.ac.in)

IISC இ்நதிய அறிவியல் நிறுவனம் (www.iisc.ac.in) 

RIE கல்வியியல் கல்வி நிறுவனஙகள் www.riebbs.ac.in; www.riemysore.
ac.in; http://rieajmer.raj.nic.in/; www.riebhopal.ac.in; http://nerie.nic.in/ 

CEE  ்பாது நுலழவுத் பேரவு https://ncert-cee.kar.nic.in/ 

CUCET மத்தியப் பல்கலை்ககழக ்பாது நுலழவுத் பேரவு 
https://cucetexam.in/

GATE ்பாறியியல் பட்டோரித் திறன் பேரவு (http://gate.iitg.ac.in/)

NET CSIR  மறறும்  UGC  பேசியத் ேகுதித் பேரவு (https://cbsenet.nic.in/)

JAM
இலண்நே பசர்கலகத் பேரவு (முதுகலைப் படிப்புகளு்ககானது) 
(http://jam.iitb.ac.in); (http://jam.iitd.ac.in); (http://www.iitg.ac.in/gate-
jam/)

ISI (Indian Statistical Institute) http://www.isibang.ac.in/; https://www.isid.ac.in/; https://www.
isichennai.res.in/; 

IISER – KVPY / IIT – JEE / NEET https://www.iiseradmission.in/; http://www.iiserpune.ac.in/; http://www.
iiserbpr.ac.in/; https://www.iiserb.ac.in/; http://www.iiserkol.ac.in/; http://
www.iisermohali.ac.in/; http://www.iisertvm.ac.in/ ; http://www.
iisertirupati.ac.in/
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+2 முடித்தபின் நமறபடிப்புக்கான வாய்ப்புகள்

இளஙகறைப் படிப்புகள்:

B.Sc கண்ககு / பயன்பாட்டு கணிேம் /  புள்ளியியல்
(Mathematics/ Applied Matematics / Statistics)

B.Sc இயறபியல், பவதியியல்  (Physics, Chemistry)
B.Stat (Hons)  புள்ளியியலில் இைஙகலைப் பட்டம் (Bachelor of Statistics)
B. Maths (Hons) கண்ககியலில் இைஙகலைப் பட்டம் (Bachelor of Mathematics)
B.S–M.S இரட்லடப்பட்டம்  5 ஆண்டு படிப்பு (5 Years Programme)
B.Sc. Ed. 4 ஆண்டு படிப்பு (4 Years Programme)

முதுகறைப் படிப்புகள்:

M.Sc கண்ககு / பயன்பாட்டு கணிேம் /  புள்ளியியல்
(Mathematics/ Applied Matematics / Statistics)

M.Sc வானியல் (Astronomy)
M.Sc ்சயல்பாட்டு ஆய்வியல் (Operational Research)
M.Stat (Hons) முதுகலைப் புள்ளியியல்  படிப்பு (Master of Statistics)
M.Math (Hons) கண்ககியலில் முதுகலைப் பட்டம் (Master of Mathematics)
M.Sc Ed 6 ஆண்டு படிப்பு (6 Years Programme)

M.Sc கண்ககு - 5 ஆண்டு ஒருஙகிலண்நே படிப்பு (Mathematics - 5 Years  
Integrated Programme)

 z விண்்வளி ஆராய்ச்சி 
நிறுவனம்(ISRO), இராணுவ ஆராய்ச்சி 
மறறும்  பமம்பாட்டு நிறுவனம்(DRDO), 
அறிவியல் மறறும் ்ோழிறசாலை 
ஆராய்ச்சி்ககழகம் (CSIR labs) 
பபான்றவறறில் அறிவியல் ஆய்வாைர 
பணிகள்

 z மத்திய்க குடிலமப்பணிகள் 
ஆலணயம் (UPSC)

 z பணியாைரகள் பேரவு வாரியம்
 z இ்நதியப் பாதுகாப்புப் பணிகள்
 z ்பாதுத்துலற வஙகிகள்
 z வரி உேவியாைர (Tax Assistant)
 z புள்ளியியல் ஆய்வாைர (Statistical 
Investigator)

 z ஒருஙகிலண்நே பட்டோரி நிலைத் 
பேரவு (Combined Graduate Level 
Exam)

 z ேமிழ்நாடு பணியாைர பேரவு வாரியம் 
(TNPSC)

 z ஆசிரியப்பணி

 z இைஙகலை மறறும் முதுகலைப் படிப்புகளு்ககான கல்வி உேவித் 
்ோலக

 z 10 ஆம் வகுப்பு நிலறவில் நடத்ேப்படும் பேசியத் திறனறி பேரவு 
(NTSE) ( XI வகுப்பு  முேல் Ph.D வலர)

 z அறிவியல் மறறும் கணிேப்பாட உயர கல்வி்ககான உேவித் 
்ோலக்ககான பன்னாட்டு ஒலிம்பியாடு(International Olympiad).

 z (DST – INSPIRE) அறிவியல் மறறும் ்ோழில்நுட்பத்துலற 
இன்்ஸபயர கல்வி உேவித்்ோலக (இைஙகலை மறறும் 
முதுகலைப்படிப்புகள்)

 z அறிவியல் மறறும் ்ோழில்நுட்பத்துலற இன்்ஸபயர (DST – 
INSPIRE) கல்வி உேவித்்ோலக (முலனவர ஆய்வுகள்)

 z (UGC – National Fellowships) பல்கலை்ககழக மானிய்க குழு பேசிய 
ஆய்வுப்படிப்பு உேவித்்ோலக (முலனவர ஆய்வுகள்)

 z இ்நதிராகா்நதி ஒரு ்பண்குழ்நலே்ககான கல்வி உேவித்்ோலக 
(இைஙகலை மறறும் முதுகலைப் படிப்புகள்)

 z சிறுபான்லமயினரு்ககான ்மௌைானா ஆஸாத் கல்வித்்ோலக 
(முலனவர ஆய்வுப்பணி)

 z இவறறுடன் பட்டியலினத்போர/ மலை சாதியினர / உடல் 
ஊனமுறபறார / இேர பிறபட்ட வகுப்பினரு்ககான 
உேவித்்ோலகயும் உள்ைன. (பல்கலை்க கழக மானிய்ககுழு 
(UGC) மறறும் அறிவியல் மறறும் ்ோழில்நுட்பத்துலறயின் (DST) 
இலணயத்ேைத்திலனப் பாரத்துத் ்ேளிவு ்பறவும்.

 z பல்கலை்ககழக்க கல்வி உேவித்்ோலக
 z ேமிழ்நாடு கல்லூரி்க கல்வி உேவித்்ோலக.

நவறைவாய்ப்புகள் நிதிசார் உதவிகள்
நவறைவாய்ப்பு மறறும் கல்வி உதவித்ததாறக வாய்ப்புகள்
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நிறுவனத்தின் தபயர் இறணயத் தள முகவரி

இ்நதிய அறிவியல் நிறுவனம், ்பஙகளூரு www.iisc.ac.in 

்சன்லன கணிே நிறுவனம், ்சன்லன www.cmi.ac.in

டாடா அடிப்பலட ஆராய்ச்சி நிறுவனம், மும்லப www.tifr.res.in 

இ்நதிய விண்்வளி அறிவியல் மறறும் ்ோழில்நுட்ப நிறுவனம், திருவன்நேபுரம் www.iist.ac.in 

பேசிய அறிவியல் கல்வி மறறும் ஆராய்ச்சி நிறுவனம் www.niser.ac.in 

பிரைா அறிவியல் மறறும் ்ோழில்நுட்ப நிறுவனம், பிைானி www.bits-pilani.ac.in 

இ்நதிய அறிவியல் கல்வி மறறும் ஆராய்ச்சி நிறுவனம் www.iiseradmission.in 

அண்ணா பல்கலை்ககழகம் https://www.annauniv.edu/

இ்நதியத் ்ோழில்நுட்ப நிறுவனஙகள் www.iitm.ac.in

பேசியத் ்ோழில்நுட்ப நிறுவனஙகள் www.nitt.edu

மத்தியப் பல்கலை்ககழகஙகள் www.cucet.ac.in

மாநிைப் பல்கலை்ககழகஙகள் www.ugc.ac.in

ேமிழ்நாடு பவைாண்லமப் பல்கலை்ககழகம் www.tnau.ac.in 

இ்நதியத் ேகவல் ்ோழில்நுட்பவியல் நிறுவனம் – அைகாபாத் (பசர்கலகத் பேரவு) www.iiita.ac.in 

கணிே அறிவியல் நிறுவனம், ்சன்லன www.imsc.res.in 

லைேராபாத்  மத்தியப்பல்கலை்ககழகம், லைேராபாத் www.uohyd.ac.in 

்டல்லி பல்கலை்ககழகம், ்டல்லி www.du.ac.in 

மும்லபப் பல்கலை்ககழகம், மும்லப www.mu.ac.in 

சாவித்திரிபாய் பியூல் பூபன பல்கலை்ககழகம், பூபன www.unipune.ac.in 

இ்நதியப் புள்ளியியல் நிறுவனம் www.iisical.ac.in 

மண்டை்க கல்வியியல் நிறுவனம் www.rieajmer.raj.nic.in 

கணிதப்பாடத்தில் ஆராய்ச்சியிறன நமறதகாள்ள இநதியாவில் உள்ள நிறுவனஙகள்
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1 கணஙகள், த�ொடர்புகள் மற்றும் சொர்புகள்

“பன்மை்ையும் ஒரு்மைைாகக் காண ்ைபபது கணம்’’
      - கேன்டர்

1.1 அறிமுகம் (Introduction)
கணஙகள், த�ொடர்புகள் மற்றும் சொர்புகள் மீ�ொன தசயல்ொடுகளின் கருத�ொககஙகள் 

கணி�வியலில முககியததுவமொன இடத்� வகிககிறது. ரஷயக கணி�வியலொளர் லூஸின் (Luzin) 
என்்வர் சொர்புகளின் தசயல்ொடுகள் ்ற்றிய கருதது �ற்தசயலொக உருவொகிவிடவில்ல என மிகச் 
சரியொகக கூறியுள்ளொர். அ�்னப் ்ற்றிய கருதது, கொலப்்்ொககில ்ல மொற்றஙகளுககு 
உட்டுத�ப்்டடுள்ளது. கலிலி்யொ (Galileo) (1564-1642) என்ற கணி�வியலொளர், பிர்ஞச 
இயககஙகளின் ஆய்வில ஒரு கணியம் இன்தனொரு கணியததி்னச் சொர்ந்திருப்்தி்னத 
த�ளிவொகப் ்யன்்டுததியுள்ளொர்.  தடகொர்்ட (Descartes) (1596-1650), இரு மொறிகளில அ்மந்� 
சமன்்ொடுக்ள, வடிவியல வொயிலொக மொறிகளுககு இ்ட்யயொனத த�ொடர்்ொகக குறிப்பிடடொர்.  
லிப்னிடஸ் (Leibnitz) (1646-1716)  �ன்னு்டய 1673 ஆண்டின் ஒரு ்கதயழுதது பிரதியில “சொர்பு” 
என்ற வொர்த்�்யப் ்யன்்டுததியுள்ளொர்.  ஒரு வ்ளவ்ரயின் தவவ்வறு புள்ளிகளில மொறு்டும் 
மதிப்்்க குறிககும் தசயல்ொடொகச் சொர்பி்னப் ்யன்்டுததியுள்ளொர்.  y f x= ] g  என்கிற நவீன 
மு்றயொன வ்ரய்ற �ந்� த்ரு்ம, கொஸின் (Gauss) மொணவரொன டிரிச்தலட (Dirichlet) (1805-
1859) என்்வ்ரச் சொரும். இரு்�ொம் நூற்றொண்டில, இச்சொர்பு கருத�ொககஙகள், கணஙகள் மற்றும் 
எண்சொர் அலலது எண்சொர்்ற்ற மதிப்புகள் ஆகியவற்றிற்கி்டயில �னித�ன்்ம வொய்ந்� த்ொதுவொன 
ஒததி்சவிற்கு நீடடிககப்்டடது.  

்கன்டர் (Cantor) (1845-1918) என்்வரொல  ்மம்்டுத�ப்்டட கணவியலில சொர்புகள் ்ற்றிய 
கருதது தசம்்மப்்டுத�ப்்டடது. இககொலகடடததில ஒததி்சவு ்ற்றிய கண்்ணொடடததிலிருந்து 
த�ொடர்பு என்ற கண்்ணொடடததிற்குக கணி�வியலொளர்கள் மொறத த�ொடஙகினர்.  ஆயினும் 
சொர்பி்ன, த�ொடர்பு  என்ற கண்்ணொடடததில ்நொககொது, கணககீடடு விதியொக்வ கருதும் நி்ல 
இன்றும் த�ொடர்கிறது.  �ற்கொல நவீன வ்ரய்றயொனது, தசயற்்க நுண்ணறி்வ உருவொககும் 
நி்லககு ஏதுவொன வ்கயில, த�ொடர்பு வ்ரய்றயின் அடிப்்்டயில உருவொககப்்டடுள்ளது. 

்கன்டர்
1845-1918

தமய்தயண்கள் மற்றும் தமய்தயண்களின் மீ�ொன எண்ணியல 
தசயல்ொடுகள் ் ற்றிய ் கொட்ொடுக்ள முந்்�ய வகுப்புகளில கற்றுள்்ளொம். 
்மலும் தமய்தயண்களின் கணஙகள், தவன்்டஙகள், கணஙகளின் 
கொர்டீசியன் த்ருககற்்லன்கள், த�ொடர்புகள் மற்றும் சொர்புகளின் அடிப்்்ட 
வ்ரய்றகள் மு�லியவற்்றப் ்ற்றியும் த�ரிந்து தகொண்டுள்்ளொம். 
எனினும் ‘த�ொடர்புகள் மற்றும் சொர்புகள்’ ஆகியவற்றின் கணி�க 
்கொட்ொடுகளுககு ஒரு புதிய ் ரிணொமததி்ன இஙகுக கொணப் ் ்ொகி்றொம். 
இ�்ன நன்கு புரிந்து தகொள்ள ்வண்டுதமனில, கணஙகள் மற்றும்  அ�ன் 
மீ�ொன தசயல்ொடுக்ளப் ்ற்றிய மீள்்ொர்்வ அவசியமொகிறது. 

1 கணஙகள், த�ொடர்புகள் 
மற்றும் சொர்புகள்அததியொயம்
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211ஆம் வகுப்பு கணிதவியல்

கற்்றலின் ந�ொககஙகள் (Learning objectives) 
இப்்ொடப்்குதி நி்றவுறும்்்ொது மொணவர்கள் அறிந்திருகக ்வண்டிய்வகளொக

 z கணஙகள் மற்றும் கொர்டீசியன் த்ருககலின் ்ண்புக்ளப் ்டடியலிடவும் 
அப்்ண்புகளின் வொயிலொக ்மற்தகொள்ளும் தசயலமு்றகள்;

 z மொறிகள், மொறிலிகள், இ்டதவளிகள் மற்றும் அண்்மப்்குதிகள் ஆகியவற்றின் 
கருத�ொககஙக்ள அறி�ல;

 z ்லவ்கத த�ொடர்புக்ளப் புரிந்து தகொள்ளு�ல, ்�்வப்்டும் வ்கயில த�ொடர்புக்ள 
உருவொககு�ல

 z தவவ்வறு வ்ககளில சொர்புக்ள விவரித�ல;
 z எளி்மயொன சொர்புகள், சொர்புகளின் வ்ககள், இருபுறச்  சொர்பின் ்நர்மொறு சொர்பு உட்ட 

அவற்றின் மீ�ொன தசயல்ொடுக்ள அறிந்திருத�ல;
 z சில சிறப்பு சொர்புகளின் வ்ர்டஙக்ள அ்டயொளம் கொணு�ல;
 z சில கடினமொன சொர்புகளின் வ்ர்டஙக்ளக கொடசிப்்டுதது�ல, ஆகிய்வ 

எதிர்்ொர்ககப்்டுகின்றன.

1.2 கணஙகள் (Sets)
கடந்� வகுப்புகளில, கணம் என்்து மு்றயொக வ்ரயறுககப்்டட த்ொருடகளின் த�ொகுப்்ொகப் 

்ொர்த்�ொம். நவீனக கணி�ததின் கடட்மப்பில ஒன்றொகக கணஙகள் விளஙகுவ�ொல, கணஙகளின் 
்கொட்ொட்டப் ்ற்றிக கவனமொகவும் ஆழமொகவும் உள்ளொர்ந்து புரிந்து தகொள்ள ்வண்டும். அ�ற்கு 
”மு்றயொக வ்ரயறுககப்்டடது” என்கிற தசொலலின் உள்ளொர்ந்� த்ொருளி்னக கொண்்்ொம்.

கீழககொணும் இரு கூற்றுகக்ளக கவனிககவும்:

(i) உ�்க ்ரொஜொ ்�ொடடததிலுள்ள அழகொன மலர்களின் த�ொகுப்பு.

(ii) �மிழகததிலுள்ள அ்னதது முதியவர்களின் த�ொகுப்பு.

இதத�ொகுப்புகள் கணஙகளொக இருகக இயலுமொ? 

“அழகொன மலர்கள்” மற்றும் “முதியவர்கள்” என்கிற தசொற்கள் மு்றயொக 
வ்ரயறுககப்்டவில்ல. அழகுககு அறுதியிடடு அர்த�ம் கூற இயலொ��ொல, “அழகொன மலர்” என்கிற 
வொர்த்�ககுத த�ளிவொன அலலது மு்றயொன வ்ரய்ற இல்ல. அழகு என்்து ந்ருககு ந்ர், 
இடததுககு இடம், த்ொருளுககுப் த்ொருள் மொறக கூடியது. என்வ “உ�்க ்ரொஜொ ்�ொடடததிலுள்ள 
அழகொன மலர்களின் த�ொகுப்பு” ்்ொன்ற கூற்றுக்ள நொம் கணமொகக கரு� இயலொது.  இப்்்ொது 
“உ�்க ்ரொஜொ ்�ொடடததிலுள்ள சிவப்பு மலர்களின் த�ொகுப்பு” –ஐ ஒரு கணம் என்று தசொலல 
இயலுமொ? இ�ற்கு ‘ஆம்’ என்்்� நமது ்திலொக அ்மயும். 

சிலர் அறு்து வய்� முது்மயொகக கருதுவர். சிலர் அவவொறு கருதுவதில்ல. முது்மககொன 
உரிய வயது அளவிற்கு, மு்றயொன வ்ரய்ற இல்ல. என்வ இரண்டொவது கூற்றி்ன, 

“�மிழகததில உள்ள 70 வய்�க கடந்�வர்களின் த�ொகுப்பு” 

என வ்ரயறுககும் ்்ொது வயது ்ற்றிய த�ளிவொன வ்ரய்றயுடன், ்மற்குறிப்பிடட 
த�ொகுப்பு ஒரு கணமொக அ்மயும். 
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என்வ, ஒரு கணத்�ப் ்ற்றிய விவரம், குறிப்பிடட த்ொருள் அந்�க கணததின் உறுப்்ொக 
அ்மகிற�ொ, இல்லயொ என்்்� நமககுத த�ளிவொகக ்வண்டும். என்வ கணமொனது, த�ளிவொக 
வ்ரயறுககப்்டட ஒரு த�ொகுப்பு ஆகும்.

, , , ,! 1 3  மற்றும் +   ்்ொன்ற குறியீடுக்ள ஏற்கன்வ நொம் ்யன்்டுததியுள்்ளொம். அந்�க 
குறியீடுக்ளச் சரியொகக குறிப்பிடட இடஙகளில ்யன்்டுததுவ்�ப் ்ற்றிப் புரிந்து தகொள்ள, ஒரு 
்கள்வியுடன் ஆரம்பிககலொம்:

‘’A மற்றும் B என்்ன இரு கணஙகளொயின், A B!  என எழுதுவது சரியொன த்ொருள் �ருமொ?’’
மு�ல ்ொர்்வயில, இது எப்்்ொது்ம அர்த�மற்றது, ஏதனனில, “!  என்ற குறியீட்ட ஒரு 

உறுப்புககும் ஒரு கணததிற்கும் இ்டயில உள்ள த�ொடர்புககு மடடு்ம ்யன்்டுத� ்வண்டும் 
என்றும், அது இரண்டு கணஙகளுககு இ்டயில உள்ள த�ொடர்புககுப் ்யன்்டுத�ப்்டககூடொது” 
என்றும் கூற வி்ழயலொம். இரண்டொவ�ொகக கூறியது உண்்ம இல்ல என்றொலும், வொககியததின் 
மு�ல ்குதி உண்்ம�ொன். எடுததுககொடடொக, A = {1, 2} மற்றும் B = {1,{1,2},3,4}  எனும் ்்ொது 
இரு கணஙகளுககு இ்ட்ய உள்ள த�ொடர்பு, A B!  ஆகும். இப்்குதியில நொம் அத�்கய 
குறியீடுகளின் தசயல்ொடுக்ள ்மலும் ஆழமொக ஆரொய்்வொம்.

முந்்�ய வகுப்புகளில நொம் கற்றுக தகொண்ட்�ப் ்்ொன்று, எந்� உறுப்பும் இலலொ� ஒரு 
கணம் தெற்று கணம் அலலது தெற்றிடக கணம் (empty set) என்று அ்ழககப்்டுகிறது. இது 
த்ொதுவொக z  அலலது { } எனக குறிப்பிடப்்டுகிறது. ்மலும் A B3  என்ற கூற்றின்்டி,  A என்னும் 
ஒரு கணததில உள்ள உறுப்புகள் அ்னததும் B என்னும் கணததில அ்மந்திருககிறது எனப் 
த்ொருள். இப்்்ொது A கணமொனது  B–யின் உடகணம் (subset) எனவும்,  B கணமொனது  A கணததின் 
நமற்கணம் அலலது மிககக கணம் (super set) எனவும் அ்ழககப்்டுகிறது.   A மற்றும் B  ஆகிய இரு 
கணஙகளுககு  A B3    மற்றும்  B A3  என இருப்பின்,  இரண்டு கணஙகளும் சம கணஙகள்  
(equal sets) ஆகும். எந்�தவொரு A என்கிற கணததிற்கு தவற்றுககணமும் அந்�க கணமும் எப்்்ொதும் 
உடகணஙகளொகும். இந்� இரு உடகணஙகளும் தெள்ளிகட உடகணஙகள் (trivial subsets) 
எனப்்டுகின்றன. ்மலும் A கணமொனது B–ன் உடகணமொகவும்  A B!  எனவும் இருந்�ொல  A 

கணமொனது   B - இன் �கு உடகணம் (proper subset) எனப்்டும். அ�ொவது  B கணததில கு்றந்�்டசம் 
ஒரு உறுப்்ொவது  A கணததின் உறுப்்ொக இருககொது.  A என்னும் ஒரு கணததின் உறுப்புகள் 
அ்னததும் A  என்னும் கணததி்ல்ய அ்மந்திருப்்�ொல   A A3  எனலொம். இத�்கய உடகணம் 
�கொ உடகணம் (improper subset) எனப்்டும். ்வறுவி�மொகக  கூறினொல,  A எனும் எந்� ஒரு 
தவற்றுககணமிலலொ� கணமும்,   A எனும் கணததின் �கொ உடகண்ம ஆகும். ்மலும், 
N W Z Q R1 1 1 1  ஆகும். இதில N  என்்து இயல எண்களின் கணம் அலலது மி்க முழு 
எண்களின் கணம் எனவும், W  என்்து கு்றயற்ற முழு எண்களின் கணம் எனவும்,  Z  என்்து 
அ்னதது முழு எண்களின் கணம் எனவும், Q  என்்து  விகி�முறு எண்களின் கணம் எனவும் 
மற்றும் R என்்து தமய்தயண்களின் கணம் எனவும் குறிப்பிடப்்டும். இதில விகி�முறொ எண்களின் 
கணம், R-ன் உடகணமொகவும், ்மற்குறிப்பிடட ்வறு எந்� ஒரு கணததிற்கும் உடகணமொக 
அ்மயவில்ல என்்்�யும் கவனததில தகொள்ள ்வண்டும்.

A, B  என்ற இரு கணஙகளின் நசர்ப்புக கணம்,

{ :A B x x A, !=  அலலது }x B !  மற்றும்  அ�ன் தெடடுககணம்  

   { :A B x x A+ !=  மற்றும் }x B!  

என்ற வ்ரய்றக்ளயும் ஏற்கன்வ ்ொர்ததுள்்ளொம்.  A மற்றும் B ஆகிய இரு 
கணஙகளுககுப் த்ொதுவொன உறுப்பு ஏதுமின்றி அ்மந்�ொல அ்வ தெடடொக கணஙகள் (disjoint 
sets) ஆகும். அ�ொவது  A மற்றும் B ஆகிய்வ தவடடொக கணஙகள் எனில  A B+ z=  ஆகும். 
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்மலும் சில குறியீடு மு்றக்ளக கொண்்்ொம். a
i

n

i
1
R
=

 ்்ொன்ற குறியீடு மு்றக்ள நொம் 
ஏற்கன்வ அறிந்துள்்ளொம். இது a a an1 2 g+ + +  என்்�ன் சுருகக்ம. இ்� ்்ொன்று A

i

n

i
1
,
=

 மற்றும் 
A

i

n

i
1
+
=

  ஆகிய்வ மு்ற்ய ...A A An1 2, , ,  மற்றும் ...A A An1 2+ + +   ஆகியவற்்றக குறிககின்றன.

{ :A x x A
i

n

i i
1

, !=
=

,  ஏ்�ொ ஒரு i -ககு}  என்றும் { :A x x A
i

n

i i
1
+ !=
=

, ஒவதவொரு  i -ககு}  
என்றும் கூறலொம். அதிக எண்ணிக்கயிலொனக கணஙகளின் ்யன்்ொடடின்்்ொது இககுறியீடுகள் 
்�்வப்்டுகிறது. 

A என்்து ஒரு கணம் எனில,  A -ன் அ்னதது உடகணஙக்ளயும் உள்ளடககிய கணம் 
அடுககுக கணம் (power set) எனப்்டும். இ�்ன AP^ h  எனக குறிககலொம். அ�ொவது,  

{ : }A B B AP 3=^ h .   A என்ற கணததிலுள்ள உறுப்புகளின் எண்ணிக்க n எனில  AP^ h  -ல 
உள்ள உறுப்புகளின் எண்ணிக்க 2n   ஆகும்.

நிரப்பிக கணததி்னப் ்ற்றி த�ரிந்து தகொள்ள அ்னததுககணத்�ப் ்ற்றி முழு்மயொகத 
த�ரிந்து தகொள்வது அவசியமொகிறது. த்ொதுவொகக கணி� தசயல்ொடடில கருததில தகொள்ளப்்டும் 
எலலொக கணஙகளும் உடகணஙகளொக அ்மயுமொறு ஒரு நி்லயொன கணம் அ்மயும். இந்�க 
குறிப்பிடட கண்ம அகைத்துககணம் (universal set) ஆகும். உ�ொரணமொக, சூழநி்லகளுககு ஏற்் 
்கொ எண்களுககு, ்கொ எண்க்ள உள்ளடககிய ஒரு கணம் அ்னததுககணமொக தசயல்டும். 
என்வ N,W,Z,Q,R  ஆகிய இவற்றில ஒன்று ்கொ எண்களின் கணததிற்கு அ்னததுககணமொக, 
தசயல்டும் இடத்�ப் த்ொறுதது அ்மயும்.  அ்னததுக கணததி்னப் த்ொதுவொக  U எனக 
குறிப்பிடு்வொம்.

U எனும் அ்னததுககணததின் உடகணமொன A எனும் ஒரு கணததிற்கு, நிரப்பிககணம்  
Alஅலலது Ac எனக குறிப்பிடப்்டடு, { :A x x U!=l  மற்றும்  }x A"   என வ்ரயறுககப்்டுகிறது.

கணம் B -ல, கணம்  A–ன் கண நெறுபொடு (set difference) என்்்�  A-B அலலது  A\B எனக 
குறிப்பிடடு, 

{ :A B a a A!- =   மற்றும் }a B"  என வ்ரயறுககப்்டுகிறது. ்மலும்,

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) .U A A A A A A A A Ui  ii   iii  iv  vz z z z z- = - = - = - = - =l   

A மற்றும் B ஆகிய கணஙகளின் சமச்சீர் நெறுபொடு (symmetric difference) என்்�்ன, A BD   
எனக குறிப்பிடடு, ( ) ( )A B A B B A,D = - -  என வ்ரயறுககப் ்டுகிறது.

உண்்மயில, A BD  –ல உள்ள உறுப்புகள், A B+  –ல இலலொமல  A B, -ல மடடு்ம 
இருககும் உறுப்புகளொகும்.  அ�ொவது   ( ) ( )A B A B A B, +D = -   ஆகும். 

X  என்ற கணமொனது முடிவுறு (finite set) அலலது முடிவுள்்ள கணம் ஆக இருகக ் வண்டுமொயின் 
கணததில k உறுப்புகள், k N!  என இருத�ல ்வண்டும்.  இப்்்ொது இம்முடிவுறு கணததின் 
உறுப்புகளின் எண்ணிக்க்ய தசவதவண்்ம என்றும் ஆதி எண்  (cardinality) என்றும் 
அ்ழககலொம். இ�்ன k எனவும், குறியீடடொல n(X)  எனவும் குறிப்பிடு்வொம்.  A என்ற கணம் 
முடிவுறு கணம் இல்லதயனில அ�்ன முடிவு்றொக கணம்  அலலது முடிவிலொக கணம் (infinite set) 
எனவும் குறிப்பிடு்வொம். ்மலும் n(A) = 1  எனில அ�்ன ஓருறுப்பு கணம் (singleton set) எனக 
கூறலொம். குறிப்்ொக  n 0z =^ h   மற்றும்   { }n 1z =^ h  என்்�்னக கவனததில தகொள்ளவும்.
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5 கணஙகள், த�ொடர்புகள் மற்றும் சொர்புகள்

1.2.1 கணச் தசயலபொடுகளின் பண்புகள் (Properties of Set Operations)

நொம் ஏற்கன்வ அறிந்திருந்� ்ண்புக்ளயும் ்மலும் த�ரிந்திருகக ்வண்டிய சில புதிய 
்ண்புக்ளயும் முடிவுகளொகக கொண்்்ொம்.

பரிமொற்றுப் பண்புகள் (Commutative)

 (i) A B B A, ,=  (ii) A B B A+ +=

நசர்ப்புப் பண்புகள் (Associative)

 (i) ( ) ( )A B C A B C, , , ,=  (ii) ( ) ( )A B C A B C+ + + +=

பஙகீடடு பண்புகள் (Distributive)

 (i) ( ) ( ) ( )A B C A B A C, + , + ,=  (ii) ( ) ( ) ( )A B C A B A C+ , + , +=

சமனிப் பண்புகள் (Identity)

 (i) A A, z =  (ii) A U A+ =

�ன்ைடுககுப் பண்புகள் (Idempotent)

 (i) A A A, =  (ii) A A A+ =

உடகெர் பண்புகள் (Absorption)

 (i) ( )A A B A, + =  (ii) ( )A A B A+ , =

டி மொர்கன் விதிகள் (De Morgan Laws)

 (i) ( )A B A B, +=l l l  (ii) ( )A B A B+ ,=l l l

 (iii) ( ) ( ) ( )A B C A B A C, +- = - -  (iv) ( ) ( ) ( )A B C A B A C+ ,- = - -

சமச்சீர் நெறுபொடடு பண்புகள் (Symmetric difference)

 (i) A B B AD D=  (ii) ( ) ( )A B C A B CD D D D=

 (iii) ( ) ( ) ( )A B C A B A C+ + +D D=  

தெற்று கணத்திற்கும் அகைத்துக கணத்திற்குமொை பண்புகள் (Empty and universal sets)

 (i) ' Uz =  (ii) U z=l

 (iii) A A U, =l  (iv) A A+ z=l

 (v) A U U, =  (vi) A U A+ =

தசவதெண்கமக குணஙகள் (Cardinality)

(i) A மற்றும்  B எனும் எந்� இரு முடிவுறு கணஙகளுககும்,  
( ) ( ) ( ) ( ) .n A B n A n B n A B, += + -

(ii) A  மற்றும் B ஆகிய்வ தவடடொக கணஙகதளனில,  ( ) ( ) ( ) .n A B n A n B, = +
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611ஆம் வகுப்பு கணிதவியல்

(iii) A, B  மற்றும் C  எனும் எந்� மூன்று கணஙகளுககும்,  
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )n A B C n A n B n C n A B n A C n B C n A B C, , + + + + += + + - - - +

1.3 கொர்டீசியன் தபருககல (Cartesian product) 
கணஙகளின் கொர்டீசியன் த்ருககல என்்து வரி்ச்டுத�ப்்டட உறுப்புகளின் கண்ம 

ஆகும். குறிப்்ொக இரு கணஙகளின் கொர்டீசியன் த்ருககல வரி்சப்்டுத�ப்்டட ்ஜொடிகளின் 
கணமொகவும், மூன்று கணஙகளின் கொர்டீசியன் த்ருககல வரி்சப்்டுத�ப்்டட மூன்றன் த�ொகுதி 
கணமொகவும் அ்மகின்றது.

துலலியமொகக கூற ்வண்டுமொயின்,  A, B மற்றும் C ஆகிய மூன்று கணஙக்ள எடுததுக 
தகொள்்வொம்.  A மற்றும் B ஆகிய கணஙகளின் கொர்டீசியன் த்ருககல (cartesian product),  A B#  
எனக குறிககப்்டடு, {( , ): , }A B a b a A b B# ! !=   என வ்ரயறுககப்்டுகிறது. அ்� ்்ொன்று,  A, B  
மற்றும் C ஆகிய மூன்று கணஙகளின் கொர்டீசியன் த்ருககல,  

{( , , ): , , }A B C a b c a A b B c C# # ! ! !=   என வ்ரயறுககப்்டுகிறது.  

எளி�ொக,  {( , ): , }A A a b a b A# !=   எனலொம். 

{( , ): }A A a a a A# !=   என எழுதுவது சரியொக அ்மயுமொ?

கொர்டீசியன் த்ருககலில உள்ள உறுப்புகள் வரி்சப்்டுத�ப்்டடது என்்�ொல, தவற்றற்ற 
கணஙகள் A B=   என இருந்�ொலன்றி, A B B A# #!  ஆகும்.  அ�ொவது ்�்வயொனதும் மற்றும் 
்்ொதுமொனதுமொன நி்ந்�்ன A = B  எனில A B B A# #= . 

R  என்்து தமய்தயண்களின் கணத்�க குறிப்்�ொல, 

{( , ): , }x y x y  R R R# !=  ,   {( , , ): , , }x y z x y z  R R R R# # != .

குறிப்்ொக,  R R#  என்்�்ன R2  எனவும் R R R# #  என்்�்ன R3  எனவும் 
குறிககப்்டுகிறது. R R#  என்்து வரி்சப்்டுத�ப்்டட ்ஜொடிகளின் கணமொகவும்,  R R R# #  
என்்து வரி்சப்்டுத�ப்்டட மூன்றன் த�ொகுதி கணமொகவும் உள்ளது. 

இப்்்ொது, { , , }A 1 2 3=   மற்றும்  { , , }B 2 4 6=    என எடுததுக தகொண்டொல

{( , ),( , ), ( , ), ( , ), ( , ), ( , ), ( , ), ( , ), ( , )} .A B 1 2 1 4 1 6 2 2 2 4 2 6 3 2 3 4 3 6# =   இஙகு A B#  என்்து  
R R#  –ன் உடகணமொக அ்மவ்�க கவனததில தகொள்ளவும்.

A B# -ல உள்ள உறுப்புககளின் எண்ணிக்க  A  மற்றும்  B கணஙகளில உள்ள உறுப்புகளின் 
எண்ணிக்கயின் த்ருககல த�ொ்கயொகும். அ�ொவது,  ( ) ( ) ( )n A B n A n B# = ஆகும்.  ்மலும்,  

( ) ( ) ( ) ( )n A B C n A n B n C# # = .  இஙகு  A, B  மற்றும் C ஆகிய்வ முடிவுறு கணஙகள் ஆகும்.

கீழககொணும் கணஙகள்  R R#   –ன் உடகணஙகள் என்்து த�ளிவொக த�ரிகிறது.

 (i) {( , ): }x x x2 R!  (ii) {( , ): }x x x R2 !

 (iii) {( , ):x x x ஒரு கு்றயற்ற தமய்தயண்}   (iv)  {( , ): } .x x x R2 !

 (v) {( , ):x x x- ஒரு கு்றயற்ற தமய்தயண்} 

எடுத்துககொடடு ாடா கணம் A ஆனது { : , , }A x x n n n4 1 2 5 N# # != = +  எனில, A–ன் 
உடகணஙகளின் எண்ணிக்க்யக கொண்க. 
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7 கணஙகள், த�ொடர்புகள் மற்றும் சொர்புகள்

தீர்வு:

:{ , , , , } { , , , }A x x n n4 1 2 3 4 5 9 13 17 21= = + = =

என்வ  ( )n A 4= .  2 16n AP 4= =^ ] gh

எடுத்துககொடடு ாட் மககள்த�ொ்க 5000  உள்ள ஒரு நகரததில நடத�ப்்டட ஒரு கணகதகடுப்பில, 
தமொழி A த�ரிந்�வர்கள் 45% , தமொழி B த�ரிந்�வர்கள்  25% , தமொழி C த�ரிந்�வர்கள் 10% ,  A 

மற்றும் B தமொழிகள் த�ரிந்�வர்கள்  5% , B மற்றும் C தமொழிகள் த�ரிந்�வர்கள் 4%,  A மற்றும் C 
தமொழிகள் த�ரிந்�வர்கள் 4% ஆகும். இதில மூன்று தமொழிக்ளயும் த�ரிந்�வர்கள் 3% எனில, தமொழி 
A மடடும் த�ரிந்�வர்கள் எத�்ன ்்ர்?

தீர்வு: 

தசவதவண்்ம மற்றும் தவன்்டம் என இரு வழிகளில தீர்வு கொணலொம்.

(i)  தசவதெண்கம மூலம் தீர்வு கொணல

தகொடுககப்்டட புள்ளி விவரஙகளிலிருந்து n(A) = 5000 -ல 45% = 2250   .  

இ்� ்்ொன்று,

 ( ) , ( ) , ( ) , ( ) , ( )n B n C n A B n B C n C A1250 500 250 200 200+ + += = = = =

 மற்றும் 150( )n A B C+ + = .

தமொழி A மடடு்ம த�ரிந்�வர்கள்   

  ( )n A B C+ +l l  = n { ( ) }A B C+ , l ( ) { ( )}n A n A B C+ ,= -

   = ( ) ( ) ( ) ( ) .n A n A B n A C n A B C+ + + +- - +

   = 2250 250 200 150 1950.- - + =

A தமொழி மடடும் த�ரிந்�வர்களின் எண்ணிக்க  1950.

(ii)  தென்படம் மூலம் தீர்வு கொணல:

3945
2

3

1

C

A
B

்டம் 1.1

்டம் 1.1 –லிருந்து,  தமொழி A மடடு்ம த�ரிந்�வர்கள் 39 ச�வீ�ம் ஆகும். 

என்வ  தமொழி A  மடடு்ம த�ரிந்�வர்கள்  .5000 100
39 1950# =

எடுத்துககொடடு ாட் (( ) ( )) (( ) ( ))A B C A B C A B C B C B C, , + + + , , , + + +=l l l l l l l l  
என நிரூபிகக.
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811ஆம் வகுப்பு கணிதவியல்

தீர்வு:
A B C A A B C+ + , ,3 3l l l  என்்து த�ளிவு.

என்வ ( ) ( )A B C A B C A B C, , + + + + +=l l l l l . 

்மலும்  B C C A B C+ , ,3 3l l l l  .

என்வ ( )( )A B C B C B C, , + + +=l l l l l  ்மலும், A B C B C+ + +3l l l l . 

என்வ (( ) ( )) (( ) ( ))A B C A B C A B C B C B C, , + + + , , , + + +=l l l l l l l l  

குறிப்பு: தவன்்டஙகள் மூலம் நிரூபிகக முயற்சி தசய்யவும்.

எடுத்துககொடடு ாட் ... ,{ , , , }X 1 2 3 10=  மற்றும் { , , , , }A 1 2 3 4 5=  எனில, { }A B 4- =  என்று 
உள்ளவொறு அ்மயககூடிய  X -ல உள்ள B உடகணஙகள், அ�ொவது  B X3   எத�்ன உள்ளது?
தீர்வு:   

{ , , , , }6 7 8 9 10  எனும் கணததின் ஒவதவொரு உடகணமொகிய C கணததிற்கு, 
{ , , , }B C 1 2 3 5,=   என எடுததுகதகொள்்வொம். இஙகு { }A B 4- =   என்கிற நி்ந்�்ன த்ொருந்தும். 

இ�னொல X ல உள்ள  B உடகணஙகளின்  எண்ணிக்கயும், { , , , , }6 7 8 9 10  என்கிற கணததின் 
உடகணஙகளின் எண்ணிக்கயும் சமம்.  என்வ, B  உடகணஙகளின் எண்ணிக்க  2 325 = .

எடுத்துககொடடு ாட் A மற்றும் B எனும் இரு கணஙகள், ( ) ( ) ( )n B A n A B n A B2 4 +- = - =  
மற்றும்   ( )n A B 14, =  என அ்மந்�ொல, )(n AP] g   கொண்க.
தீர்வு:

)(n AP] g  -ஐக கொண n(A) ்�்வப்்டும்.

  ( )n A B+  = k என்க. 

என்வ,    ( )n A B-  = 2k மற்றும் ( )n B A-  = 4k ஆகும் .

இந்நி்லயில,   ( )n A B,  = ( ) ( ) ( )n A B n B A n A B k7+- + - + =  .

்மலும்,    ( )n A B,  = 14  எனக தகொடுககப்்டடுள்ளது. 

இ�னொல  7k = 14, k = 2  ஆகும்.

ஆ்கயொல,  ( )n A B-  = 4  மற்றும் ( )n B A 8- =  .

  ( )n A  = ( ) ( )n A B n A B+- +  என்்�ொல n A 6=] g .  

என்வ,  )(n AP] g  = 26 = 64 .                       

எடுத்துககொடடு ாட் இரு கணஙகளின் உறுப்புககளின் எண்ணிக்க m மற்றும் k ஆகும். மு�ல 
கணததிலுள்ள உடகணஙகளின் எண்ணிக்க இரண்டொவது கணததின் உடகணஙகளின் 
எண்ணிக்க்ய விட 112  அதிகதமனில,  m மற்றும் k மதிப்புக்ளக கொண்க.
தீர்வு:   

( )n A m=  மற்றும்  ( )n B k=   என்று அ்மயுமொறு இரு கணஙகள்  A மற்றும் B என்க.  B 

கணத்� விட A கணததின் எண்ணிக்க அதிகதமனில, m > k .  தகொடுககப்்டட விவரஙகளின்்டி 
2 2 112m k- = . 
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9 கணஙகள், த�ொடர்புகள் மற்றும் சொர்புகள்

ஆ்கயொல,  ( )2 2 1 2 7
k m k 4

#- =
- . 

இந்நி்லயில ஒ்ர சொததியககூறு  k 4=  மற்றும் 2 1 7
m k

- =
-  ஆகும் . 

இ�னொல m k 3- = . என்வ m = 7 .

எடுத்துககொடடு ாட் ( )n A 10= மற்றும் ( )n A B 3+ =  எனில, (( ) )n A B A+ +l -ஐ கொண்க.

தீர்வு:

  ( )A B A+ +l  = ( ) ( ) ( ) ( )A B A A A B A B A, + + , + , +z= =l l l l l

   = ( ) .B A A B+ = -l

என்வ . (( ) )n A B A+ +l  = ( ) ( ) ( )n A B n A n A B 7+- = - = .

எடுத்துககொடடு ாட் { , , , }A 1 2 3 4= மற்றும் { , , , }B 3 4 5 6=   எனில, 
                              (( ) ( ) ( ))n A B A B A B, # + # D   -ஐ கொண்க.
தீர்வு:

( ) , ( )n A B n A B6 2, += =   மற்றும் ( )n A B 4D = .                          

என்வ , (( ) ( ) ( ))n A B A B A B, # + # D  = ( ) ( ) ( )n A B n A B n A B, # + # D

   = .6 2 4 48# # =   

எடுத்துககொடடு ாட் ( )AP என்்து  A  என்ற கணததின் அடுககுக கணததி்னக குறித�ொல,  
 ( ( ( ))))(n P P P z  -ன் மதிப்்்க கொண்க.
தீர்வு:

( )P z  கணததில ஒரு உறுப்பு உள்ள�ொல ( )P P z^ h  கணததில 21 உறுப்புகளும், 
( ( )))(P P P z  கணததில 22  உறுப்புகளும் இருககும். அ�ொவது 4 உறுப்புகள் இருககும்.  

 பயிற்சி ாடா
1. கீழககொண்்்வக்ள ்டடியல மு்றயில எழுதுக.

(i) { :x x 121N 2 1! மற்றும் x  ஒரு ்கொ எண்ணொகும்}.

(ii) ( )( )( )x x x1 1 1 02- + - =  எனும் சமன்்ொடடின் மி்க மூலஙகளின் கணம்.  

(iii) { : }x x4 9 52N 1! + .

(iv) { : , { }}x x
x x2

4 3 2R!+
- = - - .

2. {-1, 1} எனும் கணத்�க கணக கடட்மப்பு மு்றயில எழுதுக.     

3. கீழககொண்்வனற்றுள் எ்வ முடிவுள்ள கணம்,  முடிவிலலொ� கணம் என்்�்னக குறிப்பிடுக.     

(i) { :x xN!  என்்து ஒரு இரட்டப்்்ட ்கொ எண்}.   

(ii) { :x xN!  என்்து ஒரு ஒற்்றப்்்ட ்கொ எண்}.   
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1011ஆம் வகுப்பு கணிதவியல்

(iii) { :x xZ!  என்்து ்த்� விடக கு்றந்� இரட்டப்்்ட எண்}.   

(iv) { :x xR!  என்்து ஒரு விகி�முறு எண்}.   

(v) { :x xN!  என்்து ஒரு விகி�முறு எண்}.         

4.  பின்வருவனவற்்ற, �குந்� A, B, C  கணஙக்ளக தகொண்டு சரி்ொர்ககவும்.

(i)  ( ) ( ) ( )A B C A B A C# + # + #= .

(ii) ( ) ( ) ( )A B C A B A C# , # , #= .

(iii) ( ) ( ) ( ) ( )A B B A A B B A# + # + # += .

(iv) ( ) ( ) ( )C B A C A C B+ , +- - = l .

(v) ( ) ( ) ( )B A C B C A B C A+ + +- = - = - .

(vi) ( ) ( ) ( )B A C B C A C, ,- = - - .

5. “ஒரு கணததிலுள்ள ஓர் உறுப்பு எப்த்ொழுதும் �ன் கணததிற்்க உடகணமொக அ்மயொது” 
என்ற கூற்றின் உண்்மத�ன்்ம்ய ஆரொய்க.     

6. ) 1024, ( ) 15(n A n A BP ,= =] g  மற்றும் ) 32(n BP =] g  எனில,  ( )n A B+  கொண்க.    

7. ( )n A B 3+ =  மற்றும் ( )n A B 10, =   எனில, n A BP D^ ] gh  கொண்க.    

8. A A#  என்ற கணததில 16 உறுப்புகள் உள்ளன. ்மலும் அதிலுள்ள இரு உறுப்புகள்  (1, 3)  
மற்றும்  (0, 2)  எனில,  A –ன் உறுப்புக்ளக கொண்க.    

9. ( )n A 3=  மற்றும் ( )n B 2=  எனும் நி்ந்�்னககுட்டடு அ்மந்துள்ள இரு கணஙகள்  A, B 
ஆகும்.  ( , ),( , ), ( , )x y z1 2 1  என்்்வ A B#  எனும் கணததிலுள்ள சில உறுப்புகள் எனில, A, B   
கணஙக்ளக கொண்க. (இஙகு x, y, z  முற்றிலும் ்வறு்டட உறுப்புகள் )  

10. A A#  கணததில  16  உறுப்புகள் உள்ளன.  S , :a b A A a b# 1!= ^ h" ,  என்ற கணததில 
உள்ள இரு உறுப்புகள் (-1, 2)  மற்றும் (0, 1)   எனில S இல உள்ள மீ�முள்ள உறுப்புக்ளக 
கொண்க.  

ாட் மொறிலிகள், மொறிகள்,  இகடதெளிகள் மற்றும் அண்கமப்பகுதிகள்  
 (Constants, Variables, Intervals and Neighbourhoods) 

இப்்குதியி்ன ்மலும் த�ொடர, அடிப்்்டத்�்வகளொக மொறிலிகள், மொறிகள், சொரொ மொறிகள், 
சொர்ந்� மொறிகள், இ்டதவளிகள் மற்றும் அண்்மப் ் குதிகள் ் ற்றிய வ்ரய்றகள் அவசியமொகிறது.

ாட்டா மொறிலிகள் மற்றும் மொறிகள் (Constants and variables)

ஒரு குறிப்பிடட கணி�ச் தசயலமு்ற முழுவதும் மொறொமல இருககும் அள்வ அலலது கணியம், 
ஒரு மொறிலி (constant) என்று அ்ழககப்்டுகிறது. ஒரு கணி�ச் தசயலமு்றயின்்்ொது மொறு்டும் 
ஒரு அள்வ, மொறி (variable) என்று அ்ழககப்்டுகிறது. 

ஏ்�னும் ஒரு மொறியின் மதிப்பு பிற மொறிகளின் மதிப்புக்ளச் சொர்ந்து இலலொ� ்்ொது அ�்ன 
ஒரு சொரொ மொறி (independent variable) எனக கூறுகி்றொம். அ்�சமயம் அ�ன் மதிப்பு, பிற மொறிகள் 
மதிப்புக்ளச் சொர்ந்து இருப்பின், அது சொர்்ந� மொறி (dependent variable) என அ்ழககப்்டுகிறது.
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11 கணஙகள், த�ொடர்புகள் மற்றும் சொர்புகள்

ஒரு முக்கொணததின் ்ரப்பு A bh2
1=  என நமககுத த�ரியும். இஙகு 2

1  என்்து ஒரு மொறிலி 
மற்றும் A, b, h  ஆகிய்வ மொறிகளொகும். குறிப்்ொக b, h  ஆகிய்வ சொரொ மொறிகளொகவும்,  A  ஒரு 
சொர்ந்� மொறியொகவும் அ்மந்துள்ளது. சொரொ மற்றும் சொர்ந்� மொறிகள் அ்வ அ்மந்துள்ள இடத்�ப் 
த்ொறுதது அ்மகிறது என்்�்னக கவனததில தகொள்ளவும். உ�ொரணமொக,  x + y = 1 என்ற 
த�ொடர்பில, x  மற்றும் y  மொறிகளொகவும்  1  ஒரு மொறிலியொகவும் உள்ளது.  x, y  ஆகியவற்றில எது சொரொ 
மொறி ? எது சொர்ந்� மொறி ? இஙகு x  சொரொ மொறியொக எடுததுக தகொண்டொல  y  சொர்ந்� மொறியொகவும்,  y 
சொரொ மொறியொக எடுததுக தகொண்டொல x சொர்ந்� மொறியொகவும் அ்மயும். ்மலும் கீழககொணும் 
உ�ொரணஙக்ள எடுததுக தகொள்்வொம். 

(i) தசவவகததின் ்ரப்்ளவு ;  A lb=

(ii) வடடததின் ்ரப்்ளவு ;    A r2r=

(iii) கனச் தசவவகததின் கன அளவு; V lbh=   

்மற்கண்ட உ�ொரணஙகளில, b, h, l, r  மு�லியன சொரொ மொறிகள்,  A  மற்றும்  V சொர்ந்� மொறிகள் 
எனவும்,  r  ஒரு மொறிலி எனவும் புரிந்து தகொள்ள இயலும்.

ாட்ட் இகடதெளிகள் மற்றும் அண்கமப்பகுதிகள் (Intervals and Neighbourhoods)

தமய்தயண்களின் கணம் R -ஐ ்டம் 1.2–ல உள்ள்டி ஒரு ்கொடடில உள்ள புள்ளிகளொகவும்,  
்கொடடிலுள்ள ஒவதவொரு புள்ளி்யயும் �னித� ஒரு தமய்தயண்ணொகவும் கரு� இயலும்.  என்வ 
ஒவதவொரு தமய்தயண்ணும், ்கொடடில உள்ள ஒவதவொரு புள்ளியுடன் த�ொடர்பு்டுத�ப்்டுகிறது.  
இ�னொல இக்கொடடி்ன தமயதயண் நகொடு (real line) என்கி்றொம்.

–3 –2 –1 0 1 2

e

3

–
�2

–

�

்டம் 1.2

வலப்்ககம் மதிப்பு உயர்ந்தும் இடப்்ககம் மதிப்பு கு்றந்தும் அ்மவ்�க கொணலொம். x 

ஆனது y -ன் இடப்்ககமொக அ்மந்�ொல,   x < y எனப் த்றும். ்மலும், இக்கொடடில த�ொடர்ச்சியற்றத 
�ன்்ம இலலொ��ொல, எந்� இரண்டு தமய்தயண்களுககு இ்ட்யயும் எண்ணிலடஙகொ 
தமய்தயண்கள் அ்மயும்.

ெகரயக்ற ாடா  

R  -ன் ஒரு உடகணமொன  I  ஆனது ஒரு இகடதெளியொக (interval) இருகக்வண்டுதமனில

(i)  I -ல கு்றந்�து இரு உறுப்புகள் இருகக ்வண்டும். ்மலும்   

(ii) ,a b I! மற்றும் a c b1 1   எனில,  c I!  என இருத�ல ்வண்டும்.  

வடிவியல ரீதியொக, இ்டதவளிகள் தமய்தயண்்கொடடிலுள்ள கதிர்க்ளயும் ்கொடடுத 
துண்டுக்ளயும் குறிககிறது.

இயல எண்களின் கணம், கு்றயற்ற முழு எண்களின் கணம், ஒற்்றப்்்ட எண்களின் 
கணம், இரட்டப்்்ட எண்களின் கணம் ்்ொன்ற்வ இ்டதவளிகளொகொது. ஏதனனில எந்� 
இரு தமய்தயண்களுககி்ட்ய எண்ணற்ற தமய்தயண்கள் இருப்்�னொல ்மற்கண்ட 
உ�ொரணஙகள் இ்டதவளிகள் ஆகொது.
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1211ஆம் வகுப்பு கணிதவியல்

கீழககொணும் உ�ொரணஙக்ளக கவனிககவும்.

(i) பூஜ்ஜியத்� விடப் த்ரி�ொன தமய்தயண்களின் கணம்.  

(ii) 5 -ககு ்மற்்டடும்,  7 –ஐ விடக கு்றவொகவும் உள்ள தமய்தயண்களின் கணம்    

(iii) x1 3# # எனும் நி்ந்�்னககுட்டட  x -தமய்தயண்களின் கணம்.   

(iv) x1 21 # எனும் வரம்பிற்குட்டட  x -தமய்தயண்களின் கணம்.  

்மற்கண்ட நொன்கு கணஙகளும் இ்டதவளிக்ளக குறிககின்றன. குறிப்்ொக உ�ொரணம், 
(i) ஒரு முடிவுறொ அலலது முடிவிலொ இ்டதவளி ஆகும். (ii), (iii) மற்றும் (iv) ஆகிய்வ முடிவுறு 
அலலது முடிவுள்ள இ்டதவளிகளொகும். “முடிவுள்ள இ்டதவளி” என்றொல அவவி்டதவளியில 
எண்ணிலடஙகிய தமய்தயண்கள் மடடும் இருககும் என்கிற த்ொருளன்று. இரு மு்னகளும் 
முடிவுள்ள எண்ணொக இருப்்�்ன மடடு்ம குறிககிறது. என்வ, முடிவுள்ள மற்றும் முடிவிலொ 
இ்டதவளிகள் இரண்டும், முடிவற்ற கணஙக்ள்ய குறிப்பிடுகிறது. ்கொடடுததுண்்டக குறிககும் 
இ்டதவளிகள் முடிவுள்ள இ்டதவளி எனவும், கதிர்க்ளக குறிககும் இ்டதவளிகளும் தமய்தயண் 
்கொடும் முடிவிலொ இ்டதவளிகளொகும். 

ஒரு முடிவுள்ள இ்டதவளி்ய, மூடிய இகடதெளி (closed interval) என்று கூற ் வண்டுமொயின் 
இரு மு்னப் புள்ளிகளும் இ்டதவளியில அ்மய ்வண்டும். தி்ற்ந� இகடதெளி (open interval) 
என்று கூற ்வண்டுமொயின், இரு மு்னப் புள்ளிகளும் இ்டதவளியில அ்ம�ல கூடொது. மூடிய 
இ்டதவளிககு ‘[  ]’  சதுர அ்டப்புககுறியி்னயும், திறந்� இ்டதவளிககு சொ�ொரண  ‘(  )’ அ்டப்புக 
குறியி்னயும் ்யன்்டுததுவ்�க கவனததில தகொள்ளவும். மு�ல இரு உ�ொரணஙகள் (i) மற்றும் 
(ii) ஆகிய்வ திறந்� இ்டதவளிகளொகும். மூன்றொவது உ�ொரணம் மூடிய இ்டதவளியொகும். 
நொன்கொவது உ�ொரணம் மூடிய இ்டதவளியுமலல, திறந்� இ்டதவளியுமலல. ்மற்கண்ட நொன்கு 
உ�ொரணஙக்ளக, குறியீடுகளொக ( , ),( , ), [ , ], ( , ]0 5 7 1 3 1 23   என எழு�லொம்.

குறிப்்ொக, [1, 3]  என்ற மூடிய இ்டதவளியில 1  மற்றும் 3 , ்மலும் அ�னி்ட்ய உள்ள 
அ்னதது தமய்தயண்களும் உள்ளன.   (1, 3) என்ற திறந்� இ்டதவளியில 1  மற்றும் 3  ஆகிய 
தமய்தயண்கள் இல்ல.  ஆனொல, அ�ற்கி்ட்யயொன அ்னதது தமய்தயண்களும் உள்ளன.     
(1, 2] என்ற இ்டதவளி மூடியதும் அலல; திறந்�தும் அலல. குறிப்்ொக, 1 என்ற தமய்தயண் 
இ்டதவளியில இல்ல. ஆனொல  2  என்ற தமய்தயண் உள்ளது. ்மலும் அவற்றிற்கு இ்ட்யயொன 
அ்னதது தமய்தயண்களும் உள்ளன.

முடிவிலி குறியீடொன 3  என்்து ஒரு எண் அன்று.  குறியீடுகளொன –3   மற்றும் 3  என்்ன 
தமய்தயண் ்கொடடின் மு்னக்ளக குறிககப் ்யன்்டுகின்றன. ்மலும் ( , ),[ , ]a b a b  ஆகிய 
இ்டதவளிகள் எப்்்ொதும்   R–ன் உடகணஙகளொகும்.

இகடதெளிகளின் ெகககள் (Types of intervals)

இ்டதவளிகளில ்ல வ்க உள்ளன.  a < b ஆக இருககுமொறு ,a b R!  என எடுததுக 
தகொள்்வொம்.  கீழககொணும் அடடவ்ண தவவ்வறு வ்க இ்டதவளிக்ள உணர்ததுகிறது.  ஒரு 
புள்ளி்ய நீககி விடடு ஒரு ்கொடடி்ன வ்ரய இயலொது.  திறந்� வடடமொன “o”குறியீடு, அப்புள்ளி 
நீககப்்டடுள்ள�ொகவும், நிரம்பிய வடட குறியீடொன ‘z’ ஆனது அப்புள்ளி உள்ளடஙகியது எனவும் 
த்ொருள்்டும்.    
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13 கணஙகள், த�ொடர்புகள் மற்றும் சொர்புகள்

இகடதெளி குறியிடல 
முக்ற கணம் ெகரபடம்

முடிவுள்ள இ்டதவளி ( , )a b :x a x b< <! + a b

[ , ]a b :x a x b# #! +  a b

(  ,a bùû
 

:x a x b< #! +  a b

)  ,a béë
 

 { : }x a x b<# a b

முடிவற்ற இ்டதவளி ,a 3^ h :x a x< < 3! +  a

[ , )a 3 :x a x < 3#! +  a

( , )b3- :x x b– < <3! +  b

 
( , ]– b3 :x x b– <3 #! +  b

,– 3 3^ h
அலலது  R

:x x– < <3 3! +  
அலலது தமய்தயண்களின் கணம் 

குறியீடடு வடிவில எழு�வும்.

 (i) { : , }x x x2 0R! # #-       (ii) { : , }x x x0 8R 1 1!

    (iii)  { : , }x x x8 2R 1! #- -   (iv)  5 9{ : , }x x xR! # #-  

அண்கமப் பகுதி (Neighbourhood) 

‘a’  எனும் புள்ளியி்ன உள்ளடககிய எந்�தவொரு திறந்� இ்டதவளியும் a  எனும் புள்ளியின் 
அண்்மப்்குதியொகும். ‘ e ’ என்்து ஒரு மி்க எண், குறிப்்ொக மிகச்சிறியது எனில a யின்  
e  -அண்்மப் ்குதி என்்து ( , )a ae e- +   என்ற இ்டதவளியொகும்.  ( , ) { }a a ae e- + -  என்்து 
a  -ஐ நீககிய அண்்மப்்குதி எனவும் அ�்ன x a0 –< < e  எனவும் குறிப்பிடப்்டுகிறது. [்டம் 1.3]

a– a+a
( (

a– a+a
( (

[்டம் 1.3]

ாட் த�ொடர்புகள் (Relations) 
த�ொடர்புக்ளப் ்ற்றிய ்கொட்ொடடி்ன, அன்றொட வொழக்கயிலிருந்தும், சங்க� 

தமொழியியலிலிருந்தும், வடிவியலிலிருந்தும், கணஙகளின் கொர்டீசியன் த்ருககலின் மூலமொகப் 
்ல்வறு ்கொணஙகளில அணுகு்வொம்.

“அவர் உனககு எவவி�ததில உறவினர் அலலது த�ொடர்பு்டயவர்?” என்கிற வினொ்வப் 
த்ரும்்ொலும் நமது அன்றொட வொழக்கயில எதிர்தகொள்கி்றொம். இவவினொவிற்கு,

(i)  அவர் என் �ந்்�.   

(ii) அவர் என் ஆசிரியர்.    

(iii)  அவர் எனககு எவவி�ததிலும் த�ொடர்பிலலொ�வர்.
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1411ஆம் வகுப்பு கணிதவியல்

்்ொன்ற சில சொததியமொன வி்டகள் உள்ளன. இதிலிருந்து த�ொடர்பு என்கிற தசொலலொனது 
ஒருவ்ர மற்தறொருவருடன் இ்ணககிறது என நொம் அறிகி்றொம். இச்சிந்�்ன்ய ்மலும் 
விரிவொககி, கணி�ததில கணி�வுருகக்ள இ்ணககத த�ொடர்புக்ளப் ்யன்்டுததுகி்றொம்.

எடுததுககொடடுகள்:  

(i) N ல m  எனும் ஒரு எண்ணொனது n  எனும் எண்்ண வகுத�ொல m  ஆனது n உடன் 
த�ொடர்பு்டயது.

(ii) தமய்தயண்களில x y#   எனில  x ஆனது  y–யுடன் த�ொடர்பு்டயது.   

(iii) p எனும் புள்ளி  L என்ற ்கொடடில அ்மந்�ொல p ஆனது L  உடன் த�ொடர்பு்டயது.  

(iv) X எனும் மொணவர்  S எனும் ்ள்ளியுடன் த�ொடர்பு்டயவரொக இருகக ்வண்டுதமனில   
X என்்வர்   S–ல மொணவரொக இருகக ்வண்டும்.

வி்ளகக எடுத்துககொடடு ாடா சஙநக� தமொழி (Cryptography) : மககள் ரகசியத �ன்்ம வொய்ந்� 
�கவலக்ளப் ்ொதுகொககச் சங்க� தமொழி்ய நூற்றொண்டு கொலமொக ்யன்்டுததி வருகின்றனர்.  
சங்க�தமொழி்யத திறம்்ட இரொணுவததிலும், நிதி நிறுவனஙகளிலும், கணினி நிரலர்களும் 
்யன்்டுததுகின்றனர். சங்க� தமொழியொககமும் அச்சங்க� தமொழி்ய தமொழி மொற்றவும் 
்யன்்டுததும் மு்றக்ளப் ்ற்றிய இய்ல சங்க�தமொழியியல என அ்ழககப்்டுகின்றது.

ஒரு தசய்தி்யச் சங்க� தமொழியொக மொற்ற, ்ண்்டய கொலததில எளிய பிரதியிடல மு்ற 
்யன்்டுத�ப்்டடது. உ�ொரணமொக, தசய்தியிலுள்ள ஒவதவொரு எழுததிற்கும் மொற்றொக அகர வரி்சயில 
அவதவழுததிலிருந்து மூன்றொவ�ொக வரும் எழுத�ொகப் பிரதியிடப்்டடது.

இம்மு்ற்ய, “LET US WIN” என்ற வொககியததிற்கு ்யன்்டுததினொல “OHW XV ZLQ” 
என மொறும். இம்மு்ற்ய, ்்ரரசர் ஜூலியஸ் சீசர் ்யன்்டுததிய�ொல சீசரின் சங்க�ம் என 
அ்ழககப்்டுகிறது. இச்சங்க� தமொழி்ய தமொழி மொற்றம் தசய்ய ஒவதவொரு எழுத்�யும் அ�ற்கு 
மூன்று எழுததுககளுககு முந்்�ய எழுத�ொக மொற்றீடு தசய்ய்வண்டும். இத�கு மு்ற, �ற்்்ொது 
திறனறி ்�ர்வுகளில தவகுவொகக ்கயொளப்்டுகிறது. இ�்ன அம்புககுறி ்டம் மூலமும் (்டம் 1.4) 
குறிப்பிடலொம்.

 L O
H
W
X
V
Z
L
Q

E
T
U
S
W
I
N

்டம் 1.4

இப்்்ொது, { , , , , , , , }C L E T U S W I N=  மற்றும் { , , , , , , , }D O H W X V Z L Q=   என எடுததுக 
தகொண்டொல C D#   என்ற கொர்டீசியன் த்ருககலின் உடகணமொக, 

{( , ), ( , ), ( , ), ( , ), ( , ), ( , ), ( , ), ( , )}L O E H T W U X S V W Z I L N Q  எனும் வரி்சப்்டுத�ப்்டட 
்ஜொடிகளின் கணம் அ்மகிறது.
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15 கணஙகள், த�ொடர்புகள் மற்றும் சொர்புகள்

அறி்நதுதகொள்நெொம்

“KDUGZRUN” என்்து “HARDWORK” இன் சங்க� தமொழி எனில  
“DFKLHYHPHQW” என்்து “ACHIEVEMENT”–ககு சங்க� தமொழியொகும்

“இ�்ன ( )f x x 3= -   எனச் தசொலல முடியுமொ?”.

வி்ளகக எடுத்துககொடடு ாட்  ெடிவியல (Geometry): கீழககொணும் மூன்று சமன்்ொடுக்ள எடுததுக 
தகொள்்வொம்.

 (i) x y2 0- =  (ii) x y 02 - =  (iii) x y 02- =

2x–y = 0

x

y        

x2–y = 0

x

y       

x–y2 = 0

x

y

 ்டம் 1.5 ்டம் 1.6 ்டம் 1.7 

(i)  x y2 0- =

x y2 0- =  என்ற சமன்்ொடு ஒரு ்நர்க்கொட்ட அ்மககின்றது. த�ளிவொக (1, 2), (3, 6) 
்்ொன்ற புள்ளிகள் இந்்நர்க்கொடடில அ்மயும்்்ொது, (1, 1), (3, 5), (4, 5)  ்்ொன்ற புள்ளிகள் 
இந்்நர்க்கொடடில அ்மயவில்ல.  x மற்றும் y  இ்ட்யயொன ்குமு்ற த�ொடர்பு y = 2x  
ஆகும். என்வ இந்்நர்க்கொடடின் மீது அ்மந்துள்ள அ்னததுப் புள்ளிக்ளயும் 
{( , ): }x x x2 R!  என எழு�லொம்.  இககணமொனது  R R# –ன் உடகணமொகும்  (்டம் 1.5).

 (ii)  x2 - y = 0

ஏற்கன்வ விவொதித�்டி, இஙகு x  மற்றும்  y -ககு இ்ட்யயொன த�ொடர்பு  y = x2   ஆகும்.  
இந்� வ்ளவ்ரயின் மீதுள்ள புள்ளிகளின் கணம்  {( , ): }x x x R2 !  ஆகும் (்டம் 1.6).   இதுவும் 
கொர்டீசியன் த்ருககலொன  R R#   –ன் உடகணமொகும். 

(iii)   x - y2 = 0

்மற்கண்ட விளககஙகளிலிருந்து, இஙகு x  மற்றும்  y ககு இ்ட்யயொன த�ொடர்பு  y2 = x   அலலது 
,y x x 0! $=  ஆகும். இச்சமன்்ொடடி்ன  y x��   மற்றும் y x��   எனவும் பிரிதது எழு�லொம்.  

இவவ்ளவ்ரயின் மீ�ொன புள்ளிகளின் கணம், x எனும் கு்றயற்ற தமய்தயண்களொல ஆன 
{( , )},{( , )}x x x x−  என்கிற புள்ளிகளின் கணம் கணஙகளின் ்சர்ப்பு ஆகும். ்மலும் இது 
கொர்டீசியன் த்ருககலொன R R#  –ன் உடகணஙகளொகும்  (்டம் 1.7).

்மற்கண்ட மூன்று உ�ொரணஙகளிலிருந்து த�ொடர்பு என்ற தசொலலுககு ஓரளவு விளககம் 
த�ரியவருகிறது.   x உள்ள ஒரு கணததிற்கும் y  உள்ள மற்தறொரு கணததிற்கும் இ்ட்ய ஒரு ஒததி்சவு 
உள்ளது. நுட்மொன வொர்த்�களுககு, கணி�ததில ஏற்றுக தகொள்ளக கூடிய வ்ரய்ற ் �்வ.  என்வ 
கணி�ப் ்ொர்்வயில ‘த�ொடர்பு’ என்்�ன் வ்ரய்ற்யக கொண்்்ொம்.
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1611ஆம் வகுப்பு கணிதவியல்

த�ொடர்பின் ெகரயக்ற (Definition of Relation)
, , , , ,A p q r s t u        = " ,  என்்து மொணவர்களின் கணம் என்க. , , ,B X Y Z W      = " ,  என்்து 

்ள்ளிகளின் கணம் என்க. கீழககொணும் த�ொடர்பி்ன எடுததுக தகொள்்வொம்.
“a” எனும் மொணவர் S எனும் ்ள்ளியில ்டிததிருந்�ொல அலலது ்டிககிறொர் எனில, மொணவர் 

a A  !  ககு ்ள்ளி S B  !   யுடன் த�ொடர்பு எனக தகொள்்வொம்.
கீழககொணும் நி்லயி்ன எடுததுக தகொள்்வொம்.  அ�ொவது,
p என்ற மொணவர் X என்ற ்ள்ளியில ்டிததுவிடடு, �ற்்்ொது W என்ற ்ள்ளியில ்டிததுக 

தகொண்டிருககிறொர்.  q என்்வர் X -ல ்டிததுவிடடு �ற்்்ொது  Y-ல ்டிததுக தகொண்டிருககிறொர்.  r என்்வர்  
X மற்றும் Z -ல ்டிததுவிடடு, �ற்்்ொது  W-ல ்டிககின்றொர்.    s என்்வர் X என்ற ்ள்ளியி்ல்ய த�ொடர்ந்து 
்டிததுக தகொண்டிருககின்றொர். t என்்வர் Z இல ் டிப்்் முடிததுவிடடு ் வறு ் ள்ளிகளில த�ொடரவில்ல. 
u என்்வர் இந்� நொன்கு ்ள்ளிகளிலும் ்டிககவில்ல என  எடுததுகதகொள்்வொம். 

இஙகுத த�ொடர்புகள் தவளிப்்்டயொக இருந்�ொலும், ஒரு த�ொடர்்் எப்்்ொதும் இவவ்கயில 
�ருவது சொததியமில்ல. என்வ ்வறு சில வ்ககளில இதத�ொடர்்்க குறிப்பிட இயலுமொ என 
கீழககொணுமொறு முயல்வொம்.

(i)  p    p    q    q    r    r    r    s    t   

 X  W   X   Y   X  Z   W  X  Z

(ii) 

X

p q r s t u

Y Z W

(iii) {(p, X), (p,W), (q,X),(q,Y),(r,X),(r, Z), (r, W), (s, X), (t, Z)}

(iv) pRX, pRW, qRX, qRY, rRX, rRZ, rRW, sRX, tRZ

்மற்கண்ட நொன்கு அ்மப்புகளில, கணஙகளின் அடிப்்்டயில த�ொடர்புக்ளக ்கயொள்வ�ற்கு 
ஏற்ற வ்கயில வசதியொக மூன்றொவது அ்மப்பு உள்ளது.

மூன்றொவது அ்மப்பில �ரப்்டடுள்ள கணமொனது கொர்டீசியன் த்ருககலொன A B#  –ன் 
உடகணமொகும். ்மலும் விளகக எடுததுககொடடுகளொன 1.1 மற்றும் 1.2 ஆகியவற்றிலும் ஒரு கொர்டீசியன் 
த்ருககலின் ஒரு உடகணத்� நம்மொல த்ற முடிந்�து என்்�்ன நி்னவில தகொள்்வொம்.

ெகரயக்ற ாட்

A  மற்றும் B என்்்வ இரு தவற்றற்ற கணஙகள் என்க.    A -லிருந்து  B -ககு  வ்ரயறுககப்்டும் 
த�ொடர்பு (relation)  R என்்து  A மற்றும் B -ன் கொர்டீசியன் த்ருககலின் உடகணமொகும். குறியீடடின்்டி 
R A B    #3   ஆகும். 

A -லிருந்து  B -ககு வ்ரயறுககப்்டும் த�ொடர்பும்   B -லிருந்து   A -ககு வ்ரயறுககப்்டும் 
த�ொடர்பும் தவவ்வறொன்வ என்்்�த த�ரிந்து தகொள்க.

{ : ,a A a b R       ! !^ h  ஏ்�ொ ஒரு }b B  !   என்ற கணம் த�ொடர்பின் சொர்பகம் (domain) 
எனப்்டும். { : ,b B a b R         ! !^ h  ஏ்�ொ ஒரு  }a A  !   என்ற கணம் த�ொடர்பின் வீச்சகம் (range) 
எனப்்டும்.  என்வ, த�ொடர்பு R –ன் சொர்்கம் வரி்சப்்டுத�ப்்டட ்ஜொடி உறுப்புகளிலுள்ள மு�ல 
ஆயககூறுகளின் கணமொகவும், த�ொடர்பு  R –ன் வீச்சகம் வரி்சப்்டுத�ப்்டட ் ஜொடி உறுப்புகளிலுள்ள 
இரண்டொவது ஆயககூறுகளின் கணமொகவும் அ்மயும். 
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17 கணஙகள், த�ொடர்புகள் மற்றும் சொர்புகள்

வி்ளகக எடுத்துககொடடு ாட் கீழககொணும் ்டததி்ன எடுததுக தகொள்்வொம் [்டம் 1.8].
a

b

c

d

z

1

2

3

4

26

்டம் 1.8

்டததில  ஆஙகில அகர வரி்ச எழுததுககள் இயல எண்க்ளொடு ்கொர்ககப்்டுகிறது. ஒரு 
எளிய சங்க�தமொழி என்்து ஒவதவொரு எழுததிற்கும் ஒரு இயல எண் ஒதுககப்்டுவ�ொகும். அ�ொவது,  
a -ஐ குறிகக 1, b -ஐ குறிகக 2, ..., z  -ஐ குறிகக 26 என்்�ொகும். இந்� ஒததி்ச்வ 

... ,, , , , ,a b z1 2 26     ^ ^ ^h h h" ,  என வரி்சப்்டுத�ப்்டட ்ஜொடி கணமொக எழு�லொம். இந்� 
வரி்சப்்டுத�ப்்டட ்ஜொடிகளின் கணம் ஒரு த�ொடர்்ொகும். இந்�த த�ொடர்பின் சொர்்கம் மற்றும் 
வீச்சகம் மு்ற்ய ... ,, ,a b z  " ,   மற்றும் ... ,, ,1 2 26  " ,   ஆகும்.

இப்்்ொது விளகக எடுததுககொடடுகள் 1.1 மற்றும் 1.2 ஆகியவற்றில த�ொடர்்ொனது  ஒரு 
கொர்டீசியன் த்ருககலின் உடகணமொக அ்மந்துள்ள்�யும் அ்வ வ்ரய்ற 1.2 -ன் நியதிககு 
உட்டுவ்�யும் நி்னவு கூர்்வொம்.

விளகக எடுததுககொடடு 1.1 -ல உள்ள த�ொடர்பின் சொர்்கம் மற்றும் வீச்சகம் மு்ற்ய 
, , , , , , ,L E T U S W I N         " ,  மற்றும் , , , , , , ,O H W X V Z L Q           " ,   ஆகும்.  எடுததுககொடடு 1.2 -ல  

x y2 0� �  என்ற த�ொடர்பின் சொர்்கம் R  மற்றும் வீச்சகமும் R ஆகும் [்டம் 1.9].   x y 02 � �  என்ற 
த�ொடர்பின் சொர்்கம் R  மற்றும் அ�ன் வீச்சகம் [ , )0 3  ஆகும் [்டம் 1.10].  x y2− = 0 என்ற த�ொடர்பின் 
சொர்்கம் [ , )0 3  மற்றும் வீச்சகம் R ஆகும்  [்டம் 1.11 மற்றும் 1.12].

y = 2x

x

y

சா�பக�
சா�பக�

�
�ச

க�
�

�ச
க�

        

y = x2

x

y

சா�பக�சா�பக�

�
�ச

க�
�

�ச
க�

்டம் 1.9                                                  ்டம் 1.10

x

y

சா�பக�சா�பக�

�
�ச

க�
�

�ச
க�

          

x

y

சா�பக�சா�பக�

�
�ச

க�
�

�ச
க�

்டம் 1.11                                                   ்டம் 1.12 

y x=
y x=-
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1811ஆம் வகுப்பு கணிதவியல்

த�ொடர்பின் சொர்்கமொனது கொர்டீசியன் த்ருககலின் மு�ல கணததின் உடகணமொகவும், 
த�ொடர்பின் வீச்சகமொனது இரண்டொவது கணததின் உடகணம் என்்தும் குறிப்பிடத�ககது. வழககமொக, 
இரண்டொவது கணத்�த த�ொடர்பின் துகணச்சொர்பகம் (co-domain) என அ்ழககப்்டுகிறது.  
ஆ்கயொல த�ொடர்பின் வீச்சகம் என்்து சொர்்கததிலுள்ள உறுப்புகளுககுத த�ொடர்பு்டய 
து்ணச்சொர்்க உறுப்புகளின் த�ொகுப்பு ஆகும்.  து்ணச்சொர்்கததின் உடகண்ம த�ொடர்பின் 
வீச்சகமொகும் என்்து குறிப்பிடத�ககது.

z  மற்றும் A A#  ஆகிய கணஙகள், கொர்டீசியன் த்ருககலொன A A#  -ன் உடகணஙகளொக 
அ்மகின்றது. இவவிரண்டு த�ொடர்புகள் உச்சத் த�ொடர்புகள் (extreme relations) என அ்ழககப் 
்டுகின்றன.   z   என்்து தெற்றுத்த�ொடர்பு (empty relation) எனவும்  A A#  என்்து அகைத்துத் 
த�ொடர்பு (universal relation) எனவும் அ்ழககப்்டும்.

சொர்்கம், து்ணச்சொர்்கம் மற்றும் வீச்சகம் ்ற்றிய ்மலொன கருததுகக்ள “சொர்புகள்” எனும் 
அடுத� ்குதியில விரிவொக ஆரொய்்வொம்.

A –லிருந்து   B–ககு  R ஒரு த�ொடர்பு மற்றும் ,x y R    !^ h  எனில, இ�்ன  xRy  (“x” ஆனது  
“y” யுடன் த�ொடர்பு்டயது என வொசிககவும்) எனவும்,  ,x y R    g^ h  எனில x Ry   (“x” ஆனது  “y” 
யுடன் த�ொடர்்ற்றது என வொசிககவும்) எனவும் எழுதுவது மரபு.

த�ொடர்்ொனது ஒரு கணததிலிருந்து மற்தறொரு கணததிற்கு என வ்ரய்ற 
தசய்யப்்டடிருந்�ொலும் கணி� ்நொககில ஒ்ர கணததின் மீது வ்ரயறுககப்்டும் த�ொடர்பு மிகவும் 
முககியமொன�ொக அ்மயும். அ�ொவது சொர்்கமும் து்ணச்சொர்்கமும் ஒ்ர கணமொக இருககும் 
த�ொடர்புகள் மிகுந்� முககியததுவம் வொய்ந்��ொகத திகழகின்றன. என்வ ஒரு கணததின் மீது 
வ்ரயறுககப்்டும் த�ொடர்புகளின் மீது கவனம் தசலுதது்வொம்.

ாட்டா த�ொடர்புகளின் ெகககள் (Type of relations)

கீழககொணும் உ�ொரணஙக்ளக கவனிககவும்.

(i) , , ,S 1 2 3 4     = " ,  என்க. ்மலும் S-ன் மீது , , , , ,R 1 1 1 3 2 3     = ^ ^ ^h h h" ,  என 
வ்ரயறுககப்்டுகிறது.

(ii) ... ,, , ,S 1 2 3 10    = " ,  என்க. “m ஆனது  n ன் வகுததியொக இருந்�ொல m  ஆனது  n உடன் 
த�ொடர்பு்டயது” என வ்ரயறுககப்்டுகிறது.

(iii) C என்்து �ளததிலுள்ள அ்னதது வடடஙகளின் கணம் என்க. ”C -ன் ஆரமும் Cl -ன் 
ஆரமும் சமமொக இருந்�ொல வடடம்  C ஆனது வடடம்  Clஉடன் த�ொடர்புள்ளது” என 
வ்ரயறுககப்்டுகிறது.

(iv)  அ்னதது மகக்ளயும் தகொண்ட கணம்   S -ல “a என்்வர்  b -ன் ச்கொ�ரரொக இருந்�ொல  
a ஆனது  b உடன் த�ொடர்பு்டயவர்” என வ்ரயறுககப்்டுகிறது.

(v) S என்்து அ்னதது மகக்ளயும் தகொண்ட கணம் என்க.  S மீது ”�ொயொக இருந்�ொல” 
எனும் விதியொல த�ொடர்பி்ன வ்ரயறுககவும். 

இரண்டொவது உ�ொரணததில ஒவதவொரு எண்ணும் �னககுத�ொ்ன வகு்டுவ�ொல “அ்னதது  
a S  ! ககும்  a ஆனது a  உடன் த�ொடர்பு்டயது”; இ்� கூற்று மூன்றொவது உ�ொரணததிற்கும் 
உண்்மயொகும். ஆனொல மு�ல உ�ொரணததிற்கு “அ்னதது  a S  !  -ககும்  a ஆனது  a உடன் 
த�ொடர்பு்டயது” என்்து உண்்மயன்று. ஏதனனில  2 உடன் 2 த�ொடர்பில இல்ல. 

XI_Maths_Ch1_V-1_TM.indd   18 15-12-2021   13:48:52

www.tntextbooks.in



19 கணஙகள், த�ொடர்புகள் மற்றும் சொர்புகள்

 “a ஆனது  b உடன் த�ொடர்பு்டயது எனில b  ஆனது  a  உடன் த�ொடர்பு்டயது” எனும் 
்ண்பி்ன இவவு�ொரணஙகளின் மூலம் எளி�ொகச் ்சொதித�றியலொம். இது மூன்றொவது 
உ�ொரணததில உண்்மயொகிறது. ஆனொல இரண்டொவது உ�ொரணததில உண்்மயலல.

“a  ஆனது b  உடன் த�ொடர்பு்டயது மற்றும்  b ஆனது c  உடன் த�ொடர்பு்டயது எனில   a 

ஆனது c  உடன் த�ொடர்பு்டயது” என்்்� மிக எளி�ொகச் ்சொதித�றிய இயலும். இது இரண்டொவது 
மற்றும் மூன்றொவது உ�ொரணததில உண்்மயொகும். ஆனொல ஐந்�ொவதில உண்்மயில்ல.

இப்்ண்புகளுடன் ்மலும் சில ்ண்புகள் கணி� வடிவ்மப்பில அதிகமொக ்�்வப்்டுகிறது. 
அவற்்ற இஙகு வ்ரயறுககலொம்.

ெகரயக்ற ாட்

S  என்்து ஏ்�னும் ஒரு தவற்றற்ற கணம் என்க.  S இன் மீ�ொன ஒரு த�ொடர்பு  R என்க. 
இப்்்ொது,

 z அ்னதது a S!  ககும் a ஆனது  a உடன் த�ொடர்பு்டய�ொக இருந்�ொல  R ஆனது 
�ற்சுடடுத் த�ொடர்பு (reflexive)  எனப்்டும். 

 z “a  ஆனது  b உடன் த�ொடர்பு்டயது எனில,  b ஆனது a  உடன் த�ொடர்பு்டய�ொக 
அ்மயும்“ என்றொல R ஆனது சமச்சீர் த�ொடர்பு (symmetric)  எனப்்டும்.

 z “a  ஆனது  b  உடன் த�ொடர்பு்டயது மற்றும்  b ஆனது c  உடன் த�ொடர்பு்டயது 
எனும்்்ொது  a  ஆனது  c உடன் த�ொடர்பு்டய�ொக இருககும்“ என்றொல  R ஆனது 
கடப்புத் த�ொடர்பு (transitive)  எனப்்டும்.

இம்மூன்று த�ொடர்புகள் அடிப்பகடத் த�ொடர்புகள் எனப்்டும். இம்மூன்று அடிப்்்டத 
த�ொடர்புக்ள ்வறு வடிவததில கொண்்்ொம்.

 S என்்து ஏ்�னும் ஒரு கணம் என்க.  S இன் மீ�ொன ஒரு த�ொடர்பு  R என்க.

இப்்்ொது  R ஆனது, 
 z அ்னதது  a S! -ககும், ,a a R!^ h எனில, அதத�ொடர்பு ஒரு �ற்சுடடு த�ொடர்்ொகும்;
 z “ , ,a b R b a R          &! !^ ^h h ” எனில R- சமச்சீர் த�ொடர்்ொகும்;
 z “ , , , ,a b b c R a c R         &! !^ ^ ^h h h ” எனில R- கடப்பு த�ொடர்பு எனப்்டும்.

ெகரயக்ற ாட்

S என்்து ஏ்�னும் ஒரு கணம் என்க.  S ல உள்ள ஒரு த�ொடர்பு R, �ற்சுடடு, சமச்சீர், மற்றும் 
கடப்பு த�ொடர்்ொக இருப்பின், அது சமொைத் த�ொடர்பு (equivalance relation) ஆகும்.

கீழககண்ட இரு த�ொடர்புக்ளக கருது்வொம்.

(i)  அ்னதது மகக்ளயும் தகொண்டுள்ள கணம் S1  -ல த�ொடர்பு  R1  என்்்� “a  என்்வர்  
b-ன் ச்கொ�ரர் எனில,  a ஆனது b உடன் த�ொடர்பு்டயது” என்ற விதிப்்டி 
வ்ரயறுப்்்ொம்.

(ii)  அ்னதது ஆண்க்ளயும் தகொண்டுள்ள கணம்  S2 -ல த�ொடர்பு R2  என்்்�  
“a  என்்வர்  b-ன் ச்கொ�ரர் எனில,   a ஆனது  b உடன் த�ொடர்பு்டயது” என்ற விதிப்்டி 
வ்ரயறுப்்்ொம்.
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2011ஆம் வகுப்பு கணிதவியல்

S1  மற்றும் S2  கணஙகளின் மீ�ொன த�ொடர்புக்ள வ்ரயறுககும் விதிகள் ஒ்ர மொதிரியொக 
உள்ளது. ஆனொல கணஙகள் தவவ்வறொன்வ. த�ொடர்பு  R1 , கணம் S1  ல சமச்சீர் த�ொடர்்ன்று. 
அ்� சமயம் த�ொடர்பு R2 , கணம்  S2  ல சமச்சீர் த�ொடர்்ொகும்.  இ�ன் மூலம் த�ொடர்்் வ்ரயறுககும் 
விதிகள் மடடுமன்றி எந்�க கணததின் மீது வ்ரயறுககப்்டுகிறது என்்துவும் முககியமொனது என்்து 
புலப்்டுகிறது. என்வ த�ொடர்்் வ்ரயறுககும்்்ொது த�ொடர்புககொன விதியுடன் த�ொடர்புககொன 
கணத்�ப் ்ற்றிய முழு விவரமும் இன்றிய்மயொ�து.

{( , ),( , ), ( , ), ( , )}1 1 2 2 3 3 1 2  எனும் த�ொடர்பு { , , }1 2 3   என்ற கணததின் மீது வ்ரயறுககப்்டடொல 
அது �ற்சுடடொகும்;  { , , , }1 2 3 4  என்ற கணததின் மீது வ்ரயறுககப்்டடொல  அது �ற்சுடடொகொது.  

வி்ளகக எடுத்துககொடடுகள் ாட்

1. , , ,X 1 2 3 4     = " ,  மற்றும் , , , , , , , , , , , , , , ,R 1 1 2 1 2 2 3 3 1 3 4 4 1 2 3 1               = ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^h h h h h h h h" ,
. இஙகு , , , , ,1 1 2 2 3 3   ^ ^ ^h h h  மற்றும்  (4, 4) ஆகிய அ்னததும்  R –ல இருப்்�ொல அது 
�ற்சுடடொகும்.்மலும் ஒவதவொரு உறுப்பு  (a, b) R!  -ககும் உறுப்பு (b, a)!R -ல இருப்்�ொல 
அது  சமச்சீரொகும். ஆனொல (2, 1), (1, 3) R!   மற்றும் ( , ) R2 3 g   என அ்மந்துள்ள�ொல இது 
கடப்பு த�ொடர்பு ஆகொது. என்வ R  என்்து சமொனத த�ொடர்்ன்று.

2.  �ளததில அ்மந்துள்ள அ்னதது ்நர்க்கொடுகளின் கணம் P  என்க.  P மீ�ொன த�ொடர்பு  R 

ஆனது  l எனும் ்நர்க்கொடு m எனும் ்நர்க்கொடடிற்கு இ்ணயொக இருந்�ொல l R m  என 
வ்ரயறுககப்்டுகிறது. இதத�ொடர்பு �ற்சுடடு, சமச்சீர் மற்றும் கடப்பு ஆகுதமன்்�ொல இது 
சமொனத த�ொடர்பு ஆகும்.

3.  ஓர் குடும்்ததிலுள்ள குழந்்�க்ளொடு (2 மகள் மற்றும் 1 மகன்) த்ற்்றொர்கள் இருககும் கணம் 
A என்க. a என்்வர்  b–இன் ச்கொ�ரியொக இருந்�ொல த�ொடர்பு   R ஆனது aRb  என வ்ரயறுககப் 
்டுகிறது என்க. சற்்ற இதத�ொடர்்் மிகுந்� கவனததுடன் ்நொககு்வொம். வழககமொக எந்�ப் 
த்ண்ணும் �னககுத�ொ்ன ச்கொ�ரி எனக கருதுவதில்ல. என்வ அது �ற்சுடடில்ல. 
்மலும் அது சமச்சீரும் அலல.  ்மலும் த�ளிவொக இது கடப்பு த�ொடர்பும் அலல, என்வ இது 
சமொனத த�ொடர்பும் அலல (ஆனொல கணததி்ன குடும்்ததிலுள்ள த்ண்கள் மடடும் 
தகொண்டுள்ள கணம் என மொற்றும்்்ொது சமச்சீர் த�ொடர்்ொக மொறும்.  கடப்்ொக மொறொது.

4.  இயல எண்களின் கணததில, x y2 21� �   எனில த�ொடர்பு  R  ஆனது  xRy என 
வ்ரயறுககப்்டுகிறது. த�ொடர்பி்ன தவளிப்்்டயொக எழுதும்்்ொது த�ொடர்பு R ஆனது   

, , , , , , , , , , , , , , , , , , ,1 10 3 9 5 8 7 7 9 6 11 5 13 4 15 3 17 2 19 1                ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^h h h h h h h h h h" , எ னு ம் 
கணமொகும். இஙகு  (1, 1) Rg  என்்�ொல �ற்சுடடு இல்ல; (1, 10) R!  ஆனொல  ( , ) R10 1 g  
என்்�ொல சமச்சீரலல.   ( , ),( , ) R3 9 9 6 !  ஆனொல , R3 6   "^ h , என்வ த�ொடர்பு கடப்பும் 
அலல.

5. , , ,X 1 2 3 4      = " ,   மற்றும்  R z=   என்க. இஙகு z   ஒரு தவற்று கணமொகும்.  , R1 1   "^ h
என்்�ொல அது �ற்சுடடு அலல.  ,y x R   "^ h  என்று அ்மயும் வ்கயில  (x, y) என ஒரு 
உறுப்பி்ன   R –ல கொண இயலொது என்்�ொல இந்�த த�ொடர்பு “சமச்சீர் அலல” என்்�்ன 
ஏற்க இயலொது.  ஆ்கயொல இது சமச்சீர் த�ொடர்்ொகும். இ்� ்்ொன்று இது கடப்பும் ஆகும்.

6.  அ்னததுதத�ொடர்பு எப்்்ொதும் சமொனத த�ொடர்்ொகும்.
7.  தவற்று த�ொடர்பி்னச் சமச்சீர் மற்றும் கடப்பு த�ொடர்்ொகக கரு�லொம்.
8. ஒரு த�ொடர்புககொன கணததில ஒற்்ற உறுப்பு மடடும் இருந்�ொல அ�்னக கடப்புத 

த�ொடர்்ொகக கரு�லொம். 
இப்்்ொது ்மலும் சில சிறப்புத த�ொடர்புக்ளப் ்ற்றி த�ரிந்து தகொள்்வொம்.
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21 கணஙகள், த�ொடர்புகள் மற்றும் சொர்புகள்

எடுத்துககொடடு ாடாட ... ,, , ,S n1 2 3   = " ,எனும் கணததின் மீது த�ொடர்பு  
 , ... ,, , , , , ,R n n1 1 2 2 3 3        = ^ ^ ^ ^h h h h" ,   எனில, மூன்று அடிப்்்டத  
 த�ொடர்புக்ளயும் ்சொதிககவும்.
தீர்வு: 

அ்னதது  a S! -ககும், (a, a) R!   என்்�ொல  R ஆனது �ற்சுடடொகும்.

,b a R  "^ h  என்்து்்ொல அ்மயுமொறு ,a b R  !^ h   என எந்� உறுப்பும் இல்ல.  ்வறு 
வி�மொகக கூறினொல ஒவதவொரு உறுப்பு ,a b R!^ h  ககும் ( , )b a R!   எனக கூற முடியும். இ�னொல   
R ஆனது சமச்சீரொகும்.

,a c R    "^ h   எனுமொறு (a, b)  மற்றும்  (b, c) ஆகிய இரு உறுப்புக்ள  R-ல கொண இயலொது. 
இ�னொல   R ஆனது ”கடப்பு அலல” என்்து உண்்மயன்று. என்வ “R  ஆனது கடப்பு ஆகும்” 
என்ற கூற்று உண்்மயொகும். என்வ  R ஆனது கடப்பு ஆகும்.

இ�னொல  R ஆனது �ற்சுடடு, சமச்சீர், கடப்புத த�ொடர்பு ஆகும். என்வ தகொடுககப்்டட த�ொடர்பு 
சமொனத த�ொடர்்ொகும்.

த�ொடககம் மு�ல அ்னததுத த�ொடர்புக்ளயும் நொம் R  என்ற ஒ்ர குறியீடடொல ்யன்்டுததி 
வருகி்றொம். அவவொறு மடடு்ம குறிப்பிட ்வண்டும் என அவசியம் இல்ல. த�ொடர்பி்னக குறிகக, 
கி்ரகக எழுத�ொன  ρ  (்ரொ என வொசிககவும்) என்்்� நொம் ் யன்்டுத�லொம். சமொனத த�ொடர்பி்னப் 
த்ரும்்ொலும் “+ ” என்ற குறியீடடொல குறிப்பிடப் ்டுகிறது.

த�ொடர்்ொனது ஒரு குறிப்பிடட வ்கயொன த�ொடர்்ொக இல்லதயனில, சில உறுப்புக்ளச் 
்சர்த்�ொ அலலது நீககி்யொ ்�்வப்்டும் த�ொடர்்ொக உருவொகக இயலும். பின்வரும் எடுததுககொடடின் 
மூலம் இ�்ன அறிந்து தகொள்ளலொம்.

எடுத்துககொடடு ாடாா 

, ,1 2 3S    = " ,   மற்றும் ρ , , , , , , , , ,1 1 1 2 2 2 1 3 3 1         = ^ ^ ^ ^ ^h h h h h" ,  என்க.

(i) ρ என்்து �ற்சுடடுத த�ொடர்்ொ?  இல்லதயனில கொரணத்�க கூறி ்மலும் ρ -ஐ 
�ற்சுடடொக உருவொகக ρ உடன் ்சர்ககப்்ட ்வண்டிய கு்றந்�்டச உறுப்புக்ள 
எழுதுக.

(ii) ρ என்்து சமச்சீர் த�ொடர்்ொ? இல்லதயனில கொரணம் கூறுக. ்மலும்  ρ -ஐ சமச்சீரொக 
உருவொகக  ρ உடன் ் சர்ககப்்ட ் வண்டிய கு்றந்�்டச உறுப்புக்ளயும்,  ρ -லிருந்து 
நீககப்்ட ்வண்டிய கு்றந்�்டச உறுப்புக்ளயும் எழுதுக.    

(iii) ρ என்்து கடப்புத த�ொடர்்ொ? இல்லதயனில கொரணம் கூறுக. ்மலும் ρ -ஐ கடப்பு 
த�ொடர்்ொக உருவொகக  ρ லிருந்து நீககப்்ட ்வண்டிய கு்றந்�்டச உறுப்புக்ளயும், 
்சர்ககப்்ட ்வண்டிய கு்றந்�்டச உறுப்புக்ளயும்  எழுதுக.

(iv) ρ என்்து சமொனத த�ொடர்்ொ? இல்லதயனில கொரணம் கூறுக. ்மலும் ρ -ஐ சமொனத 
த�ொடர்்ொக உருவொகக அ�னுடன் ்சர்ககப்்ட ்வண்டிய கு்றந்�்டச உறுப்புக்ள 
எழுதுக.
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தீர்வு:

(i) (3, 3) என்்து  ρ -ல இல்ல என்்�ொல  ρ ஆனது �ற்சுடடு அலல. (1, 1)  மற்றும்  (2, 2) 

ஆகிய்வ ρ -ல இருப்்�ொல ρ -ஐ �ற்சுடடொக உருவொகக (3, 3) என்ற உறுப்பி்ன 
மடடும் ்சர்த�ொல ்்ொதுமொனது.

(ii) ρ ஆனது சமச்சீர் அலல. ஏதனனில (1, 2) என்்து  ρ -ல உள்ளது. ஆனொல (2, 1)  என்்து  
ρ -ல இல்ல.  ρ -ஐ சமச்சீரொக உருவொகக  (2, 1) என்ற உறுப்பி்ன மடடும் ்சர்த�ொல 
்்ொதுமொனது. (1, 2) என்ற உறுப்பி்ன ρ விலிருந்து நீககியும் ρ -ஐ சமச்சீரொக உருவொகக 
இயலும்.     

(iii) ρ ஆனது கடப்பு த�ொடர்பு அலல. ஏதனனில (3, 1) மற்றும் (1, 3) ஆகிய்வ ρ -ல உள்ளன. 
ஆனொல (3, 3) ஆனது ρ -ல இல்ல. ρ -ஐ கடப்பு த�ொடர்்ொக உருவொகக  (3, 3)ஐ ் சர்கக 
்வண்டும். அவவொறு ்சர்த� பின்னரும் த�ொடர்்ொனது கடப்புத த�ொடர்்ொக இல்ல. 
ஏதனனில (3, 1) மற்றும் (1, 2) ஆகிய்வ  ρ -ல உள்ளன. ஆனொல (3, 2) என்்து ρ -ல 
இல்ல. என்வ ρ -ஐ கடப்பு த�ொடர்்ொக உருவொகக (3, 2) -ஐ  ρ -ல ்சர்கக ்வண்டும். 
இப்த்ொழுது இது கடப்பு த�ொடர்்ொக மொறும். என்வ  ρ -ஐ கடப்பு த�ொடர்்ொக உருவொகக 
(3, 3) மற்றும் (3, 2) ஆகியவற்்றச் ்சர்கக ்வண்டும்.  ஆனொல (3, 1)ஐ நீககிவிடடொல 
கடப்புத த�ொடர்்ொக மொறிவிடும்.

(iv)  இவவொறொக,
 z ρ -ஐ �ற்சுடடொக உருவொகக  (3, 3) -ஐ நொம் ்சர்கக ்வண்டும்.
 z ρ -ஐ சமச்சீரொக உருவொகக  (2, 1) -ஐ நொம் ்சர்கக ்வண்டும்.
 z ρ -ஐ கடப்பு த�ொடர்்ொக உருவொகக (3, 3)  மற்றும்  (3, 2) -ஐ ்சர்கக ்வண்டும் 

எனக கண்டறிந்்�ொம்.

சமொனத த�ொடர்்ொக ρ -ஐ உருவொகக ்மற்கண்ட உறுப்புக்ள நொம் ்சர்கக ்வண்டும்.

இந்� உறுப்புக்ளச் ்சர்த�பிறகு த�ொடர்்ொனது 

, , , , , , , , , , , , , , , , ,1 1 2 2 3 3 1 2 2 1 1 3 3 1 3 2 2 3         ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^h h h h h h h h h" ,  என அ்மயும். 

இந்�த த�ொடர்்ொனது �ற்சுடடு, சமச்சீர் மற்றும் கடப்பு த�ொடர்பு எனக கண்டறியலொம். இ�னொல 
இது சமொனத த�ொடர்்ொகும். என்வ சமொனத த�ொடர்்் உருவொகக , , , , ,3 3 2 1 3 2 ^ ^ ^h h h  மற்றும் 
(2, 3) ஆகியவற்்ற  ρ -ல ்சர்கக ்வண்டும்

இப்்்ொது த�ொடர்புகள் சில ்ண்புக்ளக தகொண்டிருககுமொறு எவவொறு உருவொககுவது 
என்்்�க கீழககொணும் எடுததுககொடடிலிருந்து நம்மொல புரிந்து தகொள்ள இயலும்.

எடுத்துககொடடு ாடா்  , , ,A 0 1 2 3     = " ,  என்க.  A -ல கீழககொணும் வ்கயில த�ொடர்புக்ள 
அ்மககவும்.

(i) �ற்சுடடு, சமச்சீர் மற்றும் கடப்பு அலலொ� த�ொடர்பு.
(ii) �ற்சுடடு மற்றும் சமச்சீர் அலலொமல கடப்பு த�ொடர்பு.

(iii) �ற்சுடடு மற்றும் கடப்பு  அலலொமல சமச்சீரொகும் த�ொடர்பு.
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(iv) �ற்சுடடு அலலொமல சமச்சீர் மற்றும் கடப்பு த�ொடர்பு.
(v) சமச்சீர் மற்றும் கடப்பு அலலொமல �ற்சுடடு த�ொடர்பு.

(vi) சமச்சீர் அலலொமல  �ற்சுடடு மற்றும் கடப்பு த�ொடர்பு.
(vii) கடப்பு அலலொமல �ற்சுடடு மற்றும் சமச்சீர் த�ொடர்பு, 

(viii) �ற்சுடடு , சமச்சீர் மற்றும் கடப்பு த�ொடர்பு.
தீர்வு

(i) (1, 2) என்ற உறுப்பின் மூலம் “சமச்சீர் அலல” என உருவொககப் ்யன்்டுதது்வொம். 
்மலும் {(1, 2)}  என்ற த�ொடர்பு, வ்ரய்றயின்்டி கடப்பு ஆகும்.  (2, 3) ஐ ்சர்தது,  
(1, 3)ஐ நீககினொல த�ொடர்்ொனது கடப்பு அலல.  என்வ த�ொடர்பு  , , ,1 2 2 3^ ^h h" ,  
என்்து �ற்சுடடு அலல, சமச்சீர் அலல மற்றும் கடப்பும் அலல. இ்� ்்ொன்று ்ல 
உ�ொரணஙகள் தகொடுகக இயலும்.

(ii)  வ்ரய்றயின் ்டி, த�ொடர்பு   {(1, 2)}  என்்து கடப்பு த�ொடர்்ொகவும் அ்� ்நரததில, 
�ற்சுடடு மற்றும் சமச்சீர் அலலொமலும்  உள்ள்� அறி்வொம்.

(iii) (1, 2) என்ற உறுப்்்ொடு த�ொடஙகு்வொம். நமககுச் சமச்சீர் ்�்வ என்்�ொல (2, 1)  
என்ற உறுப்பி்னச் ்சர்கக ்வண்டும். இந்நி்லயில (1, 1), (2, 2)  ஆகிய உறுப்புகள் 
இலலொ்மயொல  த�ொடர்்ொனது கடப்பும் அலல, �ற்சுடடும் அலல. இ�னொல , , ,1 2 2 1^ ^h h" ,   
என்்து �ற்சுடடும் அலல, கடப்பும் அலல. ஆனொல இது சமச்சீர் ஆகும்.

(iv)  ் மல விவொதிககப்்டட த�ொடர்பில (1, 1)  மற்றும்  (2, 2) என்ற உறுப்புக்ளச் ்சர்த�ொல 
அது கடப்்ொக மொறும்.  என்வ, , , , , , , ,1 2 2 1 1 1 2 2       ^ ^ ^ ^h h h h" ,  என்்து �ற்சுடடு அலல 
ஆனொல சமச்சீர் மற்றும் கடப்பு த�ொடர்்ொகும்.

(v) , , ,0 1 2 3   " ,  -ல அ்மந்� த�ொடர்்ொனது �ற்சுடடொக இருகக ்வண்டுதமனில 
, , , , , , ,0 0 1 1 2 2 3 3      ^ ^ ^ ^h h h h  என்ற உறுப்புகள் கண்டிப்்ொக இருகக ்வண்டும். 

ஆனொல இது சமச்சீர் மற்றும் கடப்புத த�ொடர்்ொகவும் அ்மயும். என்வ, (i) இல ் சர்த�து  
்்ொல    (1, 2)  மற்றும்   (2, 3)  ்சர்த�ொல ்�்வ பூர்ததியொகிவிடும். ஆக்வ,   

, , , , , , , , , , ,0 0 1 1 2 2 3 3 1 2 2 3       ^ ^ ^ ^ ^ ^h h h h h h" ,  என்்து �ற்சுடடொகும், ஆனொல சமச்சீர் 
மற்றும் கடப்பு அலல.

(vi)  ் மற்கண்ட மு்ற்ய்ய க்டப்பிடித�ொல , , , , , , , , ,0 0 1 1 2 2 3 3 1 2      ^ ^ ^ ^ ^h h h h h" ,   
என்்து �ற்சுடடு ஆகும், கடப்பு ஆகும் ஆனொல சமச்சீர் அலல.

(vii)  இ்� ்்ொன்று , , , , , , , , , , , , , , ,0 0 1 1 2 2 3 3 1 2 2 3 2 1 3 2          ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^h h h h h h h h" ,  என்்து 
�ற்சுடடு மற்றும் சமச்சீர் ஆகும் ஆனொல கடப்பு அலல.      

(viii) , , , , , , ,0 0 1 1 2 2 3 3^ ^ ^ ^h h h h" ,  என்்து �ற்சுடடு, சமச்சீர் மற்றும் கடப்பு ஆகும். 

எடுத்துககொடடு ாடா்  Z என்ற கணததில, m – n என்்து  12 -ன் மடஙகொக இருந்�ொல த�ொடர்பு mRn  
என வ்ரயறுககப்்டுகிறது எனில, R ஒரு சமொனத த�ொடர்பு என நிரூபிகக.

தீர்வு

m – m = 0  என்்�ொல, 0 = 0 × 12  என எழுதுவ�ன்மூலம் பூஜ்ஜியமும்  12 -ன் மடஙகு என்்து 
உண்்ம. ஆக்வ mRm  என்்து எலலொ m Z!  -ககும் த்ொருந்தும். என்வ, R �ற்சுடடொகும். 
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mRn என்க. அப்த்ொழுது k Z! ககு m n k12- =  ஆகும். இ�னொல n m k12- = -] g .  
ஆ்கயொல nRm  ஆகும். இது R  சமச்சீர் என்்்�க கொடடுகிறது.

mRn  மற்றும் nRp  என்க.  அ�ொவது   ,k l Z!  -ககு,  m–n = 12k மற்றும்  n–p = 12l  ஆகும். 
ஆக்வ m – p = 12(k+l).  அ�ொவது mRp.  இது R  என்்து கடப்பு த�ொடர் எனக கொடடுகிறது. என்வ  
R என்்து சமொனத த�ொடர்பு ஆகும்.

ந�ற்்றம் ாடா : m உறுப்புகள் தகொண்ட கணததிலிருந்து n உறுப்புகள் தகொண்ட ஒரு கணததிற்கு 
வ்ரயறுககப்்டும் த�ொடர்புகளின் எண்ணிக்க 2mn  ஆகும். குறிப்்ொக n  உறுப்புகள் தகொண்ட ஒரு 
கணததின் மீ�ொன த�ொடர்புகளின் எண்ணிக்க 2n2  ஆகும்.
நிரூபணம்

A  மற்றும் B  கணஙகளின் உறுப்புகளின் எண்ணிக்க மு்ற்ய m  மற்றும் n என்க. 
ஆ�லொல  A × B -ல mn  உறுப்புகள் உள்ளது. என்வ அ�ற்கு  2mn உடகணஙகள் உள்ளது.  A×B –ன் 
ஒவதவொரு உடகணமும் A–லிருந்து  B–ககுரிய ஒரு த�ொடர்்் வ்ரயறுககும் என்்�ொல,  n 
உறுப்புகள் தகொண்ட ஒரு கணததிற்கு m  உறுப்புகள் தகொண்ட கணததிலிருந்து வ்ரயறுககப்்டும் 
த�ொடர்புகளின் எண்ணிக்க 2mn  ஆகும்.  A = B என எடுததுகதகொண்டொல  n உறுப்புகள் தகொண்ட 
ஒரு கணததின் மீ�ொன த�ொடர்புகளின் எண்ணிக்க 2n2   ஆகும்.

குறிப்பு: (i) n உறுப்புகள் தகொண்ட ஒரு கணததின் மீ�ொன �ற்சுடடுத த�ொடர்புகளின் எண்ணிக்க   
2n n2 -  ஆகும்.

            (ii) n உறுப்புகள் தகொண்ட ஒரு கணததின் மீ�ொன சமச்சீர் த�ொடர்புகளின் எண்ணிக்க   

2
n n

2

2
+^ h

ஆகும்.

ெகரயக்ற ாட்
R என்்து A-லிருந்து B-ககு உள்ள ஒரு த�ொடர்பு எனில, B-லிருந்து A-ககு 

, : ,R b a a b R  1 !=- ^ ^h h" ,  என வ்ரயறுககப்்டும் த�ொடர்பு, R-ன் ந�ர்மொறு (inverse) ஆகும்.  

உ�ொரணமொக, த�ொடர்பு , , , , , , ,R a b c a1 2 2 3       = ^ ^ ^ ^h h h h" ,  எனில ்நர்மொறு த�ொடர்பு 
, , , , , , ,R a b c a1 2 2 3    1 =- ^ ^ ^ ^h h h h" ,   ஆகும்.   R -ன் சொர்்கம்  R-1 -ன் வீச்சகமொகவும்,  R -ன் வீச்சகம்   

R-1 -ன் சொர்்கமொகவும் மொறும். 

சமொனத த�ொடர்பின் மூலம் ஒரு கணததி்ன அ�ன் தவடடொ உடகணஙகளின் 
்சர்ப்்ொக எழு� இயலும். இத�்கய பிரித�்ல பிரிவி்ன எனலொம்.  இ�்ன 
கீழககொணும் உ�ொரணம் மூலம் கொணலொம்.  அ்னதது ,a b Z! –ககும் 

,a b k k3   Z!- =   எனுமொறு த�ொடர்பு aRb  வ்ரயறுப்பின்  R ஆனது Z -ல ஒரு 
சமொனத த�ொடர்்ொக அ்மயும்.

   Z0 = : R0x xZ!" ,  எனில ... ..., , , , , ,Z 3 0 3 6 9      0 = -" ,
  Z1 = : R1 ... ..., , , , , ,x x 2 1 4 7 10 Z! = -" ", ,
  Z2 =  : R2 ... , ..., , , , ,x x 4 1 2 5 8 Z! = - -" ", ,
இஙகு , ,Z Z Z  0 1 2    ஆகிய்வ தவடடொக கணஙகள் மடடுமன்றி Z Z Z    Z 0 1 2  , ,=      
தகொடுககப்்டட பிரிவி்ன ...S S S Sn1 2, , ,=  -ககு S மீது R என்ற சமொனத த�ொடர்புககு  

,x y Si! எனில xRy எனக கொணலொம். சமொனத த�ொடர்பு உயர் கணி�ததில ்ரவலொக 
்யன்்டுத�ப்்டுகிறது
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25 கணஙகள், த�ொடர்புகள் மற்றும் சொர்புகள்

.  பயிற்சி ாட்
1.  கீழககொணும் த�ொடர்புகளுககு �ற்சுடடு, சமச்சீர் மற்றும் கடப்பு ஆகியவற்்ற ்ற்றி ஆரொய்க

(i)  மி்க முழு எண்களில த�ொடர்பு R ஆனது “n -ன் வகுததி m ஆக இருந்�ொல  mRn” என 
வ்ரயறுககப்்டுகிறது.

(ii) P என்்து �ளததிலுள்ள அ்னதது ்நர்க்கொடுகளின் கணத்�க குறிப்்�ொகக தகொள்க. 
த�ொடர்பு  R  என்்து “l ஆனது m-ககுச் தசஙகுத�ொக இருந்�ொல lRm” என 
வ்ரயறுககப்்டுகிறது.

(iii) A என்்து ஒரு குடும்்ததின் உறுப்பினர்கள் அ்னவ்ரயும் தகொண்ட கணமொகக 
கருதுக. ”a  என்்வர்  b -ன் ச்கொ�ரி இல்லதயனில த�ொடர்பு    R ஆனது  aRb என 
வ்ரயறுககப்்டுகிறது

(iv) A என்்து ஒரு குடும்்ததின் த்ண் உறுப்பினர்கள் அ்னவ்ரயும் தகொண்ட கணம் 
என்க.  த�ொடர்பு  R என்்து “a  என்்வர்  b -ன் ச்கொ�ரி இல்லதயனில த�ொடர்பு R    
ஆனது  aRb” என வ்ரயறுககப்்டுகிறது.

(v)  அ்னதது இயல எண்களின் கணததில த�ொடர்பு R என்்து “ x y2 1    + = ” எனில   xRy 

என வ்ரயறுககப்்டுகிறது. 

2. , , ,X a b c d  = " ,  மற்றும் , , , , ,R a a b b a c  = ^ ^ ^h h h" ,   என்க. த�ொடர்பு  R -ஐ   
(i) �ற்சுடடு       (ii) சமச்சீர்    (iii) கடப்பு    (iv)  சமொனத த�ொடர்பு  என உருவொகக R–உடன் 
்சர்ககப்்ட ்வண்டிய கு்றந்�்டச உறுப்புக்ள எழுதுக.

3. , ,A a b c  = " ,  மற்றும் , , , , ,R a a b b a c     = ^ ^ ^h h h" ,   என்க. த�ொடர்பு  R-ஐ  (i) �ற்சுடடு  
(ii) சமச்சீர்   (iii) கடப்பு  (iv) சமொனத த�ொடர்பு என உருவொகக   R–உடன் ்சர்கக ்வண்டிய 
கு்றந்�்டச உறுப்புக்ள எழுதுக.

4. ஒரு �ளததிலுள்ள அ்னதது முக்கொணஙகளின் கணத்� P என்்்ொம். P -ல R என்ற 
த�ொடர்்ொனது “a  ஆனது  b ன் வடிதவொத��ொக இருப்பின்  aRb“ என வ்ரயறுககப்்டுகிறது.     
R என்்து சமொனத த�ொடர்பு என நிறுவுக.

5. இயல எண்களின் கணததில R என்்து “ a b2 3 30    + =  எனில  aRb” என 
வ்ரயறுககப்்டுகிறது. R –ல உள்ள உறுப்புக்ள எழுதுக. அது  (i) �ற்சுடடு  (ii) சமச்சீர்  (iii) 
கடப்பு  (iv) சமொனத த�ொடர்்ொ  என்்்� சரி்ொர்கக.  

6. தசன்்னயில உள்ள மககளின் கணததில “நடபு” ஒரு சமொனத த�ொடர்்ன்று  என்்்� 
நிரூபிகக.  

7. இயல எண்களில கணததில த�ொடர்பு R ஆனது “ a b 6    #+  ஆக இருந்�ொல aRb” என 
வ்ரயறுககப்்டுகிறது. R–ல உள்ள உறுப்புக்ள எழுதுக. அது (i) �ற்சுடடு (ii) சமச்சீர்   
(iii) கடப்பு (iv) சமொனத த�ொடர்பு என்்்� சரி்ொர்கக.  

8. , ,A a b c    = " ,  என்க.  A-ன் மீ�ொன மிகச்சிறிய தசவதவண்்மயு்டய சமொனத த�ொடர்பு 
என்ன?  A-ன் மீ�ொன மிகப்த்ரிய தசவதவண்்மயு்டய சமொனத த�ொடர்பு என்ன?

9. Z -ல ”m-n  ஆனது 7 ஆல வகு்டுதமனில mRn” எனத த�ொடர்பு R வ்ரயறுககப்்டடொல  
R என்்து சமொனத த�ொடர்பு என நிரூபிகக.
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2611ஆம் வகுப்பு கணிதவியல்

ாட் சொர்புகள் (Functions)
ஆகொய தவளியில ஒரு த்ொருள் நகர்கிறது எனவும், ்மலும் அந்� த்ொரு்ள ஒரு புள்ளியொகவும் 

எடுததுகதகொள்்வொம்.  கொல ் நரததி்னப் த்ொறுதது த்ொருளின் நி்லயும் மொறும்.  கணி� மு்றயில, 
எந்� ்நரததிலும் R3 என்ற முப்்ரிமொண தவளியில அப்புள்ளி ஒரு இடததி்னப் த்றுகிறது.  கொல 
்நரததி்ன 0 -லிருந்து 1 வ்ரயிலொன இ்டதவளியொகக தகொள்்வொம்.  இந்� இ்டதவளியில 
த்ொருளின் இடப்த்யர்வு அலலது தசயல்ொடொனது த்ொருளின் நி்லயி்ன முடிவு தசய்கிறது.  மொற்று 
தமொழியில கூறுவ�ொயின் ஒவதவொரு [ , ]t 0 1! -ககும் த்ொருளின் தசயல்ொடொனது R3 -ல ஒரு 
புள்ளி்ய �ருகிறது.  t எனும் எந்்நரததிலும் த்ொருளின் நி்லயி்ன f(t) எனக குறிககலொம்.

இன்தனொரு உ�ொரணமொக ்நர்க்கொடடி்னக குறிககும் சமன்்ொடு x y2 0- = -ஐ 
எடுததுகதகொள்்வொம்.  இஙகு x எடுததுக தகொள்ளும் ஒவதவொரு மதிப்பிற்கும்,  y ஒரு மதிப்பி்னப் 
த்றும்.  இஙகு y  -ன் நகர்வு அலலது தசயல்ொடு  x -ஐ த்ொறுதது அ்மயும்.  இந்�  y -ஐ  f(x) எனக 
குறிககலொம்.  இயற்்கயில இவவொறொன நிகழவுகள் ஏரொளமொக உள்ளன.  இவற்்ற ஆரொயும் ்்ொது, 
ஒரு கணியததின் மொறு்ொடு மற்தறொரு கணியததி்ன சொர்ந்திருப்்்� அறியலொம்.

்நரததிற்கும் த்ொருளின் நி்லககும் உள்ள த�ொடர்பு, x - அச்சுத த�ொ்லவுககும்  y - அச்சுத 
த�ொ்லவுககும் உள்ள த�ொடர்பு, மற்றும் இது ் ்ொன்ற ் ல கருத�ொககஙகள் நூற்றொண்டுகளுககு முன்்் 
‘சொர்பு’ என்ற த்யரில ்கயொளப்்டடுள்ளது. கணி�வியலொளர் ்கன்டர் என்்வருககு முன்ன�ொக, 
சொர்்ொனது ஒரு மொறி இன்தனொரு மொறியுடன் தகொண்டுள்ள இ்சவு விதியொக்வ உணரப்்டடது.  
அ�ற்குப் பின்னர் கணவியல வளர்ச்சியின் கொரணமொக சொர்பு என்்து A என்ற கணததில உள்ள 
ஒவதவொரு உறுப்புககும் B என்ற கணததில உள்ள ஒரு �னித� உறுப்பி்ன இ்ணககும் விதியொக 
கொணப்்டடது. கணி� ரீதியொக இ்சவு மற்றும் விதி என்ற தசொற்கள் மு்றயொக வ்ரயறுககப்்டவில்ல. 
�ற்கொல கணி�ததில ‘த�ொடர்பு’ மூலமொக சொர்பின்  வ்ரய்றயொனது மு்றயொக வ்ரயறுககப்்டுகிறது.

இ�்ன ஒரு விளகக எடுததுககொடடுடன் கொண்்்ொம். ஒரு வகுப்பில உள்ள மொணவர்கள் 
எழுதிய ்�ர்வி்னப் ்ற்றி விவொதிப்்�ொகக தகொள்்வொம். இது ஒரு த�ொடர்பு என்்து புலப்்டும்.

A என்்து ்�ர்வு எழுதிய மொணவர்களின் கணம் என்க. ...,, , , ,B 0 1 2 3 100     = " ,  என்்து 
அவர்கள் த்றககூடிய சொததியமொன மதிப்த்ண்களின் கணம் என்க. த�ொடர்பு  R -ஐ கீழககண்டவொறு 
வ்ரயறுப்்்ொம்.

்�ர்வில a  என்ற மொணவன்  b என்ற மதிப்த்ண் த்ற்றிருந்�ொல மொணவர்  a -ஐ மதிப்த்ண்   
b யுடன் த�ொடர்பு்டுத�லொம்.

இந்� உ�ொரணததிலிருந்து கீழககொணும் கருததுகள் த்றப்்டுகிறது.

 z ஒவதவொரு மொணவரும் ஒரு மதிப்த்ண்்ணப் த்ற்றுள்ளனர். ் வறுவி�மொகக கூறினொல 
அ்னதது , ,a A a b R      ! !^ h  எனுமொறு ஏ்�னும் ஒரு உறுப்பு  b B!  -ல இருககும்.

 z ஒ்ர ்�ர்வில ஒரு மொணவர் இரண்டு தவவ்வறு மதிப்த்ண் த்ற்றிருகக முடியொது. 
்வறுவி�மொகக கூறினொல ஒவதவொரு , ,a A a b R      ! !^ h  எனுமொறு உறுதியொக 
ஒ்ர ஒரு உறுப்பு b B!  -ல இருககும். இன்னும் ்வறுவி�மொகக கூறினொல  

, , ,a b a c R      !^ ^h h  எனில  b = c  ஆகத�ொன் இருகக முடியும்.

்மற்கூறிய இரண்டு ்ண்புக்ளயும் தகொண்டிருககும் த�ொடர்்ொனது ஒரு சொர்்ொக அ்மயும். 
இப்்்ொது சொர்புக்ளப் ்ற்றிய மு்றயொன வ்ரய்ற்யக கொண்்்ொம். 
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ெகரயக்ற ாட்

A  மற்றும் B  ஆகிய்வ இரு கணஙகள் என்க.  A × B –இன் உடகணமொனத த�ொடர்பு   f 
ஆனது, A–லிருந்து  B–ககு வ்ரயறுககப்்டும் சொர்பு (function) எனக கூற ்வண்டுமொயின் 
கீழககொணும் நி்ந்�்னக்ள நி்றவு தசய்ய ்வண்டும்.

(i)  அ்னதது a A! -ககும் ,a b f    !^ h  எனுமொறு ஒரு உறுப்பு  b B!  என அ்ம�ல 
்வண்டும்.

(ii) ,, ,a b a c f    !^ ^h h    எனில  b = c என இருத�ல ்வண்டும்.

அ�ொவது, சொர்்கததிலிருககும் ஒவதவொரு உறுப்பும் வீச்சகததிலுள்ள �னித� ஒரு உறுப்புடன் 
்கொர்ககும் த�ொடர்பு�ொன் சொர்்ொகும்.

f-ன் சொர்பகம் (domain) A  மற்றும் f  -ன் துகணச்சொர்பகம் (co-domain)  B ஆகும். (a, b) ஆனது 
f-ல இருந்�ொல f(a)= b என எழுது்வொம். உறுப்பு b -ஐ a-ன் பிம்பம் (image) என்றும்   
a -ஐ b-ன் முன்பிம்பம் (pre-image) என்றும் கூறலொம்.  f(a) என்்து   a-ல  f-ன் மதிப்பு ஆகும்.  

{ : ,b a b f     !^ h ,  ஏ்�ொ சில  a A! } என்கிற கணத்� சொர்பின் வீச்சகம் (range) எனலொம்.  
B ஆனது  R -ன் உடகணமொக இருப்பின், அச்சொர்பு தமய்மதிப்பு்டச்சொர்பு அலலது தமயமதிப்புச்சொர்பு 
(real valued function) எனலொம்.

இரண்டு சொர்புகள் f மற்றும் g சமம் (equal) எனில அவற்றின் சொர்்கஙகள் சமமொக இருந்து 
சொர்்கததிலுள்ள அ்னதது  a -ககும்  f a g a  =^ ^h h  என இருத�ல ்வண்டும்.

f என்்து, சொர்்கம்  A மற்றும் து்ணச்சொர்்கம் B ்யக தகொண்ட சொர்்ொக இருப்பின் அ�்ன   
:f A B  "  என எழு�லொம். (நிகழவுககு ஏற்ற்டி இ�்ன f, A -லிருந்து  B அலலது  f ஆனது  A -லிருந்து   

B -ககுள்ள சொர்பு எனப் ்டிககவும்.). ்மலும்  f ஆனது  A -ஐ B உடன் ்கொர்த�ல என்றும் கூறலொம்.     
f a b  =^ h  என்்்�   f ஆனது  a -ஐ  b -ககு இ்ணககிறது,  a ஆனது  b -ன் ்மல  f ஆல 

இ்ணககப்்டுகிறது என்றும் கூறலொம்.

சொர்பின் வீச்சகம் என்்து து்ணச்சொர்்கததில முன்பிம்்த்�ப் த்ற்றுள்ள அ்னதது 
உறுப்புகளின் கணமொகும். த�ளிவொக, சொர்பின் வீச்சகமொனது து்ணச்சொர்்கததின் உடகணமொகும். 
்மலும் சொர்பின் மு�ல நி்ந்�்னயொனது சொர்்கததில உள்ள ஒவதவொரு உறுப்பும் கண்டிப்்ொக 
பிம்்ததி்னப் த்ற்றிருகக ்வண்டும் என்று கூறுகிறது. இரண்டொம் நி்ந்�்னயொனது 
சொர்்கததிலுள்ள உறுப்்ொனது இரண்டு அலலது அ�ற்கும் ் மற்்டட பிம்்ஙக்ளப் த்ற்றிருகக கூடொது 
என்றும் கூறுகிறது.  ஒரு த�ொடர்பின் சொர்்கத்� நொம் A என்று அ்ழககவில்ல என்்�்ன 
கவனததில தகொள்ளவும்.  பிம்்ஙகள் உள்ள   A -ன் உறுப்புகளின் கண்ம த�ொடர்பின் சொர்்கமொகும்.  
இயல்ொக்வ, ஒருவருககு கீழககொணும் ஐயஙகள் எழலொம்.

 z ஆஙகில வ்ரய்றயில, பிம்்ம் a -ககு நிச்சயப் த்யர்ககுறியொன “the“ என்்்�யும்,   
b -ன் முன்பிம்்ததிற்கு நிச்சயமற்ற த்யர்ககுறியொன “a“ என்்்�யும் ஏன் 
்யன்்டுததுகி்றொம்?

 z சொர்்கததிலுள்ள ஒவதவொரு உறுப்பும் கண்டிப்்ொக பிம்்ஙக்ளப் த்ற்றிருகக ்வண்டும் 
என்று நி்ந்�்னயில கூறப்்டடுள்ளது. அ்� ்்ொன்று து்ணச்சொர்்கததில உள்ள 
ஒவதவொரு உறுப்பும் முன்பிம்்ஙக்ளப் த்ற்றிருகக ்வண்டும் என்ற நி்ந்�்ன 
ஏ்�னும் உண்டொ? இல்லதயனில ஏன்?
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 z சொர்்கததிலுள்ள ஒவதவொரு உறுப்புககும் இரண்டு அலலது அ�ற்கு ்மலொன பிம்்ஙகள் 
இருகக இயலொது என்ற நி்ந்�்ன்ய அறி்வொம். அ்� ் ்ொன்று து்ணச்சொர்்கததிலுள்ள 
ஒரு உறுப்புககு இரண்டு அலலது அ�ற்கு ்மலொன முன்பிம்்ஙகள் இருகக இயலுமொ? 
இல்லதயனில கொரணம் யொது?

சொர்்கததிலுள்ள ஒரு உறுப்புககு ஒ்ர ஒரு பிம்்ம் மடடு்ம இருககும். ஆனொல வ்ரய்றயின்்டி 
து்ணச்சொர்்கததிலுள்ள ஒரு உறுப்புககு ஒன்றுககு ்மலொன முன்பிம்்ஙகள் இருகக இயலும்.  
என்வ சொர்்கததிலுள்ள உறுப்புககு பிம்்த்�ப் ்ற்றிப் ்்சும்்்ொது நிச்சயமொன “the’’ யும், 
முன்பிம்்ஙக்ளப் ்ற்றி ்்சும்்்ொது நிச்சயமற்ற த்யர்ககுறி ‘a’ உம் ்யன்்டுத�ப் ்டுகிறது.  க்டசி 
இரு வினொககளுககு எந்�வி� நி்ந்�்னகளும் இல்ல.  இ�்ன “மொணவர்கள் – மதிப்த்ண்கள்“ 
இ்ட்யயொன உ�ொரணம் மூலம் அறியலொம்.  

எலலொ சொர்பும் த�ொடர்்ொகும் என்்து உண்்ம என்றொலும் எலலொத த�ொடர்பும் சொர்்ொகும் 
என்று நம்மொல கூற இயலொது.

, , , , , , ,f a b c d1 2 2 4       = ^ ^ ^ ^h h h h" ,   என எடுததுக தகொள்்வொம்.

f  என்்து சொர்்ொக அ்மயுமொ? கணம் , , ,a b c d   " ,  -லிருந்து கணம் , ,1 2 4  " ,  -ககு இது 
சொர்்ொக அ்மயும். கணம்  , , , ,a b c d e    " ,  -லிருந்து கணம் 4, , ,1 2 3   " ,  -ககு இது சொர்்ொகொது. 
ஏதனனில  e  என்ற உறுப்பு பிம்்த்�ப் த்ற்றிருககவில்ல. கணம் , , ,a  b  c  d" ,   -லிருந்து கணம்  

, , ,1 2 3 5   " ,  -ககு இது சொர்்ொகொது. ஏதனனில d -ன் பிம்்ம் து்ணச்சொர்்கததில இல்ல. அ�ொவது  
f  என்்து , , , , , ,a b c d 1 2 3 5        #" ", ,  -ன் உடகணமொக அ்மயவில்ல. என்வ எப்த்ொழுத�லலொம் 
சொர்புக்ளக கருதுகி்றொ்மொ அப்த்ொழுத�லலொம் சொர்்கம் மற்றும் து்ணச்சொர்்கம் 
தவளிப்்்டயொகக குறிப்பிடப்்ட ்வண்டும்.

விளகக எடுததுககொடடு 1.1 -ம் ஒரு சொர்பு ஆகும்.  அ�ன் சொர்்கம் , , , , , , ,L E T U S W I N         " ,   
மற்றும் து்ணச்சொர்்கம் , , , , , , ,O H W X V Z L Q           " ,  ஆகும். ்மலும் விளகக எடுததுககொடடு 1.3 
கூட ஒரு சொர்்ொக அ்மயும்.  அ�ன் சொர்்கம் {a, b, ..., z} மற்றும் து்ணச்சொர்்கம் {1, 2, 3, ..., 26}.  

விளகக எடுததுககொடடு 1.2ல மூன்று த�ொடர்புகள் உள்ளது.

 (i) y = 2x             (ii)  y = x2         (iii)  y2 = x

த�ளிவொக மு�ல இரண்டும் சொர்புகள் ஆகும். ஆனொல மூன்றொவது உ�ொரணததில சொர்்கமும் 
து்ணச்சொர்்கமும்  R எனும்்்ொது சொர்பு அலல. மூன்றொவது உ�ொரணததில ஒ்ர  x -ககு, நமககு 
இரண்டு  y மதிப்புகள் கி்டப்்து சொர்பின் வ்ரய்றககு முரணொனது. ஆனொல இரண்டு த�ொடர்புகளொக 
அ�ொவது y x=   மற்றும் y x=-   எனப் பிரிதது எழுதும்்்ொது இரண்டும், சொர்்கஙகளொக கு்றயற்ற 
தமய்தயண்களொகவும் து்ணச்சொர்்கஙகளொக மு்ற்ய [0, ), ( , ]03 3- ஆகக தகொண்டு சொர்புகளொக 
அ்மயும்.

ாட்டா சொர்புகக்ள விெரிககும் ெழிமுக்றகள் (ways of representing functions)

(a)  அடடெகண முக்ற (Tabular form)

சொர்்கததின் உறுப்புகள் ,, , ...x x xn1 2   என வரி்சப்்டுததும்்்ொது அடடவ்ண மு்ற்யப் 
்யன்்டுத�லொம்.  சொர்்க மதிப்புகளொன ,, , ...x x xn1 2  மற்றும் அ�ற்குரிய சொர்பின் மதிப்புகளொன   

, ,, ...y y yn1 2  மு�லியன திடடவடடமொன வரி்சயில பின்வருமொறு அடடவ்ணயொக அ்மககலொம்.
X x1 x2 … xn

Y y1 y2 … yn
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(b)  ெகரபட முக்ற (Graphical representation)

சொர்்கம் மற்றும் து்ணச்சொர்்கம் ஆகிய்வ R-ன் உடகணஙகளொக அ்மயும்்்ொது,   
x -அச்சொனது சொர்்கத்�யும், y -அச்சொனது து்ணச்சொர்்கத்�யும் xy -�ளததில குறிககும்.  விளகக 
எடுததுககொடடு 1.2 -ல சொர்புக்ள ,( ) ( )f x x f x x2 2= =  எனக குறிககப்்டடுள்ள்� நி்னவு 
கூர்்வொம். த்ொதுவொக, x ஆனது சொரொ மொறியொகவும், y ஆனது சொர்ந்� மொறியொகவும் தசயல்டும். 
x என்்�்னக ்கொணவீச்சம் அலலது சொர்பின் மொறி என்றும்  f(x) -ஐ  x-ல சொர்பு  f-ன் மதிப்பு என்றும் 
அ்ழககப்்டுகிறது.

(c) பகுத்�ொயவு முக்ற (Analytical representation)   

சொர்பியல த�ொடர்பு ( )  y f x=  ஆகவும், f  ஆனது ஒரு ்குப்்ொய்வு ்கொ்வ்ய குறிப்்�ொக 
இருப்பின்,   x ஆல உருவொககப்்டட சொர்பு  y -ஐ ்குப்்ொய்வு மு்றயில எழு�லொம்.

, ,x
x

sinx cosx logx x5
1

5       3
2+
+
+ +  ்்ொன்ற்வ சில ்குப்்ொய்வு ்கொ்வகளுககு 

உ�ொரணஙகள் ஆகும். அ�ொவது குறிப்பிடட கணி�ச் தசயல்ொடுக்ள நிச்சயிககப்்டட வரி்சயில, 
மொறிலிகள் அலலது மொறிக்ள மதிப்புகளொகக தகொண்ட எண்கள், எழுததுகள் மூலம் குறிககும் ஒரு 
குறியீடடுத த�ொடரொகும்.

(i) y x
x

1
1= +

-           (ii) y x9  2= -            (iii) y sinx cosx= +           (iv) A r2r=  

என்்்வ ்குப்்ொய்வு மு்றயில வ்ரயறுககப்்டட சில சொர்புகள் ஆகும்.

்குப்்ொய்வு மு்றயில எழுதும்்்ொது இயற்்கயொகச் சொர்்கஙக்ள எளி்மயொகக 
கண்டுபிடிதது விடலொம். அ�ொவது, வலது புறததில உள்ள ்குப்்ொய்வுக ்கொ்வயி்னக கொணும் 
வ்கயில அ்மந்துள்ள x -ன் மதிப்புகளின் த�ொகுப்பு சொர்பின் சொர்்கமொகும்.

ஆ்கயொல சொர்புகளின் இயல்ொன சொர்்கஙகளில சிலவற்்றக கொணலொம்

 (i) y x 3 3= + -ன் சொர்்கம் , –    3 3^ h   (ii) y x 2 4= -   -ன் சொர்்கம் , –    3 3^ h   
 (iii) y

x
x

1
1  

 =
+
-  -ன் சொர்்கம்  1 –  – R " ,  (iv) y x4  2= -   -ன் சொர்்கம் x2 2–     # #   

இப்்்ொது ்குப்்ொய்வு மு்றயில அ்மந்துள்ள, ஏற்கன்வ விவரிககப்்டட 

 (i) y=2x   (ii) y = x2  

 (iii) y x   = +       (iv) y x – =

  ஆகிய சொர்புகளின் சொர்்கஙக்ள நி்னவு கூர்்வொம்.

சிற்சமயஙகளில ்குதிவொரியொக வ்ரயறுததுள்ள சொர்புக்ள நொம் ்யன்்டுதது்வொம். 
உ�ொரணமொக, கீழவருமொறு வ்ரயறுககப்்டடுள்ள சொர்பு     :f R R"  ஆகக கருதுக.

 
;
;
;

f x
x

x x
x x

0 2
2 2 3

3

               
              
                2

3

3

1
1
1

#

#

#

=
- -
-^ h

Z

[

\

]]]]
]]]]

ஏ்�னும் ஒரு புள்ளி  x -ககு  f-ன் மதிப்்்க கொண,  x-ன் மதிப்புக்ளப் த்ொறுதது, த்ொருத�மொன 
வ்ரய்ற்யக ் கயொள்வண்டும். ஏ்�னும் ஒரு தமய்தயண்ணுககு f-ன் மதிப்பி்னக கணககிட,  
x ஆனது எந்� இ்டதவளியில உள்ளது என மு�லில கண்டறிய ்வண்டும். பிறகு அ�ற்குரிய 
வ்ரய்ற்யப் ்யன்்டுததி அப்புள்ளியில  f-ன் மதிப்்்க கொண ்வண்டும். உ�ொரணமொக,  

;
;
;

f x
x

x x
x x

0 2
2 2 3

3

               
              
                2
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=
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3011ஆம் வகுப்பு கணிதவியல்

f(6)-ன் மதிப்்்க கொண ்வண்டுமொயின், இ்டதவளி x3 3# # -ல 6 அ்மந்துள்ள�ொல  
அ�ற்குரிய வ்ரய்ற f x x  2=^ h -ஐ ்யன்்டுததி f(6)=36 எனக கொணலொம். இ்� ்்ொன்று  

,f f1 2 5 0– –  –   = =^ ^h h   என மதிப்புக்ளக கொணலொம்.

சொர்்ொனது R-ன் உடகணததிலிருந்து அலலது   R-லிருந்து வ்ரயறுககப்்டடொல சொர்பின் 
வ்ர்டத்� நம்மொல வ்ரய இயலும். உ�ொரணமொக  : ,f 0 4    R"6 @  என்ற சொர்பு f x x

2 1 = +^ h
என வ்ரயறுககப்்டும்்்ொது  ,x 0 4! 6 @  எனுமொறு ,x x

2 1  +` j   என்ற வடிவில உள்ள புள்ளிக்ளப் 
�ளததில குறிககலொம்.  இப்்்ொது (0, 1)  மற்றும் (4, 3)  ஆகிய புள்ளிக்ள இ்ணககும் ் நர்க்கொடடுத 
துண்டி்னப் த்றலொம்.  [்டம் 1.13]

x1

1

2

3

–1 2 3 4

y

+ 1
2

y = 
x

        

y = x2 + 4 

20

16

12

8

4

x2–2–4 4 6

y

P(x, f (x))
f (x)

x

      ்டம் 1.13       ்டம் 1.14

இன்தனொரு உ�ொரணமொக,  ,f x x x4 0      2 $= +^ h   என்ற சொர்பி்ன எடுததுக தகொள்்வொம். 
இச்சொர்பி்ன வ்ர்டம் மூலமொக ்டம் 1.14-ல �ரப்்டடுள்ளது.

சொர்்கததில உள்ள ஒரு புள்ளி x என்க. புள்ளி x வழியொக ஒரு நி்லககுததுக்கொடு  
வ்ர்வொம். அது வ்ளவ்ர்ய  P என்ற புள்ளியில சந்திககிறது என்்்ொம். அப்புள்ளி P  வழியொக 
ஒரு கி்டமடடக ்கொடு வ்ரந்�ொல அது y அச்சில சந்திககும் புள்ளி f(x) ஆகும். இ்�ப் ்்ொன்று 
து்ணச்சொர்்கததில உள்ள புள்ளி y வழியொகக கி்டமடடக ்கொடு வ்ரந்�ொல y-ன்  
முன்-பிம்்த்� கண்டறியலொம்.

R-ன் உடகணததிலிருந்து R-ககு ஒரு �ளததின் ்மல வ்ரயப்்டும் எந்� ஒரு 
வ்ளவ்ர்யயும் சொர்பு என்று தசொலல முடியுமொ? இல்ல, நம்மொல கூற இயலொது. அ்�க 
கண்டறிய ஓர் எளி�ொன ்சொ�்ன உள்ளது.

நிகலககுத்துக நகொடு நசொ�கை (Vertical line test) 

நொம் முன்னர் குறிப்பிடட்டி, சொர்்கததில உள்ள ஏ்�னும் ஒரு புள்ளி x  வழியொகச் தசலலும் 
ஒரு நி்லககுததுக்கொடு, வ்ளவ்ர்யச் சில புள்ளிகளில சந்திககலொம்.  அப்்்ொது  y -ன் 
ஆயதத�ொ்ல f(x) ஆகும். சொர்்கததில உள்ள புள்ளி  x வழியொகச் தசலலும் நி்லககுததுக்கொடு 
வ்ளவ்ர்ய ஒன்றுககும் ்மற்்டட புள்ளிகளில சந்தித�ொல, ஒரு x ககு ்ல f(x)  மதிப்புக்ள நொம் 
த்றலொம். ஆனொல இவவொறு சொர்பில அனுமதிககப்்டுவதில்ல. ்மலும், சொர்்கததிலுள்ள புள்ளி   
வழியொகச் தசலலும் நி்லககுததுக்கொடு வ்ளவ்ர்யச் சந்திககவில்ல எனில x -ககு எந்� 
பிம்்மும் அஙகு இருககொது.  இதுவும் சொர்பில சொததியம் இல்ல. என்வ,

“சொர்்கததில உள்ள புள்ளி x  வழியொகச் தசலலும் ்நர்குததுக்கொடு வ்ளவ்ர்ய ஒரு 
புள்ளிககு ் மல சந்தித�ொ்லொ அலலது சந்திககொமலிருந்�ொ்லொ அப்த்ொழுது அவவ்ளவ்ர சொர்்்க 
குறிககொது என்று நொம் கூறலொம்.“

;
;
;

f x
x

x x
x x

0 2
2 2 3

3

               
              
                2

3

3

1
1
1

#

#

#

=
- -
-^ h

Z

[

\

]]]]
]]]]

XI_Maths_Ch1_V-1_TM.indd   30 15-12-2021   13:49:08

www.tntextbooks.in



31 கணஙகள், த�ொடர்புகள் மற்றும் சொர்புகள்

1

1

2

3

4

2 3 4 x

y   

1

1

2

3

4

2 3 4 x

y   

1

1

2

3

4

2 3 4 x

y   

1

1

2

3

4

2 3 4 x

y

                 ்டம் 1.15                       ்டம் 1.16                            ்டம் 1.17                     ்டம் 1.18 

்டம் 1.15 -ல  [0, 4] -லிருந்து  R -ககு வ்ரயப்்டடுள்ள வ்ளவ்ரயொனது சொர்்ொகொது. 
ஏதனனில ்டம் 1.17-ன் ்டி நி்லககுததுக்கொடு வ்ளவ்ர்ய ஒரு புள்ளிககு ்மல சந்திககிறது. 
்டம் 1.16-ல கொடடப்்டடுள்ள வ்ளவ்ரயும் [0, 4] -லிருந்து  R-ககு சொர்்ொகொது. ஏதனனில ்டம் 
1.18 -ன் ் டி   x = 2.5 -ல வ்ரயப்்டும் நி்லககுததுக்கொடு வ்ளவ்ர்ய எஙகும் சந்திககவில்ல. 

�ரப்்டடுள்ள வ்ளவ்ர ஒரு சொர்்ொ? இல்லயொ? என நி்லகுததுக்கொடு வ்ரந்து 
கண்டறியும் மு்ற்ய நி்லககுததுக ்கொடு ்சொ�்ன என்று கூறலொம்.

விளகக எடுததுககொடடு 1.2 -ல உள்ள மூன்றொவது வ்ளவ்ர y2 = x  ஆனது  நி்லககுததுக்கொடு 
்சொ�்ன மூலம் R R$ -ல அது சொர்பு இல்ல எனப் புரிந்து தகொள்ளலொம். 

ாட்ட் சில எளிகமயொை சொர்புகள் (Some elementary functions)

அடிககடி ்யன்்டுததும் சில சொர்புக்ள அ�ன் த்யர்கள் மூலம் அறியலொம். சிலவற்்ற இஙகுப் 
்டடியலிடு்வொம்.

(i)  ஏ்�னும் ஒரு தவற்றற்ற கணம் X என்க.  :f X X   "  என்ற சொர்்ொனது  f x x  =^ h   
என அ்னதது x X  ! -ககும் வ்ரயறுககப்்டடொல அ�்ன X -ன் மீ�ொன சமனிச் 
சொர்பு (identity function) என்று அ்ழககலொம்.  ்மலும் அ�்ன IX எனவும் குறிப்பிடலொம்.  
[்டம் 1.19]

c
b
a

X X

a
b

c

         

c
b
a

X Y

x
y

z

்டம் 1.19                                   ்டம் 1.20

(ii) X மற்றும் Y என்்்வ இரு கணஙகள்.  ்மலும் Y -ல உள்ள ஒரு நி்லயொன உறுப்பு c 

என்க. :f X Y   " என்ற சொர்்ொனது f x c  =^ h  என அ்னதது x X! -ககும் 
வ்ரயறுககப்்டடொல அ�்ன மொறிலிச் சொர்பு (constant function) என்று கூறலொம். 
மொறிலிச் சொர்பின் மதிப்புகள் சொர்்கம் முழு்மககும் ஒ்ர மதிப்்ொகும் [்டம் 1.20].

இஙகு X மற்றும் Y ஆகிய கணஙகள் R ஆக இருப்பின் சமனிச்சொர்பு மற்றும் மொறிலிச் 
சொர்பின் வ்ர்டஙகள் மு்ற்ய ்டம் 1.21 மற்றும் 1.22 ஆக அ்மயும்.
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3211ஆம் வகுப்பு கணிதவியல்

y = x

x

y          
y = cc

x

y

                ்டம் 1.21         ்டம் 1.22

ஏ்�னும் ஒரு கணம் X என்க.  அ்னதது  x X!  -ககும் f(x) = 0 என வ்ரயறுககப்்டடொல 
அ�்ன பூஜ்ஜிய சொர்பு (zero function) என்று அ்ழககப்்டும். 

(iii)     :f R R"  என்ற சொர்பு f x x  =^ h   என வ்ரயறுககப்்டடொல (இஙகு  |x|  என்்து   x 

ன் மடடு அலலது எண்ணளவு மதிப்்ொகும்) அ�்ன மடடுச் சொர்பு அலலது எண்ண்ளவு 
சொர்பு (modulus or absolute value function) எனக கூறலொம் [்டம் 1.23].  |x| என்்து 
கீழககொணுமொறு வ்ரயறுககப்்டுகிறது.
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;
;
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்டம்  1.23                                         ்டம் 1.24

(iv)    :f R R"   என்ற சொர்்ொனது
;

;
f x x

x x

x

0

0 0

  

    

!
=

=
^ h *  , என வ்ரயறுககப்்டடொல, இச்சொர்பி்ன குறியீடடுச்சொர்பு 

(signum function) எனலொம்.  இச்சொர்பி்ன sgn சொர்பு எனவும் குறிப்பிடலொம்  [்டம் 1.24].

(v)     :f R R"  என்ற சொர்பில  f(x) என்்து,  x -ஐ விடக கு்றவொக்வொ அலலது சமமொக்வொ 
இருககும் மீப்த்ரு முழு எண் என வ்ரயறுககப்்டடொல அச்சொர்பு மீப்தபரு முழு எண் 
சொர்பு (greatest integer function) அலலது floor சொர்பு என அ்ழககப்்டும்.  இச்சொர்பி்ன 

x     எனக குறிப்பிடலொம்  [்டம்1.25].

(vi)     :f R R"  என்ற சொர்பில f(x) என்்து,  x -ஐ விட அதிகமொக்வொ அலலது சமமொக்வொ 
இருககும் மீச்சிறு முழு எண் என வ்ரயறுககப் ்டடொல அச்சொர்பு மீச்சிறு முழு எண் சொர்பு 
(smallest integer function) அலலது ceil சொர்பு எனப்்டும். இச்சொர்புககொன குறியீடு  .] g

  
ஆகும். அ�ொவது இச்சொர்பி்ன   x    எனக குறிப்பிடலொம் [்டம் 1.26]. ்மற்குறிப்பிடட இரு 
சொர்புக்ளயும் படிநிகலச் சொர்புகள் (step functions) எனவும் அ்ழககலொம்.  
பின்வருவனவற்்றக கவனிககவும்.

XI_Maths_Ch1_V-1_TM.indd   32 15-12-2021   13:49:10

www.tntextbooks.in



33 கணஙகள், த�ொடர்புகள் மற்றும் சொர்புகள்

, . ,1 5
1 1 7 23 7 2 2

1 3    –= = - =: 6 :D @ D   (–2 அலல), 6 6 =6 @   மற்றும்  4 4–  – =6 @  

, . ,1 5
1 2 7 23 8 2 2

1 2   –= = - =b ^ bl h l    (–3 அலல), 6 6 =^ h   மற்றும்  4 4–  – =] g  

இந்�ச் சொர்புகளின் த்யர்களுககும் சொர்புக்ளக குறிககின்ற குறியீடுகளுககும் இ்ட்ய 
உள்ள த�ொடர்்ொனது நொம் த்ொதுவொக அ்றககுப் ்யன்்டும் ்மற்கூ்ர மற்றும் 
�்ர்யக குறிககும் வொர்த்�களொகும் என்்்�க கவனிககவும்.  

x

y

        

x

y

                                      ்டம் 1.25        ்டம் 1.26 

ாட்ட் சொர்புகளின் ெகககள்  (types of functions)
சொர்புக்ள, அ�ன் ்�்வயி்னப் த்ொறுததுப் ்ல வ்ககளொகப் 

பிரிககப்்டடிருந்�ொலும், நொம் இரண்டு அடிப்்்ட வ்ககளில கவனம் தசலுத�ப் 
்்ொகி்றொம். அ்வ ஒன்றுகதகொன்்றொை சொர்பு மற்றும் நமற்நகொர்த்�ல சொர்பு 
ஆகும்.

்டம் 1.27 மற்றும் ்டம் 1.28 ஆகியவற்றில �ரப்்டடுள்ள இரண்டு எளிய 
சொர்புக்ளப் ்ொர்ப்்்ொம். மு�ல சொர்பில சொர்்கததில உள்ள இரண்டு உறுப்புகள் 
b,c ஆகிய்வ y என்ற ஒ்ர உறுப்புடன் ்கொர்ககப்்டடுள்ளது. அ்� சமயம் ்டம் 
1.28 -ல அவவொறு ்கொர்ககப்்டவில்ல. இரண்டொவது வ்கயொக ்டம்  1.28 -ல 
குறிப்பிடடுள்ள மொதிரியொன சொர்புகள் ஒன்றுகதகொன்றொன சொர்புகளுககு 
உ�ொரணஙகளொகும்.

�ற்்்ொது, ்டஙகள் 1.28 மற்றும் 1.29 ஆகியவற்்ற உற்று்நொககு்வொம். 
்டம் 1.28 -ல  z என்ற உறுப்புககு முன்பிம்்ம் இல்ல. ஆனொல ்டம் 1.29 -ல 
அவவொறு முன்பிம்்ம் இலலொ� உறுப்புகள் இல்ல.  ்டம் 1.29 -ல குறிப்பிடடுள்ள 
மொதிரியொன சொர்பு ்மற்்கொர்த�ல சொர்புககு உ�ொரணமொகும். இப்்்ொது 
ஒன்றுகதகொன்றொன மற்றும் ்மற்்கொர்த�ல சொர்புக்ள வ்ரயறுப்்்ொம்.

 ெகரயக்ற ாட்

:f A B   " என்ற சொர்பு, ஒன்றுகதகொன்்றொை சொர்பொக (one-to-one function) இருகக 
்வண்டுமொயின், , ,x y A x y f x f y          &! !! ^ ^h h  எனுமொறு [அலலது நிகரொக 
f x f y x y&= =^ ^h h ] அ்மய ்வண்டும். :f A B   "  என்ற சொர்பு, நமற்நகொர்த்�ல சொர்பொக 

(onto function) இருகக ்வண்டுமொயின், ஒவதவொரு b B! -ககும், f a b  =^ h  எனுமொறு 
கு்றந்�்டசம் ஒரு உறுப்பு a A!  என இருகக்வண்டும். அ�ொவது  f–ன் வீச்சகம்  B ஆக 
இருத�ல ்வண்டும்.

c
b

a

X Y

x
y

b

a

X Y

x
y

z

c
b

a

X Y

x
y

z

்டம் 1.29

்டம் 1.28

்டம் 1.27
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3411ஆம் வகுப்பு கணிதவியல்

ஒன்றுகதகொன்றொன சொர்பி்ன உள் தசலுத்தும் சொர்பு (injective) என்றும், ்மற்்கொர்த�ல 
சொர்பி்ன நமல தசலுத்தும் சொர்பு (surjective) என்றும் அ்ழககலொம்.  ்மலும் ஒன்றுகதகொன்று மற்றும் 
்மற்்கொர்த�ல என இரண்்டயும் த்ற்றிருந்�ொல அச்சொர்்் இருபு்றச் சொர்பு (bijective) என்று 
கூறலொம்.

:f A B   "  என்ற சொர்பு ஒன்றுகதகொன்றொனது என நிரூபிககக கீழககொணும் ஏ்�னும் 
ஒன்றி்ன நிரூபித�ொல ்்ொதுமொனது.

 z x y  ! எனில f x f y  !^ ^h h   அலலது
 z f x f y  =^ ^h h  எனில x = y. .

ஒவதவொரு சமனிச்சொர்பும் ஒன்றுகதகொன்று மற்றும் ்மற்்கொர்த�ல சொர்பு என்று எளி�ொக 
அறியமுடியும். மொறிலிச் சொர்பில து்ணச்சொர்்கம் ஒ்ர ஒரு உறுப்பி்னப் த்ற்றிலலொ�வ்ர  அது 
்மற்்கொர்த�ல சொர்பு ஆகொது.  

கீழவருவன சில முககியமொன எளிய முடிவுகளொகும்.

A மற்றும் B  ஆகிய்வ m  மற்றும் n  உறுப்புகள் தகொண்ட இரு கணஙகள் என்க.

(i) m > n எனில  A -லிருந்து  B -ககு ஒன்றுகதகொன்று சொர்பு கி்டயொது.

(ii) A -லிருந்து  B -ககு ஒன்றுகதகொன்று சொர்பு இருந்�ொல அப்்்ொது  m n#  

(iii) m < n எனில  A  -லிருந்து B -ககு ்மற்்கொர்த�ல சொர்பு கி்டயொது.

(iv) A -லிருந்து B  -ககு ்மற்்கொர்த�ல சொர்பு இருந்�ொல  m n$ .

(v) A -லிருந்து B -ககு இருபுறச் சொர்்ொக இருககத ்�்வயொனதும் ்்ொதுமொனதுமொன 
நி்ந்�்ன  m = n ஆகும்.

(vi) A -லிருந்து B -ககு இருபுறச் சொர்்ொக இலலொமல இருககத ்�்வயொனதும் 
்்ொதுமொனதுமொன நி்ந்�்ன  m n!  ஆகும்.    

குறிப்பு: ஒரு சொர்பு ்மற்்கொர்த�ல இல்லதயனில அ�்ன உள் சொர்பு (into) என அ்ழககலொம். 
அ�ொவது ஒரு சொர்பு ்மற்்கொர்த�ல இல்லதயனில வீச்சகமொனது து்ணச்சொர்்கததின் 
�கு உடகணமொக அ்மயும்.

சில விளகக எடுததுககொடடுகக்ள இப்த்ொழுது ்ொர்ப்்்ொம்.

(i) , , , , , , , ,X Y a b c d e1 2 3 4            = =" ", ,  மற்றும் , , , , , , ,f a c e b1 2 3 4         = ^ ^ ^ ^h h h h" ,  .

 இச்சொர்பு ஒன்றுகதகொன்றொன சொர்பு ஆனொல ்மற்்கொர்த�ல அலல.    

(ii)  X = {1, 2, 3, 4}, Y = {a, b} மற்றும் f = {(1, a), (2, a), (3, a), (4, a)}.

 இச்சொர்பு ஒன்றுகதகொன்று அலல. ்மலும் ்மற்்கொர்த�லும் அலல.      

(iii) , , , ,X Y a1 2 3 4        = =" ", ,  மற்றும்  , , , , , , ,f a a a a1 2 3 4         = ^ ^ ^ ^h h h h" , . 

இச்சொர்பு ஒன்றுகதகொன்று அலல. ஆனொல ்மற்்கொர்த�ல சொர்்ொகும். இது எடுததுககொடடு    
(ii) ்்ொல்வ உள்ளது.  ஆனொல து்ணச்சொர்்கம் மொறியுள்ளது.  என்வ சொர்்ொனது 
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்மற்்கொர்த�லொ? இல்லயொ என்்�்னத தீர்மொனிப்்�ற்கு, சொர்பின் து்ணச்சொர்்கம் 
மிகவும் முககியமொன�ொகும்.    

(iv) , , , , , , , ,X Y a b c d e1 2 3 4             = =" ", , மற்றும்  , , , , , , , .f a c b b1 2 3 4         = ^ ^ ^ ^h h h h" ,

 இந்�ச் சொர்பு ஒன்றுகதகொன்றும் இல்ல, ்மற்்கொர்த�லும் இல்ல.    

(v) , , , , , , ,X Y a b c d1 2 3 4            = =" ", ,  மற்றும்  , , , , , , ,f a c d b1 2 3 4         = ^ ^ ^ ^h h h h" ,

 இந்�ச் சொர்பு ஒன்றுகதகொன்று மற்றும் ்மற்்கொர்த�லும் ஆகும்.    

(vi) , , , , , , , ,X Y a b c d e1 2 3 4            = =" ", ,  மற்றும்  , , , , ,f a c e1 2 3        = ^ ^ ^h h h" ,  

 இது சொர்்் அலல. இது தவறும் த�ொடர்பு மடடு்ம ஆகும். 

(vii) X என்்து k  உறுப்புகள் உள்ள முடிவுறு கணம் என்க. இப்்்ொது X -லிருந்து  ...,, , , k1 2 3" ,    
என்ற கணததிற்கு இருபுறச் சொர்பு உருவொககலொம். 

த�ரிந்� கணஙகளின் மீது, விதிகள் வழியொக வ்ரயறுககப்்டும் சில சொர்புக்ளக கொணலொம்.

எடுத்துககொடடு ாடா் கீழககொணும் சொர்புகள் ஒன்றுகதகொன்று மற்றும் ்மற்்கொர்த�ல சொர்புகளொ எனச் 
சரி்ொர்ககவும்.

(i)    :f N N" எனும் சொர்பு f n n 2     = +^ h   என வ்ரயறுககப்்டுகிறது.

(ii) 1, 0  –  :f N N", " ,  எனும் சொர்பு  f n n 2    = +^ h   என வ்ரயறுககப்்டுகிறது.

தீர்வு:

(i) f n f m  =^ ^h hஎன எடுததுகதகொண்டொல n m2 2      + = + . இதிலிருந்து m = n. 
இ�னொல  f ஆனது ஒன்றுகதகொன்று ஆகும்.  1 என்ற உறுப்பிற்கு முன்பிம்்ம் இல்ல 
என்்�ொல இச்சொர்பு ்மற்்கொர்த�ல அலல [்டம் 1.30]. 

(ii) ்மற்கண்டவொறு இச்சொர்பு ஒன்றுகதகொன்றொகும். து்ணச்சொர்்கததில  m  இருந்�ொல    
m - 2 என்்து சொர்்கததில இருககும். ்மலும் f m m m2 2 2 –    –    = + =^ ^h h .  
இ�னொல  து்ணச்சொர்்கததிலுள்ள m என்ற உறுப்பு முன்பிம்்த்�க தகொண்டுள்ளது. 
என்வ இச்சொர்பு ்மற்்கொர்த�ல ஆகும் [்டம் 1.31].

1
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             ்டம் 1.30           ்டம் 1.31 
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குறிப்பு: இரண்டொவ�ொக குறிப்பிடடுள்ள சொர்பு மு�லில உள்ள சொர்பு ்்ொல்வ ்�ொன்றும். ஆனொல 
சொர்்கஙகள் தவவ்வறொகும். இதிலிருந்து சொர்்ொனது ்மற்்கொர்த�லொ, இல்லயொ 
என்்�்னத தீர்மொனிப்்�ற்கு, சொர்பின் சொர்்கம் முககியம் எனத த�ரிந்து தகொள்ளலொம்.  
ஒரு சொர்பு ஒன்றுகதகொன்று என்்�்ன து்ணச்சொர்்கம் தீர்மொனிப்்தில்ல.  ஆனொல 
து்ணச்சொர்்கம் ்மற்்கொர்த�்ல தீர்மொனிககிறது.

எடுத்துககொடடு ாடா் கீழககொணும் சொர்புகள் ஒன்றுகதகொன்று மற்றும் ்மற்்கொர்த�ல சொர்புகளொ எனச் 
சரி்ொர்ககவும்.

(i)    :f N N" எனும் சொர்பு f n n   2=^ h   என வ்ரயறுககப்்டுகிறது.

(ii)     :f R R"    எனும் சொர்பு  f n n   2=^ h   என வ்ரயறுககப்்டுகிறது. 
தீர்வு

(i) ( ,f m f n m n m n m n   N2 2& & != = =^ ^h h ஆ�லொல).  என்வ f ஒன்றுகதகொன்றொன 
சொர்பு. ஆனொல,  து்ணச்சொர்்கததிலுள்ள வர்ககமற்ற உறுப்புகளுககு முன்பிம்்ஙகள் 
கி்டயொது. என்வ f  ்மற்்கொர்த�ல சொர்பு அலல

(ii) சொர்்கததிலுள்ள இரு தவவ்வறு உறுப்புகளுககு ஒ்ர ஒரு உறுப்பு பிம்்மொக 
அ்மகிறது.  என்வ ஒன்றுகதகொன்றொனது அலல.  ்மலும் f –ன் வீச்சகம், 
து்ணச்சொர்்கததின் �கு உடகணமொக அ்மகிறது. என்வ f  ஆனது, ் மற்்கொர்த�லும் 
அலல.

�ற்்்ொது விளகக எடுததுககொடடு 1.1 -ல 

 , , , , , , ,C L E T U S W I N         = " ,  மற்றும் , , , , , , ,D O H W X V Z L Q        = " ,   மற்றும் 

 , , , , , , ,f L O f E H f T W f U X f S V f W Z f I L f N Q           = = = = = = = =^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^h h h h h h h h   

என வ்ரயறுககப்்டட சொர்பு  :f C D  "  , ஒன்றுகதகொன்று மற்றும் ்மற்்கொர்த�லுமொகும்.

ஆனொல விளகக எடுததுககொடடு 1.3 -ல , , ,f a f b f c f z1 2 3 26           = = = =^ ^ ^ ^h h h h  என 
வ்ரயறுககப்்டட சொர்பு  :f A N" , ஒன்றுகதகொன்று ஆனொல ் மற்்கொர்த�ல அலல.  N -ககு ் திலொக   

... ,, , ,1 2 3 26" ,  என எடுததுகதகொண்டொல ஒன்றுகதகொன்று மற்றும் ்மற்்கொர்த�லும் ஆகும்.

எடுத்துககொடடு ாடா் கீழககொணும் சொர்புகள் ஒன்றுகதகொன்று மற்றும் ்மற்்கொர்த�ல சொர்புகளொ எனச் 
சரி்ொர்ககவும்.

(i)    :f R R" எனும் சொர்பு,  f x x
1  =^ h   என வ்ரயறுககப்்டுகிறது

(ii) 0 –   :f R R"" , எனும் சொர்பு  f x x
1   =^ h என வ்ரயறுககப்்டுகிறது

தீர்வு:

(i) இது சொர்்் அலல. ஏதனனில x = 0  எனும் மதிப்பிற்கு f(x)  வ்ரயறுககப்்டவில்ல

(ii) இது ஒன்றுகதகொன்றொன சொர்பு, ஆனொல ்மற்்கொர்த�ல இல்ல. கொரணம், 
து்ணச்சொர்்கததிலுள்ள  x = 0 எனும் உறுப்புககு முன்பிம்்ம் இல்ல.

குறிப்பு: 0–R " ,  என்்்�த து்ணச்சொர்்கமொக இரண்டொவது உ�ொரணததிற்கு எடுததுக தகொண்டொல 
இது இருபுறச் சொர்பு ஆகும்.
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37 கணஙகள், த�ொடர்புகள் மற்றும் சொர்புகள்

எடுத்துககொடடு ாடா் f: R , R1 1 "- -" , எனும் சொர்பி்ன f x
x

x
1  2=

-
^ h  , என வ்ரயறுத�ொல  f 

என்ற சொர்பு ஒன்றுகதகொன்றொ இல்லயொ என்்்�ச் சரி்ொர்ககவும்.

தீர்வு:

f x f y  =^ ^h h  என எடுததுகதகொள்்வொம். என்வ 

   
x

x
12 -

 = 
y

y
12 -

&   x y 1  – 
2^ h  = y x 1 – 

2^ h

&   xy x yx y –  –   
2 2 +  = 0

&   y x xy 1  –   +^ ^h h  = 0

இதிலிருந்து x = y  அலலது xy = -1.  என்வ  xy = -1 என்றவொறு  x  மற்றும்  y என்ற இரு 
எண்க்ள நொம் ்�ர்ந்த�டுத�ொல அப்த்ொழுது  f x f y  =^ ^h h   என கி்டககும். 

, , , , ,2 2
1 7 7

1 2 2
1   - - -a a ak k k  என எண்ணற்ற ்ல உறுப்புகள் xy = -1 எனக கி்டககும். 

அ�ொவது, f f2 2
1

3
2= - =^ ah k  ஆகும். இது f x f y x y   &= =^ ^h h  என்ற நி்ந்�்ன்ய பூர்ததி 

தசய்யொ��ொல,  f ஒன்றுகதகொன்றொனது அலல. 

எடுத்துககொடடு ாடா்    :f R R" என்ற சொர்பு, f x x2 1  – 
2=^ h  எனுமொறு வ்ரயறுககப்்டுகிறது 

எனில   17, 4 மற்றும்  -2  ஆகியவற்றின் முன்பிம்்ஙக்ளக கொண்க.
தீர்வு:

17 -ன் முன்பிம்்த்�க கண்டறிய நொம் x2 1 17– 
2 =  என்ற சமன்்ொட்டத தீர்கக்வண்டும். 

இ�ன் இரு தீர்வுகளொன 3  மற்றும் -3  என்்்வ f -ன் கீழ 17 -ன் முன்பிம்்ஙகளொகும். சமன்்ொடு    
x2 1 4 –   

2 =  என்்து 2
5   மற்றும்  2

5-   என்ற இரு முன்பிம்்ஙக்ள  4 என்ற உறுப்புககு 
தகொடுககின்றது. ்மலும், -2 -ன் முன்பிம்்ம் கண்டறிய x2 1 2 –   –

2 =   என்ற சமன்்ொட்டத தீர்கக 
்வண்டும்.  x 2

12 =-  என்்�ற்கு R -ல எந்� ஒரு தீர்வும் கி்டயொது. என்வ  -2 ஆனது  f -ன் கீழ 
முன்பிம்்த்�ப் த்றவில்ல.

எடுத்துககொடடு ாடா் : ,f B2 2–  "6 @  என்ற சொர்பு f x x2  3=^ h  , என வ்ரயறுககப்்டுகிறது எனில  f 
ஒரு ்மற்்கொர்த�லொக அ்மய B –ஐக கொண்க.
தீர்வு: 

சொர்பின் கு்றந்�்டச மதிப்பு f(-2)  மற்றும் அதிக்டச மதிப்பு f(2) ஆகும். இ்வ 
து்ணச்சொர்்கததில அ்மகிறது . ்மலும் அவற்றின் மதிப்பு மு்ற்ய -16  மற்றும் 16  ஆகும். 
என்வ  B = [-16, 16] என இருககும்்்ொது  f  ்மற்்கொர்த�லொக அ்மயும்.

குறிப்பு: f x x2  3=^ h  என்ற சொர்பு [-2, 2] என்ற இ்டதவளியில ஏறும் சொர்்ொக இருப்்�ொல 
இ்டதவளியின் இடப்்கக மதிப்பில சொர்பின் மீச்சிறு மதிப்பி்னயும் வலப்்கக மதிப்பில 
சொர்பில மீப்த்ரு மதிப்பி்னயும் த்றும் [ஏறும்/இறஙகும் சொர்பி்னப் ்ற்றி பின்னர் வரும் 
்குதிகள் மூலம் த�ரிந்து தகொள்ளலொம்.]
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3811ஆம் வகுப்பு கணிதவியல்

எடுத்துககொடடு ாட்ட   f x x x   =^ h  என்ற சொர்்ொனது [-2, 2] -ல வ்ரயறுககப்்டுகிறது எனில அது 
ஒன்றுகதகொன்றொன சொர்்ொ எனச் சரி்ொர்ககவும். அது ஒன்றுகதகொன்றொக இருப்பின் இருபுறச் சொர்்ொக 
அ்மய த்ொருத�மொன து்ணச்சொர்்கத்�க கண்டறியவும்.

தீர்வு:   

f x f y  =^ ^h h  எனுமொறு , ,x y 2 2   –  ! 6 @   உள்ளது என்க. y = 0  எனில x = 0 . என்வ 
y 0!   என்க. இ�னொல x 0! . இப்த்ொழுது f x f y=] ^g h   &  x x y y=  &   y

x
x
y

= . ஆனொல 

x
y

02 என்்�னொல y
x 02 .  அ�னொல x மற்றும்  y  இரண்டு்ம மி்கயொக்வொ அலலது இரண்டு்ம 

கு்றயொக்வொ இருககும்; இருவழிகளிலும் x y  2 2=   ஆகும். 

என்வ f x f y  =^ ^h h   &  x y  2 2=   என நொம் த்ற முடியும். ்மலும்  x மற்றும் y  இரண்டு்ம 
மி்கயொக்வொ அலலது இரண்டு்ம கு்றயொக்வொ இருககக கூடிய ஒ்ர சொததியககூறு x = y  
மடடு்ம. ஆ�லொல f  ஆனது ஒன்றுகதகொன்று ஆகும்.  இப்்்ொது x < 0  எனும்த்ொழுது, f x x  –

2=^ h   
மற்றும் ,x f x x0     2$ =^ h .  என்வ வீச்சகம் [-4, 4]. [-2, 2]-லிருந்து [-4, 4] -ககு  இச்சொர்பு 
இருபுறச்சொர்்ொகும்.

குறிப்பு: ( )f x x x=  என்ற சொர்பு ஏறும் சொர்்ொகும்.

கிகடமடடகநகொடடு நசொ�கை (Horizontal test) 

நி்லககுததுக்கொடு ்சொ�்ன்யப் ்்ொல்வ உள்ள ஒரு ்சொ�்ன கி்டமடடக்கொடு 
்சொ�்னயொகும்.  இ�ன் மூலம் சொர்்ொனது ஒன்றுகதகொன்றொ, ்மற்்கொர்த�லொ எனச் சரி்ொர்ககலொம். 
�ளததில உள்ள வ்ளவ்ரயொகச் சொர்பு �ரப்்டடுள்ளது என்க. து்ணச்சொர்்கததில உள்ள ஒரு 
புள்ளி y வழியொக வ்ரயப்்டும் கி்டமடடக்கொடு வ்ளவ்ரயில சில புள்ளிகளில சந்திககும். 
அப்த்ொழுது கி்டககும் x ஆயதத�ொ்ல புள்ளிகள் அ்னததும்  y -ன் முன்பிம்்ஙக்ள தகொடுககும்.

(i) து்ணச்சொர்்கததில உள்ள y வழியொக வ்ரயப்்டும் கி்டமடடக்கொடு 
வ்ளவ்ர்யச் சந்திககவில்ல எனில, அப்த்ொழுது குறிப்பிடட y ஆனது எவவி� 
முன்பிம்்மும் த்ற்றிருககவில்ல எனப் த்ொருள். என்வ சொர்்ொனது ்மற்்கொர்த�ல 
அலல.

(ii) து்ணச்சொர்்கததில கு்றந்�்டசம் ஏ்�னும் ஒரு புள்ளி வழியொகச் தசலலும் 
கி்டமடடக்கொடு வ்ளவ்ர்ய ஒன்றுககும் ்மற்்டட புள்ளிகளில 
சந்தித�ொல,  சொர்பு ஒன்றுகதகொன்றொனது அலல.

(iii)  வீச்சகததிலுள்ள அ்னதது y - ககும், y வழியொகச் தசலலும் கி்டமடடக்கொடு 
வ்ளவ்ர்ய ஒ்ர ஒரு புள்ளியில மடடு்ம சந்திககுமொனொல ஒன்றுகதகொன்றொன 
சொர்பு ஆகும்.

என்வ கீழவருமொறு கூறலொம்.

வ்ளவ்ரயொல குறிககப்்டும் சொர்்ொனது ஒன்றுகதகொன்றொக இருககத ்�்வயொனதும் 
மற்றும் ்்ொதுமொன நி்ந்�்ன என்னதவனில “வீச்சகததிலுள்ள அ்னதது y - ககும், y வழியொகச் 
தசலலும் கி்டமடடக ்கொடு, வ்ளவ்ர்ய ஒ்ர ஒரு புள்ளியில மடடு்ம சந்திகக ்வண்டும்.“
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39 கணஙகள், த�ொடர்புகள் மற்றும் சொர்புகள்

வ்ளவ்ரயில குறிககப்்டும் சொர்்ொனது ்மற்்கொர்த�லொக இருககத ்�்வயொனதும் 
மற்றும் ்்ொதுமொனதுமொன நி்ந்�்ன என்னதவனில “வீச்சகததிலுள்ள அ்னதது  y -ககும், y 
வழியொகச் தசலலும் கி்டமடடக ்கொடு வ்ளவ்ர்ய கு்றந்� ்டசம் ஒரு புள்ளியிலொவது சந்திகக 
்வண்டும்.’‘

1 2 3 4

1

2

3

x

y   

1 2 3 4

1

2

3

x

y    

1 2 3 3

1

2

3

x

y

 ்டம் 1.32                  ்டம் 1.33                            ்டம் 1.34 

து்ணச்சொர்்கததில [1, 3]  என்ற இ்டதவளி உடகணமொக அ்மயும்்்ொது ்டம் 1.32 இல 
�ரப்்டடுள்ள வ்ளவ்ர்யக குறிககும் சொர்்ொனது [0, 4]  என்ற இ்டதவளியில ்மற்்கொர்த�ல 
அலல. ்டம் 1.33 இல �ரப்்டடுள்ள வ்ளவ்ரயொனது [0, 4] -லிருந்து  R -ககு ஒன்றுகதகொன்றொனது. 
ஆனொல ்டம் 1.34 -ல �ரப்்டடுள்ள வ்ர [0, 4] -லிருந்து  R -ககு வ்ரயப்்டடுள்ள வ்ளவ்ர 
ஒன்றுகதகொன்றொனது அலல.

�ரப்்டடுள்ள வ்ளவ்ர ஒன்றுகதகொன்றொன சொர்்ொ, ்மற்்கொர்த�ல சொர்்ொ அலலது 
இல்லயொ எனக கி்டமடடக்கொடு வ்ரந்து ்சொதிககும் மு்ற்ய நொம் கி்டமடடக்கொடு 
்சொ�்ன என்று கூறலொம்.

விளகக எடுததுககொடடு 1.2 -ல 1.5 -லிருந்து 1.7 வ்ரயிலொன ்டஙக்ள உற்று ்நொககும்்்ொது 
கீழககொணும் முடிவுகள் கி்டககும்.

(i)   :f R R" எனும் சொர்பு f x x2  =^ h   என வ்ரயறுத�ொல அது ஒன்றுகதகொன்று மற்றும் 
்மற்்கொர்த�லொக இருககும்.

(ii)   :f R R"  எனும் சொர்பு f x x  2=^ h   என வ்ரயறுத�ொல அது ஒன்றுகதகொன்று அலல 
மற்றும் ்மற்்கொர்த�லும் அலல. 

(iii) : ,f 0     R"3 h6 எனும் சொர்பு  f x x   = +^ h   என வ்ரயறுத�ொல அது ஒன்றுகதகொன்று 
ஆனொல ்மற்்கொர்த�ல அலல.

(iv) : , ,f 0 0     "3 3h h6 6  எனும் சொர்பு  f x x   = +^ h   என வ்ரயறுத�ொல அது 
ஒன்றுகதகொன்று மற்றும் ்மற்்கொர்த�லொக இருககும்.. 

(v) : ,f 0     R"3 h6 எனும் சொர்பு  f x x  – =^ h   என வ்ரயறுத�ொல அது ஒன்றுகதகொன்று 
ஆயினும் ்மற்்கொர்த�ல அலல.

(vi) : , ,f 0 0    –   "3 3^h6 @ எனும் சொர்பு f x x  –  =^ h   என வ்ரயறுத�ொல அது 
ஒன்றுகதகொன்று மற்றும் ்மற்்கொர்த�லொக இருககும்.

எடுத்துககொடடு ாட்ா தமய்மதிப்பு சொர்பு f  ஆனது ( )f x x x5 62= - +   என வ்ரயறுககப்்டடொல 
அ�ன் சொததியமொன மீப்த்ரு சொர்்கத்�க கொண்க.
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தீர்வு:
x x5 6 –   

2 +  இன் வர்ககமூலத்� நொம் கண்டறிய ்வண்டும் என்்�ொல சொர்்கததில 
இருககும்  அ்னதது  x -ககும்,  x x5 6 0 –     

2 $+  என இருகக்வண்டும். இ�ற்கு, கீழககொணும் 
வழிமு்ற்யக ்கயொளலொம்.  x x5 6 0 –     

2 + =  எனும் சமன்்ொட்டத தீர்கக x = 2  மற்றும்  3 
என இரு மதிப்புகள் கி்டககும்.  ்டம்1.35 -ல உள்ளவொறு எண்்கொடு வ்ரக.

2–É É3
்டம் 1.35 

இப்்்ொது நமககு மூன்று இ்டதவளிகள் , , ,2 2 3–      3^ ^h h  மற்றும் ,3   3^ h   எனக 
கி்டககும்.

(i) , 2–   3^ h -ல ஏ்�னும் ஒரு புள்ளி x = 1  -ககு  த�ளிவொக x x5 6 –   
2 +   ஒரு மி்கதயண்.

(ii) (2, 3) -ல ஏ்�னும் ஒரு புள்ளி  x = 2.5  -ககு த�ளிவொக x x5 6 –   
2 +   ஒரு கு்றதயண்.

(iii) ,3  3^ h -ல ஏ்�னும் ஒரு புள்ளி  x = 4  -ககு த�ளிவொக x x5 6–  
2 +   ஒரு மி்கதயண்.

, 2–   3^ h  மற்றும்  ,3  3^ h  ஆகிய இ்டதவளிகளில உள்ள அ்னதது  x -ககும் x x5 6–  
2 +   

ஒரு மி்கதயண்.  ்மலும், x = 2  மற்றும் 3  ஆகிய மதிப்புகளில x x5 6–  
2 +   பூஜ்ஜியமொகிறது.  

அ�ொவது, ( ], 2–   3  மற்றும் , )3 36  ஆகிய இ்டதவளிகளில x x5 6 0 –   
2 $+  .  என்வ 

x x5 62 - +   -ன் மீப்த்ரு சொர்்கம்   , ,2 3–    ,3 3^ h6@   ஆகும்.

எடுத்துககொடடு ாட்்    f x x1
1

2cos
= -^ h –ன் சொர்்கத்�க கொண்க.

தீர்வு:
cos x1 2-  இன் மதிப்பு 0 ஆக அ்மயும் x மதிப்புகள் �விர மற்ற அ்னதது   x R! –ககு f(x)

வ்ரயறுககப்்டும். அ�ொவது cos x 2
1 =  -ஐ பூர்ததி தசய்யும் x -ஐ �விர மற்ற மதிப்புகளுககு 

வ்ரயறுககப்்டும். ்வறு வ்கயில கூறினொல, ,x n n2 3   Z! !r
r=  என்்்�த �விரப் பிற 

மதிப்புகளுககு f(x) வ்ரயறுககப்்டும். என்வ சொர்்கம் 2n 3 , n –  R Z!r
r

!$ .   ஆகும்.

எடுத்துககொடடு ாட்்   f x   
1 3cosx

1= -^ h  -ன் வீச்சகம் கொண்க. 

தீர்வு:
   -1 #  cos x < 1 என நமககுத த�ரியும்.
&   -3 #  -3cos x #  3

&   1-3 #  1-3cos x #  1 + 3

&   -2 #  1-3 cos x #  4

&   cos x1 3
1

-  #  2
1-  மற்றும் cos x1 3

1
- $ 4

1

அ�ொவது  f -ன் வீச்சகம் , ,2
1

4
1

  –   –       ,3 3a k6@  ஆகும்.

XI_Maths_Ch1_V-1_TM.indd   40 15-12-2021   13:49:36

www.tntextbooks.in



41 கணஙகள், த�ொடர்புகள் மற்றும் சொர்புகள்

எடுத்துககொடடு ாட்்  தமய்மதிப்புச் சொர்பு  f  ஆனது f x
x

x
1

9
2

2

=
-

-^ h    என வ்ரயறுககப்்டுகிறது 
எனில அ�ன் சொததியமொன மீப்த்ரு சொர்்கத்�க கொண்க.
தீர்வு:

x -ன் மதிப்புகள்  -3 -ஐ விடக கு்றவொக்வொ அலலது  3 -ஐ விட கூடு�லொக இருப்பின் 9-x2 
என்ற ்கொ்வ கு்றதயண்ணொக மொறும்.  என்வ இம்மதிப்புகளுககு  x9 2-  கொண இயலொது. 
அ�ொவது   x9 2-  ஆனது  [-3, 3] என்ற இ்டதவளியில மடடு்ம கொண இயலும்.

x –ன் மதிப்புகள் -1  அலலது அ�்ன விடக கூடு�லொகவும், அ்� ்நரததில 1 அலலது 
அ�்ன விடக கு்றவொகவும் இருககும்்்ொது x 12 -  என்ற ்கொ்வ கு்றதயண்ணொக்வொ 
அலலது பூஜ்ஜியமொக்வொ மொறும். அ�ொவது கு்றதயண்ணொக இருககும்்்ொது x 12 -   
என்்�்னக கொண இயலொது. ்மலும் பூஜ்ஜியமொக இருககும்்்ொது  f  வ்ரயறுகக இயலொது. 
அ�ொவது  x 12 -   என்்�்ன [-1, 1]  என்ற இ்டதவளிககு தவளியில கொணலொம். அ�ொவது 

, ,1 1–  –    ,3 3^ ^h h  என்ற இ்டதவளியில   x 12 -   –ன் மதிப்பு கொணலொம்.

்மற்கொணும் இரண்டு நி்ந்�்னக்ளயும் இ்ணககும்்்ொது 
x

x
1

9
2

2

-
-  –ன் மதிப்பு 

, , ,3 3 1 1–     –   –   + ,3 3^^ ^h hh6 @   என்ற இ்டதவளியில மடடு்ம கொணலொம். அ�ொவது  f ன் 
மீப்த்ரு சொர்்கம் , ,3 1 1 3 –  –  , ^h6 @  ஆகும்.

குறிப்பு: ்மற்கொணும் இ்டதவளி்யக கொண தமய்தயண் ்கொடடில இரு இ்டதவளிக்ளயும் 
குறிதது, தவடடுகணததி்ன எடுகக ்வண்டும்.  

ாட்ட் சொர்புகளின் மீ�ொை தசயலபொடுகள் (Operations on functions) 
சொர்புகளின் நசர்ப்பு (Composition)

்டம் 1.36 மற்றும் ்டம் 1.37ல தகொடுககப்்டடுள்ளவொறு  f மற்றும் g  ஆகிய இரு சொர்புக்ள 
எடுததுகதகொள்்வொம்.

c
b

a

X Y

x
f

y

z

           Y Z

pg

q

r

x
y

z

          ்டம் 1.36                             ்டம் 1.37 

f -ன் து்ணச்சொர்்கமும் g -ன் சொர்்கமும் ஒன்்ற என்்்�க கவனிககவும்.  f -ன் 
து்ணச்சொர்்கமொக உள்ள  Y  கணததில  g -ன் சொர்்கமொக உள்ள  Y கணமொனது இ்ணயுமொறு  
g -ன் உருவத்� f உருவததுடன் கீழககொணுமொறு இ்ணககவும் [்டம் 1.38].

YX Z

p
gf

q

r

x
y
z

c
b

a

g f

்டம் 1.38 
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இப்த்ொழுது  :h X Z$  என்ற சொர்்் இயல்ொக வ்ரயறுப்்்ொம்.  சொர்பு  h -ன் கீழ  a -ன் 
பிம்்த்�க கொண மு�லில f  -ன் கீழ  a -ன் பிம்்த்�க கொண ்வண்டும். அது  x ஆகும். பிறகு g -ன் 
கீழ   x -ன் பிம்்த்�க கொண ்வண்டும். அது  r ஆகும். என்வ h a r=^ h . இ்�ப் ்்ொன்று h b q=^ h   
மற்றும் .h c q=^ h   இந்� மு்றயில புதிய சொர்பு  h -ஐ வ்ரயறுப்்்ொம். இந்�ச் சொர்பு  h -ஐ,  g  
உடன்  f -ன் ்சர்ப்பு அலலது இணககம் என அ்ழககப்்டுகிறது.

ெகரயக்ற ாட்
:f X Y"  மற்றும் :g Y Z"   என்்ன இரு சொர்புகள் என்க.  இப்்்ொது, சொர்பு  :h X Z"  

என்்து ஒவதவொரு x X!  -ககும்  h x g f x=] ^ ]g ghஎன வ்ரயறுககப்்டடொல அ�்ன  g உடன்  f 
-ன் ்சர்ப்பு என்று அ்ழககலொம். அ�்ன  g f% என்று குறிப்பிடப்்டுகிறது. (f ஆனது g உடன் ்சர்ப்பு 
என்று வொசிககவும்)  [்டம் 1.38 மற்றும் 1.39].

f(x)

x

g(f(x))g

f

்டம் 1.39 
f -ன் வீச்சகமொனது Y ஆக இருகக்வண்டியதில்ல என்்்�க கவனததில தகொள்ளவும்.  

்மலும் :f X Y1" , :g Y Z2 "    மற்றும் Y Y1 23  எனில  f-ன் து்ணச்சொர்்கமொக  Y2 -ஐ 
எடுததுகதகொண்டு g f% -ஐ வ்ரயறுகக முடியும். என்வ,  g f% -ஐ வ்ரயறுககத ்�்வயொன 
மற்றும் ் ்ொதுமொன நி்ந்�்ன என்னதவனில,  f -ன் வீச்சகம்  g -ன் சொர்்கததினுள் இருகக்வண்டும்.

எடுத்துககொடடு ாட்்   , , , ,f 1 2 3 4 2 2= ^ ^ ^h h h" ,  மற்றும் , , , , ,g 2 1 3 1 4 2= ^ ^ ^h h h" ,  எனில,  g f%  மற்றும்  
f g% கொண்க.

தீர்வு
்சர்ப்பு, மு்றயொக வ்ரயறுககப்்டடுள்ள�ொ எனச் ்சொதிகக இச்சொர்புகளின் சொர்்கம் 

மற்றும் வீச்சகத்�க கண்டறி்வொம்.  f -ன் சொர்்கம்  = {1, 2, 3}, f  -ன் வீச்சகம் = {2, 4}, g  -ன் 
சொர்்கம் = {2, 3, 4}, g -ன் வீச்சகம் = {1, 2} .  இஙகு   g -ன் சொர்்கததினுள்  f  -ன் வீச்சகம் 
இருப்்�ொல  g f% -ஐ வ்ரயறுகக இயலும்.  என்வ  g f% -ன் கீழ 1 -ன் பிம்்த்�க கொண மு�லில  
f -ன் கீழ 1 -ன் பிம்்த்�யும் பிறகு கி்டககப்த்ற்ற பிம்்த்�  g -ன் கீழும் கொண ்வண்டும்.    
f  -ன் கீழ  1 -ன் பிம்்ம்  2 மற்றும்  g -ன் கீழ  2 -ன் பிம்்ம் 1 .  என்வ .g f g f g1 1 2 1% = = =^ ^ ^ ^ ^h h hh h

இ்� ்்ொன்று ( g f% )(2) = 1  மற்றும் ( g f% )(3) = 2 . என்வ,  , , , , ,g f 1 1 2 1 3 2% = ^ ^ ^h h h" , . 
இ்� ்்ொன்று { , , , , , }f g 2 2 3 2 4 2% = ^ ^ ^h h h  எனக கொணலொம்.

எடுத்துககொடடு ாட்்   , , , , ,f 1 4 2 5 3 5= ^ ^ ^h h h" ,  மற்றும்  , , , , ,g 4 1 5 2 6 4= ^ ^ ^h h h" ,  எனில g f% கொண்க.  
்மலும் f g%  -ஐ கொண இயலுமொ?

தீர்வு:  

த�ளிவொக, g f%  = , , , , ,1 1 2 2 3 2^ ^ ^h h h" , . அ்� �ருணததில, f g%  வ்ரயறுகக இயலொது. 
ஏதனனில g -ன் வீச்சகமொன  {1, 2, 4} என்்து   f -ன் சொர்்கமொன   {1, 2, 3} -ன் உடகணமொக 
இல்ல.
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எடுத்துககொடடு ாட்்   f  மற்றும் g  என்ற இரு சொர்புகள் R -லிருந்து  R -ககு  ( ) –f x x3 4=  மற்றும் 
g x x 32= +^ h   என வ்ரயறுககப்்டுகிறது எனில, g f%   மற்றும் f g%   கொண்க.

தீர்வு  

 g f x%^ ^h h  = ( ( )) ( ) ( ) .– – –g f x g x x x x3 4 3 4 3 9 24 192 2= = + = +

  f g x%^ ^h h  = ( ( )) ( ) ( ) .–f g x f x x x3 3 3 4 3 52 2 2= + = + = +

குறிப்பு: ்மற்கண்ட எடுததுககொடடுகள் மூலம் த்ொதுவொக இரு சொர்புகளின் ்சர்ப்பு,  ்ரிமொற்றுப் 
்ண்பி்னப் த்ற்றிருககவில்ல என்்்�க கொடடுகின்றன. அ�ொவது g f% ஆனது  
f g%  -ககு சமமொக இருகக ்வண்டிய அவசியமில்ல.

ந�ற்்றம் ாட்

:f A B"  மற்றும் :g B C"  என்்ன இரு சொர்புகள் என்க. f  மற்றும் g ஆகிய்வ 
ஒன்றுகதகொன்றொக இருப்பின் g f%   ஆனது ஒன்றுகதகொன்றொகும்.

நிரூபணம்

,x y A!  மற்றும் x y!  என்க.  f ஆனது ஒன்றுகதகொன்று என்்�ொல f x f y!^ ^h h . சொர்பு   g 

ஆனது ஒன்றுகதகொன்றொக இருப்பின் g f x g f y!^ ^ ^ ^hh hh  அ�ொவது  x y g f x g f y& % %! !^ ] ^ ^h g h h
என்வ g f% என்்து ஒன்றுகதகொன்றொகும்.

எடுத்துககொடடு ாட்்   “f மற்றும் g f% ஆகிய்வ ஒன்றுகதகொன்றொக இருந்�ொல, g ஆனதும் 
ஒன்றுகதகொன்றொகும்” என்ற கூற்று �வறு என நிரூபிகக.

தீர்வு

ஒரு கூற்று உண்்மயில்ல என்்�்ன ஒரு எடுததுககொடடு மூலம் நிரூபிககலொம். 
கீழககொணும் ்டம் 1.40 -ஐ கவனிககவும்.

்டததிலிருந்து, த�ளிவொக  f மற்றும் g f%  ஆகிய்வ ஒன்றுகதகொன்றொகும். ஆனொல g 

ஒன்றுகதகொன்று அலல. என்வ கூற்று உண்்மயில்ல என்்்� ்டம் த�ளிவொகக கொடடுகிறது.

YX Z

p
gf

q
x
y
z

b
a

g f

்டம் 1.40 

எடுத்துககொடடு ாட்்   , :f g R R"  ஆகிய இரு சொர்புகள் ( ) | |–f x x x2=   மற்றும் g x x x2= +^ h   
என வ்ரயறுககப்்டுகிறது எனில f g%   -ஐ கொண்க.
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4411ஆம் வகுப்பு கணிதவியல்

தீர்வு
;
;

x
x
x

x
x

0
0>
#

=
-) என நொம் அறி்வொம்.

என்வ  f(x) = 
;
;

x x
x x

x
x

2
2

0
0>
#- -

-
] g)

இ�னொல  f(x) = 
;
;

x
x

x
x

3 0
0>
#)

்மலும் g(x) = 
;
;

x x
x x

x
x

2
2

0
0>
#+ -

+
] g)

அ�ொவது g(x) = 
;
;

x
x

x
x3

0
0>
#)

x #  0  எனில, .f g x f g x f x x3% = = =^ ^ ^ ^ ^h h hh h
x > 0 எனில,  .f g x f g x f x x3 3% = = =^ ^ ^ ^ ^h h hh h
என்வ எலலொ x -ககும் ( f g% )(x) = 3x  .

ாட்ட் சொர்பின் ந�ர்மொறு (Inverse of a function)

்டம் 1.41 -ல உள்ளவொறு ஒரு இருபுறச் சொர்பு :f X Y"   இருப்்�ொகக கருது்வொம்.

c
b

a

X
f

Y

x
y

z

்டம் 1.41

இச்சொர்்்க கண்ணொடியில ் ொர்த�ொல Y  -லிருந்து  X -ககொன சொர்பு கி்டககும். அச்சொர்பி்ன 
g  என அ்ழப்்்ொம். இப்்்ொது  Y -லிருந்து  X -ககொன சொர்பு   , ,g x b g y c g z a         = = =^ ^ ^h h h  என 
வ்ரயறுககப்்டும்.

இந்� சொர்பு  f -ன் ்நர்மொறு சொர்புககு எடுததுககொடடொக விளஙகுகிறது. இப்்்ொது ்நர்மொறு 
சொர்பின் வ்ரய்ற்யக கொண்்்ொம்.

ெகரயக்ற ாட்

:f X Y   "   என்்து இருபுறச் சொர்பு என்க. சொர்பு :g Y X   "   ஆனது  f x y  =^ h  எனும்்்ொது   
g y x  =^ h  என வ்ரயறுககப்்டின், சொர்பு  g -ஐ  f -ன் ்நர்மொறு (inverse) என்று அ்ழககப்்டடு 
f 

-1  என குறிப்பிடப்்டுகிறது. 
சொர்பு  f  ்நர்மொறு உ்டய�ொக இருந்�ொல  f -ஐ ந�ர்மொற்றுத்�ன்கம (invertible) உ்டயது 

எனக கூறலொம்.

சொர்புகளின் ்சர்ப்பிற்கும், ்நர்மொறுககும் வியப்பிற்குரிய த�ொடர்பு உண்டு.

:f X Y   "    என்்து இருபுறச் சொர்பு மற்றும் அ�ன் ்நர்மொறு  :g Y X   "   என்க.
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இப்்்ொது  g f I  X=%  மற்றும்  f g I  Y% = .  இஙகு IX  மற்றும்  IY என்்்வ மு்ற்ய X  மற்றும்   
Y மீ�ொன சமனிச் சொர்புகளொகும்.

்மலும், :f X Y   "   மற்றும்  :g Y X   "   ஆகிய சொர்புகள்  g f I  X=%  மற்றும் f g I  Y% =  என 
இருககுமொனொல f மற்றும் g  இரண்டும் இருபுறச்சொர்புகளொகும். மற்றும் அ்வ ஒன்றுகதகொன்று 
்நர்மொறொகும்; அ�ொவது, f g 1 =-   மற்றும்  g f  1 =- .

்மற்கண்ட கருததுககளின் அடிப்்்டயில ்நர்மொற்றுத�ன்்ம மற்றும் ்நர்மொறு என்ற 
தசொற்க்ள ்வறு வ்கயில வ்ரயறுப்்்ொம்.

ெகரயக்ற ாடாட

IX  மற்றும்  IY  என்்்வ மு்ற்ய  X  மற்றும்  Y  மீ�ொன சமனிச்சொர்புகளொகக கருதுக.  
g f I  X% =  மற்றும் f g I  Y% =  என அ்மயுமொறு :g Y X   "    என்ற சொர்பு கி்டககுமொனொல    

:f X Y   "  -ஐ ந�ர்மொற்றுத்�ன்கம உ்டயது எனக கூறலொம்.  இந்நி்லயில  g -ஐ  f -ன் ் நர்மொறு 
எனவும்  g -ஐ  f -1 எனவும் குறிப்பிடலொம்.

இந்� வ்ரய்ற்யப் ்யன்்டுததிச் சொர்புகளில சிலவற்்ற இருபுறச் சொர்புகளொ எனக 
கொணலொம்.

f  என்்து இருபுறச்சொர்்ொக இருப்பின்  ( )f y1-   என்்து f  -ன் கீழ y -ன் முன்பிம்்மொகும். இருபுறச் 
சொர்புகளில மடடு்ம ்நர்மொறு வ்ரயறுகக இயலும் என்்்�க கவனததில தகொள்ள ்வண்டும். 
ஒரு்வ்ள,  f ஒன்றுகதகொன்றொக இல்லதயனில  a b!  மற்றும் (f a f b y  = =^ ^h h  என்க) என்ற 
வ்கயில அ்மயுமொறு  a மற்றும் b  என இரு முன்பிம்்ஙகள் f ன் கீழ y  ககு இருககும். ஆனொல f -1 
-ககு இரு்வறு மதிப்புகள் கி்டப்்து என்்து சொர்பின் வ்ரய்றககு முரண்்டுகின்றது. என்வ,  
f ஒன்றுகதகொன்றொகத�ொன் இருகக ்வண்டும்.  f ஆனது ்மற்்கொர்த�ல இல்லதயனில  Y -ல 
உள்ள ஏ்�னும் ஒரு y -ககு முன்பிம்்ம்  X -ல இலலொ� நி்ல ஏற்்டும். அந்நி்லயில எந்� ஒரு 
உறுப்பி்னயும்   f y1- ^ h  -ககு ஒதுகக இயலொது. என்வ  f ஆனது இருபுறச் சொர்்ொக இருந்�ொலன்றி 
்நர்மொறு வ்ரயறுகக இயலொது.

எடுததுககொடடொக, , , ,A 1 2 3 4     = " ,   மற்றும்  , , , , , , ,f 1 2 2 4 3 1 4 3       = ^ ^ ^ ^h h h h" ,  என்க. 
இப்்்ொது  f  -ன் வீச்சகம் , , ,1 2 3 4   " ,   ஆகும்;  f -ன் ்நர்மொறு  , , , , , , ,1 3 2 1 3 4 4 2     ^ ^ ^ ^h h h h" ,  ஆகும்.

R -லிரு்நது R -ககு ெகரயறுககப்படும் சொர்பு  f -ன் ந�ர்மொறு கொணும் படிநிகலகள் 
(Working Rule to Find the Inverse of a Function) 

(i)  சொர்பி்ன y f x  = ^ h  எனும் கடட்மப்பில எழுதுக;

(ii) x -ஐ y -ன் அடிப்்்டயில எழு�வும்;

(iii) f y1- ^ h -ஐ  y -ன் ்கொ்வயொக எழு�வும்;

(iv) y -ஐ  x ஆக மொற்றவும்.

எடுத்துககொடடு ாட்ட  :R Rf "  என்ற சொர்பு  f x x2 3  – =^ h   என வ்ரயறுககப்்டின்  f ஒரு 
இருபுறச்சொர்பு என நிரூபிதது, அ�ன் ்நர்மொறி்னக கொண்க.
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தீர்வு

ெழிமுக்ற – ா

ஒன்றுகதகொன்று:  f x f y=^ ^h h   என்க. இ�னொல ;x y2 3 2 3 –    – =   இதிலிருந்து  
x y2 2  = .  என்வ x = y.  அ�ொவது, f x f y=^ ^h h  எனில x = y. என்வ, f என்்து ஒன்றுகதகொன்று.

நமற்நகொர்த்�ல:  y !R  என்க.  x
y

2
3

 
  

=
+   என்க. என்வ,  f x

y
y2 2

3
3=

+
- =^ ah k . 

இ�னொல f என்்து ்மற்்கொர்த�ல ஆகும். (அலலது)  f -ன் வீச்சகம் த�ளிவொக  R ஆகும். (எவவொறு?) 
அ�ொவது வீச்சகமும் து்ணச்சொர்்கமொகவும் சமமொக இருப்்�ொல  f ்மற்்கொர்த�ல ஆகும்.

ந�ர்மொறு:  y x2 3   – = என்க. என்வ y x3 2    + = . அ�னொல x
y

2
3

  
  

=
+ . அ�ொவது 

f y1- ^ h= y
2

3  + .  இப்்்ொது y -ஐ  x -ஆல மொற்ற f x x
2

3    1 = +- ^ h எனக கி்டககும்.

ெழிமுக்ற – ்

y x2 3   – =   என்க. என்வ  x
y

2
3

  
  

=
+ ,  g y

y
2

3
   

  
 =

+^ h என்க.

இப்்்ொது,  g f x g f x g x
x

x2 3 2
2 3 3

     –   
  

  % = = =
- +

=^ ^ ^ ^ ^ ^h h hh h h

 .       f g y f g y f
y y

y2
3

2 2
3

3    
  

  
  

 –   % = =
+

=
+

=^ ^ ^ ^ c ch h hh m m

ஆ்கயொல,  g f I  X% =  மற்றும் f g I Y% =  .

f மற்றும் g ஆகிய்வ இருபுறச்சொர்புகள் என்்தும் ஒன்றுகதகொன்று ்நர்மொறு என்்தும் 

இ�ன்மூலம் த�ளிவொகிறது. என்வ  f என்்து இருபுறச்சொர்பு மற்றும் f y
y

2
3  1 =

+- ^ h .  இதிலிருந்து  
y -ஐ  x -ஆல பிரதியிட f x x

2
31 = +- ^ h .

ாட்ட் சொர்புகளில இயற்கணி� தசயலபொடுகள் (Algebra of functions)

R அலலது  R- ன் உடகணததி்ன து்ணச்சொர்்கமொக தகொண்டஒரு சொர்பு தமய்மதிப்புச் சொர்பு 
என அறிந்துள்்ளொம். தமய்மதிப்புச் சொர்புகளின் மீ�ொன தசயல்ொடுக்ளப் ்ற்றி அறி்வொம்.

 f மற்றும் g ஆகிய்வ இரு தமய்மதிப்புச் சொர்புகள் என்க.  f மற்றும் g  இ்ட்ய கூடட்ல 
வ்ரயறுகக இயலுமொ? இயல்ொக்வ இரு சொர்புகளின் கூடடலும் ஒரு சொர்்ொக இருககும் என 
எதிர்்ொர்ககலொம்.  x எனும் புள்ளியில  f + g - ன் மதிப்பிற்கும், x புள்ளியில உள்ள  f மற்றும் g -ன் 
மதிப்புகளுககும் த�ொடர்பு இருகக ்வண்டும். x என்ற புள்ளியில f + g வ்ரயறுககப்்ட f(x), g(x) 
ஆகிய்வ த�ரிந்திருகக ்வண்டும்.  ்வறு வொர்த்�களில கூற ்வண்டுமொனொல, x என்ற புள்ளி f  
மற்றும் g -ன் சொர்்கஙகளில இருகக ்வண்டும்.  ்மலும் x-ல f + g -ஐ  f(x) + g(x) என வ்ரயறுககலொம். 
என்வ f மற்றும் g ன் சொர்்கஙகள் ஒன்றொக இருகக ்வண்டும் என்கிற நி்ந்�்னயுடன் f + g -ஐ 
வ்ரயறுகக ்வண்டும்.  இ்� ்்ொன்று சொர்புகளின் கழித�ல, த்ருககல மற்றும் ஏ்னய கணி�ச் 
தசயல்ொடுக்ளயும் R -ல வ்ரயறுககலொம்.
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ெகரயக்ற ாடாா   
X ஒரு கணம் என்க. f  மற்றும்  g  என இரு தமய்மதிப்புச் சொர்புகள் X-ன் மீது வ்ரயறுககப்்டுகிறது 

என்க. அ்னதது x X!  -ககு
 z f g x f x g x       + = +^ ^ ^ ^h h h h
 z f g x f x g x –     – =^ ^ ^ ^h h h h
 z fg x f x g x  =^ ^ ^ ^h h h h

 z g
f

x
g x
f x

=c ^ ^
^m h h
h  , இஙகு  g x 0  !^ h  

 z ,cf x cf x c    =^ ^ ^h h h   ஒரு மொறிலி.
 z f x f x–   –=^ ^ ^h h h

என வ்ரயறுககப்்டுகிறது.
சொர்்கஙகள் எண்களின் கணஙகளொக இருகக்வண்டிய அவசியமில்ல என்்்�க 

கவனிககவும். எடுததுககொடடொக, ஒரு வகுப்பிலுள்ள மொணவர்களின் கணம்  X எனில, f  மற்றும்  g 
எனும் சொர்புகள், மொணவர்களின் இரு ்�ர்வு மதிப்த்ண்க்ளக குறிககின்றது எனில,  f + g எனும் 
சொர்பு இரு ் �ர்வுகளிலும் மொணவர்களின் தமொத� மதிப்த்ண்க்ளக குறிககும். பின்வரும் ் ண்புக்ள 
்மற்கண்ட வ்கயில வ்ரயறுககப்்டட கூடடல, கழித�ல, த்ருககல மற்றும் வகுத�ல சொர்புகள் 
நி்ற்வற்றுகின்றன.

 z f g h f g h         + + = + +^ ^h h
 z f g g f      + = +

 z f f0 0      + = +   இஙகு  0  என்்து பூஜ்ஜியச் சொர்பு. அ்னதது x-ககும் 0(x) = 0 என 
வ்ரயறு்ககப்்டுகிறது.

 z f f f f 0  –   –     + = + =^ ^h h  
 z f g h fg fh       + = +^ h  
 z c c f c f c f   1 2 1 2+ = +^ h   இஙகு மற்றும்  c1 என்்ன c2 தமய் மொறிலிகளொகும். 

இவவொறு இச்தசயலகளில ்ல்வறு ்ண்புக்ளப் ்டடியலிடலொம். நிரூ்ணஙகள் எளி�ொனது 
என்றொலும் எவவழியில இப்்ண்புக்ள நிரூபிப்்து என்்�ற்கு ஒரு ்ண்பி்ன மடடும் இஙகு 
நிரூபிககலொம்.

f g h fg fh      + = +^ h  என்்்� நிரூபிப்்்ொம். இ�்ன நிரூபிகக, சொர்்கததிலிலுள்ள 
அ்னதது x -ககும்  f g h x fg fh x      + = +^ ^ ^ ^ ^hh h h h   என நிரூபிகக ்வண்டும்.

ந�ற்்றம் ாட்   f மற்றும்  g  என்்ன  X மீது வ்ரயறுககப்்டும் இரு தமய்மதிப்புச் சொர்புகள் எனில, 
f g h fg fh      + = +^ h  .

நிரூபணம்:   x X! என்க.

  f g h x  +^ ^ ^hh h  = f x g h x  +^ ^ ^h h h    (த்ருககலின் வ்ரய்றப்்டி)

   = f x g x h x  +^ ^ ^h h h6 @    (கூடடலின் வ்ரய்றப்்டி)

   = f x g x f x h x  +^ ^ ^ ^h h h h  (தமய் ்ரவலின்்டி)

XI_Maths_Ch1_V-1_TM.indd   47 15-12-2021   13:49:52

www.tntextbooks.in
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   = fg x fh x  +^ ^ ^ ^h h h h  (த்ருககலின் வ்ரய்றப்்டி)

   = fg fh x  +^ ^h h  (கூடடலின் வ்ரய்றப்்டி)

ஆ்கயொல அ்னதது x X!  -ககும் f g h x fg fh x      + = +^ ^ ^ ^ ^hh h h h  . 
என்வ,  f g h fg fh      + = +^ h

ாட்ட் சில சி்றப்பு சொர்புகள் (Some Special Functions)

இனிச் சில சிறப்பு சொர்புக்ளப் ்ொர்ப்்்ொம்.

(i)    :f R R" என்ற சொர்பு ... ,f x a x a x a x a x a a        n n n
n n i0 1

1
2

2
1= + + + + +- -

-^ h  என்்்வ 
மொறிலிகள், என வ்ரயறுககப்்டுதமனில, f -ஐ பலலுறுப்பு சொர்பு (polynomial function) 
என்ற்ழககலொம்.  வலப்புறததில அ்மந்துள்ளது ்லலுறுப்புக்கொ்வ என்்�ொல 
்லலுறுப்பு சொர்பு என அ்ழககப்்டுகிறது.

(ii)    :f R R"  என்ற சொர்பு f x ax b    = +^ h , a 0! , b ஆகிய்வ மொறிலிகள் என்று 
வ்ரயறுககப்்டுமொனொல, அ�்ன ந�ரியல சொர்பு (linear function) என அ்ழககலொம்.  
்நரியல அலலொ� சொர்பு ந�ரியலற்்ற சொர்பு (non-linear function) என்று அ்ழககப்்டுகிறது.  
த�ளிவொக ்நரியல சொர்பு ஒரு ்லலுறுப்பு சொர்பு ஆகும். இச்சொர்பின் வ்ர்டம் ஒரு 
்நர்க்கொடொகும்.  இந்்நர்க்கொடடி்ன ஒரு ் நரியல வ்ளவ்ர என்று அ்ழககலொம்.  
ஆ�லொல இது ் நரியல சொர்பு என்று அ்ழககப்்டுகிறது.  (கணி� ் மற்்டிப்பில இந்்நரியல 
சொர்பி்ன ்மலும் தவவ்வறொன வ்கயில வ்ரயறுககப்்டும் வொய்ப்பு உண்டு)

(iii)    :f R R"  எனும் சொர்பு ,f x a a   x=^ h  ஒரு கு்றயற்ற மொறிலி, என 
வ்ரயறுககப்்டுவ�ொகக கருதுக.  ,a x0 0     !=  எனில, இச்சொர்பு பூஜ்ஜியச் சொர்்ொக 
அ்மயும். ,a x1 0 !=  எனில, f x a  x=^ h   என்்து f x 1  =^ h   என்கிற மொறிலிச் சொர்பு 
ஆகும்.  a > 1  எனில, f x a  x=^ h   என்்து ஒரு படிககுறிச் சொர்பு அலலது அடுககுச் சொர்பு 
(exponential function) ஆகும். ்மலும்,  x -ஐ “அடுககொகக” தகொண்டுள்ள எந்�ச் சொர்பும் 
ஒரு ்டிககுறிச் சொர்்ொகும் [்டம் 1.42 மற்றும் 1.43].

1–1
–1

1

2

3

4

–2–3 2 3 x

y 
= 

2
x

y 
= 

3
x

y 
= 

ex

e

y
       

1–1
–1

1

2

3

4

–2–3 2 3 x

y

y = e –x y 
= 

ex

                             ்டம் 1.42                                            ்டம் 1.43 

குறிப்பு: e என்ற சிறப்பு விகி�முறொ எண் 2  மற்றும் 3 ககு இ்ட்ய அ்மந்துள்ளது.  e ்ற்றிய ்மலொன 
கருததுக்ள அடுதது வரும் அததியொயஙகளில ்ொர்ககலொம்.

(iv) a > 1 என்்து ஒரு மொறிலி என்க. : ( , )f 0 R"3   எனும் ஒரு சொர்பு logf x x  a=^ h என 
வ்ரயறுககப்்டடொல அ�்ன மடகககச் சொர்பு (logarithmic function) எனலொம். ்மலும் 
�கக சொர்்கததின் மீ�ொன ஒரு ்டிககுறிச் சொர்பு  f x ax=^ h -ன் ்நர்மொறு, மடக்கச் 
சொர்்ொக அ்மயும் [்டம் 1.44].
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1

–1

1

2

x2 e 3

log2x

logex
log3x

y

 ்டம் 1.44 

(v)  �குந்� சொர்்கததில f x
q x
p x =^ ^
^h h
h  என வ்ரயறுககப்்டும்  தமய்மதிப்புச் சொர்பு (இஙகு   

p(x) மற்றும்  q(x) ஆகியன ் லலுறுப்புக ் கொ்வகள்,  q x 0  !^ h ) f ஆனது ஒரு விகி�முறு 
சொர்பு (rational function) என்று அ்ழககப்்டுகிறது.  q x 0  =^ h  என்ற சமன்்ொடடின் 
தீர்வுக்ளத �விர்தது R -ல த்றப்்டும் மதிப்புகள் இச்சொர்பின் சொர்்கமொக அ்மயும்.

(vi) பூஜ்ஜியமற்ற தமய்மதிப்புச் சொர்பு  f(x)-ககு �குந்� சொர்்கததில g x
f x
1  =^ ^h h  என 

வ்ரயறுககப்்டும் தமய்மதிப்புச் சொர்பு g ஆனது f -ன் �கலகீழ்ச் சொர்பு (reciprocal function) 
ஆகும். f x 0  =^ h  என்ற சமன்்ொடடின் தீர்வுக்ள  R-ல இருந்து நீககிப் த்றப்்டும் 
மதிப்புகள் இச்சொர்பின் சொர்்கமொக அ்மயும். உ�ொரணமொக f x

x 1
1   

=
-

^ h -ன் மீப்த்ரு 
சொர்்கமொக  R – {1} அ்மயும்.

்மலும் இரு வ்க சொர்புக்ளக கொண்்்ொம்.

ெகரயக்ற ாடா்  
அ்னதது x R! -ககும் f x f x–   – =^ ^h h  எனில, :f R R"  எனும் சொர்பு ஒரு ஒற்க்றப்பகடச் 

சொர்பு (odd function) எனப்்டும். அ்னதது x R! -ககும் f x f x–    =^ ^h h  எனில, f ஒரு  
இரடகடப்பகடச் சொர்பு (even function) எனப்்டும் [்டம் 1.45 மற்றும் 1.46].

         ஒற்்றப்்்டச் சொர்பு       இரட்டப்்்டச் சொர்பு 

f (–x)

f (x)

–x x x

y            

x

y

f (x)

–x x

      ்டம் 1.45          ்டம் 1.46 

,f x x f x x2     = =^ ^h h  மற்றும் f x x x2  3= +^ h    என்்ன ஒற்்றப் ்்டச் சொர்புகளுககுச் சில 
எடுததுககொடடுகளொகும். , ,f x x f x f x x x3      2 4 2= = = +^ ^ ^h h h  மற்றும் f(x) = |x| என்்ன இரட்டப் 
்்டச் சொர்புகளுககுச் சில எடுததுககொடடுகளொகும். ் மலும், f x x x 2= +^ h   என்்து  ஒற்்றப்்்டயுமலல, 
இரட்டப்்்டச் சொர்புமலல.
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பின்வரும் முடிவுக்ள நம்மொல நிரூபிகக முடியும்.

(i) இரு ஒற்்றப்்்டச் சொர்புகளின் கூடு�ல ஒற்்றப்்்டச் சொர்்ொகும்..

(ii) இரு இரட்டப்்்டச் சொர்புகளின் கூடு�ல இரட்டப்்்டச் சொர்்ொகும்..

(iii) இரு ஒற்்றப்்்டச் சொர்புகளின் த்ருககல ஓர் இரட்டப்்்டச் சொர்்ொகும்.

(iv) இரு இரட்டப்்்டச் சொர்புகளின் த்ருககல ஓர் இரட்டப்்்டச் சொர்்ொகும்.

(v) ஒற்்றப்்்டச் சொர்பு மற்றும் ஓர் இரட்டப்்்டச் சொர்பின் த்ருககல ஓர் ஒற்்றப்்்டச் 
சொர்்ொகும்.

(vi) ஒற்்றப்்்டயொகவும் இரட்டப்்்டயொகவும் அ்மயும் ஒ்ர சொர்பு பூஜ்ஜியச் சொர்்ொகும்.

(vii) ஓர் இரட்டப்்்டச் சொர்பி்ன மி்க மொறிலியொல த்ருககப்்டும்்்ொது கி்டப்்து 
இரட்டப்்்டச் சொர்்ொகும்.

(viii) ஓர் இரட்டப்்்டச் சொர்பி்ன ஒரு கு்ற மொறிலியொல த்ருககப்்டும்்்ொது கி்டப்்து 
இரட்டப்்்டச் சொர்்ொகும்.

(ix) ஓர் ஒற்்றப்்்டச் சொர்பி்ன ஒரு மொறிலியொல த்ருககப்்டும்்்ொது கி்டப்்து ஓர் 
ஒற்்றப்்்டச் சொர்்ொகும்.

(x) ஒற்்றப் ்்டச் சொர்புமன்றி இரட்டப் ்்டச் சொர்புமன்றிப் ்ல சொர்புகள் உள்ளன.

்மற்கண்டவற்றிலிருந்து ஒன்றி்ன மடடும் நிரூபிப்்்ொம். ஏ்னய ் ண்புக்ளயும் இவவொ்ற 
நிரூபிகக இயலும்.

ந�ற்்றம் ாட் : ஒற்்றப்்்டச் சொர்பு மற்றும் இரட்டப்்்டச் சொர்பின் த்ருககல ஓர் 
ஒற்்றப்்்ட சொர்்ொகும்.

நிரூபணம்ட  f ஓர் ஒற்்றப் ்்டச் சொர்பு மற்றும் g  ஓர் இரட்டப் ்்டச் சொர்பு எனக தகொள்க. 

h = fg  என்க. என்வ, h x fg x f x g x f x g x h x–   –    –  –   –   – = = = =^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^h h h h h h h h
ஆ�லொல, h  ஓர் ஒற்்றப்்்டச் சொர்்ொகும். இதிலிருந்து  fg ஓர் ஒற்்றப்்்டச் சொர்பு என்்து 

புலனொகும்.

குறிப்பு: ஒரு சொர்பு ஒற்்றப் ்்டச் சொர்பு இல்லதயனில, அச்சொர்பு இரட்டச் சொர்்ொகத�ொன் 
இருககும் எனத �வறொக எண்ணககூடொது. ்ல சொர்புகள் ஒற்்றப் ்்டச் சொர்புமலல 
அ்�சமயம் இரட்டப் ்்டச் சொர்புமலல.

 பயிற்சி ாட்

1. ஒரு ் ள்ளியில ் தி்னொரொம் வகுப்பில 4  பிரிவுகளில தமொத�ம் 120  மொணவர்கள் ் டிககின்றனர். 
மொணவர்களின் கணம் A மற்றும் பிரிவுகளின் கணம்  B என்க. “x என்ற மொணவர்  
y பிரிவிலிருந்�ொல  x ஆனது  y உடன் த�ொடர்பு்டயது” என வ்ரயறுககப்்டுகிறது.  
இதத�ொடர்பு சொர்்ொகுமொ? இ�ன் ்நர்மொறு த�ொடர்பு ்ற்றி  விளககுக.
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2. 

மற்ற இடஙகளில

;
;
;
;
;

f x

x x
x x
x x x
x x x

4 3
4 3 2

2 1
1 7

0

      
          
       

       
       

2

2

3 1
1 1
1
1

#

#

#

=

- + - -
+ - -
- -

-
^ h

Z

[

\

]]]]]]]
]]]]]]]

என வ்ரயறுககப்்டின் -4, 1, -2, 7, 0 ஆகியவற்றில f -ன் மதிப்புக்ளக கொண்க.

3. 
மற்ற இடஙகளில

;
;
;
;

,
,
,f x

x x x
x x x
x x
x

5 0
3 2 3

0 2
3

          
        

              
          

                     

2

2

2

2

3

3

!

!

!=

+ - -
+ -

-
^

^

^
^

h h
h
hZ

[

\

]]]]]]]]
]]]]]]]]

என வ்ரயறுககப்்டின் -3, 5, 2, -1, 0  ஆகியவற்றில f–ன் மதிப்புக்ளக கொண்க

4. கீழககொணும் த�ொடர்புகள் சொர்புகளொ?  என்்�்னச் ்சொதிககவும். சொர்புகள் எனில அ்வ 
ஒன்றுகதகொன்றொ மற்றும் ்மற்்கொர்த�லொ எனச் ்சொதிககவும். சொர்பு இல்ல எனில கொரணம் 
கூறவும்.

(i) , ,A a b c    = " ,  மற்றும்  , , , , , ; :f a c b c c b f A A          "= ^ ^ ^ ^h h h h" ,
(ii) , ,X x y z    = " ,  மற்றும்  , , , , , ; :f x y x z z x f X X         "= ^ ^ ^ ^h h h h" ,

5. { , , ,A 1 2 3 4      = } மற்றும் , , ,B a b c d     = " ,  எனில பின்வரும் ஒவதவொன்றிற்கும் 
A B  "   -ககு ஒரு சொர்பு உ�ொரணமொகத �ருக.
(i) ஒன்றுகதகொன்றும் அலல மற்றும் ்மற்்கொர்த�லும் அலல

(ii) ஒன்றுகதகொன்று அலல ஆனொல ்மற்்கொர்த�ல 
(iii) ஒன்றுகதகொன்று ஆனொல ்மற்்கொர்த�ல அலல.
(iv) ஒன்றுகதகொன்று மற்றும் ்மற்்கொர்த�ல

6. sinx1 2
1

-  என்ற சொர்பின் சொர்்கத்�க கொண்க.

7. f x
x

x
9

4 2

2

=
-

-^ h என்ற சொர்பின் மீப்த்ரு சொர்்கத்�க கொண்க.

8. cosx2 1
1

- என்ற சொர்பின் வீச்சகத்�க கொண்க.

9. xy 2  – =  எனும் த�ொடர்பு �குந்� சொர்்கததில ஒரு சொர்பு எனக கொடடுக. அ�ன் சொர்்கம் மற்றும் 
வீச்சகம் கொண்க. 

10. f x x x   = +^ h  மற்றும் g x x x  –=^ h  என    , :f g R R"  வ்ரயறுககப்்டின் g f%
மற்றும் f g%  கொண்க. 

11. f, g, h என்்ன  R–ல வ்ரயறுககப்்டட தமய்மதிப்புச் சொர்புகதளனில,  
f g h f h g h           % % %+ = +^ h   என நிரூபிகக. ்மலும் f g h  % +^ h   ்ற்றி என்ன கூற 

இயலும்? �குந்� கொரணஙகளுடன் வி்ட �ருக. 

12.    :f R R" என்ற சொர்பு  f x x3 5   – =^ h  என வ்ரயறுககப்்டின் அது ஒரு இருபுறச் சொர்பு 
என நிரூபிதது அ�ன் ்நர்மொறு கொண்க. 
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13. ஒரு மனி�னின் �்சகளின் எ்ட W ஆனது அவரது உடல எ்ட  x -ன் சொர்்ொக அ்மகிறது.  
மற்றும் .W x x0 35  =^ h  எனவும் குறிப்பிடப்்டுகிறது எனில, இச்சொர்பின் சொர்்கத்� 
தீர்மொனிககவும்.    

14. ்மலிருந்து கீ்ழ விழும் ஒரு த்ொருளின் உயரம், t ்நரத்�ப் த்ொறுததுச் சொர்்ொக, 
s t t16   –

2=^ h   என அ்மகிறது.  இச்சொர்பி்ன வ்ர்டமொகக தகொண்டு ஒன்றுகதகொன்றொ 
எனத தீர்மொனிககவும். 

15. ஒரு குறிப்பிடட வொன்வழிப் ்யணக கடடணமொனது, அடிப்்்ட வொனூர்திக கடடணம் 
(ரூ்ொயில) C உடன் எரித்ொருள் கூடு�ல கடடணம் S  உள்ளடககியது.   C மற்றும்  S ஆகிய 
இரண்டு்ம வொன் த�ொ்லவு அளவு m ஆல அ்மகிறது.  ்மலும் .C m m0 4 50    = +^ h   
மற்றும் .S m m0 03  =^ h  எனில வொன் த�ொ்லவு அளவு ரீதியொக ஒரு ் யணச் சீடடின் தமொத�க 
கடடணததி்ன  m -ன் சொர்்ொக எழுதுக. ்மலும் 1600 வொன் த�ொ்லவு ்மலகளுககொன 
்யணச் சீடடின் த�ொ்க்யக கொண்க.

16. ஒ ரு  வி ற் ் ் ன  பி ர தி நி தி யி ன்  ஆ ண் டு  வ ரு ம ொ ன த ் � க  கு றி க கு ம்  ச ொ ர் பு  
, .A x x30 000 0 04  = +^ h . இஙகு x என்்து அவர் விற்கும் த்ொருளின் வி்லமதிப்்்   

ரூ்ொயொகக குறிககின்றது. விற்்்னத து்றயில உள்ள அவர் மகனின் வருமொனம்   
, .S x x25 000 0 05    = +^ h  எனும் சொர்்ொகக குறிககப்்டுகிறது எனில, A S x  +^ ^h h   கொண்க. 

்மலும், `1,50,00,000 மதிப்புள்ள த்ொருடக்ள அவர்களிருவரும் �னித�னி்ய விற்றொல 
குடும்் தமொத� வருமொனததி்னக கணககிடுக.

17. அதமரிகக டொல்ர சிஙகப்பூர் டொலரொக ஒரு குறிப்பிடட நொளில ்ண மதிப்பு மொற்றம் தசய்யும் 
சொர்பு .f x x1 23  =^ h   ஆகும்.  இஙகு  x   என்்து அதமரிகக டொலர்களின் எண்ணிக்க ஆகும். 
அ்� நொளில இந்திய ரூ்ொய்ககு சிஙகப்பூர் டொல்ர மொற்றும் சொர்பு . ,g y y50 50  =^ h  இஙகு    y 

என்்து சிஙகப்பூர் டொலர்களின் எண்ணிக்க ஆகும். இந்திய ரூ்ொயின் அடிப்்்டயில 
அதமரிகக டொலரின் நொணயப் ்ரிவர்த�்ன விகி�த்� வழஙகும் சொர்பி்ன எழுதுக.

18.  ஒரு சிறிய உணவகததின் உரி்மயொளர் ̀ 100  தசலவில ஒரு குறிப்பிடட உண்வத �யொரிகக 
முடியும். உணவு வ்கப் ்டடியலின்்டி அந்� உணவின் வி்ல x என நிர்ணயித�ொல, 
அந்நொளில அவவுண்வப் த்றும் வொடிக்கயொளர்களின் எண்ணிக்க  D x x200   – =^ h   
என்ற சொர்்ொக அ்மகிறது.  அந்� உண்வப் த்ொறுதது அவரு்டய அன்்றய வருமொனம்,  
தமொத�ச் தசலவு மற்றும் லொ்ம் ஆகியவற்்ற  x  -ன் சொர்்ொக அ்மககவும்.

19. ்ொரன்ஹீடடிலிருந்து தசலசியஸ் தவப்்நி்லககு மொற்றும் சொர்பு y x
9

5
9

160  = -  எனில,  
y  -ன் ்நர்மொறு சொர்பி்னக கொண்க. ்நர்மொறு சொர்பும் ஒரு சொர்பு எனவும் கொண்க.    

20. ஒரு சொ�ொரண சங்க�தமொழியில ஓர் உருவி்ன மொற்றிய்மகக எண்ணொல எழு�ப் 
்யன்்டுத�ப்்டும் சொர்பு f x x3 4   – =^ h . இச்சொர்பின் ்நர்மொறி்னயும், அந்்நர்மொறு ஒரு 
சொர்பு என்்்�யும் கொண்க. அ்வ y = x என்ற ்நர்க்கொடடில சமச்சீர் உ்டயது என்்்� 
வ்ரந்து கொண்க.

ாட் உருமொற்்றத்க�ப் பயன்படுத்திச் சொர்புகக்ள ெகரபடமொககு�ல 
 (Graphing Functions using Tranformations)

”ஒரு சிததிரம் ஆயிரம் தசொற்களுககுச் சமம்” என்்து ்ழதமொழி.  ஒரு சொர்்்ப் ்ற்றி த�ரிந்து 
தகொள்ளப் ்குமு்ற ்கொ்வ்ய விட அ�ன் வ்ர்ட்ம நமககு நன்கு புரிந்து தகொள்ள உ�வுகிறது 
என்றொல மி்கயில்ல.  ்ல புள்ளிக்ளத �ளததில குறியிடடு வ்ரவ�்னத �விர்தது, ஒரு 

XI_Maths_Ch1_V-1_TM.indd   52 15-12-2021   13:50:02

www.tntextbooks.in



53 கணஙகள், த�ொடர்புகள் மற்றும் சொர்புகள்

வ்ளவ்ர்ய வ்ரவது ஒரு சிறந்� க்லததிற்மயொகும். சில கடினமொன சொர்புக்ள 
வ்ர்டமொகக, சில அடிப்்்ட வடிவஙகள் மற்றும் சொர்புக்ளப் ்ற்றிய புரி�ல இன்றிய்மயொ�து. 
சமச்சீர் �ன்்மயும், உருமொற்றமும் வ்ர்டக க்ல்யச் தசம்்மயொககுகிறது. இப்பிரிவு தவறும் 
வ்ர்டஙகளின் த�ொகுப்்ன்று. மொறொகச் சில சொர்புக்ள வ்ர்டமொககும் மு்றக்ளப் ்ற்றி 
கற்பிககிறது.

உ�ொரணமொக y sin x2 1 3    –   = +^ h  எனும் வ்ளவ்ரயின் சொர்பி்னப் ் ொர்த� மொததிரததில 
வ்ளவ்ர்ய வ்ரவது கடினம் என்ற எண்ணம் ்�ொன்றும். ஆனொல சொர்பின் அ்மப்பி்னப் 
பிரிததுப் புரிந்து தகொண்டொல எளி�ொக வ்ரய இயலும். இப்்குதியின் முடிவில இச்சொர்பின் 
வ்ளவ்ர்யக கொணலொம்.

ஒரு ்கொட்டப் த்ொறுதது வ்ர்டததின் ஒரு ்ொதி மற்ற ்ொதியின் பிம்்ம் என்்்� 
அறிந்திருந்�ொ்லொ அலலது குறிப்பிடட வ்ளவ்ர்ய சற்றுத தி்ச நகர்ததுவ�ன் மூலம் முன்னர் 
அறிந்� வ்ளவ்ர்யக தகொண்டு அறியொ� வ்ளவ்ர்ய புதிய�ொக வ்ரயலொம்.  ்மலும் ஒரு 
வ்ளவ்ர்ய த்ரிய�ொக ஆகக்வொ, சுருகக்வொ தகொடுககப்்டட வ்ளவ்ர மூலமொகப் த்ற 
முடிந்�ொல புதிய வ்ளவ்ரக்ள, த�ரிந்� வ்ளவ்ரக்ளக தகொண்்ட எளி�ொக வ்ரய இயலும்.

கீழககொணும் உருமொற்றஙகளின் வ்ககள் வ்ர்டமொககலில முககியப் ்ஙகு வகிககிறது.

(i)  பிரதி்லிப்பு (reflection)

(ii) இடப்த்யர்ச்சி (translation)

(iii) விரி�ல / சுருஙகு�ல (dilation) 

பிரதி்லிப்பு மற்றும் இடப்த்யர்ச்சி உருமொற்றஙக்ளப் த்ொறுத�வ்ர மூல வ்ர்டஙகளுககு 
சர்வசமமொக அ்வ அ்மயும்.  அ�ொவது அ�ன் அளவு, ்�ொற்றம் மு�லியன மொறொது. ஆனொல விரி�லில 
அங்ஙனம் நிகழவதில்ல.

பிரதிபலிப்பு (reflection)

தகொடுககப்்டட வ்ர்டம் f -ககு,  l  என்ற ்கொடடின் மீ�ொன பிரதி்லிப்பு f l  என்்து l -ஐப் 
த்ொறுதது f -ககுச் சமச்சீரொக அ்மயும் வ்ர்டம் ஆகும்.  l என்ற ்கொடடி்னக கண்ணொடியொகக 
தகொண்டு ஒரு வ்ளவ்ரககு கி்டககும் பிம்்்ம பிரதி்லிப்்ொகும் [்டம் 1.47].

f

f �

�

்டம் 1.47

இஙகு, f l  என்்து  l  மீ�ொன  f -ன் கண்ணொடி பிம்்மொகும்.  f -ல உள்ள ஒவதவொரு புள்ளிககும்  
f l -ல ஒததி்சவொன ஒரு புள்ளி அ்மயும்.  

(i) x -அச்்சப் த்ொறுதது,   ( )y f x=  -ன் பிரதி்லிப்பு  y f x  – = ^ h  எனும் வ்ர்டம்.

(ii) y -அச்்சப் த்ொறுதது  ( )y f x=  -ன் பிரதி்லிப்பு y f x  = -^ h   எனும் வ்ர்டம்
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5411ஆம் வகுப்பு கணிதவியல்

(iii) y = x என்ற ்நர்க்கொடடி்னப் த்ொறுதது  ( )y f x=  -ன் பிரதி்லிப்பு  y f x  1= - ^ h  
எனும் வ்ர்டம் ஆகும்.

வி்ளகக எடுத்துககொடடு ாட்

(i) y = x2  (ii) y = -x2   என்னும் சொர்புக்ளக கருதுக.

y = x2

y = –x2

x

y

்டம் 1.48  

f x x  2=^ h  என்ற சொர்புககு f x x–   –
2=^ h  ஆகும்.  ஆ்கயொல  x -அச்சி்னப் த்ொறுதது   

y = x2 –ன் பிரதி்லிப்பு y = -x2 ஆகும் [்டம் 1.48].

வி்ளகக எடுத்துககொடடு ாட்  y2 = x  மற்றும்  y2 = -x ஆகிய வ்ளவ்ரகளின் மி்கக கி்ளக்ளக 
கருததில தகொள்க.  

y = �(–x) y = �x

x

y

்டம் 1.49 

f x x  =^ h என்ற சொர்புககு .f x x  –   = -^ h  ஆ்கயொல y-அச்்சப் த்ொறுதது   
f x x  =^ h -ன் பிரதி்லிப்பு  f x x –   = -^ h  ஆகும்.  இஙகு x < 0  [்டம் 1.49].

வி்ளகக எடுத்துககொடடு ாட்  (i)  y e x=  (ii) logy x e=

y = log x

x

y

y = ex y = x

்டம் 1.50 

logy x e=  -ன் ்நர்மொறு y e x=   என நொம் அறி்வொம். ஆ�லொல y = x  என்ற ்கொடடி்னப் 
த்ொறுதது logy x e=  -ன் பிரதி்லிப்பு  y e x=  ஆகும்.  [்டம் 1.50]
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இடப்தபயர்ச்சி (Translation)
ஒரு வ்ர்டத்�க கி்டமடடமொக அலலது நி்லககுத�ொக இடப்பிறழவில ஒருஙகி்சவொன 

வ்ர்டஙக்ள உருவொககுவது இடப்தபயர்ச்சி எனப்்டும்.

வ்ளவ்ர ( )y f x=  -ஐ c அலகுகளுககுக கி்டமடடமொக இடப்்கக நகர்வொல கி்டப்்து    
,y f x c c 0    2= +^ h என்ற வ்ளவ்ரயொகும்.

வலப்்கக நகர்வொல கி்டப்்து  ,y f x c c 0    2= -^ h   என்ற வ்ளவ்ரயொகும்.

வ்ளவ்ர  ( )y f x=  -ஐ  d அலகுகளுககு நி்லககுத�ொக ் மல்நொககி நகர்வொல கி்டப்்து            
,y f x d d 0       2= +^ h  என்ற வ்ளவ்ரயொகும்.

கீழ்நொககிய நகர்வொல கி்டப்்து   ,y f x d d 0   –    2= ^ h   என்ற வ்ளவ்ரயொகும். 

வி்ளகக எடுத்துககொடடு ாட்
(i) f x x   =^ h   (ii)  f x x 1   – =^ h         (iii)  f x x 1     = +^ h
என்ற வ்ளவ்ரக்ள கருதுக.

y = �x���

y = �x–��

–� � �

y = �x�

x

y

்டம் 1.51 

–f x x 1 =^ h  என்்�ன் வ்ளவ்ர  f x x   =^ h   என்ற வ்ளவ்ர்ய ஒரு அலகு 
வலப்்ககமொக நகர்ததிக கி்டககப் த்றுவது ஆகும்.

f x x 1  = +^ h  என்்�ன் வ்ளவ்ர f x x   =^ h  என்ற வ்ளவ்ர்ய ஒரு அலகு 
இடப்்ககமொக நகர்ததிக கி்டககப் த்றுவது ஆகும் [்டம் 1.51].

வி்ளகக எடுத்துககொடடு ாட்
(i) f x x  =^ h   (ii)    f x x 1  – =^ h   (iii)   f x x 1     = +^ h
என்ற வ்ளவ்ரக்ள கருதுக.

x

y

y = �x�–�

–�
�

�

y = �x���

y = �x�

்டம் 1.52
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f x x 1  – =^ h  என்ற வ்ளவ்ர, f x x   =^ h  என்ற வ்ளவ்ர்ய ஒரு அலகு 
கீழ்நொககி நகர்ததிக கி்டககப் த்றுவது ஆகும்.

f x x 1     = +^ h  என்ற வ்ளவ்ர, f x x   =^ h   என்ற வ்ளவ்ர்ய ஒரு அலகு 
்மல்நொககி நகர்ததிக கி்டககப் த்றுவது ஆகும் [்டம் 1.52].
விரி�ல / சுருஙகு�ல (dilation) 

வ்ர்டத்� x -அச்்ச ்நொககி விரிகக்வொ அலலது  y -அச்்ச ்நொககிச் சுருஙக்வொ 
தசய்வது, விரி�ல / சுருஙகு�ல ஆகும். ஒரு மி்க மொறிலியொல ஒரு சொர்பி்னப் த்ருககுவ�ொல 
வ்ர்டமொனது, விரி�ல அலலது சுருஙகு�ல அ்டகிறது; அ�ொவது  x  -அச்சிலிருந்து விலகிச் தசலல்வொ 
அலலது தநருஙக்வொ தசய்கிறது. குறிப்்ொக மி்க மொறிலி, ஒன்்ற விடப் த்ரிய�ொக இருப்பின், 
வ்ர்டம் x -அச்சிலிருந்து விலகிச் தசலலும். அ�ொவது  y -அச்்ச ்நொககிச் சுருஙகும். ஒன்்ற விட 
மி்க மொறிலி கு்றவொக இருப்பின், வ்ர்டம்  x -அச்்ச ்நொககி தநருஙகும். அ�ொவது y -அச்்ச 
விடடு விலகி விரிவ்டயும்.
வி்ளகக எடுத்துககொடடு ாடாட:

(i)    f x x  2=^ h   (ii)  f x x2
1  2=^ h   (iii)  f x x2  2=^ h

     என்ற வ்ளவ்ரக்ள கருதுக. 

x

y

y 
= 

x�
/�

y 
= 

x�

y 
= 

2x
�

 

்டம் 1.53 
f x x2

1  2=^ h  என்ற சொர்பின் வ்ர்டம்,  f x x  2=^ h -ன் வ்ர்டத்�  x -அச்்ச ்நொககி 
தநருககுகிறது. அ�ொவது விரிவ்டகிறது. ஏதனனில, இஙகுப் த்ருககல கொரணி 2

1  , ஒன்்ற விடச் 
சிறிய�ொக இருககிறது.

f x x2  2=^ h   என்ற சொர்பின் வ்ர்டம் f x x  2=^ h   -ன் வ்ர்டத்� x -அச்சிலிருந்து விலகி 
y -அச்்ச ்நொககி தநருககுகிறது. அ�ொவது வ்ர்டம்  y -அச்்ச ்நொககிச் சுருஙகுகிறது. ஏதனனில, 
இஙகு த்ருககல கொரணி  2 , ஒன்்ற விடப் த்ரிய�ொக இருககிறது [்டம் 1.53].
வி்ளகக எடுத்துககொடடு ாடாா:

(i)   f x x  2=^ h  (ii)   f x x 1   2= +^ h   (iii)   f x x 1    2= +^ ^h h
என்ற வ்ளவ்ரக்ளக கருதுக.

x

y

y 
= 

(x
+1

)2

y 
= 

x2 
+ 

1

y = x2 

–� 0

1

்டம் 1.54 
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f x x 1   2= +^ h  என்ற சொர்பின் வ்ர்டம், f x x   2=^ h  -ஐ ஒரு அலகு தசஙகுத�ொக 
்மல்நொககி நகர்ததுகிறது.

f x x 1    2= +^ ^h h  என்ற சொர்பின் வ்ர்டம்  f x x   2=^ h  -ஐ ஒரு அலகு கி்டமடடமொக 
இடப்்ககம் ்நொககி நகர்ததுகிறது  [்டம் 1.54].

வி்ளகக எடுத்துககொடடு ாடா்:  ,y x y x1 4 1   –     –  
2 2= = ^ h மற்றும் y x4 1   – 

2= ^ h  ஆகிய 
வ்ர்டஙக்ள ஒப்பீடு மற்றும் ்வறு்டுததிக கொண்க.

x

y

y 
= 

x2
 – 

1

–4 –3 –2 –1
–1

1

2

3

4

5

1 2 3 4

  

x

y

y 
= 

4(
x2

 – 
1)

–4 –3 –2 –1
–4

4

8

12

16

20

1 2 3 4

  

x

y

y 
= 

4(
x2

 – 
1)

y 
= 

x2
 – 

1

–3 –2 –1
–2

–4

2

4

6

8

10

1 2 3

    ்டம் 1.55          ்டம் 1.56     ்டம் 1.57 

வ்ர்டஙகள் 1.55 மற்றும் 1.56 ஆகிய்வ  y -அச்சு அளவீடடில கொண்்�ற்கு முன், இ்வ 
ஒன்று்்ொல கொடசி அளிககின்றன.  ் டம் 1.56 -ல உள்ள அளவீடு மூலச் சொர்பி்ன (்டம்1.55) நொன்கொல 
த்ருககுவ�ொல  y அளவீட்ட நொன்கு மடஙகொக மொற்றுகிறது. ஒ்ர அளவீடடில இந்�ச் சொர்புக்ள 
ஒ்ர �ளததில வ்ர்டஙகளொக வ்ரந்�ொல ்டம்1.57 -ன் ்டி ்வறுவ்கயில கொடசியளிககிறது.

y x4 1  2= -] g  -ன் வ்ர்டம்  ்டம் 1.58 -ல தகொடுககப்்டடுள்ளது.  ்டம் 1.55 மற்றும் ்டம் 1.58 
ஆகிய இரு வ்ர்டஙகளுககி்ட்ய உள்ள ்வறு்ொடு கண்டுபிடிகக இயலுமொ? இஙகு x அளவீடு 
்டம் 1.55 -ல ்யன்்டுததிய அ்� நொன்கின் கொரணியொல மொறு்டடுள்ளது. இந்� ்வறு்ொட்டக 
கொண   y x4 1   – 

2= ^ h  ல  x 4
1  =   எனப் பிரதியிடக கி்டப்்து 12 -1.  அது்வ மூலச் சொர்பில 

(்டம் 1.55) x = 1 -ஆல பிரதியிடக கி்டககும் மதிப்பு ஆகும். ஒ்ர �ளததில இரண்டு சொர்புக்ளயும் 
வ்ரயும்்்ொது (்டம் 1.59) y x4 1  2= -] g  என்ற வ்ளவ்ர y -அச்்ச ்நொககி தநருஙகிக 
கொடசியளிககின்றது.  இஙகு   x -தவடடுததுண்டுகள் தவவ்வறொனொலும்  y -தவடடுததுண்டுகளில 
மொற்றம் இல்ல.

x

y

y 
= 

(4
x)

2 – 
1

–1 –1/4 1/4 1
–1

1

2

3

4

5             

x

y

y 
= 

(4
x)

2 
– 

1

y 
= 

x2
 – 

1

–2 2
–1

2

4

                         ்டம் 1.58               ்டம் 1.59

வி்ளகக எடுத்துக கொடடு ாடா் 

விளகக எடுததுககொடடு 1.12 -ல ்யன்்டுததிய தசயலமு்ற்ய ;y sin x y sin x2        = =   
வ்ர்டஙகளுககும் ஒருஙகி்ணந்� வ்ர்டஙகளுககும் ்யன்்டுத�ப்்டடுக கீ்ழ �ரப்்டடுள்ளது 
[்டஙகள் 1.60, 1.61 மற்றும் 1.62].
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x

y

–2π –3π/2 3π/2 2π–π/2 π/2 π–π
–1

–2

1

2

3

4

5

y = sinx

   

x

y

–2π –3π/2 3π/2 2π–π/2 π/2 π–π
–1

–2

1

2

3

4

5

y = sin2x

   

x

y

–2π –3π/2 3π/2 2π–π/2 π/2 π–π
–1

–2

1

2

3

4

5

y = sin2x y = sinx

 ்டம் 1.60       ்டம் 1.61              ்டம் 1.62 

sin x  மற்றும் sin2x  ஆகியவற்றின் மீச்சிறு மற்றும் த்ரும மதிப்புகளில மொறு்ொடு இல்ல. 
ஆனொல x  தவடடுததுண்டுகள் தவவ்வறொக அ்மயும்.  y = sin x  என்ற சொர்பின்  x தவடடுததுண்டுகள்   

n ! r  ஆகும்.   ஆனொல, y = sin 2x –ன்    தவடடுததுண்டுகள்  n2
1 ! r  ஆகும். இஙகு  .n Z!

இப்்குதியின் த�ொடககததில y = 2sin (x–1) + 3 என்ற சொர்பின் வ்ர்டத்� வ்ரவது ்ற்றி 
கூறி்னொம். இப்்்ொது அ்� வ்ரவ�ற்கு ்�்வயொனவற்்றத த�ரிந்து தகொண்டுள்்ளொம். ்மலும் 
இ�்ன விடக கடினமொன வ்ளவ்ர வ்ரவ�ற்குக கூட ஆயத�மொக இருககின்்றொம். இனி     
y = 2sin (x–1) + 3 என்ற சொர்பின் வ்ளவ்ர்ய வ்ர்வொம்.

வி்ளகக எடுத்துககொடடு ாடா்   y = 2sin (x–1) + 3 என்ற சொர்பின் வ்ளவ்ர்ய வ்ரக.

y = sinx என்ற வ்ளவ்ர்ய இடப்த்யர்ச்சி மற்றும் விரி�்லப் ்யன்்டுததி 
இவவ்ளவ்ர்ய வ்ரய இயலும் என்்து புலனொகிறது. மு�லில y = sinx  என்்�ன் 
வ்ளவ்ர்ய வ்ர்வொம். இதிலிருந்து y = sin(x-1) -ஐ எளி�ொக வ்ரயலொம்.  பிறகு  
y = 2sin (x–1) -ன் வ்ளவ்ர்ய வ்ரந்து இறுதியொக y = 2sin (x–1) + 3 என்்�ன் வ்ளவ்ர்ய 
வ்ரயலொம் [்டஙகள் 1.63, 1.64, 1.65 மற்றும் 1.66].

x

y

–2π –3π/2 3π/2 2π–π/2 π/2 π–π
–1

–2

1

2

3

4

5

y = sinx

         

x

y

–2π –3π/2 3π/2 2π–π/2 π/2 π–π

–2

–1

1

2

3

4

5

y = sin (x–1)

   ்டம் 1.63     ்டம் 1.64

–1

x

y

y = 2 sin (x–1)

–2π –3π/2 3π/2 2π–π/2 π/2 π–π

–2

–1

1

2

3

4

5
      

x

y

y = 2 sin (x–1) + 3

–2π –3π/2 3π/2 2π–π/2 π/2 π–π

–2

–1

1

2

3

4

5

   ்டம் 1.65       ்டம் 1.66
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59 கணஙகள், த�ொடர்புகள் மற்றும் சொர்புகள்

 பயிற்சி ாட்
1.  தகொடுககப்்டடுள்ள [்டம் 1.67] y x  3=  என்ற வ்ளவ்ரயின் ்டததி்னப் ்யன்்டுததி 

அச்சு மதிப்பு மொறொமல ஒ்ர �ளததில கீழககொணும் சொர்புக்ள வ்ரக.
 (i)  y x  – 

3=                  (ii)   y x 1    3= +            (ii)   y x 1   – 
3=        (iv)  y x 1    3= +^ h

1–1
–1

1

2

3

–2

–3

–2–3 2

y = x3

3 x

y

்டம் 1.67

2.  தகொடுககப்்டடுள்ள [்டம் 1.68]   y x 3
1

= _ i   என்ற வ்ளவ்ர்யப் ் யன்்டுததிக கீழககொணும் 
சொர்புக்ள ஒ்ர �ளததில வ்ரக.
(i) y x 3

1

=- _ i       (ii)   y x 13
1

= +_ i          (iii)    y x 13
1

= -_ i        (iv)  y x 1 3
1

= +] _g i

1–1
–1

1

2

3

–2

–3

–2–3 2

y = x1/3

3 x

y

்டம் 1.68 
3. ஒ்ர �ளததில  f x x  3=^ h    மற்றும் g x x 3=^ h   சொர்புக்ள வ்ர்டமொககுக. f g –ஐ 

கணிதது அ்� �ளததில வ்ர்டமொககுக. முடிவுக்ள ஆய்வு தசய்க.
4. y x 2=  என்ற வ்ளவ்ரயிலிருந்து y x3 1 5 2= - +^ h  என்ற வ்ளவ்ர்ய கொணும் 

்டிநி்லக்ள எழுதுக.
5. y = sin x என்ற சொர்பி்ன வ்ரந்து அ�ன் மூலம் 

  (i)    y xsin= -^ h        (ii)   y x sin= - -^ h  
(iii)   y = sin y sin x2

r= +` j   (iv)  y = sin y sin x2
r= -` j

ஆகியவற்்ற வ்ரக. (இஙகு (iii),(iv) என்்்வ cos x  என்்து முக்கொணவியல மூலம் 
த�ரிந்து தகொள்ளலொம்.) 

6. y = x என்ற ்நர்்கொடடின் மூலம்  
  (i)   y = -x                (ii)  y = 2x                   (iii)   y x 1= +    
(iv)   y x2

1 1= +   (v)  x y2 3 0+ + =   ஆகியவற்்றத ்�ொரொயமொக வ்ரக.
7. y = | x |  என்ற வ்ளவ்ரயின் மூலம்   

  (i)  y x 1 1= - +     (ii)  y x 1 1= + -    (iii)  y x 2 3= + +   ஆகியவற்்ற வ்ரக.
8. y = sin x என்ற வ்ளவ்ர மூலம் siny x=   என்்�ன் வ்ர்டத்� வ்ரக.  [இஙகு 

]sin sinx x– =-] g   .
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தசயலமுக்ற பயிற்சி (Activities)

BALLS AND RUNS

WHAT A CELEBRATION! WHAT A RELATION WHAT A FUNCTION!

1.  ் மற்கண்ட ்டததில உள்ள புள்ளி விவரஙக்ள
(i) த�ொடர்்ொககுக

(ii) சொர்்ொககுக
(iii)  ஓர் ்மற்்கொர்த�ல சொர்்ொககுக 

x

y

1–1
–1

1

2

3

4

5

6

–2

–3

–2–3–4–5 2 3 4 5

்டம் 1.69

(iv) ஒன்றுகதகொன்றொக மொற்ற இயலுமொ? இல்லதயனில கொரணம் கண்டறிக

2.  தகொடுககப்்டடுள்ள ்டம் 1.69 -லிருந்து,   
y = x2  எனும் அடிப்்்டயொன வ்ளவ்ர 
மூலம் (புள்ளிகள் மூலம் த�ொடர்ச்சியற்றுக 
கொடடப்்டடுள்ளது) ஏ்னய 
வ்ளவ்ரகளின் சமன்்ொடுக்ள 
அளவீடடி்னக கண்டுணர்ந்து இனம் 
கொண்க.
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61 கணஙகள், த�ொடர்புகள் மற்றும் சொர்புகள்

 பயிற்சி ாட்

சரியொை அலலது மிகவும் ஏற்புகடய விகடயிகைத் ந�ர்்நத�டுககவும்

1. A = , : ,x y y e x Rx !=^ h# -  மற்றும் B = , : ,x y y e x Rx != -^ h# -  எனில, 
n A B+] g  என்்து

(1) 3  (2) 0 (3) 1 (4) 2

2. A = , : ,sinx y y x x R!=^ h" ,  மற்றும் B = , : ,cosx y y x x R!=^ h" ,  எனில, A B+  -ல 
(1) உறுப்புகளில்ல   (2) எண்ணிலடஙகொ உறுப்புகள் உள்ளன 

(3) ஓ்ர ஒரு உறுப்பு உள்ளது (4) தீர்மொனிகக இயலொது

3. A = {0, -1, 1, 2} எனும் கணததில x y 22 2 #+  எனுமொறு xRy ஆக வ்ரயறுககப்்டட த�ொடர்பு   
R எனில, கீழககண்டவற்றில எது சரியொனது?
(1) R = ( , ),( , ), ( , ), ( , ), ( , ), ( , ), ( , )– – –0 0 0 1 0 1 1 0 1 1 1 2 1 0" ,
(2) R-1 = ( , ),( , ), ( , ), ( , ), ( , )– –0 0 0 1 0 1 1 0 1 0" ,
(3) R -ன் சொர்்கம் {0, -1, 1, 2}  

(4) R -ன் வீச்சகம் {0, -1, 1}

4. ( ) | | | | ,–f x x x x2 2 R!= + +  எனில,  

(1) 
; ( , ]
; ( , ]
; ,

f x
x

x

x
x
x

2
4

2

2
2 2

2

3

3

!

!

!

=
- - -

-]
^

g
h

Z

[

\

]]]]
]]]]

 (2) 
; ( , ]
; ( , ]
; ,

f x
x

x

x
x
x

2
4
2

2
2 2

2

3

3

!

!

!

=
-

- -
-]
^

g
h

Z

[

\

]]]]
]]]]

(3) 
; ( , ]
; ( , ]
; ,

f x
x

x

x
x
x

2
4

2

2
2 2

2

3

3

!

!

!

=
-
-

- -
-]
^

g
h

Z

[

\

]]]]
]]]]

 (4) 
; ( , ]
; ( , ]
; ,

f x
x

x

x
x
x

2
2

2

2
2 2

2

3

3

!

!

!

=
- - -

-]
^

g
h

Z

[

\

]]]]
]]]]

5. R தமய்தயண்களின் கணம் என்க. R × R –ல கீழககண்ட உடகணஙக்ளக கருதுக. 
S = { , :x y y x 1= +^ h  மற்றும் }x0 21 1  ; T = ( , ) :x y x y– Z!" ,   

எனில கீழககொணும் கூற்றில எது தமய்யொனது?
(1) T சமொனத த�ொடர்பு ஆனொல, S  சமொனத த�ொடர்பு அலல. 

(2) S , T இரண்டு்ம சமொனத த�ொடர்பு அலல. 

(3) S, T இரண்டு்ம சமொனத த�ொடர்பு.

(4) S சமொனத த�ொடர்பு ஆனொல, T  சமொனத த�ொடர்பு அலல.

6. இயல எண்களின் அ்னததுககணம்  N -ககு  A மற்றும் B உடகணஙகள் எனில 
[( ) ]A A B B, + ,l l   என்்து  

(1) A (2) Al  (3) B (4) N
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6211ஆம் வகுப்பு கணிதவியல்

7. கணி�ம் மற்றும் ்வதியியல இரண்டும் ்ொடஙகளொக ஏற்ற மொணவர்களின் எண்ணிக்க 70. 
இது கணி�த்� ஏற்றவர்களின் 10%  மற்றும் ்வதியியல ஏற்றவர்களின் 14% ஆகும். 
இவற்றில ஏ�ொவத�ொன்்றப் ்ொடமொக ஏற்ற மொணவர்களின் எண்ணிக்க  
(1) 1120 (2) 1130 

(3) 1100 (4) ்்ொதுமொன �கவல இல்ல. 

8. n A B A C# + #] ]g g6 @  = 8 மற்றும்  n B C 2+ =] g   எனில, n(A)  என்்து
(1) 6 (2) 4 (3) 8 (4) 16

9. n(A)= 2  மற்றும் n B C 3, =] g , எனில  [( ) ( )]n A B A C# , #  என்்து
(1) 23 (2) 32 (3) 6 (4) 5

10. A மற்றும் B  எனும் இரு கணஙகளில  17 உறுப்புகள் த்ொதுவொன்வ எனில,  A × B மற்றும்       
B × A ஆகிய கணஙகளில  உள்ள த்ொது உறுப்புகளின் எண்ணிக்க  
(1) 217 (2) 172 (3) 34          (4) ்்ொதுமொன �கவல இல்ல

11. தவற்றற்ற கணஙகள்  A மற்றும் B  என்க. A B1   எனில  A B B A# + #] ]g g  = 

(1) A B+  (2) A A#  

(3) B B#  (4) இவற்றுள் எதுவும் இல்ல.

12. 3 உறுப்புகள் தகொண்ட கணததின் மீ�ொன த�ொடர்புகளின் எண்ணிக்க
(1) 9 (2) 81 (3) 512 (4) 1024

13. ஒன்றுககு ்மற்்டட உறுப்புக்ளக தகொண்ட கணம் X -ன் மீ�ொன அ்னததுதத�ொடர்பு  R 
எனில  R என்்து
(1) �ற்சுடடுத த�ொடர்பு அலல (2) சமச்சீர் த�ொடர்்லல  

(3) கடப்புத த�ொடர்பு   (4) இவற்றுள் எதுவுமன்று   

14. X = {1, 2, 3, 4}  மற்றும்  R = , , , , , , , , , , , , , , , , ,1 1 1 2 1 3 2 2 3 3 2 1 3 1 1 4 4 1^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^h h h h h h h h h" ,  எனில   R 

என்்து 
(1) �ற்சுடடுத த�ொடர்பு  (2) சமச்சீர் த�ொடர்பு 

(3) கடப்புத த�ொடர்பு   (4) சமொனத த�ொடர்பு   

15. sin x1 2
1

-  என்ற சொர்பின் வீச்சகம்  

(1) , ,1 3
1

,3 3- -^ bh l   (2) ,1 3
1-b l  

(3) ,1 3
1-: D    (4) , , )1 3

1
,3 3- -^ h :

16. ( ) | |,–f x x x x R!= 5 ?  என்ற சொர்பின் வீச்சகம், 

(1) [0, 1] (2) [0, 3 ) (3) [0, 1) (4) (0, 1)
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63 கணஙகள், த�ொடர்புகள் மற்றும் சொர்புகள்

17. f x x2=] g என்ற சொர்பு இருபுறச் சொர்்ொக அ்மய ்வண்டுதமனில அ�ன் சொர்்கமும், 
து்ணச்சொர்்கமும் மு்ற்ய 
(1) R, R (2) R, (0, 3 ) (3) (0, 3 ), R (4) [0, 3 ), [0, 3 )

18. m உறுப்புகள் தகொண்ட ஒரு கணததிலிருந்து n உறுப்புகள் தகொண்ட ஒரு கணததிற்கு 
வ்ரயறுககப்்டும் மொறிலிச் சொர்புகளின் எண்ணிக்க   
(1) mn (2) m (3) n (4) m + n

19. : [ , ] [ , ]–f 0 2 1 1"r என்ற சொர்பு, sinf x x=] g   என வ்ரயறுககப்்டுகிறது எனில, அது  
(1) ஒன்றுகதகொன்று   (2) ்மற்்கொர்த�ல 
(3) இருபுறச் சொர்பு   (4) வ்ரயறுகக இயலொது

20. : [ , ]–f S3 3 " என்ற சொர்பு f(x) = x2 என வ்றயறுககப்்டடு ்மற்்கொர்த�ல எனில,  S என்்து
(1) [-9, 9] (2) R (3) [-3, 3] (4) [0, 9]

21. , , , , , , ,X Y a b c d1 2 3 4            = =" ", , மற்றும் , , , , , , , , ,f a b c d d1 4 2 3 2          = ^ ^ ^ ^ ^h h h h h" ,   
எனில f என்்து 
(1) ஒன்றுகதகொன்றொனச் சொர்பு (2) ்மற்்கொர்த�ல சொர்பு 
(3) ஒன்றுகதகொன்று அலலொ� சொர்பு (4) சொர்்ன்று

22. 
;
;
;

f x
x x

x x
x x

1
1 4

8 4

      
      
        

2

1

2
# #=^ h

Z

[

\

]]]]
]]]]

எனில 

(1) 
;
;

;

f x
x

x
x

x

x

1
1 16

16

<

>x

1

64

2
# #=- ^ h

Z

[

\

]]]]
]]]]

 (2) 
;
;

;

f x
x
x

x
x

x

1
1 16

16

<

>x

1

64

2
# #=

-
- ^ h

Z

[

\

]]]]
]]]]

(3) 
;
;

;

f x
x

x
x

x

x

1
1 16

16

<

>x

1

2

64

2
# #=- ^ h

Z

[

\

]]]]]
]]]]]

 (4) 
;
;

;

f x
x
x

x
x

x

2 1
1 16

16

<

>x

1

8

2
# #=- ^ h

Z

[

\

]]]]
]]]]

23.    :f R R" –ல சொர்பு  f x x1   – =^ h  என வ்ரயறுககப்்டுகிறது எனில f -ன் வீச்சகம்
(1) R (2) (1, 3 ) (3) (-1, 3 ) (4) (-3 , 1]

24. :f R R" -ல sin cosf x x x= +] g   எனில  f  ஆனது
(1) ஒரு ஒற்்றப்்்டச் சொர்பு           (2) ஒற்்றப்்்டயுமலல இரட்டப்்்டயுமலல
(3) ஒரு இரட்டப்்்டச் சொர்பு        (4) ஒற்்றப்்்ட மற்றும் இரட்டப்்்டச் சொர்பு 

25.     :f R R" ல  cos
f x

x sin x x x
x x x

e
2
1      x

3

2 4

=
- -

+ +
+ -^ ^

^
^
^h h
h h

h  எனில  f

(1) ஒரு ஒற்்றப்்்டச் சொர்பு 
(2) ஒற்்றப்்்டயுமலல, இரட்டப்்்டயுமலல 
(3) ஒரு இரட்டப்்்டச் சொர்பு
(4) ஒற்்றப்்்ட மற்றும் இரட்டப்்்டச் சொர்பு.
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6411ஆம் வகுப்பு கணிதவியல்

பொடத் த�ொகுப்பு (Summary)
இந்�ப் ்ொடததில நொம் கற்றுத த�ளிந்�்வ

 z  கணஙகள்
– உடகணம், மி்கக கணம், தவள்ளி்ட உடகணம், �கு உடகணம், �கொ உடகணம்
– தவற்றுக கணம், அடுககுக கணம், அ்னததுககணம், ஓருறுப்புக கணம், முடிவுள்ள 

கணம், முடிவிலொக கணம்
– கணததின் தசவதவண்்ம
– ்சர்ப்பு, தவடடு, தவடடொ, நிரப்பிக கணஙகள், கண ்வறு்ொடு, சமச்சீர் ்வறு்ொடு
– ்ண்புகள் மற்றும் டி மொர்கன் ்ண்புகள்
– கொர்டீசியன் த்ருககல    

 z இகடதெளிகள்
– மொறிலிகள், சொர்ந்� மற்றும் சொரொ� மொறிகள்
– திறந்�, மூடிய, முடிவுள்ள மற்றும் முடிவிலொ இ்டதவளிகள் மற்றும் அண்்மகள்     

 z  த�ொடர்புகள்
– சொர்்கம் மற்றும் வீச்சகம்
– உச்சத த�ொடர்புகள் ( தவற்று மற்றும் அ்னதது)
– த�ொடர்பின் ்நர்மொறு
– �ற்சுடடு, சமச்சீர், கடப்பு, சமொனத த�ொடர்புகள்    

 z சொர்புகள்
– வ்ரய்ற, சொர்்கம், து்ணச்சொர்்கம், வீச்சகம், பிம்்ம், முன்பிம்்ம்
– அடடவ்ண, வ்ர்ட, ்குமு்ற வழிமு்றகள் மற்றும் ்குதிவொரி மு்ற
– சமனிச் சொர்பு, மொறிலிச் சொர்பு, பூஜ்ஜியச் சொர்பு, மடடுச் சொர்பு, குறியீடடுச்சொர்பு, மீப்த்ரு 

முழு எண் சொர்பு , மீச்சிறு முழு எண் சொர்பு, ஒன்றுகதகொன்றொன, ்மற்்கொர்த�ல 
சொர்புகள், இருபுறச் சொர்புகள்.

– நி்லக ்கொடடுச் ்சொ�்ன மற்றும் கி்டமடடக்கொடடுச் ்சொ�்ன
– சொர்புகளின் ்சர்ப்பு, சொர்பின் ்நர்மொறு
– தமய்மதிப்புச் சொர்புகளின் கூடடல மற்றும் த்ருககல
– ்லலுறுப்புச் சொர்பு, ்நரியல சொர்பு, ்டிககுறிச் சொர்பு, மடக்கச் சொர்பு, விகி�முறுச் சொர்பு, 

�்லகீழச் சொர்பு
– ஒற்்றப்்்ட மற்றும் இரட்டப் ்்டச் சொர்புகள். 

 z ெகரபடமொககப்படும் சொர்புகள்
– பிரதி்லிப்பு, இடப்த்யர்வு, விரித�ல
– கடினமொகத ்�ொற்றமளிககும் சொர்புகளின் வ்ர்டம் வ்ர�ல
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65 கணஙகள், த�ொடர்புகள் மற்றும் சொர்புகள்

படி-ா 
கீ்ழ தகொடுககப்்டடிருககும் உரலி்யத ்�டுத்ொறியில �டடச்சு தசய்க அலலது வி்ரவுக 
குறியீட்டப் ்யன்்டுததுக.

படி-்
 “Graph of Special Functions” எனும் GeoGebra ்ணிப்புத�கம் ்�ொன்றும். அங்க சொர்புகள் 
த�ொடர்்ொன 7 ்யிற்சித�ொள்கள் தகொடுககப்்டடிருப்்்�க கொணலொம். அதில ்�்வயொன ஒரு 
்யிற்சி்யத ் �ர்ந்த�டுககவும். எடுததுககொடடொக “More Modulus Functions”  என்ற ் யிற்சித�ொ்ளத 
த�ரிவு தசய்யவும்.
படி-்
்யிற்சித�ொளின்  வலப் ்ககததில நி்ல�கவுச்சொர்புகளும் அ�ற்கொன த�ரிவு த்டடியும் 
தகொடுககப்்டடிருககும். 
படி-்
அவற்்ற ஒவதவொன்றொகத ்�ர்வு தசய்�ொல  இடப் ்ககததில அவற்றின் வ்ர்டம் ்�ொன்றும். 
்மலும் “a” என்கிற நழுவுக்கொட்ட நகர்ததி மொறு�லக்ள ஆய்வு தசய்க.

படி-ா படி-்

 
படி-் படி-்

்மலும் ்ல ்யிற்சித�ொள்க்ள இப்்ணிப்புத�கததில கொணலொம்

*்டஙகள் அ்டயொளததிற்கு மடடு்ம.
தசயல்ொடடிற்கொன உரலி : https://ggbm.at/ucz465au or Scan the QR Code.

இகணயச் தசயலபொடு – ா (அ)
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6611ஆம் வகுப்பு கணிதவியல்

படி-ா 
கீ்ழ தகொடுககப்்டடிருககும் உரலி்யத ்�டுத்ொறியில �டடச்சு தசய்க அலலது வி்ரவுக 
குறியீட்டப் ்யன்்டுததுக.
படி-்
 “TRANSFORMATION OF FUNCTIONS” எனும் GeoGebra ்ணிப்புத�கம் ்�ொன்றும். அதில 10 
்ணித�ொள்கள் தகொடுககப்்டடிருககும்.
படி-்
அவற்றில ஒவதவொன்றொகத ் �ர்வு தசய்து 1. Translation, 2. Reflection மற்றும் 3. Dilation ஆகியவற்்ற 
ஆய்வு தசய்க. Sine சொர்புக்ள ஒப்பீடு தசய்ய ஒரு ்ணித�ொள் தகொடுககப்்டடிருககும். அ்னதது 
்ணித�ொள்களிளும் நழுவுக்கொட்ட நகர்ததி மொறு�லக்ள ஆய்வு தசய்க.

படி-ா படி-்

 

படி-்

*்டஙகள் அ்டயொளததிற்கு மடடு்ம.
தசயல்ொடடிற்கொன உரலி : https://ggbm.at/ucz465au or Scan the QR Code.

இகணயச் தசயலபொடு – ா (ஆ)
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அடிப்படை இயற்கணிதம்67

2.1  அறிமுகம் (Introduction)

அளவுகளளக் குறியீடுகளாகக் ககாண்டு எழுதப்பட்டு அளைகளுக்கு இளையே உளள கதாைர்புகளள 
கைளிப்படுத்தும் ஒரு கணிதத்தின் தனிப பிரிைாக இேறகணிதம் விளங்குகிறது. இநத ைகுபபில் மாறிகள 
கமயகேண்களள மட்டும் குறிக்கும் என்ய்பாம். மாறிகளள ளகோளுதல் மறறும் கணக்கீடுகளில் 
்பேன்்படுத்துதல் ஆகிேளை எண்களளப ய்பாலயை அளமகிறது. ஒரு யகாளையிலுளள மாறிகளுக்கு 
கமயகேண்களளப பிரதியிைக் கிளைப்பது ஒரு கமயகேண்ணாகும். ஒரு அளளையோ அல்லது கணிதக் 
கூறளறயோ மாறிகளின் மூலமாக எழுதினால் அதில் மாறிகளுக்கு குறிபபிட்ை எண் மதிபபுகளளப 
பிரதியிை முடியும். இது இேறகணிதத்ளதச் சக்தி ைாயநத கருவிோக மாறறுகிறது. இதன் காரணமாக 
கணிதத்தில் மட்டுமல்லாமல் யமலும், ்பல துளறகளிலும் மறறும் அன்றாை ைாழக்ளகக்கும் இேறகணிதம் 
்பரைலான ்பேன்்பாடுகளளக் ககாண்டிருக்கிறது. ஒட்டுகமாத்தக் கணிதத்திறகும் கமயகேண்கள 
அடிப்பளைோகும். 19 ஆம் நூறறாண்டில்தான் கமயகேண்களின் அளமபள்பப ்பறறிச் சிறப்பாகப புரிநது 
ககாளளப்பட்ைது. விகிதமுறு எண்களள விரிவு்படுத்த யைண்டும் என்ற யதளை கணித ைரலாறறில் 
கதாைக்கத்தியலயே உணரப்பட்ைது. பிதாகரஸ் குழு 2  ஒரு விகிதமுறு எண் இல்ளல என்்பளத 
உணர்நதிருநதனர். கிறித்து பிறப்பதறகு 800 ஆண்டுகளுக்கு முன் உருைான சுல்பச் சூத்ரா (Shulbha 
Sutras)வில் விகிதமுறா எண்களின் கட்ைளமபபுப ்பறறித் கதரிவிக்கிறது. ஆரிே்பட்ைர் (Aryabhata) 
(476 – 550) என்்பைர் p என்ற விகிதமுறா எண்ணின் யதாராே மதிபள்பக் கண்ைறிநதார்.

இநதிேக் கணித அறிஞர்கள பிரம்மகுபதா (598-670) (Brahmagupta) மறறும் ்பாஸ்கராச்சாரிோ 
(1114-1185) (Bhaskaracharya) ஆகியோர் கமயகேண்களின் அளமபபு மறறும் 
இேறகணிதம் ஆகிேைறளறப புரிநது ககாளைதறகுத் தங்கள ்பங்களிபள்பத் 
தநதுளளனர். மிளக மறறும் குளற மூலங்களளயுளைே க்பாதுைான 
இரு்படிச் சமன்்பாட்டுக்கு பிரம்மகுபதா தீர்வு கண்ைார். ஒன்றுக்கும் யமற்பட்ை 
காணப்பையைண்டிே குறியீடுகளளக் ககாண்ை இரு்படிச் சமன்்பாடுகளுக்கு 
்பாஸ்கராச்சாரிேர் குளற மறறும் விகிதமுறா தீர்வுகளளக் கண்ைார். மிக 
முக்கிேமான கமயகேண் பூஜ்ஜிேம் இநதிேர்களின் ்பங்களிப்பாகும். 

கரனி கைகார்யை (1596 -1650) (Rene Descartes) ்பல்லுறுபபுக்யகாளை 
சமன்்பாடுகளின் மூலங்களள விளக்கும்ய்பாது கற்பளன மூலங்களள 
யைறு்படுத்திக் காட்டுைதறகு கமய என்ற கசால்ளல அறிமுகம் கசயதார். 
ரிச்சர்டு கைடிளகன்ட் (1831-1916) (Richard Dedekind), கமயகேண்களின் அளமபள்ப மிகச் சீராகக் 
கட்ைளமத்தார்.

நான் ்பார்க்கியறன். ஆனால், நம்்பமாட்யைன்.
-ரிச்சர்டு டெடிகைன்ட்

அடிப்படை
இயறகணிதம்அத்திோேம் 2
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கற்றலின் ந�ோககஙகள் (Learning objectives) 
இப்பாைப்பகுதி நிளறவுறும்ய்பாது மாணைர்கள அறிநதிருக்க யைண்டிேளைகளாக 

 z  கமயகேண்களின் கருத்து மறறும் அளைகளின் ்பண்புகள
 z  மட்டு மதிபபு, ்பல்லுறுபபுக்யகாளைகள, அடுக்குகள, ்படிமூலங்கள, மைக்ளககள மறறும் 

இம்மாறிகள  உளளைங்கிே சார்புகள
 z  சமன்்பாடுகள மறறும் அசமன்்பாடுகளுக்கு தீர்வு காணும் முளற
 z  இரண்டு மாறிகளளக் ககாண்ை யநரிே அசமன்்பாடுகளின் தீர்வு காணுதல், யமலும் 

கார்டீசிேன் தளத்தில் அத்தீர்வுகளள ைளர்பைமாக ைளரேப்படுதல் 
ஆகிேளை எதிர்்பார்க்கப்படுகிறது.

2.2  மெயமயணகளின் அடெபபு (Real Number System)

 முதலில் எவைாறு கமயகேண்களின் அளமபபு உருைானது என்்பதளன மீள ்பார்ளையிடுயைாம். 
இேல் எண்கள N-லிருநது கதாைங்குயைாம். 

2.2.1  விகிதமுறு எணகள் (Rational Numbers)

 , , ,1 2 3N g= " ,  எ ன் ்ப து  க ்ப ா ரு ட் க ள ள  எ ண் ணி ை ப   ய ்ப ா து ம ா ன  க ண ம ா கு ம் .  
இலா்ப-நஷைங்களளக் ளகோள ைசதிோக N-ஐ விரிவு கசயது அளனத்து முழு எண்களின் கணமாக 

{ , , , , , , , , }4 3 2 1 0 1 2Z g g= - - - -  விரிைாக்கப்பட்ைது. இக்கணம் இேல் எண்கள (மிளக முழு 
எண்கள), பூஜ்ஜிேம் மறறும் குளற குறியீடுகளுைன் கூடிே இேல் எண்கள (குளற முழு எண்கள) 
ஆகிேைறளறக் ககாண்டுளளது. , , , ,0 1 2 3 g" ,  என்்பளதக் குளறேறற முழு எண்களின் கணம் 
என்ய்பாம். யமலும், இதளன W  ஆல் குறிபய்பாம். இக்கணம் இேகலண்களின் கணத்திலிருநது 
பூஜ்ஜிேம் என்ற ஓயர ஒரு உறுப்பால் மட்டுயம யைறு்படுகிறது.

 இபய்பாது ஒரு அப்பத்திளன ஐநது சம்பங்காகப பிரிக்க யைண்டும் என்்பது x5 1=  என்ற 
சமன்்பாட்டின் தீர்வு காண்்பதறகு ஒப்பாகும்.  Z-ல் மட்டும் இதன் தீர்வுகளளக் காண இேலாது. எனயை, 
Zஐ விரிவு்படுத்தி / , ,

n
m
m n n 0Q Z !!= $ .  என பின்னங்களால் உருைாக்கப்பட்ைது. ஆகயை,

Q-ல் உளள ஒவகைாரு எண்ணும் விகிதமுறு எண் (rational number) என அளைக்கப்படுகிறது. 
, , , , ,5

3
7

0
7

22
7 12-

-  ஆகிேளை விகிதமுறு எண்களுக்கான சில எடுத்துக்காட்டுகள ஆகும்.
வி கி த மு று  எ ண் க ள ,  மு டி ே க் கூ டி ே  த ச ம ங் க ள  அ ல் ல து  மு டி வு ற ா ச்  சீ ர்  சூ ை ல் 

தசமங்களளக் ககாண்ை எண்களின் கணம் என்்பளத முநளதே ைகுபபுகளில் கண்யைாம். 

. , . , . , . , .5 0 2 333
99
25

0 252525
3
2

0 6666 7 14527836231231231g g g g- - = =  ஆ கி ே ள ை 

விகிதமுறு எண்களுக்கான சில எடுத்துக்காட்டுகள ஆகும்.

2.2.2 எண நகோடு (The Number Line)

 எண்யகாடு என்்பளத நிளனவு ககாளயைாம். இது 0-ஐ ளமேமாகவும், அதன் ைலப்பக்கம் 1 
அளமநதுளள கிளைமட்ைக்யகாடு ஆகும். 0-விறகும் 1-க்கும் இளைப்பட்ை தூரம் ஒரு அலகு என 
ைளரேறுக்கலாம். இபய்பாது 1-க்கு ைலப்பக்கம் ஒரு அலகு தூரத்தில் 2 ஐக் குறிக்கவும். இயதய்பான்று,  
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x என்ற மிளக விகிதமுறு எண்ளண 0-விலிருநது x அலகு ைலபபுறத்தில் அக்யகாட்டில் குறிக்கலாம். 
இயதய்பான்று குளற விகிதமுறு எண் ,r r 0>- -ஐ 0-விறகு இைப்பக்கம் r அலகு தூரத்தில் குறிக்கலாம். 
யமலும், , ,x y x y<Q!  எனில் y இன் இைபபுறத்தில் x இருக்கும். யமலும், x x y

y
2

< <
+  . எனயை, இரு 

கைவயைறு விகிதமுறு எண்களுக்கு இளையில் மறகறாரு விகிதமுறு எண் இருக்கும். 

1

1

�2

படம் 2.1

யகளவி:
விகிதமுறு எண்களள முழுக்யகாட்டிலும் குறித்து விைமுடியுமா? 
இதறகுப ்பதில் ‘முடிோது’ என்்பளதக் கீழக்கண்ைைாறு விளக்கலாம். 1 அலகு 

்பக்கங்களளக் ககாண்ை சதுரத்ளதக் ககாளக. பிதாகரஸ் யதறறத்தின்்படி அதன் 
மூளலவிட்ைத்தின் நீளம் 2  அலகு ஆகும்.

2.2.3 விகிதமு்றோ எணகள் (Irrational Numbers)

நதற்றம் 2.1  2  ஒரு விகிதமுறு எண் அல்ல.

நிரூ்பணம்:  2  விகிதமுறு எண் என எடுத்துக்ககாண்ைால் , ,
n
m
m n2 =  இதில் , ,
n
m
m n2 = ,  ஆகிேளை 

1 - ஐ விை யைறு க்பரிே க்பாதுக் காரணியில்லாத இேகலண்கள என எழுத இேலும். இபய்பாது, m n22 2=  
என்்பதால்  m2  என்்பது ஒரு இரட்ளைப்பளை எண் ஆகிறது. எனயை, m ஒரு இரட்ளைப்பளை எண் 
m k2=  என்க. யமலும், n k2 42 2=  என்்பதால் n k22 2=  ஆகும். எனயை, n ஒரு இரட்ளைப்பளை எண். 
இவைாறு m மறறும் n ஆகிேளை க்பாதுக்காரணி 2 உளைே இரட்ளைப்பளை எண்களாக மாறுகிறது. 
இது முரணான முடிவு ஆகும். எனயை 2  என்்பது ஒரு விகிதமுறா எண் (irrational number) ஆகும்.

குறிபபுளர :
 (i) யமயல உளள நிரூ்பணத்தில் நாம் எளத நிறுை யைண்டுயமா அதறகு யநகரதிரான கூறளற 

எடுத்துக்ககாண்டு முரணான கூறறிளன ைருவித்யதாம் என்்பளதக் கைனிக்கவும். இம்முளற 
“முரண்்பாட்டு கூறறு மூலம்” நிரூபித்தல் ஆகும்.

 (ii) எண் யகாட்டில் விகிதமுறு எண்களால் குறிக்கப்படும் புளளிகளளத் தவிர யைறு புளளிகளும் 
உண்டு.

 (iii) எண் யகாட்டில் விகிதமுறு எண்களால் குறிக்கப்பைாத புளளிகளளக் குறிக்கும் எண்களள 
விகிதமுறா எண்கள Ql என்ய்பாம். (்பைம் 1.2 இல் எண்யகாட்ளைப ்பார்க்க)  

1 2√2

√2

√3

√3

CB

AO

D

E

1

0

படம் 2.2

ஒவகைாரு கமயகேண்ணும், விகிதமுறு அல்லது விகிதமுறா எண்ணாக இருக்கயைண்டும். ஆனால் 
இரண்டுமாக இருக்க முடிோது. எனயை, R Q Q,= l மறறும் Q Q+ z=l .

முடிவுறும் தசமங்களளக் ககாண்ை எண்களும் முடிவுறாச் சீர் 
சூைல் தசமங்களளக் ககாண்ை எண்களும் விகிதமுறு எண்கள 
என்்பளத அறியைாம். தசம முளறயில் எழுதப்படும் விகிதமுறா 
எண்கள முடிவுறாச் சீர் சூைல் தன்ளமேறற தசமங்களளப 
க்பறறிருக்கும். R  என்ற கமயகேண்களின் கணத்திலுளளளைகளள 
எண் யகாட்டிலுளள புளளிகளாகக் ககாளளலாம். யமலும், x y<  
எனில், y-க்கு இைப்பக்கத்தில் x அளமயும்.

ஒரு எண்யகாட்டில் 2 மறறும் 3-ன் ைர்க்க மூலங்களளக் 
குறிப்பளத ்பைம் 2.2-ல் காணலாம்.
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N W Z Q R1 1 1 1  என்்பளத அறியைாம்.
 விகிதமுறா எண்களள நளைமுளற ைாழவில் சில இைங்களில் காணலாம். 2000 ஆண்டுகளுக்கு 

முன்பு எகிபதிேர்கள, ைட்ைங்களின் சுறறளவும் அதன் விட்ைமும் சம விகிதத்தில் அளமைளதக் 
கண்ைார்கள. இநத மாறிலி r-ஐ ய�ாகன் கென்ரிச் லாம்்பர்ட் (Johann Heinrich Lambert), 1767-ல் ஒரு 
விகிதமுறா எண் என நிரூபித்தார். 9 தசமத் திருத்தமாக r-ன் மதிபபு 3.141592654 ஆகும். ைட்ைத்தின் 

்பரபபு மறறும் யகாளத்தின் கன அளவு ஆகிேைறளறக் கணக்கிடும்ய்பாது ்பேன்்படுத்தப்படும் 
7

22  மறறும் 

3.14 ஆகிேளை  r-ன் யதாராே மதிபபுகளாகும்.

கறிபபு:  ஒரு ைட்ைத்தின் சுறறளவிறகும் அதன் விட்ைத்திறகும் உளள விகிதம் r  
என்ற விகிதமுறா எண் ஆகும்.

கணிதத்தின் அடிப்பளைோன கமயகேண்களின் அளமபபின் ்பண்புகளள நிளனவு கூர்யைாம்.

2.2.4 மெயமயணகளின் ்பணபுகள் (Properties of Real Numbers)

 (i) ,a b R!  எனில் a b R!+  மறறும் ab R!  (இரண்டு கமயகேண்களின் கூடுதல் ஒரு 
கமயகேண் மறறும் இரு கமயகேண்களின் க்பருக்கல் ஒரு கமயகேண் ஆகும்).

 (ii) , ,a b c R!  எ னி ல்  ( ) ( )a b c a b c+ + = + +  ம ற று ம்  ( ) ( )a bc ab c=  ( மூ ன் று 
கமயகேண்களள கூட்டும்ய்பாது (க்பருக்கும்ய்பாது) எநத இரண்டு எண்களளயும் முதலில் 
கூட்ைலாம் (க்பருக்கலாம்)).

 (iii) a R!  எனில், a a0+ =  மறறும் ( )a a1 = .

 (iv) a R!  எனில், ( )a a 0+ - =  மறறும் { },b b
b

0
1

1R! - =` j .

 (v) ,a b R!  எனில், a b b a+ = +  மறறும் ab ba= .

 (vi) , ,a b c R!  எனில், ( )a b c ab ac+ = + .

 (vii) ,a b R! , a b<  ,  b a 0>- .
 (viii) a R!  எனில்,  a 02 $ .

 (ix) ,a b R!  எனில், கீழக்காண்்பனைறறில் ஒன்று மட்டுயம உண்ளம. அதாைது a b=  அல்லது 
a < b அல்லது a > b.

 (x) ,a b R!  மறறும் a < b எனில், a c b c<+ +  இங்கு, c R! .
 (xi) ,a b R!  மறறும் a < b எனில், ax bx<  இங்கு, x 0> .

 (xii) ,a b R!  மறறும் a b<  எனில், ay by>  இங்கு, y 0< .

 ்பயிறசி 2.1

 1. , , , . , ,7
4
1

0 3 14 4
7

22-& 0 ஆகிே ஒவகைாரு எண்ணிளனயும்
    N , Q , R Q-  அல்லது Z  என்ற அடிப்பளையில் எழுதுக.
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 2. 3  ஒரு விகிதமுறா எண் எனக்காட்டுக. (குறிபபு: 2 Qg -க்குப ்பேன்்படுத்திே முளறளே 
பின்்பறறவும்)

 3. தனித்த (அ) நன்கு ைளரேறுக்கப்பட்ை இரண்டு விகிதமுறா எண்கள உளளனைா எனில், 
அவவிரு விகிதமுறா எண்களின் வித்திோசம் ஒரு விகிதமுறு எண்ணாக இருக்க முடியுமா? 
நிோேப்படுத்துக.

 4. இரு விகிதமுறா எண்களின் கூடுதல் விகிதமுறு எண்ணாக அளமயுமாறு விகிதமுறா 
எண்களளக் காண்க. இரு விகிதமுறா எண்களின் க்பருக்கல் விகிதமுறு எண்ணாக 
அளமயுமாறு இரண்டு விகிதமுறா எண்களளக் காணமுடியுமா?

 5. 
2

1
1000 -ஐவிை சிறிே மிளக எண் காண்க. நிோேப்படுத்துக.

2.3  ெட்டு ெதிபபு (Absolute Value)

2.3.1 வடையட்ற ெறறும் ்பணபுகள் (Definition and Properties)

R-ல் உளள ஒவகைாரு உறுபபும் எண்யகாட்டில் உளள ஒவகைாரு புளளியோடு ஒழுங்கு ைரிளசயில் 
ஒன்றுக்கு ஒன்று கதாைர்புளைேளை என்்பளதக் கண்யைாம். x R!  எனில், x மறறும் x-  ஆகிேளை 
0-லிருநது சமதூரத்தில் அளமநதுளளன. எண்யகாட்டில், a R! -க்கும் 0-க்கும் a-க்கும் இளைப்பட்ை 
கதாளலவு a-ன் மட்டு மதிபபு (absolute value) எனப்படும். யமலும், இதளன a  எனக் குறிபபிைலாம்.

எனயை எநத ஒரு x R! -க்கும் 0

0
x x x

x x

<

$
= -'   எனில்

எனில்    என எழுதலாம், மறறும் 
| . | ஆனது R-லிருநது [ , )0 3 -க்கு யமறயகார்த்தல் சார்்பாக ைளரேளற கசயகிறது. இதன் ைளர்பைம் 

முதல் இேலில் கண்யைாம்.

கறிபபு: (i) எநத ஒரு x R! -க்கும் x x= - . எனயை,  x y=  எனில் x y=  அல்லது 
x y=- . யமலும், ,x y x y= =-  எனில்,  x y= .

 (ii) x a r- =  எனில் யதளைோனதும் மறறும் ய்பாதுமானதுமான நி்பநதளன  
r 0$  மறறும்    x a r- =  அல்லது x a r- =-  .

2.3.2 ெட்டு ெதிபபுகடை உடைய சென்்போடுகள்  (Equations involving absolute values)

ஒரு சமன்்பாடு அல்லது அசமன்்பாட்டின் தீர்வு a என்ற கமயகேண் எனில், அக்கூறறில் மாறிக்குப 
்பதிலாக a ஐப பிரதியிை அக்கூறறு உண்ளமோக யைண்டும்.

அடுத்ததாக, மட்டு மதிபபுகளளத் தன்னகத்யத ககாண்ை சமன்்பாடுகளின் தீர்வுகளளக் காண்ய்பாம்.

எடுுதககோட்டு 2.1  x2 17 3- = -ன் தீர்வு காண்க.

தீர்வு:

 x2 17-  = 3 எனில் x2 17 3!- =   

 அதாைது,  x = 10 அல்லது x = 7
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எடுுதககோட்டு 2.2  x3 2 7 19- + = -ன் தீர்வு காண்க.
தீர்வு:

 3 7x 2- +  = 19

 யமலும், .  x 2-  = 
3

19 7
4

-
=

எனயை, x – 2 = 4   அல்லது   x – 2 = – 4

 அதாைது,  தீர்வு  x = – 2  மறறும்  x = 6

எடுுதககோட்டு 2.3  தீர்வு காண்க : x x2 3 5- = - .
தீர்வு:

u v=  எனில், யதளைோனதும் மறறும் ய்பாதுமானதும் என்னகைன்றால் u v=  அல்லது 
u v=-  ஆகும். எனயை, x x2 3 5- = -  என்்பது x x2 3 5- = -  அல்லது x x2 3 5- = -  . 

இதன் தீர்வு,  x 2=-  மறறும் x
3
8= . 

2.3.3 ெட்டு ெதிபபுகளுககோன சில முடிவுகள் (Some Results for Absolute Value)

 (i) ,x y R! , y x x y+ = -  எனில் xy 0=

 (ii) ,x y R! , எனில் xy x y=

 (iii) ,x y R! , y 0!  எனில் 
y
x

y
x

=

 (iv) ,x y R! , எனில் x y x y#+ + .

2.3.4 ெட்டு ெதிபபுகளுடைய அசென்்போடுகள் (Inequalities involving absolute values)

இங்கு மட்டு மதிபபுகளுளைே அசமன்்பாடுகளின் தீர்வு காணுதளலக் காண்ய்பாம்.  முதலில் மிகவும் 
எளிே அசமன்்பாடுகளான (i) x r<  மறறும் (ii) x r>  ய்பான்றைறளறக் காண்ய்பாம். 

 (i) x r<  எனில், யதளைோனதும் மறறும் ய்பாதுமானதுமான நி்பநதளன r x r< <-  என நாம் 
நிறுவுயைாம். x 0$  என்்பதால் r 0>  என குறிக்கலாம்.  x-ன் குறியீட்டிளனப க்பாறுத்து 
இரண்டு நிளலகள உளளன. 

நிளல 1
x 0$ ,  எனில் x x= . எனயை, x r x r< <&

நிளல 2
x 0< ,  எனில் x x=- . எனயை, x r x r< <&-

அதாைது, x r>-

x r< -க்குத் யதளைோனதும் மறறும் ய்பாதுமானதுமான நி்பநதளன r x r< <-  அல்லது ( , )x r r! -  
ஆகும்.
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 (ii) x r>  என்்பதறகு யதளைோனதும் மறறும் ய்பாதுமானதுமான நி்பநதளன x r<-  அல்லது 
x r>  என நிறுவுயைாம்.

  x r>  என்க. r 0<  எனில், ஒவகைாரு x R! , இநத அசமன்்பாட்ளை நிளறவு கசயயும்.

  0r $ , எனில் இரண்டு நிளலகள உண்டு.
நிளல 1

x 0$  எனில்  x x r>=

நிளல 2
x 0< , எனில் x x r>=-  அதாைது, x r<-

எனயை, x r> -க்குத் யதளைோனதும் மறறும் ய்பாதுமானதுமான நி்பநதளன x r<-  அல்லது 
x r>  அதாைது ( , ) ( , )x r r,3 3! - -  ஆகும்.

குறிபபுளர :

(i)  a R!  மறறும்  x a r#- -க்குத் யதளைோனதும் மறறும் ய்பாதுமானதுமான 
நி்பநதளன r x a r# #- -  ஆகும். அதாைது, ,x a r a r! - +6 @

(ii)  a R!  எனில், x a r$-  என்்பதளன x a r#- -  அல்லது x a r$-  என 
எழுதலாம். இதறகுத் யதளைோனதும் மறறும் ய்பாதுமானதுமான நி்பநதளன 
( , ] [ , )x a r a r,3 3! - - +  ஆகும்.

எடுுதககோட்டு 2.4   தீர்க்க: x 9 2<-

தீர்வு:
x 9 2<-  என்்பது x2 9 2< <- -  ஆகும். அதாைது, x7 11< < .

எடுுதககோட்டு 2.்   தீர்க்க: ,
x

x
4
2

1 4> !
-

.

தீர்வு:
ககாடுக்கப்பட்ை அசமன்்பாட்டிலிருநது x2 4> -  எனக் கிளைக்கும். 
அதாைது, x2 4 2< <- -  மறறும் 4x ! .
யமலும், 4 ஐக் கூட்ை 2 6x< <  மறறும் 4x ! . அதாைது,  ( , ) ( , )2 4 4 6,  என்்பது தீர்வு ஆகும்.

 ்பயிறசி 2.2

 1. தீர்வு காண்க.

  (i)  x3 7<-     (ii)  x4 5 2$- -

XI_Maths_Ch-2_V-1_TM.indd   73 15-12-2021   13:51:32

www.tntextbooks.in



11ஆம் வகுப்பு கணிதவியல் 74

  (iii)  x3
4
3

4
1

#-    (iv)  x 10 3<- -

 2. 
x2 1
1

6<
-

-க்குத் தீர்வு கண்டு, தீர்ளை இளைகைளிக் குறியீட்டில் எழுதுக.

 3. x3 5 2#- + - -க்குத் தீர்வு கண்டு, தீர்ளை எண்யகாட்டில் குறிக்க.
 4. x2 1 6 7#+ - -க்குத் தீர்வு கண்டு, தீர்ளை எண்யகாட்டில் குறிக்க.

 5. தீர்க்க: x
5
1

10 2 1<- .

 6. தீர்க்க: x5 12 2<- - .

2.4  ந�ரிய அசென்்போடுகள் (Linear Inequalities)

,a b R!  என்ற மாறிலிகளளக் ககாண்ை ( )f x ax b= +  என்ற சார்பு யநரிேல் சார்பு என்்பளத நிளனவு 
கூர்யைாம். இதன் ைளர்பைம் ஒரு யநர்யகாடு என்்பதால் இளத யநரிேல் சார்பு என்கியறாம். இங்கு, 
a என்்பது யகாட்டின் சாயவு மறறும் b என்்பது y-கைட்டு துண்டு ஆகும்.  a 0! , எனில், ( )f x ax b 0= + =  

என்்பளதத் தீர்க்க  x-கைட்டுத்துண்டு 
a
b-  எனக் கிளைக்கும்.

சில யநரங்களில் யநரிே அசமன்்பாடுகளள கருத்தில் ககாளளும் யதளை உருைாகிறது. 
எடுத்துக்காட்ைாக, “யகாபுரத்தின் உேரம் 50 அடிக்கு யமல் இல்ளல” என்ற கூறளற விளக்க யைண்டும்.  
x என்்பது ‘அடி’யில் குறிக்கப்பட்ை யகாபுரத்தின் உேரம் எனில் யமயல உளள கூறளற எழுதும் முளற  
x 50#  ஆகும்.

எடுுதககோட்டு 2.்  மாதாநதிர மின் ்பேன்்பாட்டு கட்ைணத்தின் ஒரு ்பகுதி மாறாது என்றும் 
மறகறாரு ்பகுதி ்பேன்்படுத்திே மின்சாரத்தின் யூனிட் அளளைப க்பாறுத்து மாறுைதாகவும் 
உளளது என்க. மின்ைாரிேம் அடிப்பளைக் கட்ைணமாக `110 என்றும் ்பேன்்பாட்டுக் கட்ைணம் ஒரு 
யூனிட்டுக்கு `4 என்றும் ைசூலிக்கிறது. ஒருைர் தன் மின் கட்ைணத்ளத `250-க்குக் கீழ 
இருக்கயைண்டும் என விருப்பப்பட்ைால் அைரது மின் ்பேன்்பாடு எவைளைாக இருக்க யைண்டும்.

தீர்வு:
x என்்பளதப ்பேன்்படுத்திே மின்சாரத்தின் அளவு என்க. இங்கு x 0$ , இபய்பாது, மின் கட்ைணம் 

` 110 + 4x ஆகும். அது `250-க்குக் கீழ இருக்கயைண்டும். எனயை, x110 4 250<+  என்ற 
அசமன்்பாட்டின் அடிப்பளையில் அளமே யைண்டும். அதாைது, x4 140< எனயை, 0 35.x 1#

ஒருைர் தன் கட்ைணம் `250-க்கு கீழ இருக்க, ்பேன்்பாட்டு மின்சாரம் 35 யூனிட்டுக்குக் கீழ 
இருக்கயைண்டும்.

எடுுதககோட்டு 2.் தீர்க்க: x x3 5 1#- +

தீர்வு:

x x3 5 1#- +  என்்பது x2 6#  ஆகும்.

எனயை, x 3#  அதாைது, தீர்வு ( , ]33-  ஆகும். 
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கறிபபு: யமறகண்ை எடுத்துக்காட்டிளன ைளர்பைத்தின் மூலம் தீர்வு காணலாம். 
( )f x x3 5= -  மறறும் ( )g x x 1= +  (்பைம் 2.3) ஆகிேைறளற ைளரே 

யைண்டும். பின்பு  g-ன் ைளர்பைத்திறகும் கீழ உளள  f-ன் ைளர்பைத்தின் 
மீதுளள x புளளிகளளக் காண யைண்டும்.

–4 –3 –2 –1
–1

1

2

3

4

5

6

7

y

–2

–3

–4

–5

0 1 2 3 4 5 6 7 8

g(x) = x+1

f(x) = 3x–5

x

்பைம் 2.3

எடுுதககோட்டு 2.்  கீழக்கண்ை அசமன்்பாட்டுத் கதாகுபபிளனத் தீர்க்க: x3 9 0$- ,  x4 10 6#-

தீர்வு:
x x3 9 0 3 9&$ $-  அதாைது, x 3$  எனக் கிளைக்கும்.
அயதய்பான்று, x4 10 6#- -லிருநது, x4 16#  எனக் கிளைக்கும். அதாைது, x 4# .
தீர்வுகள [ , )3 3  \மறறும் ( , ]43- -ன் கைட்டுகணமாகும். எனயை, தீர்வு [3, 4].

எடுுதககோட்டு 2.்  A என்ற க்பண் 446 ்பக்கங்களளக் ககாண்ை ஒரு புத்தகத்தில் 271 
்பக்கங்களளப ்படித்து முடித்துவிட்ைாள. அைள அபபுத்தகத்ளத ஒரு ைாரத்தில் ்படித்து முடிக்க 
யைண்டுகமனில், ஒரு நாளளக்குக் குளறநத்பட்சம் எத்தளன ்பக்கங்களள ்படிக்க யைண்டும்?

தீர்வு:
   தினமும் ்படிக்கயைண்டிே ்பக்கங்களின் எண்ணிக்ளகளே x என்க. x நிளறவு கசயயும் 

அசமன்்பாடு x7 271 446$+ . அதிலிருநது, x 25$  எனக் கிளைக்கிறது. எனயை அபபுத்தகத்ளத 
ஒரு ைாரத்தில் ்படித்து முடிக்கத் தினமும் குளறநதது 25 ்பக்கங்கள ்படிக்க யைண்டும்.

 யமயல உளள எடுத்துக்காட்டுகளில் ஒவகைாரு அசமன்்பாடுகளும் ஒன்றுக்கும் யமற்பட்ை 
தீர்வுகளளத் தருகிறது. க்பாதுைாக அசமன்்பாடுகளுக்கு தீர்ைாக ஒரு வீச்சகம் கிளைக்கும். 

 ்பயிறசி 2.3

 1. கீழக்கண்ை அசமன்்பாடுகளள இளைகைளி அளமபபில் எழுதுக.

  (i)  x 1$-  மறறும் x 4<  (ii)  x 5#  மறறும்  x 3$-

  (iii) x 1<-  அல்லது x 3<    (iv) x2 0>-  அல்லது x3 4 11<-

 2. x23 100< -ன் தீர்ளை (i) x N!      (ii) x Z!  -க்கு காண்க.
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 3.  x2 9$- -ன் தீர்ளை (i) x R!  (ii) x Z!     (iii) x N! -க்கு காண்க.

 4. தீர்வு காண்க (i) ( ) ( )x x
5

3 2
3

5 2
#

- -
  (ii) x x

3
5

2
4<

-
- .

 5. ஒவகைான்றும் 100 மதிபக்பண்கள ககாண்ை 5 ்பாைங்களில் மதிபக்பண்களின் சராசரி 90 
அல்லது அதறகும் யமல் இருநதால் தரம் A ஆகும். ஒரு ந்பர் முதல் 4 ்பாைங்களில் க்பறற 
மதிபக்பண்கள 84, 87, 95, 91 எனில், ஐநதாம் ்பாைத்தில் குளறநத்பட்சம் என்ன மதிபக்பண் 
க்பறறால் தரம் A கிளைக்கும்?

 6. ஒரு உற்பத்திோளர் 12 விழுக்காடு அமிலம் ககாண்ை 600 லிட்ைர் களரசல் ளைத்திருக்கிறார். 
இதனுைன் எத்தளன லிட்ைர்கள 30 விழுக்காடு அமிலத்ளதக் கலநதால் 15 விழுக்காட்டிறகும் 
18 விழுக்காட்டிறகும் இளைப்பட்ை அைர்த்தி ககாண்ை அமிலக் களரசல் கிளைக்கும்?

 7. 10ஐ விைப க்பரிே அடுத்தடுத்த இரண்டு ஒறளறப்பளை இேல் எண்களின் கூடுதல் 40ஐ 
விைக் குளறைாக இருக்க யைண்டுகமனில், அவகைண்களளக் காண்க.

 8. ஒரு ஏவுகளண ஏைப்படுகிறது. t வினாடிகளுக்குப பிறகு தளரயில் இருநது அதன் உேரம் 
h ஆனது ( ) ,h t t t t5 100 0 202 # #=- +  எனக் ககாடுக்கப்பட்டுளளது. ஏவுகளண 
எநயநரங்களில் 495 அடி உேரத்ளத அளையும்.

 9. தண்ணீர் குைாய சரி கசய்பைருக்குப பின்ைரும் முளறகளில் கூலி ககாடுக்கப்படுகிறது. 
முதல் முளறயில் `500-ம், ஒவகைாரு மணி யநரத்திறகும் `70 கணக்கிைப்பட்டுக் 
ககாடுக்கப்படுகிறது. இரண்ைாம் முளறயில் ஒவகைாரு மணி யநரத்திறகு `120 எனக் 
ககாடுக்கப்படுகிறது.  ஒருைர் x மணி யநரம் யைளல கசயகிறார் எனில், x-ன் எம்மதிபபிறகு 
முதல் முளறயில் அைருக்கு சிறநத கூலி கிளைக்கும்?

 10. A மறறும் B ஆகியோர் ஒயர மாதிரிோன யைளல கசயதாலும், அைர்களது மாத ஊதிேம் 
`6000-க்கு யமல் யைறு்பாைாக இருக்கிறது. B-ன் மாத ஊதிேம் ̀ 27,000 எனில், A-ன் மாத 
ஊதிேத்திறகான சாத்திேக் கூறுகளளக் காண்க.

2.்  இரு்படிச் சோர்புகள் (Quadratic Functions)

z R!  மறறும் n N! -க்கு z z z z zn $ $ g=  (n-முளறகள) என்்பளத முநளதே 
ைகுபபுகளில் ்படித்துளயளாம்.
( )P x ax bx c2= + + , (இங்கு, , ,a b c R!  என்்பன மாறிலிகள மறறும் a 0! ) என்ற ைடிவில் உளள 

சார்பு இரு்படிச் சார்பு என்றளைக்கப்படுகிறது. t R! -க்கு, ( )P t 0=  எனில், t என்்பது ( )P x -ன் ஒரு 
பூஜ்ஜிேமாகும். 

2.்.1 இரு்படி சூுதிைம் (Quadratic Formula)

க்பாதுைாக, இரு்படிச் சார்பு ( )P x ax bx c2= + + -ஐ ( )a x k d2- +  என எழுத இேலுமா? இேலும். 
இதளன “ைர்க்கத்ளத நிளறவு கசயதல்” (completing the square) என்ற முளறயில் கீழக்கண்ைைாறு 
எழுதலாம்.

 ( )P x  = ax bx c2 + +
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ஆகயை, ( )P x  = a x
a
b

P
a
b

2 2

2
+ +

-` `j j ..... (1)

தறய்பாது, ( )P x 0=  எனக் ககாளளும்ய்பாது, ைளளைளர ( )P x -ன் x  கைட்டுத்துண்டு கிளைக்கும்.

( )P x 0=  எனில், (1) இலிருநது கிளைப்பது, a x
a
b

P
a
b

2 2
0

2
+ +

-
=` `j j .

 a x
a
b
2

2
+` j  = P

a
b

2
-

-` j

  = – 
a

b ac
4

42- -d n 

 x
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b
2

2
+` j  = 

a
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4

4
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எனயை, x  = 
a

b ac
a
b

2
4

2

2 -
-   அல்லது x  = 

a
b ac

a
b

2
4

2

2- -
-

எனயை,             x
a

b b ac
2

42!
=
- -

 .

இதளன இரு்படிச் சூத்திரம் (quadratic formula) என்ய்பாம்.

குறிபபுளர

(i) u 0$ -க்கு மட்டும் u  ஒரு கமயகேண் என ைளரேறுக்கப்படும்.
(ii) u  என எழுதினால் அது ஒரு குளறேறற மிளக எண்ணிளனக் குறிக்கும்.

b ac4 0>2 -  எனில்,  ( )P x 0= -க்கு கைவயைறான இரு கமயகேண்கள தீர்ைாகும்.
4 0b ac2 - =  எனில், இரு சமமான கமயகேண்கள தீர்ைாகும். 

யமலும், 4 0b ac <2 -  எனில், கமய மூலங்கள இல்ளல.
எனயை, b ac4 0>2 -  எனில், x  அச்ளச இரு புளளிகளில் ைளளைளர கைட்டும்.
b ac4 02 - =  எனில், ைளளைளர x  அச்ளச ஒரு புளளியில் மட்டும் கதாடும்.

4 0b ac <2 -  எனில், ைளளைளர x  அச்ளச கைட்ைாது.
எனயை, ( )P x ax bx c2= + +  என்ற இரு்படிச் சார்பின் தன்ளமகாட்டி (discriminant) D b ac42= -  

என்கியறாம்.

;
;
;
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கறிபபு:  (i) a  மறறும் b  ஆகிேளை ax bx c 02 + + = -ன் மூலங்கள எனில் 

a
b

a b+ =
-  மறறும் 

a
c

ab =  ஆகும்.

 (ii) தன்ளமகாட்டி b ac42 -  ஒரு குளற எண் எனில் இரு்படிச் சமன்்பாடு 
ax bx c 02 + + = -க்கு கமயகேண் மூலம் இல்ளல. இங்கு, கற்பளன 
எண்கயள மூலங்களாகும்.

  அளை, 
a

b i ac b
2
4 2

a =
- + -

, 
a

b i ac b
2
4 2

b =
- - -  இங்கு, i 12 =-

(இதளனப ்பறறி அடுத்த ைகுபபில் ்படிபய்பாம்)
 (iii) எடுத்துக்காட்ைாக, y x x4 52= - +  (்பைம் 2.4) என்ற ைளர்பைத்ளதப 

்பார்க்கலாம். இநத ைளர்பைம் x-அச்ளச கைட்ைாததால், x x4 5 02 - + = -க்கு 
கமயகேண்கள தீர்ைாக அளமோது.

y = x2 – 4x + 5
x

y

்பைம் 2.4
 (iv) இரு ்படி சமன்்பாட்டின் மூலங்களின் தன்ளமளே D b ac42= -  என்ற 

தன்ளமகாட்டி மூலம் விைரிக்கும் அட்ைைளண கீயை ககாடுக்கப்பட்டுளளது.

தன்ளமகாட்டி மூலங்களின் தன்ளம ைளளைளர (்பரைளளேம்)

மிளக கைவயைறான 
கமயகேண்கள

x-அச்ளச இரண்டு 
புளளிகளில் கைட்டுகிறது.

பூஜ்ஜிேம் சமமான 
கமயகேண்கள

x-அச்ளச ஒரு புளளியில் 
கதாடுகிறது.

குளற கமயகேண்கள அல்ல x-அச்ளசச் சநதிக்காது.

எடுுதககோட்டு 2.1ட x px q 02 - + =  என்ற சமன்்பாட்டின் மூலங்கள a  மறறும் b  எனில், 

a b
1 1+ -ன் மதிபபிளனக் காண்க.

தீர்வு:
a  மறறும் b  ஆகிேளை x px q 02 - + =  என்ற சமன்்பாட்டின் மூலங்கள. அைறறின் கூடுதல் 

a b p+ =  மறறும் ab q=  ஆகும்.

எனயை, 
a b
1 1+  = 

ab
a b

q
p+

=

XI_Maths_Ch-2_V-1_TM.indd   78 15-12-2021   13:51:40

www.tntextbooks.in



அடிப்படை இயற்கணிதம்79

எடுுதககோட்டு 2.11  இரு்படிச் சமன்்பாடு x ax a 2 02 - + + = -ன் மூலங்கள சமம் எனில் a-ன் 
அளனத்து மதிபபுகளளயும் காண்க.
தீர்வு:

x ax a 2 02 - + + = -ன் மூலங்கள சமம் எனக் ககாடுக்கப்பட்டுளளது. எனயை, 
தன்ளமகாட்டியின் மதிபபு பூஜ்ஜிேமாகும்.
ஆகயை, D = b ac a a4 4 8 02 2- = - - =

எனயை, a = 
2

4 48!

அதாைது,  a = ,2 12 2 12+ - .

எடுுதககோட்டு 2.12 x x 1 12 + - = -ன் தீர்வுகளின் எண்ணிக்ளகளேக் காண்க.
தீர்வு:

நிளல (1)
x 1$  எனில், x x1 1- = - .
எனயை, ககாடுக்கப்பட்ை சமன்்பாடு x x 2 02 + - = .
காரணிப்படுத்த கிளைப்பது, ( )( )x x x2 1 0 2&+ - = = -  அல்லது 1.
ஆனால், x 1$  எனயை, x 1= .
நிளல (2)
x 1<  எனில், x x1 1- = - .
எனயை, ககாடுக்கப்பட்ை சமன்்பாடு x x1 12 + - = .
எனயை, ( )x x x1 0 0&- = =  அல்லது x 1= .
ஆனால் x 1< , எனயை, x 0= .
எனயை, தீர்வுக் கணம் {0, 1} ஆகும். எனயை, இச்சமன்்பாட்டிறகு இரண்டு தீர்வுகள உண்டு.

 ்பயிறசி 2.4

 1. 7 மறறும் –3 ஆகிே மூலங்களளயுளைே இரு்படிச் சமன்்பாட்ளைக் காண்க.
 2. ஒரு இரு்படிக் யகாளையின் ஒரு பூஜ்ஜிேம் 51 + . யமலும்,  ( )p 1 2=  எனில், அநத இரு்படிக் 

யகாளைளேக் காண்க.
 3. x x2 3 02 + + =  என்ற இரு்படிச் சமன்்பாட்டின் மூலங்கள a மறறும் b எனில்,  

பூஜ்ஜிேங்கள  1
a

 மறறும் 1
b

 உளைே இரு்படிக் யகாளைளேக் காண்க.
 4. ( )k x x1 5 72- = -  என்்பதன் ஒரு மூலம் மறறதன் இருமைங்கு எனில், k 2=

அல்லது  25-  எனக் காண்க.
 5. ( )x a x a2 1 1 02 - + + - = -ன் மூலங்களுக்கிளையே உளள யைறு்பாடும், அளைகளின் 

க்பருக்கற்பலனும் சமம் எனில், a 2=  என நிறுவுக.
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 6. ax bx c 02 + + = -ன் ஒரு மூலம் 
  (i) மறகறாரு மூலத்தின் மாறறு குறியீடு 
  (ii) மறகறாரு மூலத்ளதப ய்பால் மூன்று மைங்கு 
  (iii) மறகறாரு மூலத்தின் தளலகீழி ஆக இருக்கக் கட்டுப்பாடுகளளக் காண்க.
 7. x ax b 02 - + =  மறறும் x ex f 02 - + =  ஆகிே சமன்்பாடுகளுக்கு ஒரு க்பாதுைான 

மூலம் உளளது. யமலும், இரண்ைாம் சமன்்பாட்டிறகுச் சமமான மூலங்கள உண்டு எனில், 
( )ae b f2= +  என நிறுவுக.

 8. (i) x x3 1 02- + + =   (ii) x x4 2 02 - - =   (iii) x x9 5 02 + =  ஆகிேைறறின் மூலங்களின் 
தன்ளமளேக் காண்க.

 9. ைளர்பைம் ைளரோமல் (i) y x x 22= + + , (ii) y x x3 72= - - , (iii) y x x6 92= + +  
ஆகிேளை  x- அச்ளச கைட்டுமா எனச் யசாதித்தறிேவும். யமலும் கைட்டும் புளளிகளின் 
எண்ணிக்ளகளேக் காண்க.

 10. ( )f x x x5 42= + + -ஐ ைர்க்கங்களின் கூடுதலாக எழுதுக.

2.்.2 இரு்படி அசென்்போடுகள் (Quadratic Inequalities)
இங்கு, ax bx c 0<2 + +  அல்லது ax bx c 0>2 + +  ஆகிே அசமன்்பாடுகளுக்கு தீர்வு காணலாம்.
இரு்படி அசமன்்பாடுகளளத் தீர்வு காணப ்படி நிளலகள
 (i) 0ax bx c2 + + = -க்குத் தீர்வு காண யைண்டும்.
 (ii) கமயகேண்களில் தீர்வு இல்ளல எனில், யமயல உளளைறறில் ஒரு அசமன்்பாடு அளனத்து  

x R! -க்கும் உண்ளமோகும்.
 (iii)  கமயகேண்களில் தீர்வு உண்டு எனில், அது மாறுநிளலப புளளிகளாகும் (critical point). 

அபபுளளிகளள எண்யகாட்டில் குறித்தல் யைண்டும்.
 (iv)  இநத மாறுநிளலப புளளிகள எண்யகாட்ளை க்பாது உறுபபுகளறற இளைகைளிகளாகப 

பிரிக்கின்றன. (ஒயர ஒரு மாறுநிளலப புளளி இருக்கவும் ைாயபபுளளது)
 (v)  ஒவகைாரு இளைகைளியிலும் ஏயதனும் ஒரு புளளிளே எடுத்துக் ககாளள யைண்டும்.
 (vi)  அபபுளளிகளள அசமன்்பாட்டில் உளள யகாளையில் பிரதியிையைண்டும்.
 (vii)  அசமன்்பாட்ளை நிளறவு கசயயும் இளைகைளிளேக் காணவும்.

எடுுதககோட்டு 2.13 தீர்க்க: x x3 5 2 02 #+ -

தீர்வு:
 இரு்படிக் யகாளைளேக் காரணிப்படுத்த, ( )x x3 2

3
1

0#+ -` j  எனக் கிளைக்கும். ஒரு 
எண்யகாட்டில் மாறுநிளலப புளளிகளான –2 மறறும் 

3
1  (்பைம் 2.5) ஆகிேைறளறக் குறிக்கவும். 

ஒவகைாரு இளைகைளியிலும் ( )x x2
3
1+ -` j-ன் மிளகத் தன்ளமளேச் யசாதிக்கவும். 

அவவிளைகைளியில் ஏயதனும் ஒரு புளளிளே எடுத்துக்ககாளக. கிளைக்கும் விளையின் குறியீடு 
என்னயைா, அதுயை இவவிளைகைளியில் உளள அளனத்துப புளளிகளளயும் பிரதியிைக் 
கிளைக்கும் விளைகளின் குறியீைாகும். (இல்ளலகேனில், இநத இளைகைளியில் மறகறாரு 
மாறுநிளலபபுளளி இருப்பதாகும்) இளதக் கீழக்கண்ை அட்ைைளணயின் மூலம் எளிதில் 
புரிநதுககாளளலாம்.
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–4 –2

–2

y = 3x2 + 5x – 2

2

(–2,0) (1/3,0)

4

–4

2 4 x

y

்பைம் 2.5

இளைகைளி ( )x 2+  -ன் 
குறியீடு

x
3
1-` j-ன் 

குறியீடு
x x3 5 22 + -

-ன் குறியீடு
( , )23- - – – +

,2
3
1-` j + – –

,
3
1
3` j + + +

எனயை, அசமன்்பாடு நிளறவு கசயயும் இளைகைளி ,2
3
1-8 B ஆகும்.

எடுுதககோட்டு 2.14 தீர்க்க: x x14 2<+ + .
தீர்வு:

x 14+  ைளரேறுக்கப்பை x 14 0$+  என இருத்தல் யைண்டும்.
x 14$-  எனயை, x 2 0>+ , அதாைது x 2$- .

யமலும், ( ) ( )x x14 2< 2+ + .  அதாைது, x x3 10 0>2 + -  எனயை, ( )( )x x5 2 0>+ - .
x 5=-  மறறும் x 2=  ஆகிே மாறுநிளலப புளளிகளளக் ககாண்டு எண்யகாட்டில் 

இளைகைளிகளள உருைாக்கி, அைறறிலிருநது புளளிகளளப பிரதியிைக் கிளைக்கும் தீர்வு x 5<-  
மறறும் x 2>  ஆகும்.  x 2$-  என்்பதால் அைறறின் தீர்வு x 2>  ஆகும்.

எடுுதககோட்டு 2.1் x x x6 4 42- - = +  என்ற சமன்்பாட்ளைத் தீர்க்க.
தீர்வு:

ககாடுக்கப்பட்ை சமன்்பாடு ( )x 4 0$+  மறறும் ( )x x x6 4 42 2- - = +  என்்பதறகு சமானமாகும்.
எனயை, x 4$-  மறறும் x x6 5 02 + + = . 
இதளனத் தீர்க்கக் கிளைப்பது, ,x 1 5=- -

ஆனால், x 1=-  மட்டும் இரண்டு நி்பநதளனகளளயும் நிளறவு கசயகிறது. எனயை, x 1=-  
ஒரு தீர்வு ஆகும்.
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 ்பயிறசி 2.்

 1. தீர்வு காண்க: x x2 15 02 #+ - . 
 2. தீர்வு காண்க: x x3 2 02 $- + - .

2.்  ்பல்லுறுபபுச் சோர்புகள் (Polynomial Functions)

 இதுைளர நாம் கறறது ஒரு்படி மறறும் இரு்படிச் சார்புகளளப ்பறறிேது. இக்கருத்துகளளப 
க ்ப ா து ள ம ப ்ப டு த் து ய ை ா ம் .  , , , , ,a i n0 1 2R

i
g! = எ ன க்  க க ா ண் டு ள ள  ய க ா ள ை 

a x a x a
n
n

n
n

1
1

0
g+ + +

-
- -ஐ x  என்ற மாறியிலான ்பல்லுறுபபுக் யகாளை (polynomial) என்ய்பாம். 

இங்கு, n  ஒரு குளறேறற முழு எண்ணாகும். a 0
n
!  ஆக இருக்கும்ய்பாது, ்பல்லுறுபபுக் யகாளையின் 

்படி (degree) n  ஆகும். , , ,a a a R
n0 1

g !  ஆகிேளை ்பல்லுறுபபுக் யகாளையின் குணகங்களாகும். a
0
 

என்்பது மாறிலி உறுபபு எனவும் (coefficients) a
n

-ஐ முதறகுணகம் (பூஜ்ஜிேமல்லாதய்பாது) எனவும் 
கூறலாம்.

இதிலிருநது கதளிைாக,
 (i) 100 20 7 1.22x x x x27 5 2r- + + +  என்ற ்பல்லுறுபபுக் யகாளையின் ்படி 7
 (ii) ( )( )( )( . )x x x x17 3 3 2 2 3r- + - +  என்ற ்பல்லுறுபபுக் யகாளையின் ்படி 4
 (iii) ( )( )( )x x x x x x1 2 2 5 32 3 5+ + + + - +  என்ற ்பல்லுறுபபுக் யகாளையின் ்படி 10 ஆகும்.
x-க்கு ஒரு குறிபபிட்ை மதிபபு x c=  எனப பிரதியிைக் கிளைப்பது a c a c a c a

n
n

n
n

1
1

1 0
g+ + + +

-
-  

( )P x a x a x a
n
n

n
n

1
1

0
g= + + +

-
-  என்்பது R  இலிருநது R-க்கு ைளரேறுக்கப்பட்ை ஒரு ்பல்லுறுபபுச் 

சார்பு (polynomial function) ஆகும்.
யகாளையின்  ்படி 1 எனில், ஒரு்படி ்பல்லுறுபபுக் யகாளை (linear polynomial) எனவும், ்படி 2 எனில், 

இரு்படி ்பல்லுறுபபுக் யகாளை (quadratic polynomial) எனவும் கூறலாம். முப்படி ்பல்லுறுபபுக்யகாளையின் 
்படி (cubic polynomial) மூன்றாகும். 

இதுய்பால, ்படி 4 மறறும் ்படி 5 ககாண்டுளள ்பல்லுறுபபுக் யகாளைகளள முளறயே நாற்படித்தான 
(quartic) மறறும் ஐம்்படித்தான (quintic) ்பல்லுறுபபுக்யகாளை எனலாம். ஒரு மாறிலிளே ( )a 0! ,
்படி 0 உளைே ்பல்லுறுபபு யகாளைோக கருதலாம்.
( ) ( ),f x g x x R!=  என அளமே, யதளைோனதும், ய்பாதுமானதாகவும் உளள நி்பநதளன 

இரு ்பல்லுறுபபுக் யகாளைகளும், அதாைது, ( )f x a x a x a
n
n

n
n

1
1

0
g= + + +

-
- , a 0

n
!  மறறும் 

( ) ,g x b x b x b b 0
m

m

m

m

m1

1

0
g != + + +

-

-  ஆகிேளை சமமாக இருத்தல் யைண்டும். இதறகு 
இளணோக n = m மறறும் , , , ,a b k n0 1 2

k k
g= =  ஆகும்.

 இரு ்பல்லுறுபபுக்யகாளைகள ககாடுக்கப்பட்டிருபபின் அதன் கூடுதல் மறறும் க்பருக்கல் ஆகிேைறளறக் 
காணலாம். எடுத்துக்காட்ைாக,  ( )P x x x2 7 53 2= + -  மறறும் ( ) 2 1Q x x x x x4 3 2= - + + +  
எனில், ( ) ( )P x Q x x x x8 64 2+ = + + - 4 (ஒத்திளசவு அடுக்குளைே x-ன் குணகங்களளக் கூட்ைக் 
கிளைக்கும்)  யமலும்,  ( ) ( )P x Q x x x x x x x x2 3 12 4 19 2 5 57 6 5 4 3 2= + - + + + - -  என்்பளத 
( )P x -ன் ஒவகைாரு உறுப்பாக எடுத்து ( )Q x -ன் ஒவகைாரு உறுபபுைன் க்பருக்கும்ய்பாது கிளைக்கிறது.        
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( ) ( )P x Q x -ன் ்படி ( )P x  மறறும் ( )Q x  ஆகிேைறறின் ்படிகளின் கூடுதலுக்குச் சமம். ( ) ( )P x Q x+ -ன் 
்படி அைறறின் அதிக்பட்சப ்படிோகும். எடுத்துக்காட்ைாக, இங்கு, ககாடுக்கப்பட்டுளள ைளர்பைம் முப்படி 
்பல்லுறுபபு யகாளையுளைேதாகும்.
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்பைம் 2.6

( )f x  மறறும் ( )g x  ஆகிேளை இரு ்பல்லுறுபபுக்யகாளைகள எனவும், ( )g x  ஒரு பூஜ்ஜிேமறறது எனவும் 

ககாண்ைால் 
( )
( )
g x
f x  என்்பது ஒரு விகிதமுறு யகாளைோகும் (rational function). க்பாதுைாக விகிதமுறு 

யகாளை ஒரு ்பல்லுறுபபுக்யகாளைோக இருக்கயைண்டும் என்ற அைசிேமில்ளல.

2.்.1 வகுதல் நகோட்்போடு (Division Algorithm)

( )f x  மறறும் ( )g x  ஆகிேளை இரு ்பல்லுறுபபுக் யகாளைகள என்க. இங்கு ( )g x  பூஜ்ஜிேமறற 
யகாளை என்க.
( ) ( ) ( ) ( )f x q x g x r x= +  என்றளமயுமாறு ( )q x  மறறும் ( )r x  ஆகிே இரு ்பல்லுறுபபுக் யகாளைகள 

கிளைக்கும். இங்கு, ( )r x  இன் ்படி ( )g x  இன் ்படிளே விைச் சிறிேது. ( )q x  என்்பது ஈவு ்பல்லுறுபபுக் 
யகாளை என்றும் ( )r x  என்்பது மீதி ்பல்லுறுபபுக் யகாளை என்றும் குறிபபிைப்படுகிறது. ( )r x  ஒரு 
பூஜ்ஜிேகமனில், ( ), ( )g x q x  ஆகிேளை ( )f x  இன் காரணிகளாகும். யமலும், ( ) ( ) ( )f x q x g x=  ஆகும். 

முழுக்களுக்குப ்பேன்்படுத்தப்படும் ைகுத்தல் யகாட்்பாடும் இதறகுப க்பாருநதும். 
( )g x x a= - , எனில், மீதி ( )r x -ன் ்படி பூஜ்ஜிேமாகும். எனயை, ( )r x  ஒரு மாறிலிோகும். அநத 

மாறிலிளேக் காண, ( ) ( ) ( )f x x a q x c= - +  என எழுதி x a=  எனப பிரதியிை, ( )c f a=  எனக் 
கிளைக்கும்.

மீதிு நதற்றம் (Remainder Theorem)

்பல்லுறுபபுக் யகாளை ( )f x ஐ x a-  ஆல் ைகுக்கக் கிளைக்கும் மீதி ( )f a  ஆகும்.
மீதி ( )c f a 0= =  என அளமேத் யதளைோனதும் மறறும் ய்பாதுமானதுமான நி்பநதளன ( )f x -ன் 

காரணி x a-  ஆகும்.
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வடையட்ற 2.1

ஒரு கமயகேண் a என்்பது ( )f x  என்ற ்பல்லுறுபபுக் யகாளையின் பூஜ்ஜிேமாக (zero of the 

polynomial) இருக்க யைண்டுமாயின் ( )f a 0=  என இருத்தல் யைண்டும். x a-  என்்பது ( )f x -ன் 
பூஜ்ஜிேம் எனில், x a-  என்்பது ( )f x -ன் ஒரு காரணிோகும்.
க்பாதுைாக, ( ) ( ) ( )f x x a g xk $= - , இங்கு, ( )g a 0!  எனில், a ஐப க்பாறுத்து அளமயும் k இன் மதிபபு 
( )f x -ன் ்படிளேவிைச் சிறிேதாகும். k என்்பளத a என்ற பூஜ்ஜிேத்தின் க்பருக்கல்்படி (multiplicity) 

என்கியறாம்.

கறிபபு:  (i) ஒரு ்பல்லுறுபபுக் யகாளையின் ்படி n எனில், அதன் அதிக்பட்ச கமய 
பூஜ்ஜிேங்களின் எண்ணிக்ளக n ஆகும். ( )P x x 12= + என்ற 
்பல்லுறுபபுக் யகாளைக்கு கமய பூஜ்ஜிேம் கிளைோது.

 (ii) விகிதமுறு எண்களள குணகங்களாகக் ககாண்ை ்பல்லுறுபபுக் யகாளை 
( )P x  என்க. p என்ற ்பகா எண்ணுக்கு, a b p+  என்்பது ( )p x -ன் 

பூஜ்ஜிேமாக இருபபின் அதன் இளண (conjugate) a b p- -யும் ஒரு 
பூஜ்ஜிேமாக அளமயும்.

்பல்லுறுபபுக் யகாளைகளின் கணக்குகளில் இரண்டு முக்கிே ைளககள கீயை ககாடுக்கப்பட்டுளளன.
 (i) ககாடுக்கப்பட்ை ்பல்லுறுபபுக் யகாளைகளின் பூஜ்ஜிேங்களளக் கண்ைறிநது, ஒரு்படி காரணிகள 

மூலம் ்பல்லுறுபபுக் யகாளைளேக் காரணிப்படுத்துதல்
 (ii) சில நி்பநதளனகளுைன் ககாடுக்கப்பட்ை பூஜ்ஜிேங்களளப ்பேன்்படுத்திப ்பல்லுறுபபுக் 

யகாளைளேக் கட்ைளமப்பது.
்பல்லுறுபபுக் யகாளைகளின் பூஜ்ஜிேங்களளக் கண்ைறிேச் சில யநரங்களில் இேறகணித 

முறகறாருளமகள ்பேன்்படுத்தப்பை யைண்டும் என்்பது அறிநததாகும். முறகறாருளம என்றால் என்ன?
சார்்பகத்தில் உளள எல்லா மதிபபிறகும் ஒரு சமன்்பாடு கமய எனில் அச்சமன்்பாடு முறகறாருளம 

(identity) எனப்படும்.
சார்்பகத்திலுளள சில மதிபபுகளுக்கு மட்டும் சமன்்பாடு உண்ளம எனில், அச்சமன்்பாடு 

நி்பநதளனக்குட்்பட்ை சமன்்பாடு எனப்படும். கீழக்காணும் முறகறாருளமகளள நிளனவில் ககாளயைாம்.

2.்.2 முககியெோன முறம்றோருடெகள் (Important Identities)
, ,x a b R! -ன் எல்லா மதிபபுகளுக்கும் கீழக்கண்ைைாறு நமக்குக் கிளைக்கிறது.

 1. ( ) ( ) ( ) 3 3 3 ( )x a x a x a x x a xa a x xa x a a3 2 3 2 2 3 3 3+ = + + = + + + = + + +

 2. ( ) ( ) (x b x x b xb b x xb x b b a b3 3 33 3 2 2 3 3 3- = - + - = - - + = -  என (1) - ல் பிரதியிை)
 3. ( )( )x a x a x xa a3 3 2 2+ = + - +

 4. ( )( ), (x b x b x xb b a b3 3 2 2- = - + + =- , என (3) -ல் பிரதியிை)
 5. ( )( ),x a x a x x a x a a n Nn n n n n k k n1 2 1 1g g !- = - + + + + +- - - - -

 6. ( )( ( ) ( ) ),x b x b x x b x b b n Nn n n n n k k n1 2 1 1g g !+ = + - + + - + + -- - - - -

−
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 ்பயிறசி 2.்

 1. ( )f x x4 252= -  என்ற ்பல்லுறுபபுச் சார்பின் பூஜ்ஜிேங்களளக் காண்க.
 2. x x x17 223 2- - = -ன் ஒரு மூலம் x 2=-  எனில், பிற மூலங்களளக் காண்க.
 3. x 164 = -ன் கமய மூலங்களளக் காண்க.
 4. தீர்வு காண்க: ( ) ( )x x2 1 3 2 02 2+ - + =

அறுதியில்லோக மகழுககள் வழிமுட்ற (Method of Undetermined Co-efficients)
ககாடுக்கப்பட்ை தகைல்களளக் ககாண்டு, அறுதியில்லாக் ககழுக்கள ைழிமுளறளேப ்பேன்்படுத்திப 

்பல்லுறுபபுக் யகாளைளேக் கட்ைளமப்பளதக் காண்ய்பாம். ககாடுக்கப்பட்ை நி்பநதளனகளளப 
்பேன்்படுத்திப ்பல்லுறுபபுக் யகாளையின் ககழுக்களளக் காண யைண்டும். இரண்டு ்பல்லுறுபபுக் 
யகாளைகள சமமாக இருக்கத் யதளைோனதும் மறறும் ய்பாதுமானதுமான நி்பநதளன அைறறின் 
மாறிகளின் அடுக்குகள ஒன்றாக உளைே உறுபபுகளின் ககழுக்கள சமமாக இருக்க யைண்டும்.

எடுுதககோட்டு 2.1் ( ) , ( )f f0 1 2 0= - =  யமலும், ( )f 1 0=  ஆக அளமயும், இரு்படி ்பல்லுறுபபுக் 
யகாளை ( )f x -ஐக் காண்க.

தீர்வு:

்பல்லுறுபபுக் யகாளையிளன ( )f x ax bx c2= + +  என எடுத்துக் ககாளயைாம்.

எனயை, ( )f 0  = a b c c0 0 1 12
&+ + = =

 ( )f 2-  = , ( )f0 1 0= .   

இைறறிலிருநது, a b c4 2 0- + =  மறறும் a b c 0+ + =  ஆகிேைறளறப க்பறலாம்.

c 1=  எனப பிரதியிை, a b4 2 1- = -  மறறும் a b 1+ =-

இரு சமன்்பாடுகளளயும் தீர்வு காண, a b
2
1= =- .

எனயை,  ( )f x  = x x
2
1

2
1

12- - +

கறிபபு: யமயல உளள கணக்கிறகு மறகறாரு முளறயிலும் தீர்வு காணலாம்.
ஏதாைது சில மாறிலி  d-க்கு, ,x x2 1=- = , ஆகிேளைகளளப பூஜ்ஜிேங்களா 
ககாண்டு ( ) ( )( )f x d x x2 1= + -  என எழுதலாம்.

  ( )f 0 1=  என ்பேன்்படுத்தக் கிளைப்பது, d2 1- = . எனயை, d
2
1=- .

 ஆகயை, ( )f x  = ( )( )x x x x
2
1

2 1
2
1

2
1

12- + - = - - +

எடுுதககோட்டு 2.1் ,x
5
2
1 3= +  ஆகிே பூஜ்ஜிேங்களளயும் ( )f 0 8=-  என்ற 

நி்பநதளனளே நிளறவு கசயயும் முப்படி ்பல்லுறுபபுக் யகாளைளேக் காண்க.
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தீர்வு:

5
2  மறறும் 1 3+  ஆகிேளை ( )f x -ன் பூஜ்ஜிேங்களாகும். எனயை, 1 3-  என்்பதும் அதன் 

பூஜ்ஜிேமாகும்.

எனயை,  ( )f x  = ( ) ( )a x x x
5
2

1 3 1 3- - + - -` ^j h6 6@ @

  = ( )a x x
5
2

1 32- - -` j6 @

 ( )f 0 8=- -ஐப ்பேன்்படுத்த, ( )a
5
2

2 8- - = -` j
எனயை, a 10=- .
யதளைோன முப்படி ்பல்லுறுபபுக் யகாளை, 
 ( )f x  = ( 10) x x x

5
2

2 22- - - -` j6 @

  = x x x10 24 12 83 2- + + -

எடுுதககோட்டு 2.1் ( )f x x px q3 2
3= - +  ஆனது, ( )g x x ax a2

2 2= + +  ஆல் ைகு்படும் எனில், 
ap q 0+ =  என நிறுவுக.
தீர்வு:
( )f x -ன் ்படி 3 என்றும் முதன்ளம ககழு 1 என்றும் அறிக. ( )f x -ஐ ( )g x  ைகுப்பதனால்,

 ( )f x  = ( ) ( ),x b g x b R!+

எனயை, x px q3 23 - +  = ( )( )x b x ax a22 2+ + +

இருபுறமும் உளள ஒத்திளசைான ககழுக்களளச் சமப்படுத்த நமக்குக் கிளைப்பது  
,a b a ab p2 0 2 32+ = + = -  மறறும் q ba2 2=

எனயை, , ,b a p a q a2 2 3=- = =-

 q  = ( )a a a ap3 2- = - = -  
இதிலிருநது ap q 0+ =  எனக் கிளைக்கும்.

எடுுதககோட்டு 2.1் அறுதியில்லாக் ககழுக்கள ைழிமுளறளேப ்பேன்்படுத்தி
  ( )n n1 2 3 1g+ + + - + ,   n N! -ன் கூடுதல் காண்க.

தீர்வு:
 ( )S n  = ( ) ( )n n n1 2 2 1g+ - + - + + +   என்க.

  = ( ) ( ) ( ) ( )n n n n n n n1 2 2 1g+ - + - + + - - + - -6 6@ @

  = ( ) ( )
n

n
n n

n
n n

n
n n

1
1

2
2 2 1
g+

-
+
-
+ +

- -
+
- -; E

  n 1 1 1g# + + +6 @  (ஏகனனில், , ,
n
n

n
n1

1
2
1< < g

- - )

n
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எனயை, ( )S n  #  n2

 ( )S n  = a bn cn2+ +  என்க. இங்கு, , ,a b c R!

 ( ) ( )S n S n1+ -  = n 1+

 ( ) ( ) [ ]a b n c n a bn cn1 1 2 2+ + + + - + +  = n 1+

 b cn c2+ +  = n 1+

எனயை, b c 1+ =  மறறும்  , ;c b c2 1
2
1

2
1= = =  எனக் கிளைக்கும்.

இங்கு,  ( )S 1  = 1 Þ  a b c1 1+ + =     Þ a = 0         (b + c = 1)

எனயை, ( )S n  = ( )
,n n

n n
n

2
1

2
1

2
1

N2 !+ =
+

எடுுதககோட்டு 2.2ட ( ) ( ) ( )x x x1 1 5 03 2- + + =  என்ற ்பல்லுறுபபுச் சமன்்பாட்டின் 
மூலங்களளக் காண்க. யமலும், அதன் க்பருக்கல் ்படித் தன்ளமகளள எழுதுக.

தீர்வு:
( ) ( ) ( ) ( )f x x x x1 1 5 03 2= - + + =  என்க.
இங்கு, , ,x 1 1 5= - - . மூலம் 1-ன் க்பருக்கல்்படி 3, –1-ன் க்பருக்கல் ்படி 2 மறறும்  –5-ன் 

க்பருக்கல் ்படி 1.

கறிபபு: மூலத்தின் க்பருக்கல் ்படி 1 எனில், அது எளிே மூலம் எனப்படும்.

எடுுதககோட்டு 2.21 தீர்வு காண்க. ,x x x20 R!= + ,

தீர்வு:

x 20 0$+  என்றிருக்கும் ய்பாது  மட்டுயம x 20+ -ஐ ைளரேறுக்க இேலும். ைளரேளறயின்்படி, 

x 20 0$+ . எனயை, x ஒரு மிளக எண். 

ைர்க்கப்படுத்த கிளைப்பது, x2  = x 20+

 x x 202 - -  = 0

 ( )( )x x5 4- +  = 0

 x = 5, – 4

x மிளக எண் என்்பதால் x 5=

எடுுதககோட்டு 2.22 x x a6 02 - + =  மறறும் x bx 6 02 - + =  ஆகிே சமன்்பாடுகளுக்கு ஒரு 
க்பாது மூலம் உளளது. யமலும் முதல் மறறும் இரண்ைாம் சமன்்பாடுகளின் அடுத்த மூலங்கள 
முழுக்களாகவும் 4:3 என்ற விகிதத்திலும் இருக்கும் எனில், க்பாது மூலத்ளதக் காண்க.

XI_Maths_Ch-2_V-1_TM.indd   87 15-12-2021   13:51:55

www.tntextbooks.in



11ஆம் வகுப்பு கணிதவியல் 88

தீர்வு:
க்பாதுமூலம் a என்க.
 x x a62 - +  = 0-ன் மூலங்கள , 4a b

 6x bx2 - +  = 0-ன் மூலங்கள , 3a b  என்க.
எனயை, a4ab =  மறறும் 3 6 2&ab ab= =  மறறும் a 8= .

 x x6 82 - +  = 0-ன் மூலங்கள  2, 4
 a  = 2 எனில், 1b =

 a  = 4 எனில், 1
2

b =  என்்பது ஒரு முழு எண் அல்ல.
எனயை, க்பாதுமூலம் 2 ஆகும்.

எடுுதககோட்டு 2.23 x px 8 02 + + = -ன் மூலங்களின் யைறு்பாடு 2 எனில் p-ன் மதிபபுகளளக் 
காண்க.
தீர்வு:

 8x px2 + +  = 0-ன் மூலங்கள ,a b  என்க.
எனயை, a b+  = ,p 8ab- =   மறறும்  2a b- =

இபய்பாது, ( ) 42a b ab+ -  = ( ) p 32 42 2
&a b- - =

 ஆகயை,  p = 6! .

 ்பயிறசி 2.்

 1. காரணிப்படுத்துக: x 14 + . (குறிபபு: ைர்க்கத்ளத நிளறவு கசயதல் முளறயில் முேறசி கசயக)
 2. x x x a3 8 83 2+ + +  என்ற ்பல்லுறுபபுக் யகாளையின் ஒரு காரணி x x 12 + +  எனில், 

a-ன் மதிபள்பக் காண்க.

2.்  விகிதமுறுச் சோர்புகள் (Rational Functions)
இரு ்பல்லுறுபபுக் யகாளைகள ( )P x  மறறும் ( ), ( )Q x Q x 0! ,  ஆகிேைறறின் விகிதம் x-ஆல் ஆன 

விகிதமுறு யகாளை எனப்படும்.

,
x x

x

x

x

1

2 1

1

1
2 2

4

+ +

+

+

+  மறறும் 
x x

x x

5 6

2

2 - +

+  ஆகிேளை விகிதமுறு யகாளைகளுக்குச் சில 

எடுத்துக்காட்டுகளாகும்.

்பகுதி ( )P x -ன் ்படி ( )Q x -ன் ்படிக்குச் சமமாகயைா அல்லது அளதவிைப க்பரிேதாகயை இருபபின்  
( ) ( ) ( ) ( )P x f x Q x r x= +  என எழுதலாம். இங்கு, ( )r x 0=  அல்லது ( )r x -ன் ்படி ( )Q x -ன் ்படிளேவிைக் 

குளறைாக இருக்கும்.
எனயை,  

( )
( )
Q x
P x  = ( )

( )
( )

f x
Q x
r x

+
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2.்.1 விகிதமுறு அசென்்போடுகள் (Rational Inequalities)

எடுுதககோட்டு 2.24 தீர்க்க: 
x
x
3
1
3<

+
+ .

தீர்வு:

இரு்பக்கமும் 3 ஐக் கழிக்க, 
x
x
3
1
3 01

+
+
-

 ( )
x

x x
3

1 3 3
+

+ - +
 < 0

 
x
x
3

2 8
+

- -  < 0

 
x
x
3
4
+
+  > 0

,x x4 3+ + ,  ஆகிே இரண்டுயம மிளகோகயைா அல்லது இரண்டுயம குளறோகயைா இருக்கும்.
எனயை, x + 3 மறறும் x 4+  ஆகிேளைகளின் குறியீடுகளளக் கீழக்கண்ைைாறு காணலாம்.

x x + 3 x + 4
x
x
3
4
+
+

x < – 4 – – +
– 4 < x < – 3 – + –

x > – 3 + + +
x = – 4 – 0 0

எனயை, தீர்வுக் கணம் ( , ) ( , )4 3,3 3- - -  ஆகும்.

கறிபபு: எண் யகாட்டின் இளைகைளிகளில் காரணிகளின் குறிகளளக் குறிபபிட்டும் 
இவைளக விகிதமுறு அசமன்்பாடுகளுக்குத் தீர்வு காணலாம்.

 ்பயிறசி 2.்

 1. 
( )
( )
x
x x

2
1

0>
3

-
-  எனில் x-ன் அளனத்து மதிபபுகளளயும் காண்க.

 2. 
( )( )x x

x
2 4

2 3
0<

- -
-  என்ற அசமன்்பாட்ளை நிளறவு கசயயும் x-ன் அளனத்து மதிபபுகளளயும் 

காண்க.
 3. தீர்வு காண்க: 

x x

x

2 15

4
02

2

#
- -

-

2.்.2   ்பகதி பின்னஙகள் (Partial Fractions)

( )
( )
g x
f x

 என்ற விகிதமுறு யகாளையில் ( )f x -ன் ்படி ( )g x -ன் ்படிளே விை குளறைாக இருபபின் 

அது ஒரு தகு பின்னமாகும். இங்கு கமய பூஜ்ஜிேங்கள இல்லாமல் ( )g x ஐ ஒரு்படி மறறும் இரு்படி 

காரணிகளாக அளமயும்்படி காரணிப்படுத்த இேலும். எனயை, 
( )
( )
g x
f x ஐ எளிே உறுபபுகளளக் ககாண்டு 

மாறறி எழுதலாம். அதாைது உறுபபுகளின் கூடுதலாக பின்ைருமாறு எழுதலாம்.
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11ஆம் வகுப்பு கணிதவியல் 90

 (i) ( )g x -ஐ x a-  ைகுக்கும் எனில்,   
( ) ( ) ( )x a

A

x a

A

x a

A
k

k1
2

2 g
-

+
-

+ +
-

 (ii) இங்கு x ax b2 + + -க்கு கமய பூஜ்ஜிேங்கள இல்லாமலும் மறறும் ( )g x  ஆனது ( )x ax b2 + +

ஆல் ைகு்படுமாயின்,

  
( )

( )

( )

( )

( )

( )

x ax b

B x C

x ax b

B x C

x ax b

B x C
k

k k
2

1 1
2 2

2 2
2g

+ +

+
+

+ +

+
+ +

+ +

+
 என எழுதலாம். இதளனப ்பகுதி 

பின்னங்களின் கூடுதலாக மாறறப்பட்ை யகாளை என்றளைக்கப்படுகிறது. 

கறிபபு:   ககாடுக்கப்பட்ை விகிதமுறு சார்புக்கு அப்படி மாறறப்பட்ை யகாளை ஒருளமத்தன்ளம 
ைாயநதது. இநத முளற கதாளக நுண்கணிதத்தில் தீர்வு கைகுைாகப ்பேன்்படுகிறது. சில 
எடுத்துக்காட்டுகளள இபக்பாழுது நாம் விைாதிக்கலாம்.

எடுுதககோட்டு 2.2் ்பகுதி பின்னங்களாகப பிரிக்கவும் 
( )( )x x

x
3 4+ -

.

தீர்வு:
 

( )( )x x
x

3 4+ -
 = 

x
A

x
B

3 4+
+
-

 என்க.
இங்கு A மறறும் B மாறிலிகள
எனயை, 

( )( )x x
x

3 4+ -
 = 

( )( )
( ) ( )
x x

A x B x
3 4

4 3
+ -

- + +

 x&  = ( ) ( )A x B x4 3- + +

x 4=  எனில், B = 
7
4

x 3=-  எனில், A = 
7
3

எனயை, 
( )( )x x

x
3 4+ -

 = 
( ) ( )x x7 3

3
7 4

4
+

+
-

கறிபபு: ்பகுதியின் பூஜ்ஜிேங்கள கைவயைறாகவும், R-ல் உளளதாகயைா 
அளமயும்ய்பாது யமறகண்ை ைழிமுளற ்பேன்்படுத்தப்படுகிறது.

எடுுதககோட்டு 2.2் ்பகுதி பின்னங்களாகப பிரிக்கவும்: 
( )( )x x

x

1 1

2
2 + -

.

தீர்வு:
இதில், ்பகுதியில் உளள ஒரு காரணி ( )x 12 + -க்கு கமயகேண் பூஜ்ஜிேம் இல்ளல.

 
( )( )x x

x

1 1

2
2 + -

 = 
( )x
A

x

Bx C
1 12-

+
+

+  இங்கு, , ,A B C  மாறிலிகள.

 2x = ( ) ( )( )A x Bx C x1 12 + + + -  எனக் கிளைக்கும்.
x = 1 எனும்ய்பாது A = 1,

x = 0 எனும்ய்பாது A C 0- =  எனயை, A C 1= =

x 1=-  எனும்ய்பாது  ( )A C B B2 2 2 1&- - = - = -

 
( )( )x x

x

1 1

2
2 + -

 = 
( )x x

x
1

1

1

1
2-

+
+

-
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்பகுதியில் ஒன்றுக்கு யமற்பட்ை க்பருக்கல்்படி ககாண்ை கமய பூஜ்ஜிேங்கள உளள நிளலளமளே 
நாம் இபக்பாழுது காண்ய்பாம்.

எடுுதககோட்டு 2.2் ்பகுதி பின்னங்களாகப பிரிக்கவும்: 
( )x x

x

1

1
2 -

+

தீர்வு:

 
( )x x

x

1

1
2 -

+  = 
x
A

x

B
x
C
12+ +
-

 என்க.

எனயை, x 1+  = ( ) ( )Ax x B x Cx1 1 2- + - +

x 0=  எனும்ய்பாது ,B x1 1=- =  எனும்ய்பாது C 2=

x 1=-  எனும்ய்பாது A B C A2 2 0 2&- + = = -

எனயை, 
( )x x

x

1

1
2 -

+  = 
x x x
2 1

1
2

2
-
- +

-

 ்பயிறசி 2.்

கீழக்காணும் விகிதமுறு யகாளைகளளப ்பகுதி பின்னங்களாகப பிரித்கதழுதுக.

 1. 
x a

1
2 2-

 2. 
( )( )x x

x
2 1

3 1
- +

+

 3. 
( )( )( )x x x

x

1 1 22 + - +
 4. 

( )x

x

1 3-

 5. 
x 1

1
4 -

 6. ( )

x x

x 1
3

2

+

-

 7. 
x x

x x

5 6

1
2

2

- +

+ +  8. 
x x

x x

5 6

2 1
2

3

+ +

+ +

 9. 
( ) ( )x x

x

1 2

12
2+ -

+  10. 
x x x

x x

1

6 1
3 2

2

+ + +

- +

 11. 
x x

x x

2 3

2 5 11
2

2

+ -

+ -  12. 
( )( )x x

x

1 1

7
2+ +

+

2.்.3  ஒரு ்படி அசென்்போடுகளின் வடை்பைஙகள் (Graphical Representation of Linear Inequalities)

ax by c+ =  என்ற ஒரு யநர்க்யகாடு கார்டீசிேன் தளத்ளத இரண்ைாகப பிரிக்கிறது. ஒவகைாரு 
்பகுதியும் ஒரு அளரத்தளமாகும்.  x c=  என்ற நிளலக்குத்துக்யகாடு, இைது மறறும் ைலது 
அளரத்தளங்களாகவும், y k=  என்ற கிளைமட்ைக் யகாடு, யமல் மறறும் கீழ அளரத்தளங்களாகவும் 
பிரிக்கிறது.
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11ஆம் வகுப்பு கணிதவியல் 92

ax by c+ =  இன் மீது அளமோத ஒரு புளளி, அக்யகாடு பிரிக்கும் அளரத்தளங்களில் ஏயதனும் 
ஒன்றில் மட்டும் அளமநது ax by c<+  மறறும் ax by c>+  ஆகிே அசமன்்பாடுகளில் ஒன்ளற மட்டும் 
நிளறவு கசயகிறது.
ax by c<+  என்ற அசமன்்பாடு குறிக்கும் அளரத்தளத்ளதக் காண ஏயதனும் ஒரு புளளி P-ஐ அதில் 

பிரதியிை யைண்டும். அசமன்்பாடு நிளறவுக்பறறால் P என்ற புளளி அநத அளரத்தளத்தில் அளமநதுளளது 
எனலாம். நிளறவு கசயேவில்ளல எனில், அபபுளளி தரப்பட்ை அசமன்்பாடு குறிக்காத மறகறாரு தளத்தில் 
அளமநதுளளது எனலாம். c 0!  எனில் p-ஐ ஆதிபபுளளிோக எடுத்துக் ககாளைது மிக எளிது.

எடுுதககோட்டு 2.2் x 2$  என்ற அசமன்்பாடு குறிக்கும் ்பகுதிளே நிைலிட்டுக் காட்டுக. 
தீர்வு:

x

y

–1
0

–1

–2

–3

1

2

3

4

1 2 3 4 5

x 
≥ 

2

x 2=  என்ற சமன்்பாட்டிளனக் கருத்தில் 
ககாளக. இது y  அச்சிலிருநது 2 அலகுகள 
தூரத்திலுளள  y  அச்சிறகு இளணோன 
யகாடு ஆகும். இக்யகாடு கார்டீசிேன் தளத்ளத 
இரண்டு ்பாகங்களாகப பிரிக்கின்றது. ( , )0 0

-ஐ அசமன்்பாட்டில் பிரதியிை 0 2$  எனக் 
கிளைக்கிறது. இது உண்ளமேல்ல. எனயை, 
ஆதிபபுளளிளே தன்னகத்யத ககாளளாத ்பாகம் 
x 2$  என்ற அசமன்்பாட்டிளனக் குறிக்கும். 
்பைத்தில் நிைலிட்ை ்பகுதியே அசமன்்பாட்டின் 
தீர்ைாகும். x 2$  என்்பதால் x = 2 என்ற யகாட்டின் 
மீதுளள புளளிகளும் அதன் தீர்ைாகும்.

எடுுதககோட்டு 2.2் x y2 3>+  என்ற அசமன்்பாடு குறிக்கும் ்பகுதிளே நிைலிட்டுக் காட்டுக.

நிரூ்பணம் 

x

y

–1 0

–1

–2

–3

1

2

3

4

1 2 3 4 5

x + 2y � 3

2 3x y+ =  என்ற யகாடு கார்டீசிேன் தளத்ளத 
இரண்டு ்பகுதிகளாகப பிரிக்கிறது. 
x y2 3>+  குறிக்கும் ்பகுதிளேக் காண ஒரு 

்பகுதியில் உளள ஏயதனும் ஒரு புளளிளேப பிரதியிை 
யைண்டும். அசமன்்பாட்டில் (0, 0)-ஐ பிரதியிைக் 
கிளைப்பது 0 3>  ஆகும். இது உண்ளமேல்ல. 
எனயை ஆதிளேத் தன்னகத்யத க்பறறிராத 
நிைலிட்ை ்பகுதியே ககாடுக்கப்பட்ை அசமன்்பாட்ளைக் 
குறிக்கும் ்பகுதிோகும்.
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எடுுதககோட்டு 2.3ட ,x y x y3 2 5$ #+ -  மறறும் x y2 3#- +  ஆகிே அசமன்்பாடுகளின் 
கதாகுபபிறகு ைளர்பைப ்பகுதிோகத் தீர்வு காண்க.

தீர்வு: 

x

y

–1 0

–1

–2

–3

1

2

3

4

1 2 3 4 5

2x
 –

 y
 �

 5

x + y � 3

–x + 2y � 3

யகாட்டின் மீதுளள இரு புளளிகள கதரியுமானால் 
அக்யகாட்ளை ைளரே இேலும். 

x y 3+ = -ன் மீது (3 ,  0)  மறறும் (0 ,  3) 
ஆகிே புளளிகள அளமயும் என்்பளத எளிதில் 
கண்ைறிேலாம்.

,x y x y3 2 5+ = - =  மறறும் x y2 3- + =  
ஆகிே மூன்று யகாடுகளளயும் ைளரக.

இபய்பாது, (0, 0) புளளி x y 3$+ -ஐ நிளறவு 
கசயோது.  (0, 0)ஐ தன்னகத்யத க்பறறிருக்காத  
x y 3+ =  ்பகுதியே x y 3$+  இன் தீர்வு கணமாகும்.

இயதய்பான்று, x y2 5#- ஐ ஆதிபபுளளி நிளறவு 
கசயது ஆதிளேக் ககாண்ை ்பகுதியே x y2 5#-  
இன் தீர்வுக் கணமாகும்.

யமலும், x y2 3#- + ஐ ஆதிபபுளளி நிளறவு கசயைதால் ஆதிளேக் ககாண்ை ்பகுதியே 
x y2 3#- + இன் தீர்வுக் கணமாகும்.

மூன்று ்பகுதிகளுக்கும் க்பாதுைான ்பகுதியே ககாடுக்கப்பட்ை ஒரு்படி அசமன்்பாடுகளின் 
கதாகுபபிறகுத் தீர்வுக் கணமாகும்.

 ்பயிறசி 2.1ட

கீயை ககாடுக்கப்பட்ை அசமன்்பாடுகள குறிக்கும் ்பகுதிளேக் காண்க.
 1. 3 ,x y#  x y$ .

 2. 2 ,y x$  2 3 6x y #- + .

 3. 3 5 45,x y $+  0, 0x y$ $ .

 4. 2 3 35,x y #+  2, 5y x$ $ .

 5. 2 3 6,x y #+  4 4,x y #+  0,x $  0y $ .

 6. 2 0,x y $-  2 2,x y #- -  0,x $  0y $ .

 7. 2 8,x y $+  2 8,x y $+  6x y #+ .
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2.்  அடுகககளும் ்படி மூலஙகளும் (Exponents and Radicals)

 முதலில் அடுக்குகளளப ்பறறி காண்ய்பாம்.

2.்.1 அடுகககள் (Exponents)

,n aN R! ! ,  எனும்ய்பாது, a a a an $ g=  (n முளறகள) ஆகும். m ஒரு குளற முழு எண் மறறும் 

கமயகேண் a 0!  எனில், a
a

1m
m

= - .

எநதகைாரு a 0! -க்கு 
a
a
a a 11 1 0= = =-  ஆகும்.

கீழக்காணும் ்பண்புகளள எளிதில் அறிேலாம்.

அடுகககளின் ்பணபுகள் (Properties of Exponents) 

 i. ,m n Z!  யமலும், a 0!  எனில், a a am n m n= +

 ii. ,m n Z!  யமலும், a 0!  எனில், 
a
a

an

m
m n= -

2.்.2 ்படிமூலஙகள் (Radicals)

யகளவி:

a 0!  எனில், r Q! -க்கு ar-ஐ ைளரேறுக்க இேலுமா? 

,r
n
n

1 N!=  என்ற ைளகளேக் காண்ய்பாம்.

y a /n1=  என்று இருக்குமாறு ஒரு கமயகேண் y R!  என இருநதால், y an =  எனக் கிளைக்கும்.

இப்பண்பு y xn= -ன் யநர்மாறு சார்பு காணப ்பேன்்படுகிறது. இன்னும் கதளிவு க்பறக் கீழக்கண்ை 
சார்புகளின் ைளர்பைங்களளக் காண்ய்பாம்.

(i)  ( ) ,f x x n Nn2 !=  (ii) ( ) ,g x x n Nn2 1 != +

x–1
–1

1

2

3

4

10 2 3

f(x) = x6

g(x) = x4

h(x) = x2

–2–3

y

–2

g(x) = x7
g(x) = x3

g(x) = x5

–1

–1

1

2

–2

1 2 x

y

யமயல உளள ்பைங்களிலிருநது, :g R R" , ( )g x x n2 1= +  மறறும் n N!   ஆனது ஒன்றுக்ககான்று 
மறறும் யமறயகார்த்தல் சார்பு ஆகும். எனயை, R-லிருநது R-க்கு யநர்மாறு சார்பு உண்டு. ஆனால், 
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: [ , ), ( ) ,f f x x n0R Nn2
" 3 != ,  ஒரு யமறயகார்த்தல் சார்்பாகும், ஆனால் ஒன்றுக்ககான்றான 

சார்்பாகாது. இருநதய்பாதிலும், சார்்பகத்ளத [ , )0 3  எனக் கட்டுப்படுத்தப்படும்ய்பாது f ஆனது இருபுறச் 
சார்பு ஆகும். இது ஒரு கமயகேண்ணின் n ்படிமூலங்கள காணப ்பேன்்படுகிறது. இதறகு இரு நிளலகள 
உளளன.

நிளல 1:  n ஒரு இரட்ளைப ்பளை எண் என்க. 
a 0<  எனில், y an =  என்்பது அர்த்தமறறதாகும். எனயை, a 0<  எனில்,  y-ன் மதிபபு எதுவும் இல்ளல.
a > 0 என்க. x an = -ன் தீர்வு y எனில், – y என்்பதும் x an = -ன் தீர்வு ஆகும்.
நிளல 2: n ஒரு ஒறளறப்பளை எண் என்க.
இநநிளல, நிளல 1 ஐப ய்பால் இல்ளல. 
y R! -க்கு y xn=  என்றிருக்குமாறு ஒருளமத் தன்ளமயுளைே x R!  இருக்கும்.
யமயல உளள நிளலகளின் அடிப்பளையில் ்படிமூலங்களள கீழக்கண்ைைாறு ைளரேறுக்கலாம்.

வடையட்ற 2.2
 (i) n N! , n ஓர் இரட்ளைப்பளை எண் மறறும் b 0> -க்கு a bn =  என்றிருக்குமாறு 

ஒருளமத் தன்ளமயுளைே a 0>  என இருக்கும்.
 (ii) n N! , n ஓர் ஒறளறப்பளை எண் மறறும் b R! -க்கு a bn =  என்றிருக்குமாறு 

ஒருளமத் தன்ளமயுளைே a R!  என இருக்கும். 
இரு ைளககளிலும் a-ஐ b-ன் n ்படி மூலம் என அளைக்கலாம். யமலும், இதளன b /n1  அல்லது 
bn  எனக் குறிக்கலாம்.

கறிபபு:  (i) n 2=  எனில், n ்படி மூலம் ைர்க்க மூலம் எனப்படும். n 3=  எனில், அது 
முப்படி மூலமாகும்.

 (ii) x a2 2=  என்ற சமன்்பாட்டிறகு x a=  மறறும் x a=-  ஆகிே இரண்டு 
தீர்வுகள உளளன.  ஆனால், a a2 =  ஆகும்.

 (iii) ஒவகைாரு தனி உறுபபுகளும் ைளரேறுக்கப்பட்டிருபபின் யமயல 
ககாடுக்கப்பட்ை அடுக்குகளின் ்பண்புகள ்படிமூலங்களுக்கும் க்பாருநதும்.

 (iv) யமலும், n N!  மறறும் a 0!  எனில், 
  ,a a n

a n

/n n1
=^ h )

எடுத்துக்காட்ைாக,

( ) 16 2, 343 72 / /44 1 4 1 3- = = =  மறறும் ( 1000) 10/1 3- = -

எநதகைாரு கமயகேண் , ,r
n
m
m nZ N! != ,  யமலும், ( , )m n -ன் மீ.க்பா.ை. = 1 மறறும் a 0> .

எனில், ( )a a a/ /r m n n m1= =  என ைளரேறுக்கலாம்.

எடுத்துக்காட்ைாக, 49 49 7 343/ /3 2 1 2 3 3= = =^ h . ஆனால், ( )49 /3 2- -க்கு கமயகேண்கள அளமபபில் 
அர்த்தமறறது. ஏகனனில், ( 49)x2 3= - -ஐ நிளறவு கசயயும் கமயகேண் இல்ளல.

எனில்,

எனில்,

ஒரு இரட்ளைப ்பளை எண்
ஒரு ஒறளறப ்பளை எண்
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2.்.3 ்படிககறி சோர்புகள் அல்லத அடுககச் சோர்புகள் (Exponential Functions)

x R!  மறறும் எநதகைாரு a 0> -க்கும் axஐ ைளரேறுக்கலாம். a 1= எனில், 1 1x =  என 
ைளரேறுக்கலாம். எனயை, ,a x Rx !  மறறும் a0 1< !  என்னும்ய்பாது  axஐ கருத்தில் ககாளளலாம். 
இங்கு, ax  என்்பது அடிமானம் a உளைே ்படிக்குறிச் சார்்பாகும். a 0<  மறறும் ,x

m
m

1 N!= ,  ஒரு 
இரட்ளைப்பளை எனில், ax  ைளரேறுக்கப்பைவில்ளல. ஆளகோல், a 0>  எனக் கட்டுப்படுத்துகியறாம். 
யமலும்,  x R! -க்கு a 0>x .

்படிககறிச் சோர்பின் ்பணபுகள் (Properties of Exponential Function)

அளனத்து ,a b 0>  மறறும் a b1! ! -க்கு

 (i) ax y+  = a ax y   அளனத்து  ,x y R!

 (ii) 
a

a
y

x

 = ax y-   அளனத்து  ,x y R!

 (iii) ax
y^ h  = axy   அளனத்து  ,x y R!

 (iv) ( )ab x  = a bx x   அளனத்து  ,x y R!

 (v) a 1x =  ,  x 0=

1. ( ) , ,f x a x a 2Rx != =

இபக்பாழுது, ( ) ,f x x2 Rx != . f ஒரு ஒன்றுக்ககான்றான மறறும் யமறயகார்த்தல் சார்பு என 
நிரூபிபய்பாம்.

ஏயதனும் ,u v R! -க்கு ( ) ( )f u f v=  என்க. எனயை, 2 2
2

2
1 2 1u v

v

u
u v

& &= = =- .

எனயை, u v u v0 &- = = . ஆளகோல், f ஒரு ஒன்றுக்ககான்றான சார்்பாகும்.

–0.5

–0.5

0.5

1

1.5

2

2.5

3

3.5

–1

0.5 1 1.5 2 x–1–1.5–2–2.5–3

y

–0.5

–0.5

0.5

1

1.5

2

2.5

3

3.5

–1

0.5 1 1.5 2 2.5 3 x–1–1.5–2

y

 ( )f x 2x=  ( )f x
2

1
x=

 ்பைம் 2.7                                                                   ்பைம் 2.8
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ைளர்பைத்திலிருநது x அதிகரிக்கும்ய்பாது ( )f x 2x= -ன் மதிபபும் அதிகரிக்கிறது என்்பது கதளிவு. 
யமலும் f-ன் வீச்சகம் ( , )0 3  ஆகும். இங்கு, 2 10 =  என இருப்பதால், அளனத்து x 0> -க்கும் 2 1>x  
எனக் கிளைக்கிறது. யமலும், அளனத்து x 0< -க்கும் 2 1<x  எனக் கிளைக்கிறது. : ( , )f 0R " 3  ஒரு 
யமறயகார்த்தல் சார்பு எனக் கைனிக்க.

2.  a
2
1=  எனக் ககாளக. ( ) ,g x x

2
1

2

1 R
x

x != =` j  என்க. 

ைளர்பைத்திலிருநது x அதிகரிக்கும்ய்பாது, ( )g x
2
1 x= ` j -ன் மதிபபு குளறகிறது என்்பது கதளிவு 

மறறும் ( ) ( , )g 0R 3= . யமலும், ( )g 0 1=  அளனத்து x 0< -க்கு ( )g x 1>  மறறும் அளனத்து x 0> -க்கு  
( )g x 1< எனக் கிளைக்கும்.
குறிபபுளர :
யமயல உளள எடுத்துக்காட்டுகளில் உளள கருத்துக்களின்்படி, எநதகைாரு அடிமானம் a0 1< !  

ககாண்ை ்படிக்குறிச் சார்புகள ( )f x ax= , ஒன்றுக்ககான்று மறறும் யமறயகார்த்தல் சார்்பாக  இருக்கும். 
அதன் சார்்பகம் R  மறறும் துளண சார்்பகம் ( , )0 3  ஆகும். 

ஒரு சி்றபபு ்படிககறிச் சோர்பு (A special exponential function)

அளனத்து ்படிக்குறிச் சார்புகளளவிை, ( ) ,f x e x Rx !=  என்ற சார்பு முக்கிேமானதாகக் 
கருதப்படுகிறது. ஏகனனில், இது கணிதவிேல், அறிவிேல் மறறும் க்பாருளிேல் ஆகிேைறறில் 
்பேன்்படுகின்றது. e என்்பது என்ன? கீயை ககாடுக்கப்பட்டுளள கூட்டு ைட்டிக் கணக்கு, மாறிலி e-ன் 
மதிபள்பத் தருகிறது.

விளக்க எடுத்துக்காட்டு

கூட்டு ைட்டி: P அசல், , n என்்பது ஒரு ைருைத்தில் ைட்டி கணக்கிடும் எண்ணிக்ளக 

மறறும் t என்்பது ைருைங்களின் எண்ணிக்ளக. எனயை, A P
n
r

1
nt

= +` j  இது t ைருைங்களில் 

கிளைக்கும் கமாத்தத் கதாளக காணும் சூத்திரம். n = 4 எனில், அது கால் ைருைக் கூட்டு ைட்டிோகும்.
(அதாைது, 3 மாதத்திறககாருமுளற ைட்டி கணக்கிட்டு அசலுைன் யசர்த்துக் ககாளளப்படுகிறது). 

n = 12 எனில், அது மாதக் கூட்டு ைட்டிோகும். n = 365 எனில் அது தினக் கூட்டு ைட்டிோகும். n = 365 ஒரு 
மணி யநரம் மறறும் ஒரு நிமிைம் கூட்டு ைட்டி கணக்கிை இேலும். p மறறும் r மாறாமல் இருநது கூட்டு 
ைட்டி கணக்கிடும் எண்ணிக்ளக அதிகரித்தால் கிளைக்கும் கமாத்தத் கதாளக அதிகரிக்கும் என்்பளத 

நாம் அறியைாம். முதல் ைளகோக P = 1, r = 1  மறறும் t = 1 கருதுயைாம். A
n

1
1

n

n
= +` j என்க. எனயை, 

n அதிகமான எண்ணாக இருக்கும்ய்பாது எவைளவு க்பரிேது என்்பளத நாம் உணரயைண்டும். 
எனயை, n = 10, 100, 10000, 100000, 100000000  என்ற கைவயைறு மதிபபுகளுக்கு A இன் மதிபள்ப 
அட்ைைளணயில் காணலாம்.

n 10 100 10000 100000 100000000

A
n

2.593742460 2.704813829 2.718145927 2.718268237 2.718281815
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n-ன் மதிபபு அதிகரித்துக்ககாண்யை ய்பாகும்ய்பாது
A
n
-ன் மதிபபு 2.718281815 . . . -க்கு அருகில் அளமகிறது.

A
n

 இன் மதிபபு e என்ற விகிதமுறா கமயகேண்ணான 2.718281815-ஐ கநருங்குகிறது. எனயை, 
கூட்டு ைட்டியின் சூத்திரம் A Pert=  எனக் ககாளளலாம். 

இங்கு ைட்டி விகிதம் r, அசல் P யமலும், ஓர் ஆண்டிறகு t முளற ைட்டி கணக்கிைப்படுகிறது. இது 
கதாைர் கூட்டு ைட்டி எனப்படும்.

எடுுதககோட்டு 2.31 (i)  சுருக்குக: ( ) , ,x y x y 0/ /1 2 3 1 2 $
-    (ii) சுருக்குக: x x10 252 - +

தீர்வு:

(i)  ,x y 0$  எனயை, ( )x y/ /1 2 3 1 2-  = 
y

x
/

/

3 2

1 4

(ii) x x10 252 - +  = ( )x x5 52- = -

கறிபபு:  (i) ( )x x/1 4 4 =  ஆனால், ( )y y/4 1 4 = .
x ஒரு மிளக எண் எனில், x1/4 ைளரேறுக்கப்படுகிறது. ஆனால் y 0< , எனினும் 
( )y /4 1 4  ைளரேறுக்கப்படுகிறது. ஒரு மிளக எண் மறறும் அதன் 4  ஆம் அடுக்கு  
y4 . எனயை, அது y  என இருத்தல் யைண்டும்.

 (ii) ( )x y x y/8 4 1 4 2$ =

 (iii) , ,u v b  ஆகிேளை விகிதமுறு எண்கள என்க. b ஒரு மிளக எண் என்க.  
அளை விகிதமுறு எண்களின் ைர்க்கங்கள அல்ல என்க. எனயை,u v b+ ,  
u v b-  ஆகிேளை ஒன்றுக்ககான்று இளண எண் (conjugates) எனப்படும். 
( )( )u v b u v b u bv2 2+ - = - என்்பது ஒரு விகிதமுறு எண்ணாகும்.  
ஒரு யகாளையின் ்பகுதியில் u v b+  என்றிருபபின் அதன் ்பகுதி மறறும் 
கதாகுதிளே அதன் துளண எண் u v b-  ஆல் க்பருக்கப ்பகுதியில் 
விகிதமுறு எண் கிளைக்கும். 

 (iv) ( ) ( )u a v b u a v b u a v b2 2- + = - -ஐப ்பேன்்படுத்தி, u a v b+  
்பகுதியில் இருக்கும்க்பாழுது எளிே யகாளை கிளைக்கும்.

எடுுதககோட்டு 2.32 
6 2

5

+^ h   ்பகுதிளே விகிதமுறு எண்ணாக்குக.

தீர்வு:
்பகுதி மறறும் கதாகுதிளே ( )6 2-  ஆல் க்பருக்க,

 
6 2

5

+^ h  = 
( ) ( )

( ) ( )

6 2 6 2

5 6 2
4

30 10

+ -

-
=

-
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எடுுதககோட்டு 2.33 7 4 3- -ன் ைர்க்கமூலம் காண்க.
தீர்வு:

 7 4 3-  = a b 3+  என்க.
இங்கு, a, b ஆகிேளை விகிதமுறு எண்கள.
இருபுறமும் ைர்க்கப்படுத்த, 

 7 4 3-  = a b ab3 2 32 2+ +   எனக் கிளைக்கும்.

எனயை, a b32 2+  = 7  மறறும் ab2 4= -

எனயை, a = 
b
2-

 a b32 2+  = 7-லிருநது, 
b

b
2

3 7
2 2-
+ =` j  எனக் 

கிளைக்கிறது.   

&  
b

b
4

32
2+  = 7 அல்லது  b b3 7 4 04 2- + =

b2-க்கு தீர்வு காண,   b2  = ( )
6

7 49 48! -
 எனக் கிளைக்கிறது.

&  b2  = 1  அல்லது  b
3
42 =

ஆளகோல், b = 1!  அல்லது  b
3
2

!=

b ஒரு விகிதமுறு எண் என்்பதால், b 1!= .

எனயை, b-ஐக் ககாண்டு கிளைக்கும் a-ன் மதிபபுகள 2"

7 4 3 0>-  என்்பதால்,  7 4 3 2 3- = -  எனக் கிளைக்கிறது.

கறிபபு: ,u v  ஆகிே விகிதமுறு எண்களளக் ககாண்ை u v b+ -ன் ைர்க்கமூலத்ளத, ,x y  
ஆகிே விகிதமுறு எண்களளக் ககாண்ை x y b+  என்ற ைடிவில் எபக்பாழுதும் 
எழுத இேலாது. எடுத்துக்காட்ைாக,  1 2+ -ன் ைர்க்கமூலம் ,a b  ஆகிே விகிதமுறு 
எண்களளக் ககாண்ை a b 2+  என்ற அளமபபில் எழுத முடிோது.

 ்பயிறசி 2.11
 1. சுருக்குக.

  (i)  (125) 3
2

  (ii) 16 4
3-

 (iii)  ( )1000 3
2

-
-

 

  (iv)  3 6 3
1

-^ h  (v)  
27

27

3
1

3
2

-

-

 2.  மதிபள்பக் காண்க: ( )256 / /1 2 1 4 3
- -^` h j
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 3. ( )x x
2
9/ /1 2 1 2 2+ =-  எனில், x 1> –க்கு ( )x x/ /1 2 1 2- - -ன் மதிபள்பக் காண்க.

 4. சுருக்குக: 
3

3 9 3
27n

n n

3

2 2

=
-

  அதன்மூலம் n–ன் மதிபள்பக் காண்க.

 5. 
3

32r  கன அளவு ககாண்ை யகாள ைடிவுளைே நீர்த்யதக்கத் கதாட்டியின் ஆரத்ளதக் காண்க.

 6. விகிதமுறு எண்ணாக்குக: 
3 2

7 6

-

+

 7. சுருக்குக: 
3 8

1
8 7

1
7 6

1
6 5

1
5 2
1

-
-

-
+

-
-

-
+

-

 8. x 2 3= +  எனில், 
x

x

2

1
2

2

-

+ -ன் மதிபள்பக் காண்க. 

2.்  ெைகடக (Logarithm)

அடிமானம் a0 1< ! -க்கு, சார்்பகம் R  மறறும் வீச்சகம் ( , )0 3  உளைே ்படிக்குறிச் சார்பு ( )f x ax=  
என ைளரேறுக்கப்படுகிறது என்்பளத அறியைாம். ( )f x  ஒரு இருபுறச் சார்பு (bijection) என்்பதால் 
இதறகு யநர்மாறு உண்டு. இதன் யநர்மாறு சார்பு மைக்ளகச் சார்பு (logarithmic function) எனப்படும். 
அது ( )log

a
$  எனக் குறிக்கப்படுகிறது.  ( )f x  என்்பது x-லிருநது y ax=  ைளர எனில், ( )log

a
$  என்்பது y 

இலிருநது x-க்கான சார்்பாகும். 
அதாைது, a0 1< !  எனயை, y ax=  மறறும் log y x

a
=  ஆகிேளை சமானமானளைோகும்.

எடுத்துக்காட்ைாக, 34 = 81 ஐ ( )log 81 4
3

=  என எழுதலாம். a மறறும் y ககாடுக்கப்பட்டிருபபின் 
ax = y-ஐ நிளறவு கசயயும். a-ன் எநத அடுக்கு x-க்கு y மதிபபு கிளைக்கும் என்்பளத மைக்ளகக் 
கண்ைறிகிறது. “ஒரு குறிபபிட்ை முதலீடு ஒரு எதிர்்பார்த்த கதாளகோகப க்பருகுைதறகு எவைளவு 
ஆண்டுகள ஆகும்?” என்்பது ய்பான்ற நளைமுளறயில் உளள கணக்குகளளத் தீர்வு காணப 
்பேன்்படுகிறது. மிகச் சிறிே மறறும் மிகப க்பரிே எண்களளப க்பருக்குைதறகும் மைக்ளகப ்பேன்்படுகிறது.

கறிபபு:  (i) அளனத்து x R!  மறறும்  ax  > 0-க்கும் ்படிக்குறிச் சார்பு ax ைளரேளற 
கசயேப்பட்டுளளதால், ( )log

a
$  என்்பது மிடக மெயமயணகளுகக 

ெட்டுநெ வடையறுககப்படும்.
 (ii) யமலும், எநதகைாரு அடிமானம்  a-க்கும் a 10 =  என்்பதால் ( )log 1 0

a
=  

ஆகும்.

2.்.1. ெைகடகயின் ்பணபுகள் (Properties of Logarithm)

 (i) ( , )x 0 3! -க்கு a xlog x
a =  மறறும் ( )log a y

a
y = . இங்கு  y R! .

 (ii) ,x y 0>  எனில், ( )log log logxy x y
a a a

= +  (க்பருக்கல் விதி)

 (iii) ,x y 0>  எனில், log log log
y
x

x y
a a a

= -` j  (ைகுத்தல் விதி)

 (iv) x 0> , r R!   எனில், log logx r x
a
r

a
=  (அடுக்கு விதி)

 (v) x 0>  மறறும் ,a b ,  அடிமானங்கள எனில், log
log

log
x

b

x

b
a

a=  (அடிமான மாறறு விதி)
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நிரூ்பணம் :
அடிமானம் a உளைே ்படிக்குறிச் சார்பு மறறும் மைக்ளகச் சார்புகள ஒன்றுக்ககான்று யநர்மாறு 

என்்பதால்,
 (i) ைளரேளறயின்்படி உண்ளம
 (ii) ,x y 0> -க்கு ,log logx u y v

a a
= =  மறறும் ( )log xy w

a
=  என்க.

  ்படிக்குறிச் சார்புகளாக எழுத, au  = ,x a yy =  மறறும் a xyw =

   aw  = xy a a au v u v= = +  எனயை,  w u v= +

  எனயை, ( )log xy
a

 = log logx y
a a

+  .

 (iii) ,log logx u y v
a a

= = ,  மறறும் log
y
x
w

a
= .

  எனயை, au  = ,x a yv =  மறறும் a
y
xw =

  எனயை, aw  = 
y
x

a

a
a w u vv

u
u v
&= = = --

  இவைாறாக, log
y
x

a
` j = log logx y

a a
-

 (iv) log x u
a

=  என்க.
  எனயை, au  = , ( )x x a ar u r ru= =

  ஆளகோல், log x
a
r  = logru r x

a
=

 (v) log x v
b

=  என்க. b xv =  ஆகும். 
  இருபுறமும் அடிமானம் a உளைே மைக்ளகக் எடுக்க, log logb x

a
v

a
=

  அடுக்கு விதியின்்படி, log b
a
v  = logv b

a

  எனயை, logv b
a

 = log x
a

  எனயை, log x
b

 = ,
log

log

b

x
b 0>

a

a

குறிபபுளர :
 (i) a 10= -ன் மைக்ளகச் சார்பு log x

10
 ஆகும். இது க்பாது மைக்ளக (common logarithm) எனப்படும்.

 (ii) a e=  (ஒரு விகிதமுறா எண், யதாராேமாக அதன் மதிபபு 2.718) எனில், log x
e

 என்்பது இேறளக 
மைக்ளக (natural logarithm) எனப்படும். இது ln x எனக் குறிக்கப்படுகிறது. யமயல குறிபபிட்ை 
மைக்ளகச் சார்புகள அறிவிேலிலும் க்பாறியிேலிலும் அதிகம் ்பேன்்படுகிறது. இேறளக மைக்ளக 
இேல்்பாக இைம் க்பறுகிறது. loge x-ஐ logx  எனவும் எழுதலாம்.

 (iii) a 2=  எனில், மைக்ளகச் சார்பு log x
2

 இரண்ைடிமான மைக்ளகச் சார்பு எனப்படும். இது 
கணிபக்பாறி அறிவிேலில் இைம் க்பறுகிறது.
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11ஆம் வகுப்பு கணிதவியல் 102

 (iv)   log 35
a

 = ( * )log log log7 5 7 5
a a a

= +

    log
3
50
a

 = log log50 3
a a

-

    log 22
a

x  = logx 22
a

    log 50
5

 = 
log

log

5

50

10

10

 (v) மைக்ளகச் சார்பு மறறும் அடுக்குச் சார்புகளின் ைளர்பைம் கீயை ககாடுக்கப்பட்டுளளது.

–1

–2

–1

1

2

3

4

5

6

7

8

–3

1 2 3 4 5 6 7 8

y = log2 x

y = 2x

x–2

y

்பைம் 2.9

எடுுதககோட்டு 2.34 1728-க்கு அடிமானம் 2 3  உளைே மைக்ளகளேக் காண்க.

தீர்வு:

 log 1728
2 3

 = x    என்க.
பின்பு,  ( )2 3 x  = ( )1728 2 3 2 36 3 6 6= =

எனயை, 2 3
x^ h  = x2 3 6

6
& =^ h  எனயை,  log 1728 6

2 3
=

எடுுதககோட்டு 2.3் 324-க்கு அடிமானம் a உளைே மைக்ளக மதிபபு 4 எனில் a-ன் மதிபள்பக் 
காண்க.
தீர்வு:

 log 324
a

 = 4   எனக் ககாடுக்கப்பட்டுளளது.
 a4  = 324 = ( )3 24 4

எனயை, a = 3 2
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அடிப்படை இயற்கணிதம்103

எடுுதககோட்டு 2.3் log log log log
16
75

2
9
5

243
32

2- + =  என நிறுவுக.

தீர்வு:
மைக்ளகயின் ்பண்புகளளப ்பேன்்படுத்தி,

 2log log log
16
75

9
5

243
32- +  = log 75 – log 16 – 2 log 5 + 2 log 9 + log 32 – log 243

   (ைகுத்தல் விதியின்்படி)
  = log 3 + log 25 – log 16 – log 25 + log 81

      + log 16 + log 2 – log 81 – log 3

  = log 2

எடுுதககோட்டு 2.3் log log logx x x
2
7

2 4 16
+ + =   எனில், x-ன் மதிபள்பக் காண்க.

தீர்வு:
x 0>  என்்பளதக் கைனத்தில் ககாளக.
log log logx x x

2
7

2 4 16
+ + =  Þ 

log log log2
1

4
1

16
1

x x x

+ +  = 
2
7  (அடிமான மாறறு விதியின்்படி)

 
a a a
1
2
1

4
1+ +  = 

2
7 ,  இங்கு ,loga 2

x
=  அதாைது,  

a4
7

2
7=

 a
2
1=  மறறும்  log x2

2
1

2/
x

1 2
&= = .

எனயை, x 2 42= =

எடுுதககோட்டு 2.3் தீர்வு காண்க: xlog x 9
3
=
= 9

தீர்வு:
 log x

3
 = y  என்க.

 x = 3y   மறறும்  3 9y 2

=

எனயை, y2  = , ,y2 2 2= -

 x = ,3 32 2-

எடுுதககோட்டு 2.3் log log5 27
3 25

-ன் மதிபள்பக் காண்க.

தீர்வு:

 log log5 27
3 25

 = log log5 3
3 25

3

  = log log5 3 3
3 25
#   (அடுக்கு விதியின்்படி)

  = log
log log

3 5
25

3
2 5

3
2
3

25
5 5

= = =
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11ஆம் வகுப்பு கணிதவியல் 104

எடுுதககோட்டு 2.4ட .log 2 0 30103
10

= , .log 3 0 47712
10

=  (யதாராே மதிபபுகள) எனில்,  
2 38 12$ -ல் எத்தளன இலக்கங்கள உண்டு என்்பளதக் காண்க.

தீர்வு:
N 2 38 12= -க்கு n 1+  இலக்கங்கள உண்டு என்க.
b1 0<#  10 என்றிருக்குமாறு N-ஐ b10n #  என்ற அளமபபில் எழுதலாம்.

10 அடிமான மைக்ளகளே இருபுறமும் எடுக்க, 
 logN  = ( )log log log logb n b n b10 10n = + = +   என நமக்குக் கிளைக்கிறது.
 logN  = log2 38 12  = 8 log 2 + 12 log 3 = 8 × 0.30103 + 12 × 0.47712 = 8.13368

இவைாறாக, logn b+  = 8.13368 எனக் கிளைக்கிறது.

b1 10<#  என்்பதால் இலக்கங்களின் எண்ணிக்ளக 9.

 ்பயிறசி 2.12

 1. b 0>  மறறும் b 1!  எனில், y bx= -ஐ மைக்ளக அளமபபில் எழுதுக. யமலும், இநத மைக்ளகச் 
சார்பின் சார்்பகம் மறறும் வீச்சகம் ஆகிேைறளற எழுதுக.

 2. மதிபபு காண்க: log log27 9
9 27

-

 3. log log logx x x 11
8 4 2

+ + = -ன் தீர்வு காண்க.

 4. log 2 2logx
4

8 8
2=  -ன் தீர்வு காண்க.

 5. a b ab72 2+ =  எனில், ( )log log log
a b

a b
3 2

1+
= +  எனக் காண்க.

 6. log log log
bc
a

ca
b

ab
c

0
2 2 2

+ + =  என நிறுவுக.

 7. log log log log2 16
15
16

12
24
25

7
80
81

1+ + + =  என நிறுவுக.

 8. log log loga b c
8
1

a b c2 2 2 =  என நிறுவுக.

 9. ( )
log log log log loga a a a

n n
a

2
1n2 3 g+ + + + =

+   என நிறுவுக.

 10. log log log
y z
x

z x
y

x y
z

-
=
-
=
-

 எனில், xyz 1=  எனக் காண்க.

 11. log logx x3 6
/2 1 2

- = -ன் தீர்வு காண்க.

 12. ( )log x x6 65 2
x5

2 - + =
- -ன் தீர்வு காண்க.
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அடிப்படை இயற்கணிதம்105

2.1ட  வோழகடகச் சூழலில் இயறகணிதுதின் ்பயன்்போடுகள் 
        (Application of algebra in real life)

அன்றாை ைாழவில் இேறகணிதம் ்பல இைங்களில் ்பேன்்படுகின்றன. அன்றாை ைாழவில் நிதி 
திட்ைமிைலில் இேறகணிதம் ்பேன்்படுகிறது. ைங்கிகளின் ைட்டி விகிதத்ளதக் கணக்கிைவும் கைனுக்கான 
திருபபிச் கசலுத்தப்படும் கதாளகளேக் கணக்கிைவும் இேறகணிதம் ்பேன்்படுகிறது. ்பண ைளர்ச்சிளேக் 
கண்ைறிேவும் ்பேன்்படுகிறது. ஒருைருளைே உேரம், உைல் ்பருமன் ய்பான்றைறளறக் கட்டுப்படுத்தத் 
யதளைோன உணளைத் திட்ைமிை இேறகணிதம் ்பேன்்படுகிறது. ஒருைருளைே ைேது மறறும் எளைக்கு 
ஏற்ப மருநதுகளின் அளளை திட்ைமிை மருத்துைர்கள இேறகணிதத்ளதப ்பேன்்படுத்துகின்றனர். 
சாளலகள, ்பாலங்கள மறறும் குளகப்பாளதகள அளமப்பதறகுப க்பாறிோளர்களும் கட்ைைங்களள 
ைடிைளமப்பதறகுக் கட்ைைக்களல க்பாறிோளர்களும் இேறகணிதத்ளதப ்பேன்்படுத்துகின்றனர். 
இேறகணிதத்தில் ஒவகைான்ளறயும் அளவுகயளாடு குறிக்கப்படுைதால் அளதப ்பேன்்படுத்தி 
ைடிைளமக்கப்படும் கட்ைளமபபுகள சரிோன விகிதத்தில் இருக்கும். இது கணினி மறறும் கதாளலய்பசி 
ஆகிேைறறில் ்பேன்்படுகின்றன. சில எடுத்துக்காட்டுகளளக் காண்ய்பாம். மனிதனுளைே காதுகளின் 
ஒலி உணரும் திறன் கணக்கிடுைது கடினமான ஒன்றாக இருப்பதால் (1 முதல் 1000 மில்லிேன்) ஒலியின் 
அளவுகளளக் கணக்கிை மைக்ளகப ்பேன்்படுகிறது. கதாளலய்பசிளேக் கண்டுபிடித்த அகலக்சாண்ைர் 
கிரகாம் க்பல் (Alexander Graham Bell)-ன் நிளனைாகக் காது யகட்கும் திறனுக்கு கைசிக்பல் என்ற 
அலகு ்பேன்்படுத்தப்படுகிறது.

இன்ளறே உலக மக்கள கதாளகளே அடிப்பளைோகக் ககாண்டு அதன் க்பருகும் விகிதத்திளன 
்படிக்குறிச் சார்புக்குத் கதாைர்பு்படுத்தித் யதாராேமாகக் காணலாம். கதிரிேக்கக் கார்்பன்-14 என்ற தனிமம் 
அடுக்குச் சார்பு சூத்திரத்தின்்படி சிளதைளைகிறது.

 ்பயிறசி 2.13

சரிோன அல்லது மிகவும் ஏறபுளைே விளையிளனத் யதர்நகதடுக்கவும்.
 1. x 2 9#+  எனில், x அளமயும் இளைகைளி
  (1)  ( , )73- -   (2)  [– 11, 7]

  (3)  ( , ) [ , )7 11,3 3- -  (4) (– 11 , 7)

 2. x, y மறறும் b ஆகிேளை கமயகேண்கள மறறும் ,x y b 0< >  எனில்,
  (1)  xb yb<  (2)  xb yb>  (3)  xb yb#  (4)  

b
x
b
y

$

 3. 
x
x
2
2

0$
-
-

 எனில், x  அளமயும் இளைகைளி
  (1)  [ , )2 3  (2)  ( , )2 3  (3)  ( , )23-  (4)  ( , )2 3-

 4. x5 1 24<-  மறறும் x5 1 24>+ -  என்ற அசமன்்பாடுகளின் தீர்வு
  (1)  (4,  5) (2)  (– 5, – 4) (3)  (– 5, 5) (4)  (– 5, 4)

 5. x x1 3$- -  என்ற அசமன்்பாட்டின் தீர்வுக் கணம்
  (1)  [0, 2] (2)  [ , )2 3  (3)  (0, 2) (4)  ( , )23-
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11ஆம் வகுப்பு கணிதவியல் 106

 6. log 512
2

-ன் மதிபபு
  (1)  16 (2)  18 (3)  9 (4)  12

 7. log
81
1

3
-ன் மதிபபு

  (1)  – 2 (2)  – 8 (3)  – 4 (4)  – 9

 8. .log 0 25 4
x

=  எனில், x-ன் மதிபபு
  (1)  0.5 (2)  2.5 (3)  1.5 (4)  1.25

 9. log log logb c a
a b c

-ன் மதிபபு
  (1)  2 (2)  1 (3)  3 (4)  4

 10. 343-ன் மைக்ளக 3 எனில், அதன் அடிமானம்
  (1)  5 (2)  7 (3)  6 (4)  9

 11. ( )x a x a2 3 3 5 02 + - + - =  என்ற சமன்்பாட்டில் மூலங்களின் கூடுதல் மறறும் க்பருக்கல் 
்பலன் ஆகிேளை சமம் எனில், a-ன் மதிபபு

  (1)  1 (2)  2 (3)  0 (4)  4

 12. x kx 16 02 - + =  என்ற சமன்்பாட்டின் மூலங்கள a மறறும் b ஆகிேளை a b 322 2+ = -ஐ 
நிளறவு கசயயும் எனில், k-ன் மதிபபு

  (1)  10 (2)  – 8 (3)  – 8, 8 (4)  6

 13. x x 1 12 + - = -ன் தீர்வுகளின் எண்ணிக்ளக
  (1)  1 (2)  0 (3)  2 (4)  3

 14. 3 5 7 0x x2 - - = -ன் மூலங்களுக்கு எண்ணளவில் சமமாகவும், எதிர் குறியீடுகளளயும் 
உளைே மூலங்களளக் ககாண்ை சமன்்பாடு

  (1)  x x3 5 7 02 - - =  (2)  x x3 5 7 02 + - =

  (3)  x x3 5 7 02 - + =  (4)  x x3 7 02 + - =

 15. x ax c 02 + + = -ன் மூலங்கள 8 மறறும் 2 ஆகும். யமலும், x dx b 02 + + = -ன் மூலங்கள 
3, 3 எனில், x ax b 02 + + = -ன் மூலங்கள

  (1)  1, 2 (2)  – 1, 1 (3)  9, 1 (4)  – 1, 2

 16. x kx c 02 - + = -ன் கமய மூலங்கள ,a b  எனில், ( , )a 0  மறறும் ( , )b 0 -க்கு இளைப்பட்ை 
தூரம்

  (1)  k c42 -  (2)  k c4 2 -  (3)  c k4 2-  (4)  k c8-

 17. 
( )( )x x

kx
x x2 1 2

2
1

1
+ -

=
+

+
-

 எனில், k-ன் மதிபபு
  (1)  1 (2)  2 (3)  3 (4)  4
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 18. 
x x

x
x
A

x
B

3 2

1 2
3 12+ -

-
=

-
+

+
 எனில், A B+ -ன் மதிபபு

  (1)  
2
1-  (2)  

3
2-  (3)  

2
1  (4)  

3
2

 19. ( ) ( )x x3 5 164 4+ + + = -ன் மூலங்களின் எண்ணிக்ளக
  (1)  4 (2)  2 (3)  3 (4)  0

 20. log log log log log11 13 15 27 81
3 11 13 15 27

-ன் மதிபபு
  (1)  1 (2)  2 (3)  3 (4)  4

்போைுமதோகபபு (Summary)

 z  r  மறறும் (p p  ஒரு ்பகா எண்) ஆகிேளை விகிதமுறா எண்கள. 

 z  x a r r 0, $- =  மறறும் x a r!- = .

 z  x a r r x a r,# # #- - -  அல்லது a r x a r# #- + .

 z  x a r x a r(2 1- -  மறறும் x a r> +  அல்லது ( , ) ( , )x a r a r,3 3! - - +

 z  க்பாதுைாக அசமன்்பாடுகள ஒன்றுக்கும் யமற்பட்ை தீர்வுகளள உளைேது.

 z  தன்ளமகாட்டி D b ac42= -  ஆனது ax bx c 02 + + = -ன் மூலங்களின் 
தன்ளமகளளக் காட்டுகிறது.

 z  a என்ற கமயகேண் ( )f x  என்ற ்பல்லுறுபபுக் யகாளையின் ஒரு பூஜ்ஜிேமாக 
இருக்க, யதளைோனதும் மறறும் ய்பாதுமானதுமான நி்பநதளன ( )x a-  என்்பது 
்பல்லுறுபபுக் யகாளை ( )f x -ன் காரணிோக இருக்க யைண்டும்.

 z  ( )f x -ன் ்படி  g (x)-ன் ்படிளே விைக் குளறவு எனில், 
( )
( )
g x
f x -ஐ அதன் ்பகுதி 

பின்னங்களின் கூடுதலாக எழுத இேலும்.

 z  க்பாதுைாக ்படிக்குறிச் சார்புகளும் மைக்ளகச் சார்புகளும் ஒன்றுக்கு ஒன்று 
யநர்மாறு சார்புகளாகும்.
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்படி-1 
கீயை ககாடுக்கப்பட்டிருக்கும் உரலிளேத் யதடுக்பாறியில் தட்ைச்சு கசயக 
அல்லது விளரவுக் குறியீட்ளைப ்பேன்்படுத்தவும்.
்படி-2
ஜியோஜீபராவில் “Hill and Flower Puzzle” என்ற புதிர் ்பயிறசித்தாள யதான்றும். 
புதிடைப ்பறறி:

  (அ) உன்னுளைே ளககளில் சில பூக்கள உளளன. நீங்கள மளலயில் ஏறிவிட்ைால் ளகயில் உளள பூக்கள 
இரு மைங்காகும். அயத சமேம் யமலிருநது கீயை ைநதாலும் பூக்கள இரு மைங்காகும்.

 (ஆ) நீ  மளல உச்சிளே அளையும் ஒவகைாரு முளறயும் அங்யக உளள கைவுள சிளலக்கு குறிபபிட்ை 
எண்ணிக்ளகயில் பூக்களள ளைக்க யைண்டும்.

 (இ) மூன்று  மளலகளிலும் ஏறி அங்யக உளள கைவுள சிளலகளுக்கு சம எண்ணிக்ளகயிலான பூக்களள 
ளைக்க யைண்டும். இறுதிோக மூன்றாைது மளல உச்சிளே அளையும் ய்பாது அங்யக உளள சிளலக்கு  
உன் ளகயில் உளள எல்லாப பூக்களளயும் ககாடுத்திருக்க யைண்டும். அயதாடு எல்லாச் சிளலகளும் 
சமமான பூக்களளயும் க்பறறிருக்க யைண்டும்.

்படி-3
உங்கள ளகயில் உளள பூக்களின் எண்ணிக்ளகளே  X மதிப்பாக நிளனத்துக் ககாளளவும். கைவுள சிளலக்கு 

ககாடுக்கப்பட்ை பூக்களின் எண்ணிக்ளகளே Y மதிப்பாக நிளனத்துக் ககாளளவும். அநதப ்பக்கத்தில் உளள 
நழுவுக்யகாட்ளை நகர்த்தவும். புதிருக்கான விளைளேக் காண ஊகத்ளத அடிப்பளைோகக் ககாளளாமல் ஏயதனும் 
ைழிமுளறளேக் கண்ைறிேவும்.
்படி-4

இபய்பாது இேறகணிதத்தின் ்பேன்்பாட்ளை அறிநது ககாளளும் யநரம். இேறகணிதத்ளதப ்பேன்்படுத்தும் 
ைழிமுளறளே யோசிக்க யைண்டும் அல்லது “SHOW CALCULATION” க்பட்டிளேச் கசாடுக்கினால் இேறகணித 
்பேன்்பாட்டு விைரங்கள யதான்றும். இேறகணிதத்தின்  கணக்கீட்டு முளற ஒவகைாரு நிளலயிலும் யதான்றும். இபய்பாது 
சமன்்பாட்ளை அறிநது ககாண்டு அதன் மூலம் புதிளரத் தீர்க்க முடியும்..

கறிபபு: இதன் விளை ஒரு விகிதமாகும்.

்படி-1 ்படி-2

 
்படி-3 ்படி-4

*்பைங்கள அளைோளத்திறகு மட்டுயம.
கசேல்்பாட்டிறகான உரலி : https://ggbm.at/KmrE5vHs 

இடணயச் மசயல்்போடு – 2 (அ)
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இடணயச் மசயல்்போடு – 2 (ஆ)

*்பைங்கள அளைோளத்திறகு மட்டுயம.
கசேல்்பாட்டிறகான உரலி : https://ggbm.at/N4kX9QJq

்படி-1 
கீயை ககாடுக்கப்பட்டிருக்கும் உரலிளேத் யதடுக்பாறியில் தட்ைச்சு 
கசயக அல்லது விளரவுக் குறியீட்ளைப ்பேன்்படுத்துக. “HIGH 
SCHOOL ALGEBRA” எனும் GeoGebra ்பணிபபுத்தகம் யதான்றும். 
அங்யக இேறகணிதம் கதாைர்்பான ்பல்யைறு ்பயிறசித்தாளகள ககாடுக்கப்பட்டிருப்பளதக் காணலாம். 
அதில் உனக்குத் யதளைோன ஒரு ்பயிறசிளேத் யதர்நகதடு. எடுத்துக்காட்ைாக “Quadratic Equation” என்ற 
்பயிறசித்தாளள கதரிவு கசயது அளதத் திறக்கவும். அதில் a,b,c-க்கு –20-யிலிருநது 20-க்குள ஏயதனும் 
மதிபபுகளளப க்பட்டியில் தட்ைச்சு கசயக. இரு்படிச் சமன்்பாட்ளை, சூத்திரத்ளதப ்பேன்்படுத்தி தீர்வு காண்க. 
(‘?’ இக்குறியீடு விளை ைளரேறுக்கப்பைவில்ளல என்்பளதக் குறிக்கும்)
்படி-2
இபக்பாழுது விளைக்கான க்பட்டிகளள ஒவகைான்றாக கசாடுக்கி விளைளேச் சரி்பார்க்கவும். இறுதிோக ைலப 
்பக்கத்தில் உளள “Show Graph” க்பட்டிளேச் கசாடுக்கினால்  சமன்்பாட்டிறகான ைளர்பைத்ளத காணலாம். 
விளைளே ைளர்பைத்துைன் ஒபபிட்டுப ்பார்க்கவும். (ைளளைளர x –அச்சிளன கைட்டும் புளளியே விளைோகும்.

்படி-1

்படி-2
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3.1  அறிமுகம் (Introduction)
கணிதத்தின் முதன்்மை பிரிவான முக்காணவியல் என்்பது 

முக்காணத்தின் ்பககஙகள் மைற்றும் ்காணஙகளுககி்ை்யயான 
ததாைர்்பப் ்பற்றியதாகும்.  முக்காணவியல் என்்பது கி்ேகக 
தமைாழியில் இருந்து த்பறப்்படைது.  கி்ேகக தமைாழியில் ‘trigonon’ என்்பது 
முக்காணத்்தயும் மைற்றும் ‘metron’ என்்பது அள்வயும் குறிககிறது. 
இ்வ இேண்டும் இ்ணந்து ‘Trigonometry’  என அ்ைககப்்படுகிறது. 
ஆக்வ, முக்காணவியல் என்்பது முக்காணஙக்ள அளப்்ப்த 
்படிப்்பதாகும். கி்ேகக கணிதவியலாளரகள் ததரியாத ததா்லவுக்ள 
அளப்்பதற்கு முக்காணவியலின் விகிதஙக்ளப் ்பயன்்படுத்தினர. 
மைற்தறாரு வ்கயில் கி.மு(த்பா.ஆ.மு) 20000-ம் ஆண்டுககு முன் 
எகிப்தியரகள் பிேமிடுக்ள அ்மைப்்பதற்கு முக்காணவியலின் 
மூல அ்மைப்பி்ன ்பயன்்படுத்தினர. ஆரிஸைார்சஸ (Aristrachus)  
(310- 250 கி.மு(த்பா.ஆ.மு)) என்ற விஞ்ானி சூரியன் மைற்றும் 
்சந்திேனின் ததா்லவுக்ள அளப்்பதற்கு முக்காணவிய்ல ்பயன்்படுத்தினார.

முதன்முதலில் பூமியின் சுற்றள்வ அளப்்பதற்கு அககால ்பயன்்பாடடில் இருந்த ஸைாடிய 
என்ற அளவீடடு மு்ற்ய ஏே்ைாஸதநிஸ (Eratosthenes (276-195 கி.மு(த்பா.ஆ.மு)) என்்பவர 
்பயன்்படுத்தினார. இவருககு முன்்்ப கி்ேகக வானியல் அறி்ர ஹிப்்பார்ச்சஸ (Hipparchus (190-120 
கி.மு(த்பா.ஆ.மு)) முக்காணவியலின் த்பாதுவான தத்துவஙக்ள உருவாககினார. முக்காணவிய்ல 
உருவாககியவர என்ற த்பரு்மை அவ்ே ்சாரந்ததாகும். இவரு்ைய தத்துவஙக்ளப் ்பயன்்படுத்தி 
அதலக்சாந்டிரியாவின் தாலமி (Ptolemy of Alexandaria (கி.பி(த்பா.ஆ) 90 – 168))  என்்பவர வானியல் 
தாலமி ்தற்றத்்த (Ptolemy theorem of Astronomy)  உருவாககினார.  ்பைஙகால இந்தியாவில் 
முக்காணவியல் குறிப்பிைத்தகக வளர்சசி்ய த்பற்றிருந்தது. இந்திய கணிதவியல் மைற்றும் வானியல் 
அறி்ர ஆரிய்படைா (Aryabhata (கி.பி(த்பா.ஆ) 476 – 550)) என்்பவர ்்சன், தகா்்சன் மைற்றும் அதன் 
்நரமைாறல் ்சாரபுக்ள வ்ேயறுத்து அதன் முடிவுக்ள, முக்காணத்தின் ்பேப்்பளவு காணும் 
சூத்திேத்்தயும் உள்ளைககி, 108 ்பாசுேஙகளாக வைஙகினார. ்பைஙகால இந்தியாவின் கணித 
்மை்தகள், பிேம்மைகுப்தா (Brahmagupta (598 கி.பி(த்பா.ஆ)), ்பாஸகோ I (Bhaskara -I (600 கி.பி(த்பா.ஆ))  
மைற்றும் ்பாஸகோ II (Bhaskara II (1114 கி.பி(த்பா.ஆ)) ஆகி்யாரகள் முக்காணவியலின் வளர்சசியில் 
த்பரும் ்பஙகாற்றினர. 

ஜான் த்பர்னாலி (Johann Bernoulli (1667 – 1748)) மைற்றும் தலன்்ாரடு ஆயலர (Leonhard Euler 
(1707 – 1783)  அவரகளின் தீவிே உ்ைப்்பால் முக்காணவியல் கணிதத்தின் தனிப்பிரிவாக வளர்சசி 
அ்ைந்தது. முக்காணவியல் ்சாரபுக்ளயும் கலப்பு எண்ணின் அடுககு வடிவத்்தயும் இ்ணககும் 
அடிப்்ப்ை முடிவுக்ள ஆயலர என்்பவர உருவாககினார. ் ஜா்சப் ஃபூரியர (Joseph fourier (1768 -1830)) 

முக்கோணவியல்

அலெக்ோந்டிரியோவின் தோல்மி 
(கிபி 90-168)

அண்ைதவளியில் அ்ல்பாயும் த்பாருள்களில் என் மைகிழ்்சசி 
கடடுண்ைதால் என் கால்கள் பூமியில் ஊன்றப்்பைவில்்ல.

- தால்மி

அத்தியாயம் 3
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அவரகள் முக்காணவியல் ததாைர ்பற்றிய ்படிப்பில் த்பரும் ்பஙகாற்றினார. இவரு்ைய ஃபூரியர ததாைர 
கண்டுபிடிப்பு, குறிப்்பாக அதிரவு ்பகுப்்பாயவு, மின்னியல் த்பாறியியல், ஒலியியல், ஒளியியல், ்சமிக்க 
த்சயல்மு்ற, பிம்்ப த்சயல்மு்ற, ்பகவு இயந்திேவியல் (Quantum Mechanics) ஆகியவற்றில் த்பரிதும் 
்பயன்்படுகிறது.  நவீன காலஙகளில் முக்காணவியல் ்சாரபுகளானது கணிதவியல் ்சாரபுகளின் ் காண 
அளவு ்சாரபுகளாக வளரந்து, வடிவியல் மைற்றும் இயற்கணிதத்தின் வாயிலாகக கணிதத்தின் அ்னத்துப் 
பிரிவுகளிலும்  கண்டுபிடிப்புகளிலும் ்மைற்தகாள்ளப்்படைது.  மைகிழுந்து மைற்றும் ்க்்பசியில் உள்ள 
த்பாதுவான நி்ல அ்மைப்பு (GPS) முக்காணவியல் கணககீட்ை அடிப்்ப்ையாகக தகாண்ைது.  உைலில் 
உள்ள கடடிக்ளக கண்ைறிவதற்கு ் மைம்்படுத்தப்்படை ்பைதமைடுககும் மைருத்துவக கருவிகளான CT மைற்றும் 
MRI-களின் த்சயல்மு்றகளில் ்்சன் மைற்றும் தகா்்சன் ்சாரபுகள் ்பயன்்படுத்தப்்படுகிறது.

கற்றலின் ்�ோககஙகள் (Learning objectives) 
இப்்பாைப்்பகுதி நி்றவுறும்்்பாது மைாணவரகள் அறிந்திருகக ் வண்டிய ்பாைக கருத்துகள்.

 z  குறுங்காணஙக்ள தன்னகத்்த உள்ளைககிய த்சங்காண முக்காணத்தின் 
முக்காணவியலின் விகிதஙகளின் வேம்புகள்.

 z  ஆ்ேயன் அளவீட்ை அறிமுகப்்படுத்துவதற்கான ்த்வ மைற்றும் ்பா்க்ய 
ஒப்பிடும்்்பாது ஆ்ேயனின் நன்்மைகள்.

 z  தமையதயண்களின் முக்காணவியல் ்சாரபுக்ள வ்ேயறுகக ஓேலகு வடைத்்த 
எவவாறு ்பயன்்படுத்துவது.

 z  தவவ்வறு முக்காணவியல் முற்தறாரு்மைகள், அவற்றிற்கி்ை்ய உள்ள ததாைரபுகள் 
மைற்றும் அவற்றின் ்பயன்்பாடுகள்.

 z  முக்காணவியல் ்சமைன்்பாடுகளின் முதன்்மை மைற்றும் த்பாதுத் தீரவுகள்.
 z  முக்காணவியல் ்சமைன்்பாடுகளுககு எவவாறு தீரவு காண்்பது.
 z  அன்றாை சூைலில் முக்காணத்தின் ்்சன் மைற்றும் தகா்்சன் விதிகளின் ்பயன்்பாடுகள்.
 z  ் ்சன் மைற்றும் தகா்்சன் விதிக்ளப் ்பயன்்படுத்தி ஒரு விரி்காண முக்காணத்்த 

எவவாறு தீரவு காண்்பது.
 z  ஹிோன்ஸ சூத்திேத்தின் ்பயன்்பாடுகள் மைற்றும் முக்காணத்தின் ்பேப்்பளவு காண்்பதற்கு 

அதன் உயேத்்தக கணககிைாமைல் எவவாறு காண்்பது.
 z  ் நரமைாறல் முக்காணவியல் ்சாரபுகள் மைற்றும் அதனு்ைய ்சார்பகஙகள் மைற்றும் 

வீ்ச்சகஙகள் இருத்த்ல அறிதல்.

முந்்தய வகுப்புகளில் ்படித்த குறுங்காண முக்காணவியலின் விகிதஙகள் மைற்றும் அதன் 
்பண்புக்ளத் தற்்்பாது நி்னவு கூறு்வாம்.

3.2  அடிப்படை முடிவுகளின் மீள்்போரடவை (A recall of Basic Results)

முந்்தய வகுப்புகளில் த்சங்காண முக்காணத்்தப் ்பயன்்படுத்தி முக்காணவியலின் 
விகிதஙக்ளயும் மைற்றும் குறுங்காண முக்காணவியலின் முற்தறாரு்மைக்ளயும் ்படித்்தாம். 
இரு ்காள்களுககு இ்ைப்்படை ததா்லவு, மை்லயின் உயேம், ்சந்திேன் மைற்றும் சூரியன் ்்பான்ற 
மிகத் ததா்லவில் உள்ள்வகளின் தூேம், மிகப் பிேம்மைாண்ைமைான கடடிைஙகளின் உயேம், அதி்வக 
விமைானஙகளின் தி்்ச்வகம் ஆகியவற்்றக கணககிடுவது விந்்தயாக உள்ளது.  அது்்பான்ற 
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உயேஙகள் மைற்றும் தூேஙக்ளக குறுங்காண முக்காணவியலின் விகிதஙக்ளக தகாண்டு 
கணககிடுவது ஆரவ மிகுதி்யக காடடுகிறது. ஏ்தனும் ஒரு தமையதயண்ணிற்கு முக்காணவியல் 
்சார்்ப வ்ேயறுத்து அத்ன கணிதத்தின் அ்னத்துப் ்பாைப்பிரிவுகளிலும் ்பயன்்படுத்துவது 
குறிப்்பாக நுண்கணிதத்தில் ்பயன்்படுத்துவது நமைது குறிக்காளாகும்.  முதலாவதாகக ் காணம் மைற்றும் 
்காணத்தின் ்பா்க அளவின் வ்ேய்றக்ள நி்னவு கூறு்வாம்.

3.2.1 ்கோணஙகள் (Angles)  

O A

B

ஆர�ப�ப�க�

ேகாண�

உ��

�
ை

ன
ய�ப

�க
�

படம் 3.1

OA, OB ஆகிய இேண்டு கதிரகள் O என்ற த்பாதுவான புள்ளி்யக 
தகாண்டு ்பைம் 3.1-ல் காடடியவாறு ்காணம் ÐAOB-ஐ உருவாககும். 
த்பாதுவான புள்ளி O-்வ உச்சி என்றும், இேண்டு கதிரகள் ் காணத்தின் 
்பககஙகள் என்றும் அ்ைககப்்படுகிறது.

்காணத்தின் ஆரம்்பப ்பககம் OA என அ்ைககப்்படுகிறது. ஆேம்்ப 
நி்ல OA-விலிருந்து OB வ்ே ஒரு கதி்ே சுைற்றிய பின் OB ஆனது 
்காணத்தின் முடையப ்பககம் என்று அ்ைககப்்படுகிறது. 

இைஞசுழி சுைற்சி ஒரு ்நரமை்ற ்காணத்்த உருவாககுகிறது. 
(்நரமை்ற அ்ையாளம் ்காணத்தில்), ஒரு வலஞசுழி சுைற்சி ஒரு எதிரமை்ற ்காணத்்த 
உருவாககுகிறது.  (எதிரமை்ற அ்ையாளம் ்காணத்தில்).

கறிபிப இைஞசுழியாக (வலஞசுழியாக) OA-ஐ அதன் மீது ஒன்றி்ணயும்்படி 
முழு்மையாக்ச சுற்றப்்படுவ்த ஒரு முழு வடை்ச சுற்று அல்லது சுைற்சி 
என்கி்றாம்.

3.2.2 ்கோண அளவீடுகளின் ்பல்்வைறு அடைபிகள் (Different Systems of measurement of angle)
்காணஙக்ள அளவிடுவதற்கு மூன்று வ்கயான அ்மைப்புகள் உள்ளன.  அ்வயாவன,

 (i) அறு்போன் அடைபி (Sexagesimal system)
 அறு்பான் அ்மைப்பின் ்காண அளவீடடு மு்ற த்பரிதும் ்பயன்்படுத்தப்்படுகிறது.  இதில் 

த்சங்காணத்்த 90 ்சமை ்பாகஙகளாகப் பிரித்து அ்தப் ்பா்க (Degree) என்றும், ஒரு ்பா்க்ய 60 
்சமை ்பாகஙகளாகப் பிரித்து அத்னக க்லகள் (Minutes) என்றும், ஒரு க்ல்ய 60 ்சமை ்பாகஙகளாகப் 
பிரித்து அத்ன விக்லகள் (Seconds)  என்றும் அ்ைககி்றாம்.  ஒரு ்பா்க, ஒரு க்ல மைற்றும் ஒரு 
விக்ல ஆகிய்வ மு்ற்ய 1°, 1¢, 1¢¢எனக குறிககப்்படுகிறது.

 (ii) நூறறின் கூறு அடைபி (Centesimal system)
நூற்றின் கூறு அ்மைப்பில் ஒரு த்சங்காணத்்த 100 ்சமை்பாகஙகளாகப் பிரித்து அத்னத் தேம் 

(Grades) என்றும், ஒரு தேத்்த 100 ்சமை ்பாகஙகளாகப் பிரித்து அத்னக க்லகள் (Minutes)  என்றும், 
ஒரு க்ல்ய 100 ்சமை்பாகஙகளாகப் பிரித்து அத்ன விக்லகள் (Seconds) என்றும் அ்ைககி்றாம்.  
இத்ன 1g என்ற குறியீடு ஒரு தேத்்தக குறிககிறது.

 (iii) வைடைமுட்ற அடைபி (Circular system)
வடைமு்ற அ்மைப்பில் ஆ்ேயன் (Radian) அளவீடு அவவடைத்தின் வில்லின் நீளம் மைற்றும் 

அதன் ஆேத்்தக தகாண்டு வ்ேயறுககப்்படுகிறது. வடைமு்ற அ்மைப்பு கணிதத்தின் அ்னத்து 

XI_Maths_Ch3_V-1_TM.indd   112 15-12-2021   13:53:02

www.tntextbooks.in



முக்கோணவியல்113

பிரிவுகளிலும் மைற்றும் அறிவியலிலும் த்பரிதும் ்பயன்்படுகின்றன.  1c என்ற குறியீடு ஓர ஆ்ேயன் 
அள்வ குறிககிறது.

3.2.3 ்போடக அளவு (Degree Measure)

்காணஙகளின் அளவீடடு அல்க ஒரு ்பா்க என்றும் அத்னக குறியீடடின் மூலம் ° என்றும் 
குறிககலாம். நாம் ஒரு முழுவடை்ச சுற்்ற 360 ்சமை ்பாகஙகளாகப் பிரித்து ஒவதவாரு ்பகுதி்யயும் 
ஒரு ்போடக என்கி்றாம்.  ஒரு ்பா்க 1° என்்பது ஒரு முழு்ச சுைற்சியில் 1/360 ஆகும். ்காணத்தின் 
ஒரு ்பகுதி்ய அளவிை மைற்றும் ்காணஙகளின் அளவீடுகளின் துல்லியத்திற்காக, க்லகள் மைற்றும் 
விக்லகள் அறிமுகப்்படுத்தப்்படுகின்றன.  ஒரு க்ல (1¢) என்்பது ஒரு ்பா்கயில் (1/60) ஆகும்,  ஒரு 
விக்ல (1¢¢) என்்பது ஒரு க்லயில்  (1/60)  ஆகும்  அல்லது ஒரு ்பா்கயில் (1/3600) ஆகும்.

சிறப்்பாகப் புரிந்து தகாள்வதற்கும் மைற்றும் ்பயன்்பாடடிற்கும் பின்வரும் வ்கயில் ்்சாடி 
்காணஙக்ள நாம் வ்கப்்படுத்தலாம்.

 (i) ஒ்ே அள்வ தகாண்ை இரு ்காணஙகள் ஒத்த ்காணஙகள் என்று அ்ைககப் 
்படுகின்றன.

 (ii) இேண்டு ்காணஙகளின் கூடுதல் 90°  எனில், அ்வ நிேப்புக்காணஙகள் என்று 
அ்ைககப்்படுகின்றன.

 (iii) இேண்டு ் காணஙகளின் கூடுதல் 180° எனில் அ்வ மி்க நிேப்புக்காணஙகள் என்று 
அ்ைககப்்படுகின்றன.

 (iv) 0°-விற்கும் 360°-விற்கும் இ்ைப்்படை இேண்டு ்காணஙகளின் கூடுதல் 360° எனில், 
அ்வ இ்ணயிய ்காணஙகள் என்று அ்ைககப்்படுகின்றன.

கறிபிப (i)     நாம் எஙதகல்லாம் ஒரு ்பா்க்ய ஒரு மைணி ் நேம் குறிககும் என்று நி்னககி்றா்மைா 
அஙதகல்லாம் ்பா்க, க்ல மைற்றும் விக்ல என்ற கருத்து, ் நே அளவீடடு மு்றககு்ச 
்சமைமைானதாகும்.

 (ii) கவனிகக

 59.0854° = 59° + 0.0854°

 0.0854° = 0.0854° × 
1
60
c
l  = .5 124l

 .5 124l = .5 0 124+l l

 .0 124l = . .0 124
1

60
7 44# =l

l
ll

ll

என்வ, .59 0854c = .59 5 7 44c l ll

 (iii) ்மைலும் 34 51 35c l ll = .34 8597c

மைற்றும் 90 36 18 47-c c l ll = 53 41 13c l ll

3.2.4 திடை நிடெயில் உள்ள ்கோணஙகள் (Angles in Standard Position)

ஒரு ் காணத்தின் உ்சசியானது O-விலும், அதன் ஆேம்்பப் ்பககம் மி்க x-அ்ச்சாகவும் த்சயல்்படைால் 
்காணம் திடை நி்லயில் இருப்்பதாகக கூறலாம்.
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O 0°

90°

0° < θ < 90°

270° < θ < 360°

90° < θ < 180°

Q II Q I

Q III Q IV

180° < θ < 270°

270°

180° x

y

yʹ

xʹ

படம் 3.2

திடை நி்லயில், ்காணத்தின் மு்னயப் ்பககம் முதல் காற்்பகுதியில் விழுந்தால் ்காணம் முதல் 
காற்்பகுதியில் இருககும் என்று கூறலாம்.  இ்த ்்பான்று 
நாம் மைற்ற மூன்று காற்்பகுதிக்ள வ்ேயறுககலாம்.

திடை நி்லயில், ்காணஙகளுககான மு்னயப் 
்பககம்   x-அ்சசு அல்லது y-அ்சசு வழியாக அ்மைந்தால் 
அக்காணஙக்ளக கோற்பகதி ் கோணஙகள் (Quadrantal 
Angles) என்று அ்ைககலாம்.  என்வ, 0°; 90°; 180°; 270° 
மைற்றும் 360° ஆகிய்வ காற்்பகுதி ்காணஙகள் ஆகும்.

கறிபிப காற்்பகுதி ்காணத்தின் ்பா்க அளவீடு 90°-ன் மைைஙகாகும்.

3.2.5 இடண முடையக ்கோணஙகள் (Coterminal angles) 

45°

405°

-315° x

y

ஆர�ப�ப�க�

�ைனய�ப�க�

படம் 3.3

நாம் கதி்ே இைஞசுழியாக முழு்மையாக்ச சுைற்றினால் 
அளவிடும் ்காணம் 360°  ஆகும். இைஞசுழியாக ததாைரந்து 
சுைற்றிக தகாண்டிருந்தால் அளவிடும் ்காணம் 360°-ஐ மிகும். 
வலஞசுழியாக சுைற்றினால் கு்ற்காணத்்த (Negative 
Angle) ஏற்்படுத்தும்.

்காணஙகள் 57°, 417° மைற்றும் –303° ஆகிய ்காணஙகள் 
ஒ்ே ஆேம்்ப மைற்றும் மு்னயப் ்பககஙக்ள தகாண்ை்வ, 
ஆனால் தவவ்வறு அளவுகளாலான சுைற்சிக்ளக 
தகாண்ை்வ இது ் ்பான்ற ் காணஙக்ள இடண முடையக 
்கோணஙகள் (coterminal angles) என்று அ்ைககலாம். 
அதாவது ஒ்ே மு்னயம் தகாண்ை திடைநி்லயில் உள்ள 
்காணஙக்ள இடண முடையக ்கோணஙகள் (coterminal angles) என்று அ்ைககலாம்.

a மைற்றும் b ஆகிய்வ இ்ண மு்னயக ் காணஙகள் எனில் b = a + k (360°), இஙகு k என்்பது 
ஒரு முழு எண்.  திடை நி்லயில் ஒ்ே மு்னயம் தகாண்ை  ்காணஙகளின் அளவீடடு வித்தியா்சம் 
360° ன் முழு எண் மைைஙகில் இருககும்.

எடுத்துககாடைாக, 417° மைற்றும் –303° ஆகிய்வ இ்ண மு்னயக ்காணஙகள்.  ஏதனனில்

 417° – (– 303°) = 720° = 2 (360°).

கறிபிப (i) 45°, – 315° மைற்றும் 405° ஆகிய்வ முதல் காற்்பகுதியில் அ்மையும் என்்ப்த 
கவனியுஙகள்..

 (ii) (30°, 390°), (280°, 1000°) மைற்றும் (–85°, 275°) ஆகிய ்காணஙகளின் ்்சாடிகள் இ்ண 
மு்னயக ்காணஙகள் ஆகும்.
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3.2.6 ல்ங்கோண முக்கோணதடதப ்பயன்்படுததி அடிப்படை முக்கோணவியல் விகிதஙகள்  
     (Basic Trigonometric ratios using a right triangle)

த்சங்காண முக்காணம் ABC இல் a, b, c ஆகிய ்பககஙகளின் நீளஙகள் ஆறு விகிதஙக்ள 
உருவாககும் என்்ப்த நாம் நன்கறி்வாம். அவவிகிதஙகள் முக்காணவியலில் ஆறு அடிப்்ப்ை 
்சாரபுக்ள வ்ேயறுகக வழிவகுககும். 

θ
B C

A

c b

a

க�ண
�

எ�
��

 ப
�க

�

அ����ள ப�க�

படம் 3.4

முதலாவதாக, ஒரு த்சங்காண முக்காணத்்த குறிப்்பாக ் வத்து 
வ்ேயறுககப்்படை முக்காணவியல் விகிதஙக்ள நாம் நி்னவு 
கூறு்வாம்.

 sin q = 

 cos q = 

tan q = 
cos
sin
i
i , cot q = 

sin
cos
i
i , cosec q = 

sin
1
i

, sec q =
cos

1
i

ஆகியவற்்ற முக்காணவியல் விகிதஙகள் sin q மைற்றும் cos q-்வ ்பயன்்படுத்திக காணலாம்.

3.2.7 ்பரவைெோக ்பயன்்படுததப்படும் ்கோணஙகளின் முக்கோணவியல் ்ோரிகளின் ்ரியோை 
ைதிபிகள் (Exact Values for trigonometric functions of widely used angles)

அறிந்த ்காணஙகளின் முக்காணவியல் ்சாரபுகளின் மைதிப்புக்ள ்படடியலிடு்வாம்.
q 0° 30° 45° 60° 90°

sin q 0
2
1

2
1

2
3 1

cos q 1
2
3

2
1

2
1 0

tan q 0
3

1 1 3 வ்ேயறுகக 
இயலாதது

கறிபிப  (i) ்மை்ல தகாடுககப்்படை அ்னத்து மைதிப்புகளும் மிக்ச ்சரியான்வயாகும்.
 (ii) sin 30° மைற்றும் cos 60° இன் மைதிப்புகளும் sin 60° மைற்றும் cos 30° ஆகியவற்றின் 

மைதிப்புகளும் ்சமைம் என்்ப்தக கவனத்தில் தகாள்க.
 (iii) த்லகீழ் விகித மைதிப்புகளான cosecant, secant மைற்றும் cotangent 

ஆகிய்வக்ள ்மைற்கண்ை அடைவ்ணயின் மூலம் த்பறலாம்.
 (iv) cos 90° = 0 என்்பதால், tan 90° மைற்றும் sec 90° ஆகிய்வ வ்ேயறுகக 

இயலாத்வயாகிறது.
 (v) sin 0° = 0 என்்பதால் cot 0° மைற்றும் cosec 0° ஆகிய்வ வ்ேயறுகக 

இயலாத்வயாகிறது.
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3.2.8 அடிப்படை  முக்கோணவியல் முறல்றோருடைகள் (Basic Trigonometric Identities)

்சார்பகத்தில் அனுமைதிககப்்படை அ்னத்து மைதிப்புகளுககும் ஒரு முக்காணவியல் முற்தறாரு்மை 

எப்த்பாழுதும்  உண்்மை  என்ற உற்வத் ததரிவிககிறது.  எடுத்துககாடைாக, sec
cos

1
i

i
=  என்்பது 

i-ன் அனுமைதிககப்்படை அ்னத்து மைதிப்புகளுககும் இந்த உறவு உண்்மையாகிறது.  என்வ, இது ஒரு 

முற்தறாரு்மையாகும். ்மைலும், sin
2
1

i =  ஒரு முற்தறாரு்மையல்ல.  ஏதனனில் 60i = c எனும்்்பாது 

இந்த உறவு உண்்மையற்றதாகும்.  சிககலான ்கா்வக்ள எளி்மைப்்படுத்த முற்தறாரு்மைகள்  

நமைககுப் ்பயன்்படுகிறது. அ்வகள் முக்காணவியல் ்சமைன்்பாடுக்ளத் தீரப்்பதற்குப் த்பரிதும் 

்பயன்்படுகிறது.
முற்தறாரு்மைக்ள ்கயாண்டு அத்னத் திருத்தி அ்மைப்்பதற்கு இயற்கணிதத்தின் ்பல்்வறு 

யுகதிகள் உதவி புரிகின்றன.
முக்காணவியலில் அடிப்்ப்ை முற்தறாரு்மைக்ள (பித்தா்காரியன் முற்தறாரு்மைகள்) நி்னவு 

கூறு்வாம், குறிப்்பாக

; ;cos sin sec tan cosec cot1 1 12 2 2 2 2 2i i i i i i+ = - = - =  

கறிபிப  (i) sin2i   என்்பது ( )sin 2i ஐக குறிககும். இந்த மு்ற மைற்ற முக்காணவியல் 
விகிதஙகளுககும் த்பாருந்தும்.

 (ii) 90i = c  எனில்  sec tan 12 2i i- =  என்்பது அரத்தமைற்றதாகும். 
seci  மைற்றும் tani  ஆகிய்வ வ்ேயறுககப்்படும் அ்னத்து 
i - வி ன்  மை தி ப் பு க ளு க கு ம்  உ ண் ் மை  இ ரு ப் பி னு ம்  இ து  ஒ ரு 
முற்தறாரு்மையாகும். ஆக்வ, ்சார்பகத்தின் அ்னத்து மைதிப்புகளுககும் 
முற்தறாரு்மை ஒரு ்சமைன்்பாடு என்்பது உண்்மையாகும்.

 (iii) 
cos

sin
1 i

i
+

 என்ற ்கா்வ, 1 0cos !i+ -விற்கு, i -ன் அ்னத்து 

மைதிப்புகளுககும் த்சல்லு்படியாகும் என்்ப்த நாம் புரிந்துதகாள்ள ் வண்டும்.

எடுததககோடடு 3.1 நிறுவுக: 
tan sec
tan sec

cos
sin

1
1 1

i i
i i

i
i

- +
+ -

=
+ .

தீரவுப

 
tan sec
tan sec

1
1

i i
i i

- +
+ -  = ( )

tan sec
tan sec sec tan

1

2 2

i i
i i i i

- +
+ - -

  = ( ) [ ( )]
tan sec

tan sec sec tan
1

1
i i

i i i i
- +

+ - -

  = tan sec
cos

sin1
i i

i
i+ =

+ .
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எடுததககோடடு 3.2   
நிறுவுக: (sec A – cosec A) (1 + tan A + cot A) = tan A sec A – cot A cosec A.

தீரவுப
 இைப்புறம் = 

cos sin cos
sin

sin
cos

A A A
A

A
A1 1

1- + +` j8 B

  = 
sin cos

sin cos
A A
A A
2 2

3 3-  ...... (i)

 வலப்புறம் = 
cos

sin

sin

cos

sin cos

sin cos

A

A

A

A

A A

A A
2 2 2 2

3 3
- =

-  ...... (ii)

(i) மைற்றும் (ii) இலிருந்து நமைககுத் ்த்வயான தீரவு கி்ைத்துள்ளது.

எடுததககோடடு 3.3 cosa bi =  மைற்றும் sinc di =  லிருந்து i -ஐ நீககுக,  a, b, c, d ஆகிய்வ 
மைாறிலிகள்.
தீரவுப

cosac bci =  மைற்றும் sinac adi =  ஆகியவற்்ற வரககப்்படுத்திக கூடைக கி்ைப்்பது

 a2 c2 = b2 c2 + a2 d 2

 ்பயிறசி 3.1
 1. தகாடுககப்்படை ்காணஙகள் எந்தக காற்்பகுதியில் அ்மையும் என்்ப்தக காண்க. 
  (i) 25°   (ii) 825° (iii) – 55° (iv) 328° (v) – 230°

 2. 0 360<# ic c - ல்  த க ா டு க க ப் ்ப ட ை  ஒ வ த வ ா ரு  ் க ா ண த் தி ற் க ா ன  இ ் ண 
மு்னயக்காணத்்த காண்க.

  (i) 395°   (ii) 525° (iii) 1150° (iv) – 270° (v) – 450°

 3. cos sina b ci i- =  எனில், sin cosa b a b c2 2 2!i i+ = + -  என்்ப்த  நிறுவுக.

 4. sin cos mi i+ =  எனில், ( )
cos sin

m
4

4 3 16 6
2 2

i i+ =
- -  என நிறுவுக.

  (இஙகு m 22 # ).

 5. 
cos

cos

sin

sin
12

4

4

4

b

a

b

a+ =  எனில்,

  (i) 2sin sin sin sin4 4 2 2a b a b+ =     (ii) 
cos

cos

sin

sin
12

4

2

4

a

b

a

b
+ =  என நிறுவுக.

 6.  
cos sin
sin

y
1

2
a a
a=

+ +
  எனில்  

sin
cos sin

y
1

1
a

a a
+

- +
=   என நிறுவுக.

 7. 0
2

1 1i r , cosx n
n

2
0

i=
3

=
/ , siny n

n
2

0
i=

3

=
/  மைற்றும்  cos sinz n

n
n2

0
2i i=

3

=
/  

எனில்,  xyz x y z= + +  என  நிறுவுக.

  [குறிப்பு: , | |x x x
x
x1

1
1

1<2 3 g+ + + + =
-

-ஐப் ்பயன்்படுத்தலாம்].

2
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 8. tan k12 2i = -  எனில், ( )sec tan cosec k2 /3 2 3 2i i i+ = - என நிறுவுக.  ்மைலும் 
இவற்்ற நி்றவு த்சயயும் k இன் மைதிப்்்பக காண்க.

 9. sec tan pi i+ =  எனில், ,sec tani i  மைற்றும் sini  ஆகியவற்றின் மைதிப்்்ப p இன் 
வாயிலாகக காண்க.

 10. ( )cot sin m1 4i i+ =  மைற்றும் ( )cot sin n1 4i i- =  எனில்,  ( )m n mn2 2 2- =  என 
நிறுவுக.

 11. cosec sin a3i i- =  மைற்றும் sec cos b3i i- =  எனில், ( )a b a b 12 2 2 2+ =  என நிறுவுக.

 12. sec tana c bi i- =  மைற்றும் sec tanb d ci i+ =  ஆகிய ்சமைன்்பாடுகளிலிருந்து iஐ நீககுக.

3.3  ஆடரயன் அளவு (Radian Measure)
ததாைககத்தில் முக்காண விகிதஙக்ள வ்ேயறுப்்பதற்கும் மைற்றும் ் காணஙக்ளப் ்பா்கயில் 

அளவிடுவதற்கும் த்சங்காண முக்காணம் ்பயன்்படுத்தப்்படைது. ஆனால் குறுங்காணஙக்ளக 
தகாண்ை த்சங்காண முக்காணஙகள் சில வேம்புகளுககுட்படடிருந்தது.

்பல்லாயிேம் ஆண்டுகளுககு முன்பு ்பாபி்லானியரகள் (Babylonians) 
360 நாடக்ளப் ்பா்கயில் ஒரு முழு்சசுற்று 360°-ஐ குறிப்்பதாக கணககில் 
தகாண்டு 30°, 45°, 60°, 90° மைற்றும் 180° ஆகிய சிறிய ்காணஙகளாகப் 
பிரிப்்பதற்கு ஏதுவாக ஒரு ஆண்டின் 365 நாடக்ள அடிப்்ப்ையாகக தகாண்டு 
360°-ஐ ்தரவு த்சயதனர.

்வதியியல் மைற்றும் இயற்பியல் ்பாைஙகளில் ்காணத்திற்குப் ்பதிலாக தமையதயண்க்ளக 
தகாண்ை ்சார்பகமு்ைய முக்காணவியலின் ்சாரபுகளின் ் த்வயின் த்பாருடடு 17-ம் நூற்றாண்டில் 
முக்காணவியல் விரிவாககம் த்சயயப்்படைது.  இத்ன ஓேலகு வடைத்தின் மீதான வில்லின் நீளம் மைற்றும் 
்மைய ்காணம் ஆகியவற்றிற்கு இ்ை்ய உள்ள ததாைர்்ப ்பயன்்படுத்தி த்பற்்றாம். இம்மு்றயில் 
்காணத்்த அளககும் அலகு ஆடரயன் அளடவையோகம். ்காட்பாடுகளின் ்பயன்்பாடடிற்கு அதிக 
அளவில் த்பாதுவாகப் ்பயன்்பைககூடிய ்காண அளவீடடு அ்மைப்பு ஆ்ேயன் ஆகும். நுண்கணிதம் 
உட்பைப் ்பல ததாழில்நுட்பஙகளுககுப் த்பாதுவான அளவீடடு அலகு மு்ற ஆ்ேயன் ஆகும்.  மிக 
முககியமைான விகிதமுறா எண் p, ஆ்ேயன் அளவீடடில் த்பரும்்பஙகு வகிககிறது.  ஒரு ்காணத்தின் 
ஆ்ேயன் அளவீடடுமு்ற்ய நாம் அறிமுகப்்படுத்து்வாம்.

வைடரயட்ற 3.1  

O
θ= s

r

y

x
s

r

படம் 3.5

ஒரு வடைவில் ்மையத்தில் தாஙகும் ்காணத்தின் ஆடரயன் அளவு , 
அவவில்லின் நீளத்திற்கும் அதன் ஆேத்திற்கும் உள்ள விகிதமைாகும்.

ஒரு வடைத்தின் ஆேம் ‘r’ என்க. s  நீளமுள்ள வடைவில் ்மையத்தில் தாஙகும் 
்காணம் i  என்க.

 எனில்,  i  =
 

  = 
r
s   ஆ்ேயன்கள்

 என்வ, s = r i  ஆகும்.
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 (i) அ்னத்து வடைஙகளும் வடிதவாத்த்வகளாகும். என்வ எந்த ஒரு 
வடைத்திலும் தவடைப்்படை வில்லின் நீளத்திற்கும் அதன் ஆேத்திற்கும் 
உள்ள விகிதம் எப்த்பாழுதும் ஒரு மைாறிலியாகும்.

 (ii) s = r  எனில், 1 ஆ்ேயன் தகாண்ை ்காணத்்த நாம் த்பறுகி்றாம் 
என்வ, ஒரு ஆ்ேயன் என்்பது ஒரு வடைத்தில் ஆேத்தின் நீளத்திற்கு்ச 
்சமைமைான நீளமு்ைய வில் ்மையத்தில் தாஙகும் ்காணமைாகும்.

 (iii) s மைற்றும் r ஆகியவற்றின் அலகுகள் ஒன்றாக இருப்்பதால் iககு அலகுகள் 
ஏதும் இல்்ல.  என்வ, ஆ்ேயன்க்ளக குறிகக எந்த விதமைான 
குறியீடுக்ளயும் நாம் ்பயன்்படுத்துவதில்்ல.

 (iv) i  = 1 ஆ்ேயன் அளவு எனில் s = r ஆகும்.
  i  = 2 ஆ்ேயன் அளவு எனில் s = 2 r ஆகும்.
  என்வ, s = kr எனில், த்பாதுவாக i  = k ஆ்ேயன் அளவாகும்.  

்மையக்காணம் i -்வ தாஙகும் வடைக்காணப்்பகுதி ஒரு முழு 
வடைமைாக்ச சுற்றிவே எத்த்ன மைைஙகு ஆேஙகள் ்த்வ என்்ப்தக 
்காணத்தின் ஆ்ேயன் அளவீடு நமைககுத் ததரிவிககிறது.

 (v) ஆ்ேயன் அளவு ஒரு அலகு வடைத்தின் விளிம்்்பாடு ததாைரபு்ையதாகும்.  
ஆ்ேயன் அ்மைப்பில் மு்னயப் ்பககம் ஓேலகு வடைத்தின் விளிம்்்ப 
எஙகு தவடடுகிற்தா அது வ்ே ்பயணிககும் தூேத்்த  அளவிடுவ்த 
்காணத்்த நாம் அளவிடுவதாகும்.

3.3.1 ்போடக ைறறும் ஆடரயன் அளவுகளுககிடை்ய உள்ள லதோைரி (Relationship between Degree 
and Radian measures) 

்காணத்்த அளவிைப் ்பா்க மைற்றும் ஆ்ேயன் ஆகிய அலகுகள் உள்ளன.  எளி்மையாக 
வ்ேயறுககப்்படடுப் ்பயன்்படுத்த வ்சதியாக இருககும் அலகு மைற்ற்தவிை்ச சிறந்ததாகும். 
எடுத்துககாடைாக, நீரின் தவப்்பநி்ல்ய அளககும்்்பாது 0° மைற்றும் 100°, உ்றநி்ல மைற்றும் 
தகாதிநி்ல ஆகிய்வ த்சல்சியஸ  (Celsius) மு்றயில் அ்மைவதால் அது ்பாேன்ஹீட (Fahrenheit) 
மு்ற்யவிை்ச சிறந்தது. மைாற்றுவதற்கும் மைற்றும் கணககிடுவதற்கும் ஆ்ேயன் அளவு சிறந்தது. 
்பகுப்்பாயவிற்கு ஆ்ேயன் அளவு ஏற்றதாக இருககும் அ்த ் நேத்தில் மைககளி்ை்ய கருத்துப்்பரிமைாற்றம் 
த்சயவதற்கு ்பா்க அளவு ஏற்றதாக இருககும். கி்ேககக கணிதவியலாளரகள் வடைத்தின் 
சுற்றளவிலிருந்து உருவாகும் p என்ற உற்வக கவனித்தனர மைற்றும் ஆ்ேயன் அளவுகளில் p ஒரு 
முககியப் ்பஙகு ஆற்றுகிறது.

ஓேலகு வடைத்தில் ஒரு முழுவடை்சசுற்று 360°-ஐக குறிககும்்்பாது ஆ்ேயன் அளவீடடில் 2p 
ஆ்ேயன்க்ளக குறிககிறது.  2p  என்்பது ஓேலகு வடைத்தின் சுற்றளவாகும்.  இவவாறு நாம் பின்வரும் 
ததாைரபுக்ளப் த்பறுகி்றாம்.

 \  2p ஆ்ேயன்கள் =  360° Þ p ஆ்ேயன்கள் = 180°

்மைலும், 1 ஆ்ேயன் = 180
r
c` j   அல்லது  1° = 

180
r  ஆ்ேயன்கள்

இஙகு, x ஆ்ேயன்கள் = x180
r
c` j   அல்லது  x° = x

180
r  ஆ்ேயன்கள்.

கறிபிப  
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ஆ்ேயனில் ்பயன்்படுத்தப்்படும் அளவு்கால் ்பா்கயின் அளவு்கா்லவிை்ச சிறியதாக 
உள்ளது என்்ப்தக கவனிககவும். சிறிய அளவு்கால், முக்காண ்சாரபுகளின் வ்ே்பைஙக்ள 
கண்ணுககு புலப்்படும் ்படியும், ்பயன்்படுத்தும் ்படியும் அ்மைககிறது. ் மை்ல உள்ள ததாைரபு, ்பா்க்ய 
ஆ்ேயன்களாகவும் அல்லது ஆ்ேயன்க்ள ்பா்ககளாகவும் மைாற்ற வழி வகுககிறது.
கறிபிப (i) ஒரு வடைத்தின் சுற்றளவிற்கும் அதன் விடைத்திற்கும் உள்ள விகிதம் ஒரு மைாறிலியாகும்.  

அ்த p என்ற விகிதமுறா எண்ணால் குறிககலாம்.
 (ii) ஓேலகு வடைத்தின் மீது P என்ற புள்ளி்யக குறிககவும் மைற்றும் P ஆனது O-ஐ ததாடுமைாறு 

எண் வரி்்சயில் ஓேலகு வடைத்்த ்வககவும். அவவடைத்்த எண்வரி்்ச மீது 
உருள ்வககவும். வடைம் வலதுபுறத்தில் ஒரு முழு்சசுற்று சுற்றிய பிறகு P என்ற புள்ளி 
எண்்காடடில் 2p என்ற எண்்ணத் ததாடும்.

 (iii) ்காண அளவில் எதுவும் குறிப்பிைப்்பைவில்்ல என்றால், ் காண அலகு ஆ்ேயன்களில் 
உள்ளதாகக கருது்வாம்.

 (iv) ஒரு வடைக ் காணப் ்பகுதியின் ஆேம் r என்றும் ் மையக்காணம் i  எனில் வடைக்காணப் 

்பகுதியின் ்பேப்பு =  
r

r r

360

2 2

2

2 2

r
i

r
r
i

i=

c
c

c

m

m

Z

[

\

]]

]]

  ஆ்ேயன் அளவுகளில் கணககிடுவது மிகவும் எளிது என்்பது ததளிவு..

 (v) p மைற்றும் 
7

22  ஆகியவற்றின் மைதிப்புகள் நான்கு த்சமைத்திருத்தஙகளில் 3.1416 மைற்றும்  3.1429 

மு்ற்ய ஆகும். என்வ, முதல் இேண்டு த்சமைத் திருத்தஙகளில் p மைற்றும் 
7

22 -ன் மைதிப்பு 

்சமைம் ஆகும். ஆதலால் 
7

22
.r  

 (vi) 1 ஆ்ேயன் ≈ 57°17¢45¢¢ மைற்றும் 1° ≈ 0.017453 ஆ்ேயன்
  1¢ = 

180 60#
r` j ஆ்ேயன் ≈ 0.000291 ஆ்ேயன்

  1¢¢ = 
180 60 60# #

r` j ஆ்ேயன் ≈ 0.000005 ஆ்ேயன்
 (vii) சில அறியப்்படைக ்காணஙகள், ஆ்ேயன்களிலும் மைற்றும் அதற்கு ஒத்த ்பா்க 

அளவுகளிலும் பின்வரும் அடைவ்ணயில் தகாடுககப்்படடுள்ளன.

ஆ்ேயன் 0 1 0.017453
6
r

4
r

3
r

2
r p

2
3r 2p

்பா்க 0° 57°17¢45¢¢ 1° 30° 45° 60° 90° 180° 270° 360°

 (viii) sin 90° = 1 ஆனால் sin 90 ¹ 1 (ஆ்ேயன் அளவுகளில்)

எடுததககோடடு 3.4  ஆ்ேயனாக மைாற்றவும். (i) 18°    (ii) – 108°.

தீரவுப
 180° = p ஆ்ேயன்கள் Þ 1° = 

180
r  ஆ்ேயன்கள்

(i) 18° = 
180
r  × 18 ஆ்ேயன்கள் = 

10
r  ஆ்ேயன்கள்

்பா்க அளவில் 

ஆ்ேயன் அளவில்
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(ii) – 108° = 
180
r  × (–108) ஆ்ேயன்கள்

  = 
5
3r-  ஆ்ேயன்கள்

எடுததககோடடு 3.5   ்பா்கயாக மைாற்றுக (i) 
5
r  ஆ்ேயன்கள்  (ii) 6 ஆ்ேயன்கள்.

தீரவுப

 p ஆ்ேயன்கள் = 180° எனத் ததரியும். என்வ,

(i) 
5
r  ஆ்ேயன்கள் = 

5
180c  = 36°

(ii) 6 ஆ்ேயன்கள் = 180
6

22
7 180

6#
#

#.
r

c c` `j j

  = 343
11
7` j°

எடுததககோடடு 3.6    5 த்ச.மீ. ஆேம், ்மையக ்காணம் 15° -ஐ தகாண்ை வடை வில்லின் நீளம் 
காண்க.
தீரவுப

வில்லின் நீளம் s, ஆேம் r, ்மையக்காணம் i  எனில், s = ri

 i  = 15° = 15
180 12
# r r=  ஆ்ேயன்கள்

 s = ri  Þ  s = 5
12 12

5r r# =  த்ச.மீ.

கறிபிப  r q இல் q என்்ப்த எப்த்பாழுதும் ஆ்ேயனில் குறிகக்வண்டும்.

எடுததககோடடு 3.7   இேண்டு வடைஙகளில், ஓ்ே அளவு தகாண்ை வில்லின் நீளஙகள் 30° மைற்றும் 
80°-ஐ ்மையக ்காணஙகளாகத் தாஙகும்்்பாது அவவிரு வடைஙகளுககான ஆேஙகளின் 
விகிதம் காண்க.
தீரவுப

r1 மைற்றும் r2 ஆகிய்வ இேண்டு வடைஙகளின் ஆேஙகள் மைற்றும் வில்லின் நீளம் l எனில்

 
1i  = 30° = 

6
r   ஆ்ேயன்கள்

 
2i  = 80° = 

9
4r   ஆ்ேயன்கள்

 l = r r1 2i i=1i  r r1 2i i= 2i  எனக தகாடுககப்்படடுள்ளது.

 என்வ,  r
6 1
r  = r

9
4

2
r

 
r

r

2

1  = 
3
8  Þ r1 : r2 = 8 : 3.
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 ்பயிறசி 3.2
 1. பின்வரும் ்காணஙக்ள ஆ்ேயன் அளவுகளில் கூறுக.
  (i) 30° (ii) 135° (iii) –205° (iv) 150° (v) 330°
 2. பின்வரும் ்காணத்தின் ஆ்ேயன் அள்வ ்பா்க அளவுகளில் காண்க.
  (i) 

3
r  (ii) 

9
r  (iii) 

5
2r  (iv) 

3
7r  (v) 

9
10r

 3. ஒரு தைகள வீேர  1 கி.மீ.-ஐக கைகக வடை ஒடு்பா்த்ய 5 மு்ற சுற்றி வே்வண்டும்  
எனில் வடை ஓடு ்பா்தயின் ஆேம் என்ன?

 4. ஒரு வடைத்தின் விடைம் 40 த்ச.மீ., ஒரு நாணின் நீளம் 20 த்ச.மீ., எனில், சிறிய வில்லின் 
நீளத்்தக காண்க. 

 5. 100 த்ச.மீ. ஆேமு்ைய வடைத்தில், 22 த்ச.மீ. நீளமு்ைய வடைவில் ்மையத்தில் தாஙகும் 
்காணத்்தப் ்பா்கயில் காண்க.

 6. 10 அடி ஆேம்தகாண்ை ஒரு வடைத்தில், i  = 41°-ஐ ்மையக ்காணமைாகக தகாண்ை வடை 
வில்லின் நீளம் காண்க.

 7. இேண்டு வடைஙகளில், ஓ்ே அளவு தகாண்ை வில்லின் நீளஙகள் 60° மைற்றும் 75°-ஐ ் மையக 
்காணஙகளாகத் தாஙகும்்்பாது அவவிருவடைஙகளுககான ஆேஙகளின் விகிதம் காண்க. 

 8. ஒரு வடை  ்காணப்்பகுதியின்  சுற்றளவும் அ்த ஆேமு்ைய அ்ேவடைத்தின் வில்லின் 
நீளமும் ்சமைம் எனில், அவவடைக ் காணப் ்பகுதியின் ் மையக ் காணத்்தப் ்பா்க , க்ல 
மைற்றும் விக்லயில் காண்க.

 9. ஒரு விமைானத்்த இயககும் முன்தள்ளி ஒரு நிமிைத்திற்கு 1000 மு்ற சுைல்கிறது.  
முன்தள்ளியின் மு்னப்புள்ளி சுைல்கின்ற்்பாது ஒரு விநாடிககு எத்த்ன ்பா்ககள் 
கி்ைககும் என்்ப்தக காண்க.

 10. 66கி.மீ. / மைணி ்நே ்வகத்தில் 1500மீ. ஆேம் தகாண்ை ஒரு வடைப்்பா்தயில் ஒரு 
ததாைரவண்டி இயககப்்படுகிறது எனில், 20 வினாடியில்  அது கைககும் ்காணத்்தக 
காண்க.

 11. 8 த்ச.மீ. ஆேம் மைற்றும் 6 மி.மீ. தடிமைன் தகாண்ை ஒரு வடை வடிவ உ்லாகத் தடடி்ன 
உருககி, 16 த்ச.மீ. ஆேம் மைற்றும் 4 மி.மீ. தடிமைன் உ்ைய ஒரு வடைக ்காணப்்பகுதி்ய 
உருவாககினால் அவவடைக ்காணப் ்பகுதியின் ்காண அள்வ காண்க.

3.4   முக்கோணவியல் ்ோரிகளும் ைறறும் அதன் ்பண்ிகளும் 
 (Trigonometric Functions and their Properties)
3.4.1 கோரடீசியன் ஆயதலதோடெ வைடிவில் ஏ்தனுலைோரு ் கோணததிறக முக்கோணவியல் ் ோரிகள் 

(Trigonometric Functions of any angle in terms of Cartesian Coordinates) 
முக்காணவியல் விகிதஙகளுககான தகாள்்கக்ளக கீழ் வகுப்புகளில் நாம் ்பயின்்றாம்.  அது 

குறுங்காண அளவில் மைடடு்மை இருந்தது. ஆனால் நாம் குறுங்காணம் அல்லாத ்பல ் காணஙக்ளக 
்பாரத்துள்்ளாம்.  நாம் குறுங்காணத்்த நீடடித்து மைற்றும் முக்காணவியலின் ்சாரபுக்ள ஏ்தனும் 
ஒரு ்காணத்திற்கு வ்ேய்ற த்சய்வாம்.  ஏ்தனுதமைாரு ்காணத்தின் முக்காணவியல் 
விகிதஙக்ள ஆ்ேயன் வடிவில் தரும்்்பாது அவற்்ற முக்கோணவியல் ்ோரிகள் என்கி்றாம்.
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திடைநி்லயில் i -ன் மு்னயப் ்பககத்தில் ஆதி்யத் தவிே ்வறு ஒரு புள்ளி P(x, y) என்க.   
OP = r என்க.  

P(x,y)

y
r

xO
θ

படம் 3.6

இதனால் r = x y2 2+

பின்வருமைாறு i -ன் ஆறு முக்காணவியல்  ்சாரபுகள் 
வ்ேயறுககப்்படடுள்ளன.

 sin i  = 
r
y    மைற்றும்  cos i  = 

r
x

இ்தப் ்பயன்்படுத்தி மைற்ற ்சாரபுக்ளயும் காணலாம்.

 tan i  = ,
x
y
x 0! ; ,cot

y
x
y 0!i = ;

 cosec i  = ,
y
r
y 0! ; ,sec

x
r
x 0!i = .

 (i) | | , | |x r y r# #  என்வ | | 1cos #i  மைற்றும் | |sin 1#i .

 (ii) ்காணம் குறுங்காணமைாக இருப்பின், ்மை்ல குறிப்பிடை வ்ேய்றகள் 
த ்ச ங ் க ா ண  மு க ் க ா ண த் ் த  அ டி ப் ்ப ் ை ய ா க க  த க ா ண் ை 
வ்ேய்றகளுககு்ச ்சமைமைாகும்.

 (iii) P (x, y) ஐ தன்னகத்்த தகாண்ை i  ்காணத்்த உருவாககும் மு்னய 
்பககம் எந்தக காற்்பகுதியில் இருககும் என்்ப்தப் த்பாறுத்து முக்காணவியல் 
்சாரபுகளின் குறி (மி்க அல்லது கு்ற) அ்மையும்.

 (iv) ்மை்ல தகாடுககப்்படை முக்காணவியல் ்சாரபுகளின் வ்ேய்றகள் 
்காணத்தின் மு்னயப் ்பககத்தின் மீது உள்ள புள்ளி்ய்ச ்சாரந்திருககாது  
(்சரி்பாரகக!)

கோற்பகதிக ்கோணஙகளின் முக்கோணவியல் விகிதஙகள்  
(Trigonometric ratios of Quadrantal angles) 

θ
Q(1,0)xO

y P(cosθ, sinθ)

L

P(x,y)
(0,1)

(0,-1)

(-1,0)

r=1

படம் 3.7

திடை நி்லயில் ்காணத்தின் மு்னயப்்பககம் ஏ்தனும் 
ஒரு அ்ச்்சாடு இ்ணந்திருந்தால் அக்காணத்்தக காற்்பகுதிக 
்காணஙகள் என்்்பாம்.  காற்்பகுதிக ்காணஙகளின் 
முக்காணவியல் விகிதஙக்ளக காண்்்பாம். 
x y 12 2+ =  என்ற ்சமைன்்பாட்ை உ்ைய ஓேலகு 

வடைத்்தக கருத்தில் தகாள்க.  i -ன் மு்னய ்பககம் ஓர 
அலகு வடைத்தின் மீது எஙகு்ச ்சந்திககிற்தா அப்புள்ளி்ய P 
(x, y) எனக தகாள்க. 

 cosi  = x x
1

=  (pஇன் x ஆயத்ததா்ல)

 sini  = y y
1

=  (pஇன் y ஆயத்ததா்ல) 

என்வ, ஓேலகு வடைத்தில் ஏ்தனுதமைாரு புள்ளி P (x, y) இன் ஆயத்ததா்லவுகள் ( , )cos sinP i i  
ஆகும்.  இவவ்கயில் ்காண அள்வ i -ஆனது ஓேலகு வடைத்தின் மீது உள்ள புள்ளியுைன் 
ததாைரபு்ையது.

கறிபிப  
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்மை்ல உள்ள விளககத்்தப் ்பயன்்படுத்தி எவவாறு காற்்பகுதிக்காணஙகளில் முக்காணவியல் 
்சாரபுகளின் மைதிப்புகள் தீரமைானிககப்்படுகிறது என்்ப்த பின்வரும் அடைவ்ண விளககுகிறது.

காற்்பகுதிக ்காணஙகளின் முக்காணவியல்  ்சாரபுகளின் மிக்ச ்சரியான மைதிப்பு

காற் ்பகுதி 
்காணஙகள்

ஓேலகு வடைத்தின் மீதுள்ள புள்ளி
( , ) ( , )cos sinP x y P i i=

தகா்்சன் 
மைதிப்பு
cosi

்்சன் மைதிப்பு
sini

0i = c (1,0) ( 0 , 0 )cos sin= c c cos0 1=c 0 0sin =c

09i = c ( , ) ( 0 , 0 )cos sin0 1 9 9= c c 90cos 0=c 0sin9 1=c

018i = c ( , ) ( 0 , 0 )cos sin1 0 18 18- = c c 180cos 1= -c 0sin18 0=c

027i = c ( , ) ( 0 , 0 )cos sin0 1 27 27- = c c cos 270° = 0 0sin27 1= -c

036i = c ( , ) ( 0 , 0 )cos sin1 0 36 36= c c 0 1cos36 =c 0sin36 0=c

 (i) ஓேலகு வடைத்தின் மீதுள்ள எல்லாப் புள்ளிகளில் x மைற்றும் y-ன் ஆயத்ததா்லகள் 
– 1 மைற்றும் 1-ககு இ்ை்ய இருககும் என்்பது குறிப்பிைத்தககது. என்வ i
-ன் மைதிப்பு எதுவாகயிருந்தாலும் ,cos sin1 1 1 1# # # #i i- -  ஆகும்.

 (ii)  360i = c எனில் அது ஒரு முழு வடை்ச சுைற்சியாகும். அப்்்பாது மு்னயப் 
்பககம் மி்க x அ்ச்்சாடு இ்ணந்திருககும்.  என்வ, 0° மைற்றும் 360° இல் 
்்சனானது ஒ்ே மைதிப்்்பப் த்பறும். இத்னப்்்பான்்ற தகா்்சன் மைற்றும் 
மைற்்றய முக்காணவியல் ்சாரபுகளும் பின்்பற்றுகிறது.

 (iii) இேண்டு ்காணஙகளின் வித்தியா்சம் 360° அல்லது 2r -இன் முழு எண் 
மைைஙகாக இருப்பின் ஒவதவாரு முக்காணவியல் ்சாரபும் இேண்டு 
்காணஙகளில் ்சமை மைதிப்புக்ளக தகாண்டிருககும்.

 (iv) காற்்பகுதிக்காணத்தின் ் ்சன் மைற்றும் தகா்்சன் மைதிப்புக்ளக ்பயன்்படுத்தி 
வடிவக கணித ரீதியில் த்பாது்மைப்்படுத்திக கீ்ை தகாடுககப்்படடுள்ளது.

காற் ்பகுதிக 
்காணஙகள் நியோயப்படுதததல் ல்போதடைப்படுதததல்

sin0 0=  
sin 0r =

( ) ;sin n n0 2 0 Z!r+ =

( ) ;sin n n2 0 Z!r r+ =

;sin n n0 Z& !i i r= =

cos
2

0
r =

cos
2
3

0
r =

;cos n n
2

2 0 Z!r
r+ =` j

0;cos n n
2
3

2 Z!r
r+ =` j

( ) ;cos n0 2 1
2

&i i
r= = +  

n Z!

tan0 0=   
tan 0r =  
  

( ) ;tan n n0 2 0 Z!r+ =

( 2 ) 0;tan n n Z!r r+ =

;tan n n0 Z& !i i r= =

 (v) cos 0i =  எனும்்்பாது tani ஐ வ்ேயறுகக இயலாது.  என்வ,  
(2 1) ,n n

2
Z!i

r= +  என்னும்்்பாது taniஐ வ்ேயறுகக இயலாது.

கறிபிப  
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3.4.2 லையலயண்களின் முக்கோணவியல் ்ோரிகள் (Trigonometric functions of real numbers) 

1
B

w(1)

A(1,0)

w(t)w(2)

t
2

x

y

O

படம் 3.8

நுண்கணிதம் உட்பை உயர கணிதவியல் கணககுகள், 
இயற்பியல் மைற்றும் ்வதியியல் கணககுகள் ஆகியவற்றிற்கு 
முக்காணவிய்லப் ்பயன்்படுத்த விஞ்ானிகளுககு 
தமையதயண்களின் முக்காணவியல் ்சாரபுகள் ் த்வப்்படைது.  
இதற்காக ஓேலகு வடைத்தின் ் மையக ் காணத்்த வில்லின் 
நீளத்்தாடு ததாைரபு்படுத்தப்்படைது.

ஆதி்ய ்மையமைாககதகாண்ை ஓேலகு வடைத்்தக 
கருத்தில் தகாள்க.  ஓேலகு வடைத்தின் மீதுள்ள புள்ளி 
A(1,0) என்்பது பூ்சசியக ்காணத்்த (ஆ்ேயன் அளவில்) 
தகாண்ைது. A(1,0) இல் ஓேலகு வடைத்திற்கு ஒரு ததாடு்காடு 
வ்ேக. t ஒரு தமையதயண் என்றிருககும்்படி ததாடு்காடடின் மீதுள்ள ஒரு புள்ளியின் y அ்சசுத் தூேம் 
t என்க. 

 ஒவதவாரு தமையதயண் t இககும் ஓேலகு வடைத்தின் மீது வில் AB இன் நீளம் t என அ்மையும்்படி 
B (x, y) என்ற புள்ளி்யக காண்க.  t ஒரு மி்க எண் எனில் இைஞசுழி சுற்றில் B (x, y) ஐ ்தரவு 
த்சயய்வண்டும். இல்்லதயனில், வலஞசுழி சுற்றுத் தி்்சயில் ்தரவு த்சயய ்வண்டும்.  வில் 
AB ்மையத்தில் தாஙகும் ்காணம் i  என்க.  இம்மு்றயில் ஓேலகு வடைத்தின் மீதுள்ள புள்ளிககு 
தமையதயண் t-வுைன் ததாைரபு்ைய w(t) என்ற ்சாரபு த்பறப்்படுகிறது.  இ்தப் ் ்போரததம் ் ோரி (Wrapping 
Function) என்்்பாம். ்மைலும் s ri=  எனும் ்்பாது வில்லின் நீளம் t i=  என த்பறப்்படுகிறது.

இஙகு, sin sint i=  மைற்றும் cos cost i=  என்றும் வ்ேயறுப்்்பாம். 

sin sint yi= =  மைற்றும் cos cost xi= = , என்்பது ததளிவாகிறது.
மைற்ற முக்காணவியல் ்சாரபுக்ள  s in t  மைற்றும்  cos t  ஆகியவற்்றப் ்பயன்்படுத்தி 

தமையதயண்களின்  ்சாரபுகளாக வ்ேயறுகக முடியும்.

கறிபிப  (i) B (x, y) = B (cos t, sin t) என்ற புள்ளி ஓேலகு வடைத்தின் மீதுள்ளது. 
என்வ,  ஏ்தனுதமைாரு t-ககு cos t1 1# #-  மைற்றும் 1 1sin t# #- .

 (ii) ஒரு வடைத்்த ஒரு ்காட்ைகதகாண்டு ்்பாரத்தும் ்்பாது கி்ைககும் 
்சாரபு ்்பாரத்தும் ்சாரபு w(t) (Wrapping function) ஆகும். 

 (iii) தமையதயண் t-ஆல் ஆன முக்காணவியல் ்சாரபின் மைதிப்பு ்காண 
t ஆ்ேயன்களிைத்து முக்காணவியல் ்சாரபின் மைதிப்்பாகும்.

 (iv) சீோன இ்ைதவளியில் இயஙகும் அ்லவு மைற்றும் அ்லகளின் மைாதிரி 
நிகழ்வுக்ளப் ்பற்றி ்படிப்்பதற்கு தமையதயண்களின் முக்காணவியல் 
்சாரபுகள் ்பயன்்படுகிறது.

எடுததககோடடு 3.8  திடைநி்லயில் உள்ள i -ன் மு்னயப் ்பககம் (3, –4) என்ற புள்ளி வழியாக்ச 
த்சல்கிறது எனில் i -ன் ஆறு முக்காணவியல் ்சாரபின் மைதிப்புக்ளக காண்க.
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தீரவுப 
 B (x, y) = B (3, – 4) என்க. 

B(3,-4)

ArO
θ

படம் 3.9

திடை நி்லயில் i  ் காணத்தின் ஆேம்்பப் ்பககம் OA எனவும் மு்னயப் 
்பககம் OB  எனவும் தகாள்க.  AOB+ i=  ்மைலும் மு்னயம் நான்காவது 
காற்்பகுதியில் இருககும்.

 OB = r = ( )x y 3 4 52 2 2 2+ = + - =

   x = 3, y = – 4  மைற்றும்  r = 5 எனில்

 sini  = ; ;cos tan
r
y

r
x

x
y

5
4

5
3

3
4

i i=
-

= = = =-

 coseci  = ; ;sec cot
y
r

x
r

y
x

4
5

3
5

4
3

i i=- = = = =-

முக்கோணவியல் ்ோரிகளின் கறியீடுகள் (Signs of Trigonometric functions) 

(0,1)

III

x<0, y>0
sine  

x>0, y>0
 

x<0, y<0
tan  

x>0, y<0
cos  

IVIII

(1,0)(-1,0)

(0,-1)

O

படம் 3.10

்மையம் ஆதியில் உள்ளவாறு ஓேலகு வடைத்்த 
கருது்வாம். திடைநி்லயில் i -்வ தகாள்க, 
்காணம் i -ககு ஒத்ததாக P (x, y)  ஓேலகு 
வடைத்தின்மீது ஏ்தனும் ஒரு புள்ளி எனில் 

,cos sinx yi i= =  மைற்றும் tan
x
y

i =  ஆகும்.  
P-எக காற்்பகுதியில் இருககிற்தா அ்தப்த்பாறுத்து 
x மைற்றும் y-ன் மைதிப்புகள் மி்க அல்லது கு்றயாக 
இருககும். 

முதல் கோற்பகதியில்
 cosi  = x > 0 (மி்க)
 sini  = y > 0 (மி்க)
என்வ, sini  ,  cosi  மைற்றும் அ்னத்து 

முக்காணவியல் ்சாரபுகளும் முதல் காற்்பகுதியில்  மி்க மைதிப்பு்ைய்வ.
இரண்ைோம் கோற்பகதியில் 
 cosi  = x < 0 (கு்ற)
 sini  = y > 0 (மி்க)
இவவாறாக sini  மைற்றும் coseci  ஆகிய்வ மி்க மைதிப்பு்ையது மைற்்றய ்சாரபுகள் கு்ற 

மைதிப்பு்ையது.
இ்த்்பால் மைற்்றய காற்்பகுதிகளில் முக்காணவியல் ்சாரபுகளின் குறீயீடுக்ள நாம் 

கண்ைறியலாம் என்்ப்த ்பைம் 3.10 இல் காணலாம்.
கறிபிப தவவ்வறு காற்்பகுதியில் முக்காணவியல் ்சாரபுகளின் குறியீடுக்ள 

கீழ்ககண்ைவாறு நி்னவில் தகாள்ளலாம்
“All Students Take Chocolate” (ASTC).

மி்க எல்லாம் மி்க

மி்க மி்க
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எடுததககோடடு 3.9   sin
5
3

i =  மைற்றும் i  இேண்ைாம் காற்்பகுதியில் அ்மைந்தால் மைற்ற ஐந்து 
முக்காணவியல் ்சாரபுக்ளக காண்க.

தீரவுப
 sin cos2 2i i+  = 1

 Þ  cosi  = sin1 1
25
9

5
42! ! !i- = - =

என்வ, cosi  = 
5
4-

ஏதனனில், இேண்ைாம் காற்்பகுதியில் cosi  ஒரு கு்ற மைதிப்பு்ையது.

 sini  = cosec
5
3

3
5

& i =

 cosi  = – sec
5
4

4
5

& i = -

 tani  = 
cos
sin

4
3

i
i = -

 coti  = 
3
4-

கறிபிப sini  மைற்றும் cosi  ஆகிய்வ ததரியும் எனில், த்லகீழ் முற்தறாரு்மை 
மைற்றும் வகுத்தல் முற்தறாரு்மைக்ள ்பயன்்படுத்தி மைற்்றய நான்கு 
்சாரபுகளின் முக்காணவியல் மைதிப்புக்ளக காணலாம். ஒரு 
முக்காணவியல் ்சாரபின் மைதிப்பும் மைற்றும் ் காணம் அ்மையும் காற்்பகுதியும் 
ததரிந்தால் பித்தாகேஸ முற்தறாரு்மை்யப் ்பயன்்படுத்தி மைற்்றய 
்சாரபுகளின் முக்காணவியல் மைதிப்புக்ளக காணலாம்.

3.4.3.  லதோைரிடைய ்கோணஙகள் (Allied Angles)

இேண்டு ் காணஙகளின் கூடுதல் அல்லது வித்தியா்சம் 
2
r  ஆ்ேயன்கள் மைைஙகாக இருப்பின் அ்வ 

லதோைரிடைய ்கோணஙகள் எனப்்படும்.  , , , , ,
2 2

3
! ! ! gi i
r
i r i

r
i-  ஆகியவற்றில் எந்த இரு 

i  ்காணஙகளும் ததாைரபு்ைய ்காணஙகளாகும்.

i  மைற்றும் i-  ஆகிய ததாைரபு்ைய ் காணஙக்ளக தகாண்ை முக்காணவியல் விகிதஙக்ளக 
காண்்்பாம்.

q வின் வைோயிெோக (–q) இன் முக்கோணவியல் விகிதஙகள்  
(Trigonometric ratio of (–q) in terms of q)

AOL+ i=  மைற்றும் AOM+ i=-  என்க.  OL மீது உள்ள புள்ளி P (a, b) என்க. 
OP OP= l என்ற்மையும்்படி OM மீது Pl எடுத்துகதகாள்க.
OA-ககு த்சஙகுத்தாக PN-ஐ வ்ேயவும் அது OM ஐ Pl-ல் ்சந்திககடடும்.
AOP AOP+ += l மைற்றும் PON P ON+ += l
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POND  மைற்றும் P OND l  ஆகிய்வ ்சரவ்சமைமு்ையதாகும். 

L

M

P(a,b)

P (ʹa,-b)

N

y

x

yʹ

xʹ O -θ
θ

 A

படம் 3.11

என்வ, PN = P Nl  மைற்றும் Pl-ன் கூறுகள் ( , )P a b-l  
என ஆகும்.

முக்காணவியல் ்சாரபுகளின் வ்ேய்றப்்படி

 sini  = 
OP
b  ,    ,cos tan

OP
a

a
b

i i= =

என்வ, ( )sin i-  = sin
OP
b

OP
b

i- = - = -
l

மைற்றும் ( )cos i-  = cos
OP
a

OP
a

i= =
l

 ( )tan i-  = tani-  , ( )cosec i-  = coseci-  

 ( )sec i-  = seci  , ( )cot i-  = coti-

ஆகியவற்்ற எளிதில் த்பறலாம்.

கறிபிப  (i) x-அ்ச்்சப் த்பாறுத்து ஓேலகு வடைமைானது ்சமை்சசீர என்்பதிலிருந்து 
( )sin sini i- = -  மைற்றும் ( )cos cosi i- =   என்்ப்தப் த்பறலாம். i  ஐப் 

்்பான்்ற  i-  இருப்பினும் அது x அ்சசின் மைற்தறாரு ்பககத்தில் 
அ்மைந்துள்ளது.  ்சமை்சசீர மு்றயில் புள்ளி  (x, y) ஐ  x அ்ச்்சப் த்பாருத்து 
பிேதி்பலிககும்்்பாது (x,  – y) கி்ைககிறது. இஙகு y அ்சசுத் தூேம் ஒரு கு்ற 
எண்ணாகிறது என்்பதால் ்்சன் ஒரு கு்ற எண்ணாகும். ஆனால் x அ்சசுத் 
தூேத்தில் மைாற்றம் இல்்ல என்்பதால் தகா்்சனில் மைாற்றம் இல்்ல.

 (ii) கு்ற ் காண முற்தறாரு்மைக்ளப் ்பயன்்படுத்தி முக்காணவியல் ்சாரபுகள் 
ஒற்்ற்ச ்சாரபுகளா அல்லது இேட்ை்ச ்சாரபுகளா என்்ப்த தீரமைானிககலாம்.

எடுததககோடடு 3.10 மைதிப்்்பக காண்க : (i)  sin (– 45°) (ii)  cos (– 45°) (iii) cot (– 45°)

தீரவுப
 (i) sin (– 45°) = – sin (45°) = 

2
1-     

 (ii) cos (– 45°)  = 
2

1

 (iii) cot (– 45°) = – 1

முந்்தய வகுப்பில்  ( ),90 0
2

< <i i
r-c ` j என்ற ் காணத்தின் முக்காணவியல் விகிதஙக்ள 

்பற்றி அறிந்துள்்ளாம். இவவாறான முக்காணவியல் விகிதஙக்ள கீழ்ககண்ைவாறு காணலாம்.

 ( )sin 90 i-c  = cosi , ( )cos 90 i-c  = sini

 (90 )tan i-c  = coti , (90 )cosec i-c  = seci

 (90 )sec i-c  = coseci , (90 )cot i-c  = tani

்மைற்கண்டுள்ள முக்காணவியல் விகிதஙகளுககு, (90° + q) என்ற ்காணத்திற்கு தற்்்பாது 
வ்ேயறுப்்்பாம்.
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LR

P(a,b)90
°+
θ

P (ʹ-b,a)

MN

y

x

yʹ

xʹ O
θ

A

படம் 3.12

(90 ), 0
2

< <i i
r+c ` j  அடைபபிலுள்ள ்கோணஙகளின் முக்கோணவியல் விகிதஙகள் 

(Trigonometric ratios of an angle of the form 
(90 ), 0

2
< <i i

r+c ` jin terms of q).

AOL+ i=  மைற்றும் (90 )AOR+ i= +c  என்க. இஙகு 
P (a, b) என்்பது OL மீது இருககும் ஒரு புள்ளி மைற்றும் Pl 
என்னும் ஒரு புள்ளியானது, OP OP= l ஆக இருககும்்படி OR 
இன் மீது ்தரவு த்சயக.

Ox  மைற்றும் Ox¢ மீது P மைற்றும் P¢ இலிருந்து, PM மைற்றும் 
P¢N ஆகிய த்சஙகுத்துக ்காடுக்ள வ்ேக.

இஙகு,    AOP 90+ i= +l c

த த ளி வ ா க ,  D OP M  மை ற் று ம்  DP ON+ l  ஆ கி ய ் வ  
்சரவ்சமைமு்ையதாகும். 

ON = MP மைற்றும் NP ¢ = OM.
என்வ, P மைற்றும்  P ¢ இன் ஆயத் ததா்லகள் மு்ற்ய P (a, b) மைற்றும் P ¢ (– b, a) ஆகும். 

 ( )sin 90 i+c  =  = cos
OP
a

i= ,

 (90 )cos i+c  =  = sin
OP
b

i
-
=- ,

என்வ, (90 )tan i+c  = , (90 ) ,cot cosec seci i i- + =c

 (90 )sec i+c  = , ( )cosec cot tan90i i i- + = -c

, , 2
2
3

! ! !r i
r
i r i  ஆகிய ததாைரபு்ைய ் காணஙகளின் முக்காணவியல் ்சாரபுக்ள இ்த 

மு்றயில் கண்ைறியலாம்.

்மைற்கண்ை முடிவுகள் பின்வரும் அடைவ்ணயில் ததாகுககப்்படடுள்ளது. இஙகு 0
2

< <i
r` j.

i-
2
r
i-

2
r
i+ r i- r i+

2
3r

i-
2
3r

i+ 2r i- 2r i+

sine sini- cosi cosi sini sini- cosi- cosi- sini- sini

cosine cosi sini sini- cosi- cosi- sini- sini cosi cosi

tangent tani- coti coti- tani- tani coti coti- tani- tani

கறிபிப  (i) ்மைற்கண்ை அடைவ்ணயிலிருந்து ஒத்த த்லகீழ் விகிதஙக்ள எழுதலாம்.

 (ii) ,n n2
2

Z! !
r
i  என்ற அ்மைப்பிலுள்ள ததாைரபு்ைய ்காணஙகள் 

அதாவது ± , , 2! !i r i r i  ஆகிய்வகளுககு முக்காணவியல் விகிதம் 
மைாறாது. (்்சன் மைாறாமைல் ்்சன் ஆகவும், தகா்்சன் மைாறாமைல் தகா்்சன்  
இருககும், . . .)
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 (iii) (2 ) ,n n1
2

Z! !
r
i+    என்ற அ்மைப்பில் உள்ள ததாைரபு்ைய ் காணஙகள் 

அதாவது  ,
2 2

3
! !
r
i
r
i  ஆகிய்வகளுககு முக்காணவியல் விகிதஙகள் 

அவற்றின் நிேப்பி விகிதஙகளாக மைாறும்.  ‘co’  இல்லாத்வகளுககு   
்்சரத்தும் அது இருப்பின் அ்த  விலககியும் எழுத ்வண்டும்  (்்ச்ன 
தகா்்சனாகவும்,  தகா்்ச்ன ்்சனாகவும் மைாற்ற ்வண்டும்).

 (iv) விகிதத்தின் குறியீடுக்ளக கண்ைறியக ்காணம் அ்மையும் காற்்பகுதிக்ள 
முதலில் கண்ைறிய்வண்டும்.  பின்பு காற்்பகுதி  விதியான “ASTC” விதியின்்படி 
குறியீடுக்ள ( + அல்லது - ஐ) இ்ணகக ்வண்டும்.

எடுததககோடடு 3.11   மைதிப்புக்ளக காண்க (i) sin 150°  (ii) cos 135°  (iii) tan 120° .

தீரவுப

(i) sin150c = ( ) ( )sin cos90 60 60
2
1+ = =c c c

  (அல்லது) sin150c = ( 0 0 ) ( 0 )sin sin18 3 3
2
1- = =c c c

(ii) 135cos c = (90 45 ) (45 )cos sin
2

1+ = - = -c c c

  (அல்லது) 135cos c = (180 ) ( )cos cos45 45
2

1- = - = -c c c

(iii) tan120c = (180 60 ) (60 )tan tan 3- = - = -c c c

  (அல்லது) tan120c ஐ  (90 30 )tan +c c  என எழுதி மைதிப்்்பக காண்க.

எடுததககோடடு 3.12 மைதிப்பு காண்க (i) sin (765°)  (ii) cosec (– 1410°)  (iii) cot
4

15r-` j .
தீரவுப

(i) sin 765° = sin (2 × 360° + 45°) = sin 45° = 
2

1

(ii) cosec (– 1410°) = – cosec (1410°) = – cosec (4 × 360° – 30°)

                                  = cosec30° = 2

(iii) cot
4
15r-` j = cot cot cot

4
15

4
4 4

1
r

r
r r- = - - = =` `j j .

எடுததககோடடு 3.13 நிறுவுக tan (315°) cot (– 405°) + cot (495°) tan (– 585°) = 2.

தீரவுப
 இைப்்பககம் =  tan (360° – 45°) [– cot (360° + 45°)] + cot (360° + 135°) [–tan (360° + 225°)]

  = [– tan 45°] [– cot 45°] + [– tan 45°] [– tan 45°]

  = (– 1) (– 1) + (– 1)(– 1) = 2.
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3.4.4 முக்கோணவியல் ்ோரிகளின் சிெ கணோதி்யஙகள் (Some characteristics of Trigonometric 
functions)

முக்காணவியல் ்சாரபுகள் சில அரு்மையான குணாதி்சயஙக்ளப் த்பற்றிருககின்றன.  
எடுத்துககாடைாக,

 (i) ்்சன் மைற்றும் தகா்்சன் ்சாரபுகள் ஒன்றுகதகான்று நிேப்பிகள் ஆகும்.    
அதாவது ( )sin cos90 i i- =c  மைற்றும் ( )cos sin90 i i- =c .

 (ii) ஓேலகு வடைத்தின் மீதுள்ள ஒரு புள்ளியின் கூறுகளாக cosi  மைற்றும் sini  ஆகிய்வ 
த்பறப்்படுகின்றன,  அ்வ cos1 1# #i-  மைற்றும் sin1 1# #i-  என்ற ்சமைனிலி்ய 
பூரத்தி த்சயகின்றன.  என்வ, , [ , ]cos sin 1 1!i i - .

 (iii) ஒரு சீோன இ்ைதவளியில் முக்காணவியல் ்சாரபுகள் அதன் மைதிப்்்ப மீண்டும் மீண்டும் 
த்பறுகின்றது.

 (iv) ்்சன் மைற்றும் தகா்்சன் ்சாரபுகள் ( )cos cosi i- =  மைற்றும் ( )sin sini i- = -  என்ற 
வியககத்தகக ்பண்புக்ள த்பற்றிருககும்.

இறுதியில் உள்ள இரு ்பண்புக்ள ஆோய்வாம்.

முக்கோணவியல் ்ோரிகளின் கோெமுட்றப ்பண்ிகள் (Periodicity of Trigonometric functions)

ஒரு சிறிய மி்க p-ககு, ்சாரபு  f  ஆனது ்சார்பகத்தில் உள்ள அ்னத்து x-ற்கும், f (x + p) =  f (x) 
என்றவாறு இருந்தால் அ்ச்சாரபு p காலம் உ்ைய திரும்ி அல்ெத கோெவைடைச் ்ோரி என்்பது நமைககு 
ததரியும்.

எடுத்துககாடைாக,  

 ( )sin x n2 r+  = ,sinx n Z!   என்்பது நமைககுத் ததரியும்,
அதாவது ( )sin x 2r+  = ( ) ( ) .sin sin sinx x x4 6 gr r+ = + = =

என்வ sinx  2r  காலம் தகாண்ை காலவடை்ச ்சாரபு 2r  ஆகும்.
இ்த்்பால் 2r  காலம் தகாண்ை காலவடை்ச ்சாரபுகள் ,cos cosecx x  மைற்றும் sec x   ஆகும்.
ஆனால் r  காலம் தகாண்ை காலவடை்ச ்சாரபுகள் tan x  மைற்றும் cot x   ஆகும்.
sinx  மைற்றும் cosx  ஆகியவற்றின் காலமு்றப் ்பண்்்ப அதன் வ்ே்பைஙக்ளக தகாண்டு எளிதில் 

காணலாம். 
(i) ்்சன் ்சாரபின் வ்ே்பைம்

1

-1

y

x

y=sinx

-2π -π π 2π 3π 4π-π_
2

π_
2 

ஒ� ���

்பைம் 3.13  :  y = sin x

்காணத்்தக குறிககும் மைாறி்ய x என்க.  கி்ைமைடை அ்ச்்ச x-அ்ச்சாகவும், ்நரகுத்து 
அ்ச்்ச y-அ்ச்சாகவும் தகாள்க. y = sin x என்ற  ்சாரபின் வ்ே்பைம் ்பைம் 3.13 ஆகும். முதலாவதாக, 
2r  இ்ைதவளி தகாண்ை காலமு்ற்ச சீே்மைப்்்பக காணலாம்.  வடிவகணித ரீதியில் இதன் 
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த்பாருள் என்னதவன்றால் ்பைத்திலுள்ள வ்ளவ்ே்ய 2r  அளவு இைப்்பககமைாக்வா அல்லது 
வலப்்பககமைாக்வா நகரத்தினால் மீண்டும் அ்த வ்ளவ்ே மீது ்சரியாகப் த்பாருந்தும்.  
இேண்ைாவதாக, வ்ே்பைம் y அ்சசில் ஓேலகிற்குள் மைடடும் இருப்்ப்தக கவனிககவும். வ்ே்பைம் சீர 

இ்ைதவளியில் கூடும் மைற்றும் கு்றயும் ்சார்பாக உள்ளது.  அதாவது 
2
r-  லிருந்து 

2
r  வ்ே கூடும் 

்சார்பாகவும், 
2
r  லிருந்து 

2
3r  வ்ே கு்றயும் ்சார்பாகவும் உள்ளது.

(ii) தகா்்சன் ்சாரபின் வ்ே்பைம்

1

-1

y

x

y=cosx

-2π -π π 2π 3π 4π-π_
2

π_
2 

ஒ� ���

்பைம் 3.14 : y = cos x

வ்ே்பைம் y = cos x ஆனது y = sin x வ்ே்பைத்்தப் ்்பான்றுள்ளது என்்ப்தக கவனிககலாம். 

்்சன் ்சாரபின் வ்ே்பைத்்த இைப்புறமைாக 
2
r  அளவு நகரத்தும்்்பாது தகா்்சன் ்சாரபின் 

வ்ே்பைம் கி்ைககிறது. இதற்குக காேணம் cos sinx x
2
r= +` j  என்ற முற்தறாரு்மை ஆகும். 

( )cos cos sinx x x
2
r= - = +` j என்்ப்த வ்ே்பைத்தில் எளிதாகக காணலாம்.

கறிபிப  (i) ்்சன் மைற்றும் தகா்்சன் ்சாரபுகள் காலமு்ற ்பண்்்பப் த்பற்றிருப்்பதால் 
அ்வகள் த்பரிதும் ்பயன்்பைக காேணமைாகிறது. நம்்மை்ச சுற்றி நைககும் ்பல 
நிகழ்வுகள் காலமு்ற ்பண்பு்ைய்வ. எடுத்துககாடைாக, சூரிய உதயம் 
மைற்றும் மை்றதல், சுருளின் (Spring) ்மைல் மைற்றும் கீழ்்நாககி இயககம், 
கைல் அ்லகள் ஆகிய்வ ்சமை இ்ைதவளியில் (்நேத்தில்) மீண்டும் 
மீண்டும் நிகழ்தல், அ்னத்துக காலமு்ற நிகழ்வுக்ளயும் ்்சன் மைற்றும் 
தகா்்சன் ்சாரபுக்ள இ்ணத்துப் புரிந்துதகாள்ளமுடியும்.

 (ii) அறிவியல் முழுவதும் சீோன இ்ைதவளியில் நைககும் அ்லவுகள், 
அ்லகள் மைற்றும் பிற இயல்்பான நிகழ்வுகளுககுக காலமு்ற்ச ்சாரபுகள் 
்பயன்்படுத்தப்்படுகின்றன.

ஒறட்ற ைறறும் இரடடை முக்கோணவியல் ்ோரிகள் (Odd and even trigonometric functions)

ஒற்்ற மைற்றும் இேட்ை்ச ்சாரபுகள் சில ்சமை்சசீர ்பண்புக்ள நி்றவுப்்படுத்துகிறது. x இன் எல்லா 
தமையதயண் மைதிப்பிற்கும் f (– x) = f (x) எனில், f (x) ஓர இேட்ை்ச ்சாரபு ் மைலும் x இன் எல்லா மைதிப்பிற்கும் 
f (– x) = – f (x) எனில் f (x) ஓர ஒற்்ற்ச ்சாரபு.  ்பல்லுறுப்புக ் கா்வ அல்லாத இேட்ை மைற்றும் ஒற்்ற்ச 
்சாரபுகளுககு முக்காணவியல் ்சாரபுகள் ஒரு சிறந்த எடுத்துககாடைாகும்.

x இன் எல்லா மைதிப்பிற்கும் cos (– x) = cos x என்வ cos x ஓர இேட்ை்ச ்சாரபு ஆகும்.
x இன் எல்லா மைதிப்பிற்கும் sin (– x) = – sin x என்வ sin (x) ஓர ஒற்்ற்ச ்சாரபு ஆகும்.

XI_Maths_Ch3_V-1_TM.indd   132 15-12-2021   13:53:22

www.tntextbooks.in



முக்கோணவியல்133

அ்த்்பால் sec x ஓர இேட்ை்ச ்சாரபு ஆகும். அ்த்்பால் tan x, cosec x மைற்றும் cot x ஆகிய்வ 
ஒற்்ற்ச ்சாரபுகளாகும். ( ) cosf t t t= -  என்்பது இேட்ை்ச ்சாரபும் அல்ல, ஒற்்ற்ச ்சாரபும் அல்ல (ஏன்?)

எடுததககோடடு 3.14 பின்வரும் ்சாரபுக்ள ஒற்்ற்ச்சாரபு, இேட்ை்ச்சாரபு மைற்றும் இேண்டும் 
இல்்ல என வ்கப்்படுத்துக.

(i) sin2 x – 2 cos2 x – cos x (ii) sin (cos (x)) (iii) cos (sin (x)) (iv) sin x + cos x

தீரவுப
(i) f (x) = sin2 x – 2 cos2 x – cos x  என்க,
 f (– x) = f (x) [ ஏதனனில், sin (– x) = – sin x  மைற்றும்  cos (–x) = cos x]

என்வ, f (x) ஓர இேட்ை்ச ்சாரபு. 
(ii) f (x) = sin (cos (x))  என்க,
 f (– x) = f (x),    f (x)  ஓர இேட்ை்ச ்சாரபு.
(iii) f (x) = cos (sin (x)), f (– x) = f (x), என்வ, f (x) ஓர இேட்ை்ச ்சாரபு. 
(iv) f (x) = sin x + cos x

 f (– x) !  f (x)  மைற்றும்  f (– x) !  – f (x)

என்வ, f (x) = sin x + cos x என்்பது இேட்ை்ச ்சாரபும் அல்ல, ஒற்்ற்ச ்சாரபும் அல்ல.

கறிபிப  (i) த்பாதுவாக ஒரு ்சாரபின் வ்ே்பைத்தில் y-அ்ச்்ச பிேதிப்்பலிப்்பதில் மைாறாமைல் 
இருந்தால் அ்ச்சாரபு இேட்ை்ச்சார்பாகும்.  ஆதி்யப் த்பாறுத்து மைாறாமைல் 
வ்ே்பைம் ்சமை்சசீோக இருந்தால் அது ஒற்்றப்்ப்ை ்சார்பாகும்.

 (ii) முக்காணவியல் ்சாரபுக்ளப் ்பகுப்்பாயவு த்சயவதற்குக குறிப்்பாகக கூடைல் 
மைற்றும் கழித்தல் சூத்திேத்தில், ஒற்்ற மைற்றும் இேட்ை்ச ்சாரபுகளின் ்பண்புகள் 
்பயனுள்ளதாக இருககும்.

 (iii) சில வ்ேயறுககப்்படை ததா்கயிை்ல மைதிப்பீடு த்சயவதற்கு இேட்ை 
மைற்றும் ஒற்்ற்ச ்சாரபுகளின் ்பண்புகள் ்பயனுள்ளதாக இருககும்.  இ்த நாம் 
நுண்கணிதத்தில் ்பாரப்்்பாம்.

 ்பயிறசி 3.3
 1. மைதிப்புக்ளக காண்க. 

  (i)  sin (480°)  (ii) sin (– 1110°)   (iii) cos (300°)   (iv) tan (1050°)

  (v) cot (660°)  (vi) tan
3

19r` j    (vii) sin
3

11r-` j

 2. திடைநி்லயில் உள்ள i-ன் மு்னயப் ்பககம் ,
7
5

7
2 6c m என்ற புள்ளி த்சல்கிறது எனில் 

i-ன் ஆறு முக்காணவியல் ்சாரபின் மைதிப்புக்ளக காண்க.

XI_Maths_Ch3_V-1_TM.indd   133 15-12-2021   13:53:22

www.tntextbooks.in



11ஆம் வகுப்பு கணிதவியல் 134

 3. பின்வரும் ்சாரபின் மைதிப்பிற்கு மைற்ற ஐந்து முக்காணவியல் ்சாரபுக்ளக காண்க.

  (i)  cos
2
1

i = - , i  மூன்றாம் காற்்பகுதியில் உள்ளது.

  (ii) cos
3
2

i =  , i  முதல் காற்்பகுதியில் உள்ளது.

  (iii) sin
3
2

i = -  , i  நான்காம் காற்்பகுதியில் உள்ளது.
  (iv) tan 2i = -  , i  இேண்ைாம் காற்்பகுதியில் உள்ளது.

  (v)  sec
5
13

i =  , i  நான்காம் காற்்பகுதியில் உள்ளது.

 4. நிருபிகக : 
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
sin tan cosec

cot sin cos
cos cot

270 360
180 90 2

i i i
i i i

i i
+ - +

+ - -
=

c c
c c .

 5. sin
4
32i =  என்ற ்சமைன்்பாட்ை நி்றவு த்சயயும் 0° இககும் 360° இககும்  இ்ைப்்படை 

அ்னத்துக ்காணஙக்ளக காண்க.

 6. sin sin sin sin
18 9 18

7
9

4
22 2 2 2r r r r+ + + =  எனக காண்பி.

3.5  முக்கோணஙகளின் முறல்றோருடைகள் (Trigonometric Identities)

3.5.1 கூடடுக்கோணஙகளின் சூததிரஙகள் அல்ெத கூடைல் அல்ெத கழிததல் முறல்றோருடைகள் 
(Sum and difference identities or compound angles formulas)

கூடடுக்காணஙகள் என்்பது இேண்டு அல்லது அதற்கும் ்மைற்்படை ்காணஙகளின் கூடுதல் 
ஆகும். f (x + y) = f (x) + f (y) மைற்றும் f (kx) = kf (x), ( k என்்பது ஒரு தமையதயண்) ்்பான்ற ்சாரபுகளின் 
ததாைர்்ப முக்காணவியல் ்சாரபுகள் பூரத்தி த்சயயாது.  எடுத்துககாடைாக ( ) ,cos cos cos!a b a b+ +  

(2 ) 2 ,sin sin!a a  3 3tan tan g!a a  இவவாறு  ( ), ( ),sin cos ga b a b+ +   ் ்பான்ற  சூத்திேஙக்ளக 
தருவிப்்பது அவசியம் மைற்றும் அ்தப் ்பயன்்பாடடு கணககுகளில் கணககிடுவதற்கு ்பயன்்படுத்தப் 
்படுகின்றன.

த்சவிப்்ப்றயில் அழுத்தத்்த உருவாககும் அதிரவுகளால் இ்்சயானது உருவாகியுள்ளது.  இ்்ச 
ஒலி ்்சன் வ்ளக்காடடு வ்ே்பைஙகள் மைாதிரிகளாக இருககலாம் (y = sin x அல்லது y = cos x 
்்பான்ற வ்ே்பைஙக்ளப் ் ்பான்றது), ஒன்றுககு ் மைற்்படை ஒலிகள் ஒலிககும்்்பாது ஏற்்படும் வி்ளவு 
அழுத்தமைானது ஒவதவாரு தனிப்்படை ஒலிகள் ஏற்்படும் அழுத்தத்தின் கூடுதலுககு்ச ்சமைமைாகும்.  இ்சசூைலில் 
முக்காணவியலின் கூடுதல் மைற்றும் கழித்தல் முற்தறாரு்மைகள் முககியமைாக ்பயன்்படுத்தப்்படுகின்றன.  
அத்துைன் அ்லகளின் ்பகுப்்பாயவில் முக்காணவியலின் கூடுதல் மைற்றும் கழித்தல் முற்தறாரு்மைகள் 
்பயனுள்ளதாக இருககின்றன.

இேண்டு ்காணஙகளின் கூடுதலின் தகா்்சன் முற்தறாரு்மை்ய முதலில் நாம் நிறுவு்வாம், 
மைற்றும் இத்ன அ்னத்து முக்காணவியல் விகிதஙகளுககும் நீடடிப்்்பாம்.
முறல்றோருடை 3.1 ப  ( )cos cos cos sin sina b a b a b+ = -

நிரூ்பணம் :
O-ஐ ்மையமைாகக தகாண்ை ஓேலகு வடைத்்தக கருத்தில் தகாள்க. P = P (1, 0) என்க. 

,POQ POR+ +a a b= = +  மைற்றும் POS+ b=-  என்ற்மையும்்படி Q, R மைற்றும் S புள்ளிக்ள ஓேலகு 
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வடைத்தில் ்பைம் 3.15 இல் காடடிய்படி குறிகக.  ,a a b+  மைற்றும் 

R (cos( + ), sin( + ))

S (cos (- , sin (- )

Q (cos , sin )

y

x
P(1,0)(-1,0) O

(0,1)

(0,-1)

படம் 3.15

b-  ஆகிய்வ திடைநி்லயிலுள்ளன.  
இப்த்பாழுது Q,  R  மைற்றும் S  ஆகிய புள்ளிகள், 
( , ), ( ( ), ( ))cos sin cos sinQ Ra a a b a b+ +  மை ற் று ம் 
( ( ), ( ))cos sinS b b- -  ஆகக தகாடுககப் ்படுகிறது. PORD  

மைற்றும் SOQD  ஆகிய்வ ்சரவ்சமைமு்ையதாகிறது. 
என்வ, 

      PR = SQ , ஆனது  PR SQ2 2= ஐக தகாடுககிறது.

ஆக்வ,

 [ ( ) ] ( )cos sin1 2 2a b a b+ - + +  = ( ) ( )cos cos sin sin
2 2

a b a b- - + - -6 6@ @

 ( )cos2 2a b- + +  = cos cos sin sin2 2 2a b a b- +

என்வ, ( )cos a b+  = cos cos sin sina b a b-

கறிபிப  (i) ்மைற்கண்ை நிரூ்பணத்தில் PR = SQ கூறுவது என்னதவன்றால் ஒரு 
வடைத்தின் மீது இேண்டு புள்ளிகளுககி்ை்ய உள்ள ததா்லவு அதன்  
ஆேம் மைற்றும் ்மையக ்காணத்்த தகாண்டு தீரமைானிககப்்படுகிறது.

 (ii) வில்கள் PR மைற்றும் SQ ஆகிய்வ மு்ற்ய ்மையத்தில் தாஙகும் ்காணம் 
a b+ மைற்றும் ( )a b+ -  ஆகும். என்வ PR = SQ. என்வ ( , )cos sina a  மைற்றும் 
( ( ), ( ))cos sinb b- - இககு இ்ைப்்படை தூேமும் ( ( ), ( ))cos sina b a b+ +  
மைற்றும் (1, 0) ஆகிய புள்ளிகளுககு இ்ைப்்படை தூேமும் ்சமைம் ஆகும்.

 (iii) ்மை்ல  உள்ள வருவித்தலில் ,0 2 0 2< <# #a r b r  ஆகும். ்்சன் மைற்றும் 
தகா்்சன் ஆகியவற்றின் சீர சுைற்சித் தன்்மையால் ்மை்ல வருவித்த முடிவு 
எந்த ஒரு a  மைற்றும் b இககும் த்பாருந்தும்.

முறல்றோருடை 3.2 ப  ( )cos cos cos sin sina b a b a b- = +

 நிரூ்பணம் :
 ( )cos a b+  = cos cos sin sina b a b-   என நமைககுத் ததரியும்,

இஙகு, ( )cos a b-  = [ ( )] ( ) ( )cos cos cos sin sina b a b a b+ - = - - -

என்வ, ( )cos a b-  = cos cos sin sina b a b+

கறிபிப  (i) ்மை்ல உள்ள முற்தறாரு்மையில் a b=  எனப் பிேதியிைக கி்ைப்்பது 
cos sin 12 2a a+ = .

 (ii) 0a =  மைற்றும் xb =  எனப் பிேதியிைக கி்ைப்்பது ( )cos cosx x- =  இது   ஒரு 
இேட்ை்ச்சாரபு எனக காடடுகிறது. 
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முறல்றோருடை 3.3 ப  ( )sin sin cos cos sina b a b a b+ = +

 நிரூ்பணம் :
 ( )sin a b+  = ( )cos cos a

2 2
r

a b
r

b- + = - -` j8 8B B
என எழுதி மைற்றும் முற்தறாரு்மை 3.2-ஐ ்பயன்்படுத்தி நிரூபிககலாம்.

குறிப்பு: 
2

a b
r+ =  எனில், ்மை்ல உள்ள முற்தறாரு்மை cos sin 12 2a a+ =  என மைாறும்.

முறல்றோருடை 3.4 ப  ( )sin sin cos cos sina b a b a b- = -

நிரூ்பணம் :
( ) [ ( )]sin sina b a b- = + -  என எழுதி மைற்றும் முற்தறாரு்மை 3.3ஐ ்பயன்்படுத்தி நிரூபிககலாம்.

கறிபிப ்்சன் மைற்றும் தகா்்சன் கூடைல் மைற்றும் கழித்தல் சூத்திேத்்த அணி 
அ்மைப்பில் எழுதலாம்.

( )

( )

( )

( )

cos

sin

sin

cos

cos

sin

sin

cos

cos

sin

sin

cos

a

a

a

a

b

b

b

b

a b

a b

a b

a b

- -
=

+

+

- +

+
e e eo o o

முறல்றோருடை 3.5 ப  ( )tan
tan tan

tan tan
1

a b
a b

a b
+ =

-
+

நிரூ்பணம் :

 ( )tan a b+  = 
( )
( )

cos
sin
a b
a b

+
+  = 

cos cos sin sin
sin cos cos sin
a b a b
a b a b

-
+

  = 
cos cos

cos cos sin sin
cos cos

sin cos cos sin

a b
a b a b

a b
a b a b

-

+

 = 
tan tan

tan tan
1 a b
a b

-
+  

முறல்றோருடை 3.6 ப  ( )tan
tan tan

tan tan
1

a b
a b

a b
- =

+
-

நிரூ்பணம் :

 ( )tan a b-  = [ ( )]tan a b+ -

என எழுதி மைற்றும் முற்தறாரு்மை 3.5 ஐ ்பயன்்படுத்தி நிருபிககலாம்.

படம் 3.16

B
C

DA

கறிபிப  (i) தால்மி (CE 100-170) அவரகள் ்காணத்தின் 
நா்ண முக்காணவியல் ்சார்பாகக 
தகாண்டு ஒரு ்தற்றத்்த நிரூபித்தார.  ஒரு 
வடை நாற்கேத்தில் மூ்லவிடைஙகளின் 
த்பருககல் அதன் எதிரப்்பககஙகளின் 
த்பருககலின் கூடுதலுககு்ச ்சமைம்.  ABCD என்ற 
வடை நாற்கேத்தில் 

                       (AC)(BD) = (AB) (CD) + (AD) (BC) ஆகும். 

a b=
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  இ்தப் ்பயன்்படுத்திக கூடைல் மைற்றும் கழித்தல் முற்தறாரு்மைக்ள 
நிரூபிககலாம்.  என்வ, இது தால்மியின் கூடுதல் மைற்றும் ்வறு்பாடு சூத்திேம்  
ஆகும்.

 (ii) த்பாதுவாக, ( )cos cos cos! !!a b a b  மைற்ற முக்காணவியல் ்சாரபுகளுககும் 
இது த்பாருந்தும்.

 (iii) a b=   எனில், ( )sin sin cos cos sina b a b a b- = -  இலிருந்து sin 0 = 0 
எனக கி்ைககும்.  இது முன்்்ப தகாடுககப்்படை ஒன்றாகும்.

 (iv) 
2

a
r=   மைற்றும் b i=  எனில், ( )sin sin cos cos sina b a b a b- = -  

இலிருந்து sin cos
2
r
i i- =` j  எனக கி்ைககும்.  இது முன்்்ப நிரூபிககப்்படை 

ஒன்றாகும்.
 (v) ஒரு ்காணத்்த இேண்டு ்காணஙகளின் கூடுதலாக்வா அல்லது 

்வறு்பாடுகளாக்வா எழுதுவதன் மூலம் சில முக்காணவியல் ்சாரபுகளின் 
மைதிப்்்ப  நாம் காணலாம்.  எடுத்துககாடைாக tan 75°-ஐ மைதிப்பிடுவதற்கு 
tan (45° + 30°) என்றும் அது்்பால் cos 135°-ஐ cos (180° – 45°) என எழுதி 
மைதிப்்்பக காணலாம்.

எடுததககோடடு 3.15 மைதிப்பு காண்க (i) cos 15°  (ii) tan 165°.
தீரவுப

(i) cos 15° = cos (45° – 30°) = cos 45° cos 30° + sin 45° sin 30°

  = 
2

1
2
3

2
1

2
1

2 2

3 1
+ =

+

்மைலும், sin75
2 2

3 1
=

+
c  எனக குறிககலாம். (த்சயது ்பார)

(ii)  இஙகு, tan 165° = tan (120° + 45°) = 
tan tan

tan tan
1 120 45

120 45
-

+
c c

c c

ஆனால், tan 120° = tan (90° + 30°) = – cot 30° = 3-

மைற்றும் tan 45° = 1

என்வ, tan 165° = 
1 3

1 3

+

- .

எடுததககோடடு 3.16 sinx
5
4=  (முதல் காற்்பகுதியில் உள்ளது) மைற்றும் cos y

13
12= -  (இேண்ைாம் 

காற்்பகுதியில் உள்ளது) எனில்,
(i) ( )sin x y-   (ii) ( )cos x y-  ஆகியவற்்றக காண்க.

தீரவுப

 sinx  = 
5
4  எனக தகாடுககப்்படடுள்ளது

cos sinx x 12 2+ =  cosx&  = sin x1 1
25
16

5
32! ! !- = - =

தகாடுககப்்படை முதல் காற்்பகுதியில் cosx  ஒரு மி்க எண். என்வ, cosx
5
3= .
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இ்த்்பால் இேண்ைாம் காற்்பகுதியில் cos y = 13
12-  எனகதகாடுககப்்படடுள்ளது

 sin y  = cos y1 2! - .

  = 1
169
144

13
5

! !- =

இேண்ைாம் காற்்பகுதியில் sin y  ஒரு மி்க எண். என்வ, sin y
13
5= .

 (i) ( )sin x y-  = sin cos cos sinx y x y-  = 12
5
4

13 5
3

13
5

65
63-

- = -` `j j .

(ii) ( )cos x y-  = cos cos sin sinx y x y+  = 12
5
3

13 5
4

13
5

65
16-

+ = -` `j j .

எடுததககோடடு 3.17 cos cos sinx x x
4
3

4
3

2
r r+ - - = -` `j j  என நிறுவுக.

தீரவுப

 இைப்்பககம் = cos cos sin sin cos cos sin sinx x x x
4
3

4
3

4
3

4
3r r r r- - -

   = sin sin sin sinx x x2
4

2
2

1
2r

r- - = - = -` cj m

கறிபிப ( ) ( )cos cos sin sinA x A x A x2+ - - = -

எடுததககோடடு 3.18 நிறுவுக. ( , )A 9 12  என்ற புள்ளி தளத்தில் O ஐப் த்பாறுத்து இைஞசுழியாக 
60° ்காணத்தில் சுைலும்்்பாது அ்ையும் புதிய நி்ல B என்க, B இன் ஆயத்ததா்லவுக்ள 
காண்க.
தீரவுப

    ( , )A 9 12  = ( , )cos sinA r ri i  இஙகு r OA=  என்க.
என்வ, cosr 9i =  மைற்றும் sinr 12i =  ஆகும்.

 r2  = 81 + 144 = 225 &  r = 15

என்வ, A என்்பது ( , )cos sinA 15 15i i

இஙகு, B என்்பது  ( ( ), ( ))cos sinB 15 60 15 60i i+ +c c

  15 ( )cos 60i + c  = ( )cos cos sin sin15 60 60i i-c c

  = ( ) ( )cos cos sin sin15 60 15 60i i-c c

  = 3
( )9

2
1

12
2 2

3
3 4 3# #- = -

அ்த ்்பால், ( )sin15 60i + c  = (4 3 )
2
3

3+

என்வ, B என்்பது ( ), ( )B
2
3
3 4 3

2
3
4 3 3- +` j ஆகும்.
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எடுத்துகடகாட்டக இரண்டு நீரலைகள் இலைவலை விளக்கும் அலைத்ைொட்டி ஒன்று 
உள்ளது. cosh t8=  மற்றும்  sinh t6=  இங்கு [ , )t 0 2! r  என இரண்டு அலைகள் உள்ளன. 
இங்கு நேரம் t  விகலைகளிலும், அலையொ நீரமட்்டததிலிருந்து அலையின் உயரம் மில்லி 
மீட்்டரிலும் அளக்கப்படுகிறது என்க. ்கொடுக்கப்பட்்ட இரு அலைகளும் இலையும்ந்பொது 
உருவொகும் அலையின் அதிக்பட்்ச உயரம் மற்றும் t  இன் மதிபல்பயும் கொண்க.

தீர்வு:

t  நேரததில் விலளவு அலையின் உயரம் H எனக் ்கொள்க.
 H = cos sint t8 6+

 cos sint t8 6+  = ( )cosk t a-

  = ( )cos cos sin sink t ta a+

இங்கு, k = 10 மற்றும் tan
4
3

a =

எனநவ, H = ( )cos t10 a-

 H-ன் மீப்்பரும் உயரம் = 10 மிமீ
t a=  எனும்ந்பொது மீப்்பரும் மதிபல்பயல்டகிறது.  இங்கு tan

4
3

a = .

எடுத்துகடகாட்டக விரிவொக்குக. (i) ( )sin A B C+ +   (ii) ( )tan A B C+ + .

தீர்வு:

(i) ( )sin A B C+ +  = [ ( )]sin A B C+ +

  = ( ) ( )sin cos cos sinA B C A B C+ + +

  = sin cos cos cos sin cos cos cos sin sin sin sinA B C A B C A B C A B C+ + -

(ii) ( )tan A B C+ +  = [ ( )]tan A B C+ +

  = 
( )
( )

tan tan
tan tan

A B C
A B C

1 - +
+ +

 = 
1 tan

tan tan
tan tan

tan
tan tan

tan tan

A
B C

B C

A
B C

B C

1

1

-
-

+

+
-

+

  = 
tan tan tan tan tan tan

tan tan tan tan tan tan
A B B C C A

A B C A B C
1 - - -

+ + -

குறி:க  (i) A B C 0+ + =  அல்ைது r  எனில்,  ( )tan A B C 0+ + =  நமலும் 
tan tan tan tan tan tanA B C A B C+ + =

  இம்முடிவு விரிநகொை முக்நகொைததிற்கும் ்்பொருந்ைம்.
 (ii) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )tan tan tan tan tan tanx y y z z x x y y z z x- + - + - = - - -

 (iii) ( ) ( )tan tan tan tan tan tan tan tan tanA A A A A A A A A3 2 3 2 3 2- - = + - + - =

 (iv) A B C
2
r+ + =  எனில் tan tan tan tan tan tanA B B C C A 1+ + =  (எப்படி?)
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கபயிற்சிகாட4

 1. ,x y0
2

0
2

< < < <
r r ,  sinx

17
15=  மற்றும் cos y

13
12= , எனில்

  (i)  ( )sin x y+   (ii) ( )cos x y-   (iii) ( )tan x y+  ஆகியவற்றின் மதிபபுகலளக் கொண்க.

 2. 0 , 0A B
2 2

< < < <
r r , sinA

5
3=  மற்றும் cosB

41
9=  எனில்

  (i) ( )sin A B+   (ii) ( )cos A B-  ஆகியவற்றின் மதிபபுகலளக் கொண்க. 

 3. ,cosx x
5
4

2
3

< <r
r= -  மற்றும் ,sin y y

25
24

2
3

< <r
r= -   எனில் ( )cos x y-  இன் 

மதிபல்பக் கொண்க.

 4. ,sinx x
17
8

0
2

< <
r=   மற்றும் ,cos y y

25
24

2
3

< <r
r= -  எனில் ( )sin x y-  இன் மதிபல்பக் 

கொண்க. 

 5. (i) cos105c   (ii) sin105c   (iii) tan
12
7r  ஆகியவற்றின் மதிபபுகலளக் கொண்க.

 6. நிறுவுக: (i) ( )cos
cos sin

x
x x

30
2

3
+ =

-
c   (ii) ( )cos cosr i i+ = -  

                (iii) ( )sin sinr i i+ = -

 7. sin15c மற்றும் 15cos c ஆகியவற்லற மூைங்களொகக் ்கொண்்ட இரு்படிச் ்சமன்்பொட்ல்டக் 
கொண்க.

 8. ( )cos A B C+ +  ஐ விரிவொக்கு. இங்கு A B C
2
r+ + =  எனில், 

cos A cos B cos C = sin A sin B cos C + sin B sin C cos A + sin C sin A cos B என 
நிறுவுக. 

 9. நிறுவுக (i) ( ) ( )sin sin sin45 45 2i i i+ - - =c c   

                (ii) ( ) ( )sin cos cos30 60i i i+ + + =c c

 10.  ( ) ( )cos cosa x y b x y+ = -  எனில் ( ) ( )tan cota b x a b y+ = -  எனக் கொண்பி.
 11. நிறுவுக. sin cos cos105 105 45+ =c c c

 12. நிறுவுக. sin 75° – sin 15° = cos 105° + cos 15°

 13. நிறுவுக. tan 75° + cot 75° = 4

 14. நிறுவுக. ( ) ( ) ( )cos cos cos cos sin sinA B C B C A B C A+ - + = -

 15. நிறுவுக. ( ) ( ) ( ) ( ) ,sin sin cos cos cosn n n n n1 1 1 1 2 Z!i i i i i+ - + + - = .

 16. cos cos cosx y z
3

2
3

4
i i

r
i

r= + = +` `j j எனில் xy yz zx+ +  இன் மதிபல்பக் கொண்க. 
 17. நிறுவுக. (i) ( ) ( )sin sin sin sinA B A B A B2 2+ - = -

   (ii) ( ) ( )cos cos cos sin cos sinA B A B A B B A2 2 2 2+ - = - = -

   (iii) ( ) ( )sin sin sin sinA B A B A B2 22 2+ - - =

   (iv) cos cos cos sin8 2 5 32 2i i i i= -

 18. ( ) ( )cos cos cos cos cos sinA B A B A B A B22 2 2+ - + = +  எனக் கொண்பி.
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 19. ( ) ( ) ( )cos cos cos
2
3

a b b c c a- + - + - = -  எனில் 
0cos cos cos sin sin sina b c a b c+ + = + + =  எனக் கொண்பி.

 20. (i) ( )tan
tan
tan

A
A
A

45
1
1+ =

-
+

c   (ii) ( )tan
tan
tan

A
A
A

45
1
1- =

+
-

c  எனக் கொண்பி.

 21. நிறுவுக. ( )cot
cot cot

cot cot
A B

A B
A B 1+ =

+
-

 22. tanx
n
n

1
=

+
 மற்றும் tan y

n2 1
1=
+

 எனில், ( )tan x y+  ஐக் கொண்க. 

 23. நிறுவுக. tan tan
4 4

3
1

r
i

r
i+ + = -` `j j

 24. , ,cot
2
1

2
3

!a a r
r= ` j  மற்றும் , ,sec

3
5

2
!b b
r
r= - ` j  எனில் ( )tan a b+ -இன் 

மதிபல்பக் கொண்க.

 25. i z a+ =  மற்றும் tan tanki z=  எனில், ( )sin
k
k

1
1

i z- =
+
-  sin a என நிறுவுக.

ாட5ட்கமடங்க்ககதுணகமுற்்றுருமமதள்கமற்றும்கஉபமடங்க்ககதுணகமுற்்றுருமமதள்கக
கககககககககக(Multipleகangleகidentitiesகandகsubmultipleகangleகidentities)க

1831ஆம் ஆண்டு லமக்நகல் ்பொரந்ட (Michael Faraday) அவரகள், ஒரு கம்பிலய ஒரு கொந்ைததின் 
அருநக ் கொண்டு ் ்சல்லும்ந்பொது கம்பியில் சிறிைளவு மின்்சொரம் உருவொகிறது என்்பலைக் கண்்டறிந்ைொர. 
இந்ைப ்பண்பு உைகம் முழுவதும் உள்ள வீடுகள், வியொ்பொர நிறுவனங்கள், கல்விக்கூ்டங்கள், 
ஆகியவற்றிற்குத நைலவயொன மின்்சொரம் ையொரிக்கப ்பயன்்படுகிறது. ஆயிரக்கைக்கொன கம்பிகலள 
மிகப்்பரிய மின்கொந்ைதலைச் சுற்றிச் சுழற்றுவைொல் மிக அதிகமொக மின்்சொரம் ையொரிக்கப்படுகிறது.

மின்னழுதைம் என்ற அளலவ ல்சன் ்சொர்பொகவும் வலர்ப்டமொகவும் மொற்றைொம். ைற்கொை மின்்சொரவியல் 
மற்றும் நவறு சிை இயல்்பொன நிகழ்வுகளுக்கு முக்நகொைவியல் ்சொரபுகலளயும் மற்றும் ம்டங்குக் 
நகொைம் அல்ைது உ்பம்டங்குக் நகொை முற்்றொருலமகலளப ்பயன்்படுதைைொம்.
A  என்்பது ஒரு நகொைம் எனில், பிறகு , ,A A2 3 g ,  ஆகியலவ A-ன் மடங்கககதுணங்தள் என்று 

கூறப்படும் மற்றும் , ,
A A
2 3

g  ஆகியலவ நகொைங்கள் A-ன் உபமடங்கககதுணங்தள் என்றுகூறப்படும். 
இபந்பொது ேொம் ம்டங்கு நகொைங்கள் மற்றும் உ்பம்டங்கு நகொைங்களின் முக்நகொைவியல் 
விகிைங்கலள விவொதிபந்பொம் மற்றும் சிை முற்்றொருலமகலள ைருவிபந்பொம்.

இருமடங்க்ககதுணகமுற்்றுருமமதள்க(DoubleகAngleகIdentities)

கூட்்டல் மற்றும் கழிதைல் முற்்றொருலமகலள எடுததுக்்கொண்டு அவற்றிலிருந்து வரக்கூடிய சிை 
விலளவுகலளப ஆரொயநவொம்.  இரும்டங்குக் நகொை முற்்றொருலமகள் கூட்்டல் முற்்றொருலமயின் 
சிறபபு அலமப்பொகும். இரண்டு நகொைங்கள் ்சமம் எனில் கூட்்டல் முற்்றொருலம இரும்டங்கு நகொை 
முற்்றொருலமயொக மொறும். அலவகள் முக்நகொைவியல் ்சமன்்பொடுகளின் தீரவு கொைவும் மற்றும் 
முற்்றொருலமகலள ்சரி்பொரக்கவும் ் ்பரிதும் ்பயன்்படுகின்றன. இரும்டங்குக் நகொை முற்்றொருலமகள் 
குலறபபு முற்்றொருலமகள் (அடுக்குக் குலறபபு முற்்றொருலமகள்) வருவிக்கப ்பயன்்படுகிறது. நமலும் 
முக்நகொைவியல் நகொலவகளின் மிலக மற்றும் குலற மதிபபுகலளக் கொை இரு ம்டங்கு நகொை 
முற்்றொருலமகள் ்பயன்்படுகிறது.
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முற்்றுருமமகாட7க:ககsin sin cosA A A2 2=

நிரூபணம்
( )sin sin cos cos sina b a b a b+ = +  என ேமக்குத ்ைரியும்.

 a b=  = A   என எடுததுக் ்கொள்க.
எனில், ேமக்குக் கில்டப்பது, ( )sin A A+  = sin cos sin cosA A A A+

எனநவ, sin A2  = sin cosA A2

குறி:க  (i) siny x2=  மற்றும் siny x2=  ஆகியலவ ்வவநவறொனலவ.  
அலவகளின் வலர்ப்டம் வலரந்து விததியொ்சதலை உைரைொம்.

 (ii) sin A2 2= sinA cosA  இன் ்பயன்்பொடு : a  எனும் தில்சநவகததில் 
கில்டமட்்டததிற்கு u  எனும் நகொைததில் எறியப்பட்்ட ஒரு ்்பொருள், 
ைலரயிரங்குவைற்கு முன் அது ்பயணிக்கும் கில்டமட்்ட ்ைொலைலவ 
அளவிடும் சூததிரம் sin

R
g

u 22 a= .

  
4

a
r=  எனும் ந்பொது R-ன் மீப்்பரும் மதிபபு 

g
u2  என்்பது ேமக்கு 

்ைளிவொகிறது.

 (iii)   sin cos
sin

A A
A

2
2

2
1

#=

  A
4
r=  எனும்ந்பொது  sin cosA A-ன் மீப்்பரு மதிபபு 

2
1  ஆகும். எனநவ,  

sin cosA A
2
1

2
1

# #- . 

எடுத்துகடகாட்்க  ஒரு கொல்்பந்து விலளயொட்டு வீரர விலளயொட்டுததி்டல் 
ைலரமட்்டததிலிருந்து கொல்்பந்லை 80 அடி/விகலை ்ைொ்டக்கத தில்சநவகதது்டன் உலைக்கிறொர, 
்பந்து அல்டயும் அதிக்பட்்சக் கில்டமட்்டத தூரதலையும், ்பந்து உலைக்கப்பட்டு நமநை எழும்பும் 
ந்பொது கில்டமட்்டதது்டன் அது ஏற்்படுததும் நகொைதலையும் கொண்க (g 32=  என்க).
தீர்வு:

 கில்டமட்்டத தூரம் R கொைப ்பயன்்படும் சூததிரம்
( )sin sin

sinR
g

u 2
32

80 80 2
10 20 2

2 #
#a a

a= = =

 எனநவ, அதிக்பட்்ச உயரம் = 200 அடி ஆகும். 45a = c எனும்  நகொைததில் உலைக்கும்ந்பொது 
்பந்து அதிக்பட்்ச உயரதலை அல்டயும்.

முற்்றுருமமகாட8க:க cos cos sinA A A2 2 2= -

நிரூபணம்
 ( )cos a b+  = cos cos sin sina b a b-   என ேமக்கு ்ைரியும்
 a  =  b = A என எடுததுக்்கொள்க
 ( )cos A A+  = cos cos sin sinA A A A-

 cos A2  = cos sinA A2 2-  எனக் கில்டக்கும்
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குறி:க cos cos sinA A A2 2 2= -  என்ற முற்்றொருலமயிலிருந்து
cos A2  = ( )cos cos cosA A A1 2 12 2 2- - = -  மற்றும்

cos A2  = ( )sin sin sinA A A1 1 22 2 2- - = -  எனக் கில்டக்கிறது.

முற்்றுருமமகாடடக:க 2tan
tan

tan
A

A
A

1
2

2=
-

நிரூபணம்

இங்கு, ( )tan a b+  = 
tan tan

tan tan
1 a b
a b

-
+

 a  =  b = A என எடுததுக்்கொள்க

 ( )tan A A+  = 
tan tan

tan tan
A A

A A
1 -

+   என ேமக்குக் கில்டக்கும்.

எனநவ, tan A2  = 
tan

tan
A
A

1
2

2-

முற்்றுருமமகாட்டக:ககsin
tan

tan
A

A
A

2
1

2
2=

+

நிரூபணம்

 sin A2  =  sin cosA A2   என ேமக்குத ்ைரியும்

  = 
sin cos

sin cos

A A

A A2
2 2+

 

  = 

cos
sin cos

cos
sin cos

tan
tan

A
A A
A

A A

A
A

2

1
2

2

2 2

2

2+
=

+

முற்்றுருமமகாட்்க:க 2cos
tan
tan

A
A
A

1
1

2

2

=
+
-

நிரூபணம்

 cos A2  = cos sinA A2 2-  என ேமக்குத ்ைரியும்

  = 
cos sin

cos sin

A A

A A
2 2

2 2

+

-

  = 

cos
cos sin

cos
cos sin

A
A A
A

A A

2

2 2

2

2 2

+

-

எனநவ, cos A2  = 
tan
tan
A
A

1
1

2

2

+
-
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அட்க்ககமறறிகமுற்்றுருமமதள்கஅல்லதககமறறிகமுற்்றுருமமதள்கக
(Powerகreducingகidentitiesகorகreductionகidentities)

இரும்டங்குக் நகொை முற்்றொருலமயிலிருந்து sine, cosine மற்றும் tangent இக்கொன குலறபபு 
முற்்றொருலமகலளக் கொைைொம். எடுததுக்கொட்்டொக,

 cos cosA A2 2 12= -  &  cos
cos

A
A

2
1 22 =

+

பின்வரும் அட்்டவலையில் அடுக்குக் குலறபபு முற்்றொருலமகள் ்கொடுக்கப்பட்டுள்ளன.
அடுக்குக் குலறபபு முற்்றொருலமகள்

, ,sin
cos

cos
cos

tan
cos
cos

A
A

A
A

A
A
A

2
1 2

2
1 2

1 2
1 22 2 2=

-
=

+
=

+
-

குறி:க (i) அடுக்குக் குலறபபு முற்்றொருலமயில் அடுக்கு இரண்டிலிருந்து ஒன்றொகக் 
குலறக்கப்பட்டுள்ளது.

 (ii) அடுக்குக்குலறபபு முற்்றொருலமகள் sine மற்றும் cosine ஆகியவற்றின் 
இரட்ல்டப்பல்ட அடுக்குகலள, அடுக்கு ஒன்லறயுல்டய cosine ஆக 
ம ொ ற் ற ப  ்ப ய ன் ்ப டு கி ற து .   எ டு த து க் க ொ ட் ்ட ொ க ,  அ டு க் கு க்  கு ல ற ப பு 
முற்்றொருலமகலளப ்பயன்்படுததி, cos cos cosx x x

8
1

4
2
1

2
8
34 = + +  மற்றும் 

sin cos cosx x x
8
1

4
2
1

2
8
34 = - + , என நிரூபிக்கைொம். (முயற்சி ்்சய!)

 (iii) உயர கணிைததில் அடுக்குக் குலறபபு முற்்றொருலமகள் ்்பரிதும் ்பயன் 
்படுகின்றன.

மும்மடங்க்ககதுணகமுற்்றுருமமதள்க(Triple-AngleகIdentities)

இ ரு ம ்ட ங் கு க் ந க ொ ை  மு ற் ் ற ொ ரு ல ம க ல ள ப  ்ப ய ன் ்ப டு த தி  மு ம் ம ்ட ங் கு க்  ந க ொ ை 
முற்்றொருலமகலளக் கொைைொம்.

முற்்றுருமமகாட்்க:கககsin sin sinA A A3 3 4 3= -

நிரூபணம்
 sin 3A = sin (2A + A) = sin cos cos sinA A A A2 2+

  = ( )sin cos sin sinA A A A2 1 22 2+ -

  = ( ) ( )sin sin sin sinA A A A2 1 1 22 2- + -

  = sin sinA A3 4 3-

முற்்றுருமமகாட்ாக:ககcos cos cosA A A3 4 33= -

நிரூபணம்
 cos A3  = ( )cos cos cos sin sinA A A A A A2 2 2+ = -

  = ( )cos cos sin cos sinA A A A A2 1 22 - -
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  = ( ) ( )cos cos cos cosA A A A2 1 2 12 2- - -

  = cos cosA A4 33 -

முற்்றுருமமகாட்4க:கtan
tan

tan tan
A

A
A A

3
1 3

3
2

3

=
-

-

நிரூபணம்
 tan A3  = ( )tan

tan tan
tan tan

A A
A A

A A
2

1 2
2+ =

-
+  என ேமக்கு ்ைரியும்

  = 

tan
tan

tan

tan
tan

tan

A
A

A

A
A

A

1
1

2
1

2

2

2

-
-

-
+

 = 
tan

tan tan

A

A A

1 3

3
2

3

-

-

இரும்டங்கு மற்றும் மும்ம்டங்குக் நகொை முற்்றொருலமகள் கீநழ ்கொடுக்கப்பட்டுள்ளன
sine cosine tangent

2 2

2

sin sin cos

sin
tan

tan

sin sin sin

A A A

A
A
A

A A A

1
2

3 3 4

2

3

=

=
+

= -

2

2 2 1

2 1 2

2

cos cos sin

cos cos

cos sin

cos
tan
tan

cos cos cos

A A A

A A

A A

A
A
A

A A A

1
1

3 4 3

2 2

2

2

2

2

3

= -

= -

= -

=
+
-

= -

2tan
tan

tan

tan
tan

tan tan

A
A
A

A
A

A A

1
2

3
1 3

3

2

2

3

=
-

=
-

-

அமை்கதுணகமுற்்றுருமமதள்க(Half-angleகIdentities)
அலரக்நகொை முற்்றொருலமகள் இரும்டங்குக் நகொை முற்்றொருலமகநளொடு ் ைொ்டரபுல்டயலவ. 

சிறபபுக் நகொைங்களின் ்சரி்பொதிக் நகொைம் நைலவப்படும்ந்பொது அலரக்நகொை முற்்றொருலமகள் 
்பயன்்படுகின்றன. 

எடுததுக்கொட்்டொக, sin15c ஆனது sin sin15
2

30=c
c  எனக் ்கொண்டு கைக்கி்டநவண்டும். நமலும் 

அலரக்நகொை முற்்றொருலமகலளப ்பயன்்படுததி மிகச்்சரியொன மதிபபுகலளக் கொைைொம்.

இரும்டங்குக் நகொை முற்்றொருலமகளில் A2 i=  அல்ைது A
2
i=  எனப பிரதியி்ட 

2
i

நகொைங்களுல்டய புதிய முற்்றொருலமகள் கில்டக்கும்.
அலரக்நகொை முற்்றொருலமகலள பின்வரும் அட்்டவலையில் கொைைொம்.

இரும்டங்கு நகொைமுற்்றொருலமகள் அலரக்நகொை முற்்றொருலமகள்

sin sin cosA A A2 2=
sin sin cos2

2 2
i

i i=

cos cos sinA A A2 2 2= - cos cos sin
2 2

2 2i
i i= -

cos cosA A2 2 12= - cos cos2
2

12i
i= -

2 2cos sinA A1 2= - cos sin1 2
2

2i
i= -
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tan
tan

tan
A

A
A

2
1

2
2=

- tan
tan

tan

1
2

2
2
2

i
i

i

=
-

2sin
tan

tan
A

A
A

1
2

2=
+ sin

tan

tan

1
2

2
2
2

i
i

i

=
+

cos
tan
tan

A
A
A

2
1
1

2

2

=
+
-

cos
tan

tan

1
2

1
2

2

2

i
i

i

=
+

-

குறி:க  (i) வரக்கப்படுதைப்பட்்ட முக்நகொைவியல் ்சொரபுகலள வரக்கப்படுதைொை 
முக்நகொைவியல் ்சொர்பொக மொற்றுவைற்கு அலரக்நகொை முற்்றொருலமகள் 
அதிகம் ்பயன்்படுகின்றன.

 (ii) ஒரு நகொைததின் cosine  மதிபபு ்கொடுக்கப்பட்டிருந்ைொல் அைன் 
அலரக்நகொைததின் sine மற்றும் cosine மதிபபுகலளக் கண்்டறிய 
அலரக்நகொை முற்்றொருலமகள் ்பயன்்படுகின்றன.

எடுத்துகடகாட்்க sin 22
2
1 cb l இன் மதிபல்பக் கொண்க.

தீர்வு:

 cosi  = sin sin
cos

1 2
2 2 2

12 & !
i i i- =

-   என ேமக்குத ்ைரியும்.
45i = c என்க.

 sin
2

45c  = cos
2

1 45
!

- c   என கில்டக்கிறது,  (22
2
1 c முைல் கொற்்பகுதியில் 

அலமவைொல் மிலகக் குறீயீடு என எடுததுக்்கொள்நவொம்.)

எனநவ, sin22
2
1 c = 

2

1
2

1-

=
2

2 2-
 

எடுத்துகடகாட்ாக ,sin
13
12

i i=  முைல் கொற்்பகுதியில் அலமகிறது எனில், sin 2θ இன் 
மதிபல்பக் கொண்க.
தீர்வு:

ஒரு ்்சங்நகொை முக்நகொைதலைப ்பயன்்படுததி cos
13
5

i = , என்்பலை எளிைொகக் கொைைொம்.

 sin2i  = sin cos2 2
13
12

13
5

169
120

i i = =` `j j .

குறி:க முக்நகொைதலை வடிவலமக்கொமல் ேொம் cos θ = sin1 2! i-  எனும் 
்கொல்சன் சூததிரதலை ்பயன்்படுததி cos θ மதிபல்பக் கொைைொம்.
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எடுத்துகடகாட்4க நிறுவுக. sin sin cos cos sinA A A A A4 4 43 3= -

தீர்வு:
 4 4sin cos cos sinA A A A3 3-  = ( )sin cos cos sinA A A A4 2 2-

  = 4 2 2( ) 2sin cos cos sin cos cosA A A A A A2=

  = ( )sin cos sinA A A2 2 2 4=

எடுத்துகடகாட்5க நிறுவுக. sin sin cos cos cosx
x x x x

2
2 2 2 2

10
10 2 10g= ` ` ` `j j j j

தீர்வு:
 sinx  = sin cos sin cos cos

x x x x x
2

2 2
2 2

2 2 22 2# #=

  = sin cos cos
x x x

2
2 2 2

2
2 2

அலரக்நகொை sine சூததிரதலை மீண்டும் மீண்டும் ்பயன்்படுததினொல் ேமக்குக் கில்டப்பது,

 sinx  = 2 sin cos cos cos
x x x x

2 2 2 2
10

10 2 10g` ` ` `j j j j

குறி:க நமநை உள்ள முடிவொனது எந்ை முடிவுறு எண்ணிக்லகக்கும் நீட்டிக்க 
முடியும்.

எடுத்துகடகாட்டக நிறுவுக. 
cos cos

sin sin
tan

1 2
2

i i
i i

i
+ +

+
=

தீர்வு:

 
cos cos

sin sin
1 2

2
i i
i i

+ +
+  = 

( )
2

( )
( )

cos cos
sin sin cos

cos cos
sin cos

tan
1 2 1 2

1 2
i i
i i i

i i
i i

i
+ +
+

=
+
+

=

எடுத்துகடகாட்7க நிறுவுக. sin
sin cos

sin cos
x

x x
x x

1
2
1

2
3 3

- =
+
+

தீர்வு:

 
sin cos

sin cos
x x
x x3 3

+
+  = ( )( )

sin cos
sin cos sin sin cos cos

x x
x x x x x x2 2

+
+ - +

  = sin cos sinx x x1 1
2
1

2- = -

எடுத்துகடகாட்8க x# #r r-  மற்றும் cos sinx x2 =  எனில் x-இன் மதிபபுகலளக் கொண்.
தீர்வு:

 cos x2  = sinx   என ேமக்குத ்ைரியும்.
எனில், sin sinx x2 12 + -  = 0   எனக் கில்டக்கிறது.

நமநை உள்ள ்சமன்்பொட்டின் மூைங்கள் sinx
4

1 3
1

!=
-

= -  அல்ைது  
2
1  ஆகும்.
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இங்கு, sinx  = ,x
2
1

6 6
5

&
r r=

நமலும், sinx  = x1
2

&
r- = -

எனநவ, x = , ,
2 6 6

5r r r-

எடுத்துகடகாட்டக மதிபபுகலளக் கொண்க. 
(i) sin 18°  (ii) cos 18°  (iii) sin 72°  (iv) cos 36°  (v) sin 54°

தீர்வு:

(i) i  = 18°   என்க. 
இவவொறொக, 5i  = 90c

 3 2i i+  = 90 2 90 3& i i= -c c

 sin2i  = ( )sin cos90 3 3i i- =c

 sin cos2 i i  = 4cos cos33i i-

 cosi  = cos18 0!c   ஆைைொல் ேமக்கு கில்டப்பது
 sin2 i  = ( )cos sin4 3 4 1 32 2i i- = - -

 4 2 1sin sin2i i+ -  = 0

 sini  = 
( )

( )( )
2 4

2 4 4 4 1
4

1 5! !- - -
=

-

எனநவ, sin18c = 5 1
4
-

 (மிலகக் குறி எடுக்கப்பட்டுள்ளது. ஏன்?)

(ii) cos18c = sin1 182- c

  = ( )1
4

5 1
4
1

16 5 1 2 5
2

-
-

= - + -; E   ( )1
4

5 1
4
1

16 5 1 2 5
2

-
-

= - + -; E

  = 
4
1

10 2 5+

(iii) sin72c = (90 18 )sin cos18- =c c c

  = 
4
1

10 2 5+

(iv)
 

cos36c
 

=
 

sin1 2 18 1 2
4

5 1
4

5 12
2

- = -
-

=
+

c ; E
   

sin1 2 18 1 2
4

5 1
4

5 12
2

- = -
-

=
+

c ; E

(v) sin54c = ( )sin cos90 36 36
4

5 1
- = =

+
c c c

குறி:க ,sin cos cos sin18 72 18 72= =c c c c மற்றும் cos sin36 54=c c என 
கவனிக்கவும்.

எடுத்துகடகாடாடக  tan tan
a
a

2 1
1

2
i z

=
+
-  எனில் cos

cos
cos
a
a

1
z

i
i=

-
-  என நிறுவுக.

2

2
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தீர்வு:
அலரக்நகொை முற்்றொருலமகளின்்படி ேமக்குக் கில்டப்பது,

 cosz  = 
tan

tan

tan

tan

a
a
a
a

1
2

1
2

1
1
1

2

1
1
1

2

2

2

2

2

z

z

i

i

+

-
=

+
-
+

-
-
+

c

c

m

m
  = 

tan

tan

tan

tan

cos
cos

a

a

a
a

1
1

2

1
2

1
2

1
2

1

2

2

2

2

i

i

i

i

i
i

-
+

-

+

-
-

=
-

-
J

L

K
K
K

J

L

K
K
K

N

P

O
O
O

N

P

O
O
O

எடுத்துகடகாடா்க cosec sec3 20 20-c c இன் மதிபல்பக் கொண்க.
தீர்வு:

 cosec sec3 20 20-c c = 
sin cos sin cos

cos sin

20
3

20
1

4
2 20 20

2
3

20
2
1

20
- =

-

c c c c

c c> H

  = 
sin

sin cos cos sin
4

40
60 20 60 20

4
-

=
c

c c c c; E

எடுத்துகடகாடா்க நிறுவுக. cos cos cos cos cos
sin

sin
A A A A A

A
A

2 2 2 2
2

2n
n

n
2 3 1g =-

தீர்வு:
 இ்டப்பக்கம் = 2 2 2 2cos cos cos cos cosA A A A An2 3 1g -

  = 
sin

sin cos cos cos cos cos
A

A A A A A A
2

1
2 2 2 2 2n2 3 1g -

  = 
sin

sin cos cos cos cos
A

A A A A A
2

1
2 2 2 2 2n2 3 1g -

  = 
sin

sin cos cos cos
A

A A A A
2

1
4 2 2 2n2

2 3 1g -

இவவொறு, ்ைொ்டரந்து ்்சயைொல் ேமக்குக் கில்டப்பது,

  = 2
sin

sin
A
A

2n
n

கபயிற்சிகாட5

  1. A முைல் கொற்்பகுதியில் இருக்கும்ந்பொது cos 2A-ன் மதிபல்பக் கொண்க.

  (i) cosA
17
15=  (ii) sinA

5
4=  (iii) tanA

63
16=

 2. θ ஒரு குறுங்நகொைம் எனில், 

   (i)  sin
25
1

i =   எனும்ந்பொது sin
4 2
r i-c m 

  (ii)  sin
9
8

i =  எனில் cos
4 2
r i+c m-ன் மதிபபுகலளக் கொண்க.
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 3. cos a
a2

1 1
i = +` j எனில் cos a

a
3

2
1 13

3i = +c m எனக் கொண்பி.
 4. cos cos cos cos5 16 20 55 3i i i i= - +  என நிறுவுக

 5. 
( )

sin tan
tan
tan

4 4
1
1

2 2

2

a a
a
a=

+
-  என நிறுவுக.

 6. A B 45+ = c எனில், ( )( )tan tanA B1 1 2+ + =  என நிறுவுக.

 7. ( )( )( ) ( )tan tan tan tan1 1 1 2 1 3 1 44g+ + + +c c c c  என்்பது 4 இன் ம்டங்கு என நிறுவுக.

 8. tan tan tan
4 4

2 2
r
i

r
i i+ - - =` `j j  என நிறுவுக.

 9. cot 7
2
1

2 3 4 6= + + +
cc m  எனக் கொண்பி.

 10. (1 2 )(1 4 ) (1 )sec sec sec tan cot2 2n ngi i i i i+ + + =  என நிறுவுக.

 11. ( ) sin cos cos cos cos32 3
48 48 24 12 6

3
r r r r r =  என நிறுவுக.

ாட5டாகக்பரு்தலிலிருந்தககூகடலகமற்றும்ககூகடலிலிருந்தக்பரு்தலகமுற்்றுருமமதள்கக
கககககககககக(Productகtoகsumகandகsumகtoகproductகidentities)

முக்நகொைவியல் ்சொரபுகளின் சிை ்பயன்்பொட்டின்ந்பொது முக்நகொைவியல் ்சொரபுகளின் ் ்பருக்கலை 
முக்நகொைவியல் ்சொரபுகள் கூட்்டல் அல்ைது கழிதைைொக எழுை நவண்டிய நைலவ ஏற்்படுகிறது. ல்சன் 
மற்றும் ்்சொல்சனின் கூட்்டல் மற்றும் கழிதைல் முற்்றொருலமகள் ேடுவில் இருக்கும் குறிலயத ைவிர 
மற்றலவகள் ஒன்றுந்பொல் இருப்பது ஆச்்சரியததிற்குரியைொகும்.

இப்பண்பு அவற்லற இலைததுப புதிய முற்்றொருலமலய உருவொக்க ஏதுவொக உள்ளது. 
அைன் மூைம் ்்பருக்கலைக் கூட்்டைொகவும், கூட்்டலைப ்்பருக்கைொகவும் மொற்றி எழுைக்கூடிய ்பை 
முற்்றொருலமகள் கில்டக்கிறது.

 ( )sin A B+  = sin cos cos sinA B A B+  (3.1)

 ( )sin A B-  = sin cos cos sinA B A B-  (3.2)

 ( )cos A B+  = cos cos sin sinA B A B-  (3.3)

 ( )cos A B-  = cos cos sin sinA B A B+  (3.4)

நமநையுள்ள முற்்றொருலமகளிலிருந்து ேொம் எளிைொகப பின்வரும் ்்பருக்கலிலிருந்து கூடுைல் 
முற்்றொருலமகள் ைருவிக்கைொம்.

 sin cosA B  = [ ( ) ( )]sin sinA B A B
2
1 + + -  (3.5)

 cos sinA B  = [ ( ) ( )]sin sinA B A B
2
1 + - -  (3.6)

 cos cosA B  = [ ( ) ( )]cos cosA B A B
2
1 + + -  (3.7)

 sin sinA B  = [ ( ) ( )]cos cosA B A B
2
1 - - +  (3.8)    

sine மற்றும் cosine-களின் ்்பருக்கலைக் கூடுைைொக மொற்றி அலமக்க நவண்டிய அவசியம் 
நைலவ்படும்ந்பொது நமற்கண்்ட முற்்றொருலமகள் அவசியமொகிறது. சிை ் ைொலகயி்டலை மதிபபிடுவைற்கு 
இந்ை யுக்தி ்்பரிதும் ்பயன்்படுகிறது.
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கூட்்டலிலிருந்து ் ்பருக்கல் முற்்றொருலமக்கு, A B C+ =  மற்றும் A B D- =  எனப பிரதியி்டைொம் 

அல்ைது நமலும் அைற்குச் ்சமமொன ,A
C D

B
C D

2 2
=

+
=

-  இவற்லற முற்்றொருலமகள் (3.5) 

இலிருந்து (3.8) வலர பிரதியி்டநவண்டும். இைன் மூைம் பின் வருமொறு கூட்்டலிருந்து ் ்பருக்கலுக்கொன 
முற்்றொருலமகள் ேமக்கு கில்டக்கின்றன.

 sin sinC D+  = sin cos
C D C D

2
2 2
+ -  (3.9)

 sin sinC D-  = 2cos sin
C D C D

2 2
+ -  (3.10)

 cos cosC D+  = 2cos cos
C D C D

2 2
+ -  (3.11)

 cos cosC D-  = 2sin sin
C D D C

2 2
+ -  (3.12)    

முற்்றுருமமகாட்5க:கககநிறுவுக. ( ) ( )sin sin sin sinA A A A60 60
4
1

3- + =c c

நிரூபணம்
 (60 ) (60 )sin sin sinA A A- +c c  = (60 ) (60 )sin sin sinA A A- +c c

  = cos cos sinA A
2
1

2 120- c6 @

  = cos sin sinA A A
2
1

2
2
1+8 B

  = sin sinA A
2
1

2
1

3
4
1

3=8 B
இநைந்பொல் பின்வரும் இரண்டு முக்கியமொன முற்்றொருலமகலள ேொம் நிரூபிக்கைொம்

முற்்றுருமமகாட்டக:கக ( ) ( )cos cos cos cosA A A A60 60
4
1

3- + =c c

முற்்றுருமமகாட்7க:ககக (60 ) ( )tan tan tan tanA A A A60 3- + =c c

எடுத்துகடகாடாாக பின்வருவனவற்லறக் கூட்்டல் அல்ைது கழிதைைொகக் கூறு.

(i)  sin cos40 30c c   (ii) cos sin110 55c c    (iii) sin cos
x x
2 2

3

தீர்வு:

(i) ( ) ( )sin cos sin sinA B A B A B2 = + + -  என ேமக்குத ்ைரியும்.

A 40= c  மற்றும்  B 30= c என்க.

 sin cos2 40 30c c = ( ) ( )sin sin sin sin40 30 40 30 70 10+ + - = +c c c c c c

எனநவ, 40 30sin cosc c = sin sin
2
1

70 10+c c6 @
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(ii) 2 ( ) ( )cos sin sin sinA B A B A B= + - -  என ேமக்குத ்ைரியும்.

0A 11= c மற்றும் B 55= c என்க.

 cos sin2 110 55c c = ( ) ( )sin sin110 55 110 55+ - -c c c c  எனக் கில்டக்கிறது.

எனநவ, cos sin110 55c c = sin sin
2
1

165 55-c c6 @

(iii) ( ) ( )sin cos sin sinA B A B A B2 = + + -  என ேமக்குத ்ைரியும்.

A
x
2

=  மற்றும் B x
2
3=  என்க

 sin cos
x x

2
2 2

3  = sin sin
x x x x
2 2

3
2 2

3+ + -` `j j எனக் கில்டக்கிறது.

எனநவ,  [ ]sin cos sin sin
x x

x x
2 2

3
2
1

2= -

எடுத்துகடகாடா4க பின் வருவனவற்லற கூட்்டல் மற்றும் கழிதைலைப ்்பருக்கைொக கூறுக.

(i)  sin sin50 20+c c   (ii) cos cos6 2i i+    (iii) cos cos
x x

2
3

2
9-

கதீர்வு:

(i) sin sinC D+  = sin cos
C D C D

2
2 2
+ -  என ேமக்குத ்ைரியும்.

50C = c மற்றும் 0D 2= c என்க.

sin sin50 20+c c = sin cos sin cos2
2

50 20
2

50 20
2 35 15

+ -
=c c c c

c c எனக் கில்டக்கிறது.

(ii) cos cosC D+  = cos cos
C D C D

2
2 2
+ -  என ேமக்குத ்ைரியும்.

C 6i=  மற்றும் D 2i=  என்க.

6 2cos cosi i+  = 2cos cos cos cos
2

6 2
2

6 2
2 4 2

i i i i
i i

+ -
=  எனக் கில்டக்கிறது.

(iii) cos cos sin sinC D
C D D C

2
2 2

- =
+ -  என ேமக்குத ்ைரியும்.

C
x
2
3=  மற்றும் D x

2
9=  என்க.

cos cos
x x

2
3

2
9-   =  2 2 3sin sin sin sin

x x x x

x
x

2
2
3

2
9

2
2
9

2
3

2
3

+ -
=  எனக் கில்டக்கிறது.

எடுத்துகடகாடா5க sin cos cos34 64 4+ -c c c இன் மதிபல்பக் கொண்க.
தீர்வு:க

 sin cos cos34 64 4+ -c c c = sin sin sin34 2
2

64 4
2

64 4-
+ -

c
c c c c` `j j

  = sin sin sin34 2 34 30 0- =c c c  
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எடுத்துகடகாடாடக நிறுவுக. cos cos cos cos36 72 108 144
16
1=c c c c

தீர்வு:க

 இ்டப்பக்கம் = 36 ( ) ( ) ( )cos cos cos cos90 18 90 18 180 36- + -c c c c c c c

  = sin cos18 362 2c c

  = 
4

5 1
4

5 1
16
1

2 2
- +

=c cm m

எடுத்துகடகாடா7க சுருக்குக. 
cos cos
sin sin

75 15
75 15

+
-
c c
c c

தீர்வு:

  
cos cos
sin sin

75 15
75 15

+
-
c c
c c  = 

2

2

cos cos

cos sin

2
75 15

2
75 15

2
75 15

2
75 15

+ -

+ -

c c c c

c c c c

` `
` `

j j
j j

  = 
cos cos
cos sin

tan
2 45 30
2 45 30

30
3

1= =
c c
c c

c

குறி:க sin cos75 15=c c மற்றும் cos sin75 15=c c எனக் ்கொண்டு தீரவு கொை 
முயற்சி ்்சயக.

எடுத்துகடகாடா8க cos cos cos cos10 30 50 70
16
3=c c c c  எனக் கொண்பி.

தீர்வு:

 ( ) ( )cos cos cosA A A60 60- +c c  = cos A
4
1

3  என ேமக்குத ்ைரியும்.
 cos cos cos cos10 30 50 70c c c c = cos cos cos cos30 10 50 70c c c c6 @
  = ( ) ( )cos cos cos cos30 60 10 10 60 10- +c c c c c6 @

  = cos
2
3

4
1

30
2
3

4
1

2
3

16
3= =c ` cj m8 B

கபயிற்சிகாடட

 1. பின்வருவனவற்லறக் கூட்்டல் அல்ைது கழிதைைொக கூறுக.
  (i) sin cos35 28c csin cos35 28c c  (ii)  sin cosx x4 2sin cosx x4 2  (iii)  sin cos2 10 2i isin cos2 10 2i i

  (iv)  cos cos5 2i icos cos5 2i i  (v)  sin sin5 4i isin sin5 4i i

 2. பின்வருவனவற்லறப ்்பருக்கைொக கூறுக.
  (i)  sin sin75 35-c c (ii) cos cos65 15+c c

  (iii) sin sin50 40+c c (iv)  cos cos35 75-c c

  3. sin sin sin12 48 54
8
1=c c c  எனக் கொண்பி.
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 4. cos cos cos cos cos cos cos
15 15

2
15
3

15
4

15
5

15
6

15
7

128
1r r r r r r r =  எனக் கொண்பி.

  5. 
cos cos sin sin
sin cos sin cos

tan
x x x x
x x x x

x
2 3 4
8 6 3

2
-
-

=  எனக் கொண்பி.

 6. 
( )( )
( )( )
sin sin cos cos
cos cos sin sin

5 4 6
3 8 2

1
i i i i
i i i i

- -
- +

=  எனக் கொண்பி.

 7. நிறுவுக. ( )sin sin sin sin cosx x x x x2 3 2 1 2+ + = + .

 8. நிறுவுக. 
cos cos
sin sin

tan
x x
x x

x
4 2
4 2

3
+
+

=

 9. நிறுவுக. cos cos cos cos cos cosx x x x x x1 2 4 6 4 2 3+ + + =

 10. நிறுவுக. sin sin sin sin sin sin
2 2

7
2
3

2
11

2 5
i i i i

i i+ =

 11. நிறுவுக. (30 ) (30 ) (45 ) (45 ) 2cos cos cos cos cosA A A A A
4
1- + + - + = +c c c c  

 12. நிறுவுக. 
cos cos cos cos
sin sin sin sin

tan
x x x x
x x x x

x
3 5 7
3 5 7

4
+ + +
+ + +

=

 13. நிறுவுக. 
( ) ( )
( ) ( )

( )
cos cos
sin sin

tan
A B B A
A B B A

A B
4 2 4 2
4 2 4 2

- + -
- + -

= +

 14. ( ) ( )cot tan
sin

cos
A A

A
A

15 15
1 2 2

4 2+ - - =
+

c c  எனக் கொண்பி.

ாட5ட4ககநிபந்்தமை்ககபகடகமு்கதுணவியலகமுற்்றுருமமதள்க(ConditionalகTrigonometricகIdentities)

்கொடுக்கப்பட்்ட நகொைததின் அலனதது ஏற்றுக்்கொள்ளக்கூடிய மதிபபுகளுக்கும் முக்நகொைவியல் 
முற்்றொருலமகள் உண்லம என்்பலை ேொம் அறிநவொம். சிை முக்நகொைவியல் முற்்றொருலமகள் 
்கொடுக்கப்பட்்ட கூடுைல் நி்பந்ைலனலயயும் நிலறவு ்்சயகிறது. அப்படிப்பட்்ட முற்்றொருலமகள் 
நிபந்்தமை்ககபகடகமு்கதுணவியலகசமனபுடதள் ஆகும். முன் ்பகுதிகளில் கண்்ட ்ைொ்டரபுகளின் 
அடிப்பல்டயில் சிை நி்பந்ைலனக்குட்்பட்்ட முக்நகொைவியல் முற்்றொருலமகலள இப்பகுதியில் 
்பொரபந்பொம்.

எடுத்துகடகாடாடக A B C r+ + =  எனில், பின்வருவனவற்லற நிறுவுக.

     (i)  cos cos cos sin sin sinA B C
A B C

1 4
2 2 2

+ + = + ` ` `j j j
  (ii) sin sin sin

A B C
2 2 2 8

1
#` ` `j j j

 (iii) cos cos cosA B C1
2
3

< #+ +

தீர்வு:

(i) cos A + cos B + cos C = cos cos cos
A B A B

C2
2 2
+ -

+` `j j

  = cos cos cos
C A B

C2
2 2 2 2
r - - +` `j j      A B C

2 2
r+ +

=` j

  = sin cos sin
C A B C

2
2 2 2

1 2
2

2- + -` ` `j j j

  = sin cos sin
C A B C

1 2
2 2 2 2

+ - -` ` `j j j8 B
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  = sin cos cos
C A B C

1 2
2 2 2 2 2

r+ - - -` ` `j j j8 B

  = 1 2sin cos cos
C A B A B
2 2 2 2 2

+ - - +` ` `j j j8 B
  = sin sin sin

A B C
1 4

2 2 2
+ ` ` `j j j

(ii) sin sin sinu
A B C
2 2 2

= ` ` `j j j என்க.

 u = 
2

cos cos sin
A B A B C

2
1

2 2
-

+
-

-` ` `j j j8 B

  = 
2

cos cos cos
A B A B A B

2
1

2 2
-

+
-

- +` ` `j j j8 B

    cos cos cos
A B A B A B

u
2 2 2

2 02 +
-

- +
+ =

இது cos
A B

2
+  இன் இரு்படிச்்சமன்்பொ்டொகும்.

cos
A B

2
+  ஒரு ்மய்யண் என்்பைொல் இச்்சமன்்பொட்டிற்குத தீரவு உண்டு.

எனநவ, ைன்லமகொட்டி b ac4 02 $- , ைருவது யொ்ைனில்,

 8cos
A B

u
2

2 -
-  $  0 & cosu

A B
8
1

2 8
12# #

-

எனநவ, sin sin sin
A B C
2 2 2 8

1
#` ` `j j j

(iii) இங்கு (i) மற்றும் (ii) இலிருந்து, cos cos cosA B C 1>+ +  எனக் கில்டக்கிறது மற்றும் 

 cos cos cosA B C+ +  #  1 4
8
1#+

எனநவ, cos cos cosA B C1
2
3

< #+ +

குறி:க A B C r+ + =  எனில், 0sin sin sin
A B C
2 2 2

> .

எடுத்துகடகாட4டக A B C r+ + = கஎனில், 
sin sin sin sin sin sin
A B C A B C
2 2 2

1 4
4 4 4
r r r+ + = +

- - -` ` `j j j என நிறுவுக. 

தீர்வு:

 இ்டப்பக்கம் = cos cos cos
A B C

2 2 2 2 2 2
r r r- + - + -` ` `j j j

  = cos cos sin
A B B A C

2
2 4 4

1 2
4 4

2r r-
+ -

+ - -` ` `j j j8 8B B

  = sin cos sin
C B A C

1 2
4 4 4

2
4 4

2r r+ -
-

- -` ` `j j j

  = 1 2
4 4 4

sin cos sin
C B A C

4 4
r r+ -

-
- -` ` `j j j8 B
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  = 1 2sin cos sin
C B A A B

4 4 4 4
r+ -

-
-

+` ` `j j j8 B

  = 1 2sin cos cos
C B A A B

4 4 4 2 4
r r+ -

-
- -

+` ` `j j j8 B

   = 1 2 4 2 4 2 4 4sin sin sin
C

B A A B A B B A

4 4
2

2 2
r

r r

+ -

-
+ -

+

-
-

+
-

-

` e ej o o= G

  = sin sin sin
A B C

1 4
4 4 4
r r r+

- - -` ` `j j j

எடுத்துகடகாட4்க A B C r+ + =  எனில், cos cos cos cos cos cosA B C A B C1 22 2 2+ + = -  
என நிறுவுக.

தீர்வு:
 cos cos cosA B C2 2 2+ +  = cos cos cosA B C

2
1

2 2 22 2 2+ +6 @

  = ( ) ( ) ( )cos cos cosA B C
2
1

1 2 1 2 1 2+ + + + +6 @

  = cos cos cosA B C
2
3

2
1

2 2 2+ + +^ h

  = ( ) ( ) ( )cos cos cosA B A B C
2
3

2
1

2 2 12+ + - + -6 @

  = ( )cos cos cosC A B C
2
3

2
1

2 2 12+ - - + -6 @    ( )A B Ca r+ = -

  = ( ( ) )cos cos cosC A B C
2
3

2
1

2
1

2- + - - -6 @
  = 1 ( )cos cos cosC A B C- - -6 @
  = ( ) ( )cos cos cosC A B A B1 - - + +6 @
  = 1 cos cos cosC A B2- 6 @
  = cos cos cosA B C1 2-

கபயிற்சிகாட7

 1. A B C 180+ + = c எனில், பின்வருவனவற்லற நிறுவுக.
  (i) sin sin sin sin sin sinA B C A B C2 2 2 4+ + =

  (ii) cos cos cos cos cos sinA B C
A B C

1 4
2 2 2

+ - = - +

  (iii) sin sin sin cos cos cosA B C A B C2 22 2 2+ + = +

  (iv) sin sin sin sin sin cosA B C A B C22 2 2+ - =

  (v) tan tan tan tan tan tan
A B B C C A
2 2 2 2 2 2

1+ + =

  (vi) sin sin sin cos cos cosA B C
A B C

4
2 2 2

+ + =

  (vii) ( ) ( ) ( )sin sin sin sin sin sinB C A C A B A B C A B C4+ - + + - + + - =

XI_Maths_Ch3A_V-1_TM.indd   156 15-12-2021   13:54:22

www.tntextbooks.in



முக்கோணவியல்157

 2. A B C s2+ + =   எனில்,  ( ) ( ) ( )sin sin sin sin sin sins A s B s s C A B- - + - =    என 
நிறுவுக.

 3. x y z xyz+ + =  எனில், 
x
x

y

y

z
z

x
x

y

y

z
z

1
2

1

2

1
2

1
2

1

2

1
2

2 2 2 2 2 2-
+

-
+

-
=

- - -
 என நிறுவுக.

 4. A B C
2
r+ + =  எனில், பின்வருவனவற்லற நிறுவுக.

  (i) sin sin sin cos cos cosA B C A B C2 2 2 4+ + =

  (ii) cos cos cos sin sin cosA B C A B C2 2 2 1 4+ + = +sin sin sin sin sin sinA B C A B C2 2 2 4+ + =

 5. ΔABC ஒரு ்்சங்நகொை முக்நகொைம் மற்றும் A
2

+ r=  எனில், பின்வருவனவற்லற 
நிறுவுக.

  (i) cos cosB C 12 2+ =   (ii) sin sinB C 12 2+ =

  (iii) cos cos cos sinB C
B C

1 2 2
2 2

- = - +

ாடடககமு்கதுணவியலகசமனபுடதள்க(TrigonometricகEquations)

அறியப்ப்டொை நகொைங்களினொைொன, முக்நகொைவியல் ்சொரபுகலள உள்ள்டக்கிய ்சமன்்பொட்ல்ட 
முக்நகொைவியல் ்சமன்்பொடுகள் என்று அலழக்கைொம். அறியப்ப்டொை நகொைங்களின் மதிபபு, 
்சமன்்பொட்ல்டப பூரததி ்்சயைொல் அதுநவ மு்கதுணவியலகசமனபுகடின தீர்வு ஆகும்.

்சொர்பகதலை கட்டு்படுதைவில்லை என்றொல், முக்நகொைவியல் ்சொரபின் கொை வட்்ட ்பண்பின் 
கொரைதைொல் முக்நகொைவியல் ்சமன்்பொட்டிற்கு எண்ைற்ற தீரவுகள் இருக்கும்.  சிை ்சமன்்பொடுகளுக்குத 
தீரவு இல்ைொமல் இருக்கும். 

 எடுததுக்கொட்்டொக, sin
2
3

i =  என்ற ்சமன்்பொட்டிற்கு தீரவு இல்லை கொரைம் sin1 1# #i- . 

sin 0i = என்ற ்சமன்்பொட்டிற்கு எண்ைற்ற ்பை தீரவுகள் உள்ளன அைொவது , 2 , 3 ,! ! ! gi r r r=

இவவொறு முக்நகொைவியல் ்சமன்்பொட்டின் தீரவு எண்ைற்றலவ மற்றும் அததீரவுகள் கொை 
வட்்டங்களில் கொைப்படும்.

்புதுகதீர்வுக(GeneralகSolution)

ஒரு முக்நகொைவியல் ்சொரபின் கொைவட்்டததின் உைவியு்டன் ்்பறப்படும் ஒரு முக்நகொைவியல் 
்சமன் ்பொட்டின் அலனதது மதிபபுகள் அச்்சமன்்பொட்டின் ்புதுகதீர்வு என்று அலழக்கப்படும்.

மு்தனமமுகதீர்வுக(PrincipalகSolution)
[0, 2 ]r  அல்ைது [ , ]r r-  இல்ட்வளிகளில் ்சமன்்பொட்ல்டப பூரததி ்்சயயும் அறியப்ப்டொை 

நகொைததின் எண்ைளவில் சிறிய எண் மதிபல்ப மு்தனமமகதீர்வு என்று அலழக்கைொம். இங்கு 
ேொம் முைன்லம தீரவு வலரயறுக்க [ , ]r r-  என்ற இல்ட்வளிலய எடுததுக் ்கொள்நவொம். நமலும்  
இந்ை இல்ட்வளியில் இரண்டு தீரவுகள் இருக்கைொம். இரண்டு தீரவுகள் ்சரியொக இருந்ைொலும் ேொம் 
எண்ைளவில் மிகச்சிறியலை எடுததுக்்கொள்நவொம். இது ேமக்கு முக்நகொைவியல் ்சொரபுகளுக்கு ஒதை 
முைன்லம ்சொர்பகதலை வலரயறுக்க உைவுகிறது.
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,
2 2
r r-8 B என்ற இல்ட்வளியில் ல்சன் ்சொரபின் முைன்லம மதிபபு இருக்கிறது. அைொவது முைல் 

அல்ைது ேொன்கொம் கொற்்பகுதியில் இருக்கிறது.

[0, ]r  என்ற இல்ட்வளியில் ்கொல்சன் ்சொரபின் முைன்லம மதிபபு இருக்கிறது. அைொவது முைல் 
அல்ைது இரண்்டொம் கொற்்பகுதியில் இருக்கிறது.

,
2 2
r r-` j என்ற இல்ட்வளியில் ்ைொடு்சொரபின் முைன்லம மதிபபு இருக்கிறது. அைொவது முைல் 

அல்ைது ேொன்கொம் கொற்்பகுதியில் இருக்கிறது.

குறி:க  (i) முக்நகொைவியல் ்சமன்்பொடுகள் முக்நகொைவியல் முற்்றொருலமயிலிருந்து 
நவறு்படுகின்றன.  ஏ்னன்றொல் நகொைம் θ-வின் அனுமதிக்கப்பட்்ட 
அலனதது மதிபபுகளுக்கு முக்நகொைவியல் முற்்றொருலமகள் 
உண்லமயொகும்.  ஆனொல் அறியப்ப்டொை சிை குறிபபிட்்ட நகொைங்களுக்கு 
மட்டும் முக்நகொைவியல் ்சமன்்பொடுகள் ்்சல்லு்படியொகும்.

 (ii) முக்நகொைவியல் ்சமன்்பொடுகளுக்குத தீரவுகொைப ்்பொதுவொன முலற 
ஏதும் இல்லை.  ஆனொலும் சிை ்சமன்்பொடுகலளக் கொரணிப்படுததியும்; சிை 
்சமன்்பொடுகலளத ைனித ைனிச் ்சொரபுகளொக மொற்றியும்; சிை ்சொரபுகலள 
வரக்கப்படுததியும் தீரவு கொைைொம் என்்பலைக் கவனிக்கவும்.

 (iii) முக்நகொைவியல் ்சமன்்பொடுகலளச் சிை நேரங்களில் இருபுறமும் வரக்கப்படுததும் 
யுக்திலயப ்பயன்்படுதைைொம்.  அச்்சமயததில் ைவறொன தீரவுகளும் கில்டக்க 
வொயபபுள்ளது (்ெளிறிறுகதீர்வு - Extraneous solution).  எடுததுக்கொட்்டொக, 
x0 360<# c  எ னு ம் ந ்ப ொ து  sin cosx x 1- =  எ ன் ற  ்ச ம ன் ்ப ொ ட் டி ன்      

தீரவுகொை இருபுறமும் வரக்கப்படுதைக் கில்டப்பது ( )sin cosx x1 2 2- =  

( )sin sinx x2 1 0& - =  அைொவது , ,x 0
2
r
r=  என்ற தீரவு கில்டக்கிறது. 

ஆகநவ, x 0=  ஒரு ைவறொன தீரவு. எனநவ, வரக்கப்படுததும் முலறயில் ்சரியொன 
தீரவு கொைச் ்சரி்பொரதைல் ்்சயைல் நவண்டும்.

 (iv) முக்நகொைவியல் ்சமன்்பொடுகளின் தீரவுகலள எழுதும்ந்பொது ஆலரயன் அளவு 
அதிகம் ்பயன்்படுதைப்படுகிறது.

இபந்பொது ேொம் ் வவநவறு வடிவில் உள்ள முக்நகொைவியல் ்சமன்்பொடுகளின் தீரலவ கொண்ந்பொம்.

(i) ( 1 1)sin k k# #i = - கஎனறகஅமமறபிலுள்்ளகசமனபுகடினகதீர்வுக:

sin α = k என்றவொறு எண்ைளவில் சிறிய நகொைம் α என எடுததுக்்கொள்நவொம்.

எனநவ, sini  = sina

 sin sini a-  = 0

 cos sin2
2 2
i a i a+ -  = 0

இைன் மூைம் cos
2

0
i a+

=  அல்ைது sin
2

0
i a-

=c m  என ேமக்குக் கில்டக்கிறது.
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இங்கு,  cos
2

0
i a+

=     

( ) ,n n
2

2 1
2

Z!i a r+
= +    

( ) ,n n2 1 Z!i r a= + -        ... (i)

இங்கு, sin
2

0
i a-

= ,  

,n n
2

Z!i a
r

-
=   

 ,n n2 Z!i r a= +                ... (ii)

(i) மற்றும் (ii)-லிருந்து  ேமக்குக் கில்டப்பது.

         sini  = ( ) ,sin n n1 Zn& !a i r a= + -  (3.13)

(ii) க ( 1 1)cos k k# #i = - கஎனறகஅமமறபிலுள்்ளகசமனபுகடினகதீர்வுக:
cos α = k என்றவொறு எண்ைளவில் சிறிய நகொைம் α என எடுததுக்்கொள்நவொம்.
இவவொறொக,
 cosi  = cosa

 cosi  – cosa  = 0

 sin sin2
2 2
i a a i+ -  = 0

 sin sin
2 2
i a i a+ -  = 0

இைன் மூைம் sin
2

0
i a+

=  அல்ைது sin
2

0
i a-

=  என ேமக்குக் கில்டக்கிறது.

0sin
2
i a+

=  

 ,n n
2

Z& !
i a

r
+

=    

,n n2 Z!i r a= -    .... (i)

0sin
2
i a-

=    

,n n
2

Z& !
i a

r
-

=   

2 ,n n Z!i r a= +    ... (ii)

(i) மற்றும் (ii)-லிருந்து  ேமக்கு கில்டப்பது.
 cosi  = ,cos n n2 Z& ! !a i r a=  (3.14)

(iii) ( )tan k k3 31 1i = -  எனறகஅமமறபிலுள்்ளகசமனபுகடினகதீர்வுக:
tan α = k என்றவொறு a  எண்ைளவில் சிறிய நகொைம் என எடுததுக்்கொள்நவொம்.
 tani  = tana

 
cos
sin
i
i  = 

cos
sin

sin cos cos sin 0&
a
a

i a i a- =

 ( )sin i a-  = n0 & i a r- =

 i  = ,n n Z!r a+

எனநவ, tani  = ,tan n n Z& !a i r a= +  (3.15)

(iv) cos sina b ci i+ =  எனறகஅமமறபிலுள்்ளகசமனபுகடினகதீர்வுக:
,cos sina r b ra a= =  என எடுததுக்்கொள்நவொம்.

 r  = ; ,tana b
a
b
a 02 2 !a+ =

 cos sina bi i+  = cos cos sin sinc r r c& a i a i+ =

 ( )cosr i a-  = c
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 ( )cos i a-  = cos
r
c

a b

c
2 2

z=
+

=  (எனக் க�ொள�.)
 i a-  = ,n n2 Z! !r z

 i  = 2 ,n n Z! !r a z+

குறிப் c a b2 2# +  எனும் ப�ொது மட்டுபம பமபே குறிப்பிட்்ட முறைறைப் 

�ைன�டுத்தேொம். c a b> 2 2+  எனில், cos sina bi i+  = c எனை 

சமன�ொட்டிற்கு எந்த தீர்வும் இல்றே.

நொம் இப்ப�ொது முக்ப�ொணவிைலின சமன�ொடு�ளின க�ொதுத தீர்றவை சுருக்�மொ�க் கூறுபவைொம்.

முக்ப�ொணவிைல் சமன�ொடு�ள க�ொதுத தீர்வு

sin 0i = ;n n Z!i r=

0cosi =
( ) ;n n2 1

2
Z!i

r= +

0tani = ;n n Z!i r=

sin sini a=  இங்கு ,
2 2

!a
r r-8 B ( 1) ;n n Zn !i r a= + -

cos cosi a=  இங்கு ,0!a r6 @ ,n n2 Z! !i r a=

tan tani a=  இங்கு ,
2 2

!a
r r-` j ,n n Z!i r a= +

எடுத்துகட்ாட்ட் மு்தனறம தீர்றவை �ொண�

(i) sin
2
1

i =   (ii) sin
2
3

i = -  (iii) cosec 2i = -  (iv) cos
2
1

i =

தீர்வுப

(i) sini  = 
2
1

0>  எனபவை மு்தனறம மதிப்பு மு்தல் �ொற்�குதியில் இருக்கும்

 sini  = sin
2
1

6
r=  என�து நமக்குத க்தரியும்

எனபவை, 
6

i
r=  என�து மு்தனறமத தீர்வைொகும்.

(ii) sini  = 
2
3

0<-

,
2 2
r r-8 B எனை இற்டகவைளியில் sini-வின மு்தனறம மதிப்பு இருக்கும் என�து நமக்குத க்தரியும்.

sin
2
3

0<i = - , எனபவை, sini  இன மு்தனறம மதிப்பு நொன�ொம் �ொற்�குதியில் இருக்கும்

 sini  = sin sin
2
3

3 3
r r- = - = -` `j j

 i  = 
3
r-  என�து  மு்தனறமத தீர்வைொகும்.
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(iii)  coseci  = – 2

 coseci  = 2 2
sin

sin
1

2
1

& &
i

i- = - = -

 sini  = 
2
1

0<-

எனபவை , sini  இன மு்தனறம மதிப்பு நொன�ொம் �ொற்�குதியில் இருக்கும்

 sini  = sin sin
2
1

6 6
r r- = - = -` j

 i  = 
6
r-  என�து மு்தனறமத தீர்வைொகும்.

(iv)   cos
2
1

i =

cosi   இன மு்தனறம மதிப்பு மு்தல் மற்றும் இரண்டொம் �ொற்�குதியில் இருக்கும்
 cosi  = 

2
1

0>

எனபவை, மு்தனறம மதிப்பு ,0
2
r8 B எனை இற்டகவைளியில் இருக்கும்

 cosi  = cos
2
1

3
r=

 i  = 
3
r   என�து மு்தனறமத தீர்வைொகும்.

எடுத்துகட்ாட்ா் sini  = 
2
3

-   -ன க�ொதுத தீர்றவை �ொண�.

தீர்வுப

 sini  = , ,sin
2 2

!a a
r r-8 B இன க�ொதுத தீர்வு  ( ) ,n n1 Zn di r a= + -

 sini  = sin
2
3

3
r- = -` j

எனபவை, க�ொதுத தீர்வு ஆனது

 i  = ( ) ( ) ;n n n1
3

1
3

Zn n 1 dr
r

r
r+ - - = + - +` `j j  ..... (1)

குறிப் பமபே கிற்டக்�ப் க�ற்ை க�ொதுத தீர்வில் 
3
r-` j-ஐ மு்தனறம மதிப்�ொ� 

எடுக்கிபைொம் அது வைழக்�மொ� [–p, p] எனை இற்டகவைளியில் எணணளவில் 
சிறிைற்த மு்தனறம மதிப்பு எனகிபைொம். இந்த எடுதது�ொட்டின மூேம் மு்தனறம 
தீர்வு வைறரைறையில் குறிப்பிட்்டதுப�ொல் [0, 2p] எனை இற்டகவைளியிலும் 
மு்தனறம மதிப்ற� எடுக்�ேொம் என�ற்த நிைொைப்�டுத்தேொம்.
[0, 2p] எனை இற்டகவைளியில் மு்தனறம தீர்வு எடுததுக்க�ொண்டொல், பிைகு 

மு்தனறம தீர்வு 
3

4
i

r=  மற்றும் க�ொதுததீர்வு

( ) ,n n1
3

4 Zn
!i r

r= + - ` j ,     ,
3

4
0 2!

r
r6 @  ..... (ii)  எனைொகிைது

(ii)-இல் , , , , ,n 0 1 1 2 2 g= - -  எனக் க�ொண்டொல் அ்தற்க�ொத்த தீர்வு�ள 

, , , , ,
3

4
3
7

3 3
2

3
10

g
r r r r r- - -  ஆகும்.
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(i)-இல் , , , , ,n 0 1 1 2 2 g= - -  எனக் க�ொண்டொல் அ்தற்க�ொத்த தீர்வு�ள 

, , , , ,
3 3

2
3

4
3
7

3
5
g

r r r r r- - -  ஆகும்.
இரணடு வைழி�ளிலும் நமக்கு ஓபர தீர்வு�ள கிற்டக்கினைன, ஆனொல் கவைவபவைறு 
வைரிறச க�ொண்டறவை. இந்த விவைொ்தததிலிருநது [0, 2p] அல்ேது [–p, p] எனை 
இற்டகவைளியில் எணணளவில் சிறிைற்த மு்தனறம தீர்வைொ� எடுக்�ேொம் 
என�து நிைொைப்�டுத்தப்�டுகிைது.

எடுத்துகட்ாட்்் க�ொதுத தீர்றவை �ொண�. (i) sec 2i = -    (ii) tan 3i =

தீர்வுப

(i) seci  = – 2

 seci  = – 2 cos
2
1

& i = -

 cosi  = , [ , ]cos 0da a r  இன க�ொதுத தீர்வு
 i  = ,n n2 Z! dr a   என நமக்குத க்தரியும்.

[ , ]0da r  எனைவைொறு cosa  = cos cos
2
1

3 3
2

r
r r- = - =` j

ஆ்தேொல் a  = 
3

2r

எனபவை க�ொதுத தீர்வு i  = ,n n2
3

2 Z! dr
r   ஆகும்.

(ii) tan 3i =

 tani  = tan3
3
r=

tan tani a= , ,
2 2

da
r r-` j இன க�ொதுத தீர்வு ,n n Zdi r a= +  என நமக்குத க்தரியும்.

எனபவை, க�ொதுத தீர்வு i  = ,n n
3

Zdr
r+   ஆகும்.

எடுத்துகட்ாட்ட் தீர்க்� cos sin3 2 2i i= .
தீர்வுப
 cos3 2i  = cos cos1

4
12 2&i i- =

 cos
2

2 1i +  = cos cos cos
4
1

2
2
1

3 3
2

& i r
r r= - = - =` `j j

 2i  = , ,n n n n2
3

2
3

Z Z&! d ! dr
r

i r
r=  

குறிப்tan 32i =  என எழுதித தீர்வு�ொண முைற்சி கசய�.

எடுத்துகட்ாட்ட் தீர்வு �ொண 3sin sin sinx x x5+ = .
தீர்வுப

 sin sinx x5+  = sin sin cos sinx x x x3 2 3 2 3& =

 ( )sin cosx x3 2 2 1-  = 0
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எனபவை,  sin x3 0=  அல்ேது cos x2
2
1=

3sin x 0=   எனில், 3x = ,n x
n
n

3
Z& dr

r=  ..... (i)

cos x2  = 
2
1   எனில், cos x2  = cos

3
r

 2x = ,n x n n2
3 6

Z&! ! dr
r

r
r=  ..... (ii)

(i) மற்றும் (ii) இலிருநது க�ொதுத தீர்வு x n
3
r=  அல்ேது  ,x n n

6
Z! dr

r=  ஆகும்.

எடுத்துகட்ாட்ட் தீர்வு �ொண� cos sin cos sinx x x x2 2+ = + .

தீர்வுப
 cos x + sin x = cos 2x + sin 2x 

 &  cos x – cos 2x = sin 2x – sin x

 sin sin
x x x x

2
2

2
2

2+ -` `j j = cos sin
x x x x

2
2

2
2

2+ -` `j j

 sin sin
x x

2
2
3

2
` `j j = cos sin

x x
2

2
3

2
` `j j

 sin sin cos
x x x
2 2

3
2
3-` ` `j j j8 B = 0

sin
x
2

0=` j  அல்ேது  sin cos
x x

2
3

2
3

0- =` `j j .

sin
x
2 0=b l   எனும்ப�ொது,   

,
x
n x n n

2
2 Z& !r r= =

    sin cos
x x

2
3

2
3

0- =b bl l  எனும்ப�ொது,

   tan tan
x

2
3

1
4
r= =` `j j

   &  x n
2
3

4
&r

r= +  ,x
n

n
3

2
6

Z!r r= +

எனபவை, க�ொதுத தீர்வு x n2 r=  அல்ேது ,x
n

n
3
2

6
Z!r r= +  ஆகும்.

குறிப்sin cosi i=  எனில், ( ) ,n n2 1
2

Zd!i
r+  எனபவை, 

cos
sin

1
i
i = .

எடுத்துகட்ாட்ட் sin sin9i i=  எனை சமன�ொட்ற்டத தீர்க்�.
தீர்வுப

 sin9i  = sin sin sin9 0&i i i- =

 cos sin2 5 4i i  = 0 Þ  cos5i  = 0  அல்ேது   sin4 0i =

cos5 0i =  எனும்ப�ொது ( )n5 2 1
2

i
r= +     

Þ ( ) ,n n2 1
10

Zdi
r= +

sin n4 0 4&i i r= =    
,

n
n

4
Z& di

r=

 எனபவை, க�ொடுக்�ப்�ட்்ட சமன�ொட்டின க�ொதுத தீர்வு ( ) , ,n
n
n2 1

10 4
Zdi

r
i

r= + =  ஆகும்.

XI_Maths_Ch3B_V-1_TM.indd   163 15-12-2021   13:55:39

www.tntextbooks.in



11ஆம் வகுப்பு கணிதவியல் 164

எடுத்துகட்ாட்ட் தீர்க்� tan cotx x2
3
r= - +` j .

தீர்வுப

் tan 2x = 
6

5
cot tan tanx x x

3 2 3
r r r r- + = + + = +` ` `j j j

 2x = , ,n x n x
n

n
6

5
2 6

5Z Z&! !r
r r r+ + = + = , ,n x n x

n
n

6
5

2 6
5Z Z&! !r

r r r+ + = +, ,n x n x
n

n
6

5
2 6

5Z Z&! !r
r r r+ + = + .

எடுத்துகட்ாடடட் தீர்க்�  sin x – 3 sin 2x + sin 3x = cos x – 3 cos 2x + cos 3x.

தீர்வுப

 sin x – 3 sin 2x + sin 3x = cos x – 3 cos 2x + cos 3x

 sin 3x + sin x – 3 sin 2x = cos 3x + cos x – 3 cos 2x

 2 sin 2x cos x – 3 sin 2x = 2 cos 2x cos x – 3 cos 2x

 (sin 2x – cos 2x) (2cos x – 3) = 0

எனபவை, sin 2x – cos 2x = 0 ஏகனனில்,  cosx2 3 0!-

 sin 2x = cos 2x ,tan x x
n

n2 1
2 8

Z& & d
r r= = + .

எடுத்துகட்ாடடட் தீர்க்� sin x + cos x = 1 + sin x cos x.

தீர்வுப

 sin x + cos x = t   என� 

 sin cosx x1 2& +  = sin cost x x
t
2
12

2
& =

-

எனபவை, க�ொடுக்�ப்�ட்்ட சமன�ொடு t t2 12 - +  = t0 1& =   என ஆகிைது.

எனபவை, sin x + cos x = 1

 sin cosx x2
2

1
2

1+c m = 1

 cos x2
4
r -` j = cos x1

4 2
1

&
r - =` j

எனபவை, நமக்குக் கிற்டப்�து,

 x
4
r-  = ,n n

4
2 Z! d

r
r+

 x = 2n
2
r

r+  அல்ேது ,x n n2 Zdr=

எடுத்துகட்ாடடட் தீர்க்� sin sinx x2 2 22 2+ = .
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தீர்வுப
 2 2sin sinx x2 2+  = ( )sin sin cosx x x2 2 2 22 2& + =

 ( )cos sinx x2 12 2 -  = 0

cos x = 0  அல்ேது  sin x
2
12 =

cosx 0=  ( ) ,x n n2 1
2

Z& d
r= + sin sinx

2
1

4
2 2 r= =  

&  ,x n n
4

Z! dr
r=  (எப்�டி)

எனபவை, க�ொதுத தீர்வு (2 1)x n
2
r= +  அல்ேது ,x n n

4
Z! dr

r= ஆகும்.

எடுத்துகட்ாடடா் a மற்றும் b எனை எந்த ஒரு மதிப்பிற்கும் 
sin cosa b a b a b2 2 2 2# #i i- + + +  என நிறுவு�.

தீர்வுப

் sin cosa bi i+  = sin cosa b
a b

a

a b

b2 2
2 2 2 2

i i+
+

+
+

; E

  = [ ]cos sin sin cosa b2 2 a i a i+ +

இங்கு, cosa  = , sin
a b

a

a b

b
2 2 2 2

a
+

=
+

  = ( )sina b2 2 a i+ +

எனபவை,  | |sin cosa b a b2 2#i i+ +

இவவைொைொ�,  sin cosa b a b a b2 2 2 2# #i i- + + +

எடுத்துகட்ாடட்் தீர்க்� sin cos3 2i i- = .

தீர்வுப
 sin cos3 i i-  = 2

இங்கு, ; ; ;a b c r a b1 3 2 22 2=- = = = + =

எனபவை க�ொடுக்�ப்�ட்்ட சமன�ொட்ற்டப் பினவைருமொறு மொற்றி எழு்தேொம்.

 sin cos
2
3

2
1

i i-  = 
2

1

 sin cos cos sin
6 6

i
r

i
r-  = sin

4
r

 sin
6

i
r-` j = sin

4
r

 
6

i
r-  = ( 1) ,n n

4
Zn! !r

r-

எனபவை, i  = ( ) ,n n
6

1
4

Zn! !r
r r+ -
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எடுத்துகட்ாடடட் தீர்க்� 3 1 1 0tan tan3 2i i+ - - =^ h .

தீர்வுப

் 1tan tan3 3 12i i+ - -^ h  = 0

 1tan tan tan3 32i i i+ - -  = 0

 tan tan3 1 1i i- +^ ^h h = 0

எனபவை, tan3 1 0i - =  அல்ேது  tan 1 0i + =

1 0tan3 i - =  எனில்,  

tan tan
3

1
6

i
r= =   

,n n
6

Z& di r
r= +  ..... (i)

tan 1 0i + =  எனில்,

1tan tan
4

i
r= - =

-` j

,n n
4

Z& di r
r= -     ..... (ii)

(i)  மற்றும் (ii) இலிருநது நமக்குப் க�ொதுத தீர்வு கிற்டக்கிைது.

்பயிற்சி்ாடட

 1. பினவைருவைனவைற்றுக்கு மு்தனறம தீர்வு மற்றும் க�ொதுத தீர்வு�றளக் �ொண�

  (i)  sin
2

1
i = -    (ii)  cot 3i =       (iii)  tan

3
1

i = -

 2. 0 3601# ic c எனை இற்டகவைளியில் இருக்கும் கீழ�ண்ட சமன�ொடு�ளுக்கு  சரிைொன 
தீர்வு�றளக் �ொண�.

  (i)  sin sinx x4 2=   (ii)  cos cosx x2 1 32 + = -  (iii)  sin sinx x2 1 32 + =

  (iv) cos sinx x2 1 3= -

 3. பின வைரும் சமன�ொடு�றளத தீர்க்�வும்
  (i)  3sin sin cosx x x5 - =  (ii) 2 3 3 0cos sin2i i+ - =

  (iii) cos cos cos3 2 2i i i+ =  (iv) sin sin sin3 5 0i i i+ + =

  (v) sin cos sin cos2 2 0i i i i- - + =  (vi) sin cos 2i i+ =

  (vii) sin cos3 1i i+ =  (viii) cot cosec 3i i+ =

  (ix) tan tan tan
3 3

2
3i i

r
i

r+ + + + =` `j j

  (x)cos2
4

5 1
i =

+  (xi) cos cosx x2 7 3 02 - + =
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ாடட்்மு்்துணுதின்்பண்ிதள்்(Properties்of்Triangle)்
A

A

c b

aB

B

C

C

படம் 3.17

ஒரு முக்ப�ொணத்தொல் வைடிவைறமக்�ப்�ட்்ட கசைல் முறை கூடிை 
�ைன�ொட்டு �ணக்கு�ளுக்குத தீர்வு �ொண�து முக்ப�ொணவிைலின 
ஒரு முக்கிைப் �ைன�ொ்டொகும். ஒரு முக்ப�ொணததின அறனததுப் 
�க்�ங்�றளயும் மற்றும் ப�ொணங்�றளயும் �ொண�து முக்ப�ொணதற்தத 
தீர்க்கும் வி்தமொ�க் குறிப்பி்டப்�டுகிைது. எந்தகவைொரு முக்ப�ொணததிலும் 
மூனறு �க்�ங்�ள மற்றும் மூனறு ப�ொணங்�றள ஒரு முக்ப�ொணததின 
அடிப்�ற்ட உறுப்பு�ள எனறு  அறழக்கிபைொம். ஒரு கசங்ப�ொண 
முக்ப�ொணததின தீர்வு �ொண�தில் பித்தொ�ரஸ் ப்தற்ைம் க�ரும் 
�ங்�ொற்றுகிைது. ஒரு கசங்ப�ொணம் அல்ேொ்த  முக்ப�ொணதற்தத 
தீர்ப்�தில் றசன மற்றும் க�ொறசன விதி�ள திைம்�்ட �ைன�டுத்தக்கூடிை 
முக்கிைமொன �ருவி�ள ஆகும்.  இப்பிரிவில் ஒரு முக்ப�ொணததின மூனறு 
�க்�ங்�ள மற்றும் மூனறு ப�ொணங்�ளுக்கிற்டபை உளள க்தொ்டர்பு�றள �ற்றி விவைொதிப்ப�ொம் மற்றும் 
றசன மற்றும் க�ொறசன விதி�றளத ்தருவிப்ப�ொம்.

குறியீடு : ஒரு முக்ப�ொணம் ABC  என�. ABCD  இன மூனறு முறன�ள , ,A B C  இன 
ப�ொணங்�ள , ,A B C  எனபை குறிக்�ப்�டுகிைது.  , ,A B C  ஆகிை ப�ொணங்�ளுக்கு 
எதிர் �க்�ங்�ள முறைபை , ,a b c  எனக் குறிக்�ப்�டுகினைன. D எனை குறியீடு 
முக்ப�ொணததின �ரப்ற�க் குறிக்கிைது.

ஒரு முக்ப�ொணததின மூனறு முறன�ளின வைழிைொ�ச் கசல்ேக்கூடிை வைட்்டதற்த அ்தன சுற்றுவைட்்டம் 
எனகிபைொம். சுற்று வைட்்டததின றமைம் மற்றும் ஆரம் R ஆகிைறவை முறைபை சுற்றுவைட்்ட றமைம் மற்றும் 
சுற்றுவைட்்ட ஆரம் எனப்�டும்.

குறிப் ABCD  இல், A B C r+ + =  மற்றும் , ,a b c b c a a c b> > >+ + +  ஆகும்.

சைன்்விதி்அல்லத்சைன்்சூுதிரம்்(Law்of்sine்or்sine்formula)

ாடடடடட்சைன்்விதி்(Law of sines)

ஒரு முக்ப�ொணததின ப�ொணங்�ளுக்கும் மற்றும் �க்�ங்�ளுக்கும் இற்டபை உளள க்தொ்டர்ப� 
றசன விதி ஆகும். ஓரு முக்ப�ொணதற்த தீர்க்�, பினவைரும் சூழலில் றசன விதிறை திைம்�்ட 
�ைன�டுத்தேொம்.

 (i) இரு�க்�ங்�ள மற்றும் ஒரு ப�ொணம் க�ொடுக்�ப்�ட்்டொல், க�ொடுக்�ப்�ட்்ட இரு 
�க்�ங்�ளுக்கிற்டபை உளள ப�ொணம் இதில் பசர்க்�ப்�்டவில்றே எனைொல் மற்றைை 
ப�ொணங்�றளக் �ொணேொம்.

 (ii) இரு ப�ொணங்�ள மற்றும் ஒரு �க்�ம் க�ொடுக்�ப்�ட்டு அது க�ொடுக்�ப்�ட்்ட  ஏப்தனுகமொரு 
ப�ொணததிற்கு எதிர்�க்�ம் எனைொல் மற்றைை �க்�ங்�றளக் �ொணேொம்.

்ேற்்றம்்ாடட்்(சைன்்விதி)
எந்த ஒரு முக்ப�ொணததிலும் �க்�ங்�ளின நீளங்�ள அவைற்றிற்கு எதிபர உளள ப�ொணங்�ளின 

றசன மதிப்பிற்கு பநர் விகி்தததில் இருக்கும்.  இங்கு, ABCD  இல், 
sin sin sinA
a

B
b

C
c

R2= = = , இங்கு, 
R  என�து முக்ப�ொணததின சுற்றுவைட்்ட ஆரம்  ஆகும்.
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நிரூ�ணம் :
ABCD இல் A எனை ப�ொணம் குறுங்ப�ொணமொ�பவைொ அல்ேது கசங்ப�ொணமொ�பவைொ அல்ேது 

விரிப�ொணமொ�பவைொ இருக்�ேொம். இங்கு O என�து ABCD -இன சுற்றுவைட்்ட றமைம் எனவும் மற்றும் 
R என�து ஆரம் எனவும் க�ொளபவைொம்.

D
A

A
A

A 

CB

c
O

a

R

R B

A

A = 90°

C

c

O

b
a

RR

B

A
A

A 

D180°-A

Cc

O

b
a

R

R

ஒ� ���ேகாண� ஒ� ��ேகாண�

படம் 3.18
நிறே I 
A+ , ஒரு குறுங்ப�ொணம்

BO ஐ நீட்டும்ப�ொது வைட்்டததின மீது D எனை புளளிறை சநதிக்கினைது.

 BDC+  = BAC A+ =

 BCD+  = 90°

 sin BDC+  = 
BD
BC  அல்ேது sin

sin
A

R
a

A
a

R
2

2&= =

நிறே II
A+ , ஒரு கசங்ப�ொணம்

இநநிறேயில் O என�து ABCD  இல் உளள BC -இன �க்�ம் மீது  அறமயும்.

இங்கு,  
sinA
a  = 

sin sin
BC R

R
A
a

R
90 1

2
2 2&= = =

c

நிறே III
A+ , ஒரு விரிப�ொணம். 

BO ஐ நீட்டும்ப�ொது வைட்்டததில் D எனை புளளிறைச் சநதிக்கினைது.

 BDC BAC+ ++  = 180°

 BDC+  = BAC A180 180+- = -c c

 BCD+  = 90°

 sin BDC+  = 
BD
BC   அல்ேது

  ( )sin sin
sin

A A
R
a

A
a

R180
2

2&- = = =c

ஒவகவைொரு நிறேயிலும், 
sinA
a

R2=  எனக் கிற்டக்கிைது.
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இற்தப்ப�ொனறு ப�ொணங்�ள B மற்றும் C ஆகிைவைற்றைக் �ருததில் க�ொண்டொல், 
sinB
b

R2=    
மற்றும் 

sinC
c

R2=  என�னவைற்றை நிரூபிக்�ேொம்.

எனபவை,  
sinA
a  = 

sin sinB
b

C
c

R2= =

குறிப்  (i) றசன விதிறை மூனறு சமன�ொடு�ளின க்தொகுப்�ொ�  எழு்தேொம். 
; ;

sin
sin

sin
sin

sin
sin

b
a

B
A
c
a

C
A
c
b

C
B= = =  ;

 (ii) றசன விதியின�டி ஒரு முக்ப�ொணததின �க்�ங்�ள அறவை�ளுக்கு எதிபர 
உளள ப�ொணங்�ளின றசன மதிப்பிற்கு பநர்விகி்தததில் அறமயும்.

 (iii) ஒரு முக்ப�ொணததின இரு �க்�ங்�ளும் அவைற்றிற்கிற்டப்�ட்்ட ப�ொணமும் 
க�ொடுக்�ப்�ட்டிருந்தொல் றசன விதிறைப் �ைன�டுததி முக்ப�ொணததின 
தீர்வு �ொண இைேொது.

 (iv) ஒரு முக்ப�ொணததின மி�ப்க�ரிை �க்�ம், மி�ப்க�ரிை ப�ொணததிற்கு 
எதிபர அறமயும் என�து றசன விதியின சுவைொரஸ்ைமொன வைடிவை�ணி்த 
விறளவைொகும். (நிரூபி)

்ேறபியரின்்சூுதிரம்்
்ேற்்றம்்ாடட
ABCD  இல் 

(i) tan
A B

2
-  = cot

a b
a b C

2+
-

(ii) tan
B C

2
-  = cot

b c
b c A

2+
-

(iii) tan
C A

2
-  = cot

c a
c a B

2+
-

நிரூபணம்்ப
றசன சூததிரம் 

sinA
a  = 

sin sinB
b

C
c

R2= =    என�து நமக்குத க்தரியும்

இங்கு,  cot
a b
a b C

2+
-  = 

sin sin
sin sin

cot
R A R B
R A R B C

2 2
2 2

2+
-

  = 
sin sin
sin sin

cot
A B
A B C

2+
-

  = 
sin cos

cos sin
cot

A B A B

A B A B
C

2
2 2

2
2 2

2+ -

+ -

  = cot tan cot
A B A B C

2 2 2
+ -

  = cot tan cot
C A B C

90
2 2 2

-
-

c` j

  = tan tan cot tan
C A B C A B
2 2 2 2

-
=

-

இப்தப�ொனறு, மற்ை இரு சூததிரங்�றளயும் நிரூபிக்�ேொம்.
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ாடடடட்கதுசைன்்விதி்(Law்of்Cosines)்

படம் 3.19

A

c b

D aB C

ஒரு முக்ப�ொணததின இரணடு �க்�ங்�ளும் அவைற்றிற்டப்�ட்்ட 
ப�ொணமும் அல்ேது முக்ப�ொணததின மூனறு �க்�ங்�ள க�ொடுக்�ப் 
�ட்டிருந்தொல் றசன விதிறைப்�ைன�டுததி அம்முக்ப�ொணதற்தத 
தீர்க்� இைேொது. அச்சமைங்�ளில் க�ொறசன விதிறைப் �ைன�டுததி 
முக்ப�ொணததின தீர்றவைக் �ொணேொம். பமலும், இது இரணடு �க்�ங்�ளும் 
மற்றும் இற்டப்�ட்்ட ப�ொணமும் க�ொடுக்�ப்�ட்்டொல் முக்ப�ொணததின 
�ரப்ற�க் �ொணும் சூததிரதற்த வைருவிக்�ப் �ைன�டுகிைது.

்ேற்்றம்்ாடா்(கதுசைன்்விதி)
ABCD  இல், 

cosA  = ; ;cos cos
bc

b c a
B

ca
c a b

C
ab

a b c
2 2 2

2 2 2 2 2 2 2 2 2+ -
=

+ -
=

+ -

நிரூ�ணம் :
ABCD  இல் AD BC=  என வைறர�.
ABDD  இல்  AB AD BD c AD BD2 2 2 2 2 2&= + = + .
ABCD  இன உறுப்பு�ளின மூேம் AD மற்றும் BD இன மதிப்பு�றளக் �ொணேொம்.

 
AC
AD  = sin sinC AD b C& =

 BD  = cosBC DC a b C- = -

 c2  = ( ) ( )sin cosb C a b C2 2+ -

  = sin cos cosb C a b C ab C22 2 2 2 2+ + -

  = ( )sin cos cosa b C C ab C22 2 2 2+ + -

  = cosa b ab C22 2+ -

எனவே, c2  = cosa b ab C22 2+ -  அல்லது  cosC
ab

a b c
2

2 2 2
=

+ -

இப்தப�ொனறு, மற்ை இரு சூததிரங்�றளயும் நிரூபிக்�ேொம்.  அறவைைொவைன,

a2  = cosb c bc A22 2+ -  அல்லது cosA
bc

b c a
2

2 2 2
=

+ -

b2  = cosc a ca B22 2+ -  அல்லது cosB
ca

c a b
2

2 2 2
=

+ -

குறிப்  (i) cosa b c bc A22 2 2= + -  என�து ஒரு முக்ப�ொணததின ஒரு �க்�ததின 
வைர்க்�ம் மற்ை இரணடு �க்�ங்�ளின வைர்க்�ங்�ளின கூடு்தலிலிருநது 
அறவை�ளின க�ருக்�ட்�ேனின இரும்டங்ற� அவவிரு �க்�ங்�ளுக்கு 
இற்டப்�ட்்ட ப�ொணததின க�ொறசன மதிப்ப�ொடு க�ருக்�க் கிற்டக்கும் 
மதிப்ற�க் �ழிக்�க் கிற்டக்கும் மதிப்புக்குச் சமம். பமலும் a, b, c ஆகிை 
எழுததுக்�றள ஒரு சூததிரததில் சுழற்றும் ப�ொது  மற்கைொரு சூததிரம் 
கிற்டக்�ப் க�றுகிைது.
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 (ii) ஒரு கசங்ப�ொண முக்ப�ொணததிற்கு க�ொறசன விதிறை எழுதும்ப�ொது அது 
பித்தொ�ரஸ் ப்தற்ைமொ�க் குறைகிைது.  எனபவை, க�ொறசன விதிறைப் பித்தொ�ரஸ் 
ப்தற்ைததின க�ொதுறமைொக்�ப்�ட்்ட ப்தற்ைமொ�க் �ொர்க்�ேொம்.

 (iii) குறுங்ப�ொணம் மற்றும் விரிப�ொணம் ஆகிைவைற்றில் க�ொறசன சொர்பு�ள 
றசன சொர்ற�ப் ப�ொல் அல்ேொமல் விததிைொசமொனறவை என�்தொல் றசன 
விதிபைொடு ஒப்பிடும்ப�ொது க�ொறசன விதிறைப் �ைன�டுததுவைது �ைனுளள்தொ� 
இருக்கும். ப�ொணததின க�ொறசன மதிப்பு மிற� எனில் அது குறுங்ப�ொணம் 
இல்றேபைல் அது விரிப�ொணம் ஆகும்.

 (iv) க�ொறசன விதியின க�ொருள : பநர்வைழித்த்டம் குறைந்த தூரதற்தயுற்டைது.  
இ்தன விளக்�ம் பினவைருமொறு. 

  ABCD  இல், cosc a b ab C22 2 2= + - , cosC 1<-  என�திலிருநது நமக்கு   
c a b ab2<2 2 2+ +  என கிற்டக்கிைது.  எனபவை, c a b< + . ஆ�பவை, ABCD  
இல், , ,a b c b c a c a b< < <+ + +  எனக் கிற்டக்கிைது. 

 (v) க�ொறசன விதிறைப் �ைன�டுததும் ப�ொது மு்தலில்  அறிைப்�்டொ்த அளவீட்டில் 
க�ரிை ப�ொணதற்தக் �ண்டறிவைது உத்தமம். இப்�டிகைொரு  ப�ொணம் 
இருக்குபமைொனொல் அது முக்ப�ொணததின விரிப�ொணம் ஆகும்.

ாடடடாட்வீழல்சூுதிரம்்(Projection்Formula)

ப்தற்ைம் 3.4
ABCD  இல் நமக்குக் கிற்டப்�து,

(i) cos cosa b C c B= +  (ii) cos cosb c A a C= +   (iii) cos cosc a B b A= +

நிரூ�ணம் : 

படம் 3.20

A

c b

D a

h

B C

ABCD  இல் நமக்குக் கிற்டப்�து,  a BC=

AD BC=  ஐ வைறர�.

 a  = BC BD DC= +

  = 
AB
BD
AB

AC
DC
AC+

  = ( ) ( )cos cosB c C b+

 a  = cos cosb C c B+

இப்தப�ொல், மற்ை இரு வீழல் சூததிரங்�றளயும் நிரூபிக்�ேொம்.

குறிப் a = b cos C + c cos B என�து, a = a இன மீது b இன வீழல் + a இன மீது c 
இன வீழல் ஆகும். எனபவை, ஒரு முக்ப�ொணததின ஒரு �க்�ததின நீளம் 
அ்தன மீது மற்ை இரு �க்�ங்�ளின வீழல்�ளின கூடு்தலுக்குச் சமம்.
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ாடடட்்மு்்துணுதின்்பரறபளவு்(Area்of்the்triangle)்

படம் 3.21

A

c b

D aB C

விரிப�ொண முக்ப�ொணததின சிே உறுப்பு�ள மற்றும் றசன சொர்பு 
ஆகிைவைற்றைப் �ைன�டுததி முக்ப�ொணததின �ரப்�ளறவைக் �ொணேொம். 
அடிப்�க்�ம் b மற்றும் உைரம் h-ஐ க�ொண்ட ஒரு முக்ப�ொணததின 
�ரப்�ளறவை �ொணும் சூததிரம் bh

2
1  என�ற்த நொம் நிறனவூட்டுபவைொம்.

வி ரி ப � ொ ண  மு க் ப � ொ ண த தி ல்  � ர ப் � ள வு  சூ த தி ர த ற ்த ப் 
�ைன�டுததுவை்தற்கு முன உைரம்  h-ன மதிப்ற� நொம் �ொணபவைணடும்.

ப்தற்ைம் 3.5
ABCD  இல், முக்ப�ொணததின �ரப்பு 

D  =  sin sin sinab C bc A ac B
2
1

2
1

2
1= =

நிரூ�ணம் :
ABCD  இல், AD BC=  என வைறர�.

ADCD  இல்,  sin sin
AC
AD

C AD b C&= =

எனபவை,  
2
1

D =  × அடிப்�க்�ம் × உைரம் sinab C
2
1=

இப்த முறையில் மற்ை இரணடு முடிவு�றளக் நிருபிக்�ேொம்.

குறிப்  (i) விரிப�ொண முக்ப�ொணததின �ரப்�ளவு �ொணும் சூததிரம் கூறுவைது 
ைொக்தனில் இரணடு �க்�ங்�ளின நீளங்�ள மற்றும் அவைற்றிற்கு 
இற்டப்�ட்்ட ப�ொணததின றசன மதிப்பு ஆகிைவைற்றின க�ருக்�ட்�ேனில் 
�ொதிைொகும். 

படம் 3.22

B
D

AO

θ

r

வ�ட����
 (ii) வை ட் ்ட த து ண டி ன  � ர ப் � ள ற வை க்  � ொ ண 

முக்ப�ொணததின �ரப்�ளவு சூததிரம் �ைன�டுகிைது. 
வைட்்டததுணடு என�து ஒரு நொணிற்கும் அது 
கவைட்டும் வில்லிற்கும் இற்டப்�ட்்ட �குதி ஆகும்.

  r என�து வைட்்டததின ஆரம் மற்றும் q என�து 
வைட்்டநொண AB றமைததில் ்தொங்கு ப�ொணம் என�.  

  வைட்்டததுணடு ABD இன �ரப்பு = வைட்்டக் ப�ொணப் �குதியின �ரப்பு OABD-  
இன �ரப்பு

      sinr r
2
1

2
12 2i i= -    ( )sinr

2
1 2 i i= -

 (iii) ஒரு கசங்ப�ொண முக்ப�ொணததின �ரப்பு �ொணும் சூததிரததின 
க�ொதுறமைொக்�ப்�ட்்ட சூததிரமொ� முக்ப�ொணததின �ரப்�ளவு �ொணும் 
சூததிரதற்தப் �ொர்க்�ேொம்.

 (iv) பமற்�ண்ட சூததிரததிலிருநது, முக்ப�ொணங்�ளின �ரப்�ளறவைக் 
�ொண�்தற்கு மூனைொவைது �க்�ததின அளவு ப்தறவையில்றே எனத 
க்தளிவைொகிைது.  பமலும், ஒரு முக்ப�ொணததின �ரப்�ளறவைக் �ொண 
அ்தனுற்டை உைரதற்தக் �ொண பவைணடிை அவைசிைமில்றே.
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எடுத்துகட்ாடடட் B

4

4

4

D

AO

θ

r

வ�ட����

படம் 3.23

8 கி.மீ.  விட்்டமுளள வைட்்ட வைடிவை மிரு�க்�ொட்சி பூங்�ொ ஒனறை அறமக்� 
அரசு திட்்டமிடுகிைது. �ொல்நற்ட மருததுவைமறன அறமக்� 4 கி.மீ. 
நிளமுற்டை வைட்்ட நொண க�ொண்ட வைட்்டததுணடு ்தனிைொ� 
ஒதுக்�ப்�டுகிைது. �ொல்நற்ட மருததுவைமறன அறமக்� ஒதுக்�ப்�ட்்ட 
வைட்்டததுணடின �ரப்ற�க் �ொண�.

தீர்வுப
O ஐ றமைமொ�க் க�ொண்ட வைட்்டததின நொண AB என�.
AOB+ i=  என�.

வைட்்டததுணடின �ரப்பு  =  வைட்்டக் ப�ொணப் �குதியின �ரப்பு OABD-  இன �ரப்பு 

  = sinr r
2
1

2
12 2i i-

  = sin
2
1

42# i i-` j6 @ = sin8 i i-6 @    ..... (i)

ஆனால, cosi  = 
( )( )2 4 4

4 4 4
2
12 2 2+ -

=

 ` i  = 
3
r

(i) இலிருநது �ொல்நற்ட மருததுவைமறனக்கு ஒதுக்�ப்�ட்்ட வைட்்டததுணடின �ரப்பு 
               = 8 

3 2
3r -c m = ( )

3
4

2 3 3r -  மீ2 ஆகும்.

ாடடடடட்அசர்துண்சூுதிரஙதள்்(Half-Angle்Formula)

ப்தற்ைம் 3.6
ABCD  இல்,

(i) sin
A
2

 = ( )( )
bc

s b s c- -

(ii) cos
A
2

 = ( )
bc

s s a-

(iii) tan
A
2

 = 
( )

( )( )
s s a
s b s c

-
- -  

இங்கு, s என�து ABCD  இன அறர சுற்ைளவு, அ்தொவைது s a b c
2

=
+ + .

நிரூ�ணம் :

(i) sin A
2

 = sin
cosA A

bc
b c a

2 2
1

2
1

1
2

2
2 2 2

+ =
-

= -
+ -c m

  = ( )
bc

bc b c a
bc

a b c
4

2
4

2 2 2 2 2- - +
=

- -

  = ( )( ) ( )( )
bc

a b c a b c
bc

a b c c a b c b
4 4

2 2+ - - +
=

+ + - + + -

  = ( )( )
bc

s b s c
4

2 2 2 2- -  = ( )( )
bc

s b s c- -
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       எனபவை,  sin A
2

 = ( )( )
bc

s b s c- -

இப்த ப�ொனறு மற்ை இரு முடிவு�றளயும் நிருபிக்�ேொம்.

குறிப் மற்ை அறரக்ப�ொண சூததிரங்�ள

 sin
B
2

 = ( )( )
,

ac
s c s a- -   ( )( )

sin
C

ab
s a s b

2
=

- -

 cos
B
2

 = ( )
;

ac
s s b-      ( )

cos
C

ab
s s c

2
=

-

 tan
B
2

 = 
( )

( )( )
,

s s b
s a s c

-
- -  

( )
( )( )

tan
C

s s c
s a s b

2
=

-
- -

கிறளதப்தற்ைம் :
 sinA  = ( )( ) ( )

sin cos
A A

bc
s b s c

bc
s s a

2
2 2

2=
- - -

 sinA  = ( )( )( )
bc
s s a s b s c

2 - - -

மு்்துணுதின்்பரறி்–்ஹிருன்ஸ்்சூுதிரம்்(Area்of்Triangle்-்Heron’s்Formula)

கிபரக்�ப் க�ொறிைொளர் மற்றும் �ணி்தபமற்தைொன அேக்சொநதிரிைொவின ஹீபரொ (கிபி 10-70) இன 
க�ொருட்டு இந்தச் சூததிரததிற்கு ஹீரொனஸ் சூததிரம் எனப் க�ைர் சூட்்டப்�ட்டுளளது. மூனறு �க்�ங்�ளின 
நீளங்�ள க�ொடுக்�ப்�டும்ப�ொது மட்டும் இச்சூததிரம் �ைன�டுகிைது.

ப்தற்ைம் 3.7
ABCD  இல் ( )( )( )s s a s b s cD = - - -  இங்கு S என�து ABCD  அறரச் சுற்ைளவைொகும்.

நிரூ�ணம் :
 D  = sin sin cosab C ab

C C
2
1

2
1

2
2 2

= ` j

  = ( )( ) ( )
( )( )( )ab

ab
s a s b

ab
s s c

s s a s b s c
- - -

= - - -  

குறிப்  (i) ஒரு கசங்ப�ொண முக்ப�ொணததிற்கு ஹீரொனஸ் சூததிரதற்தப் 
�ைன�டுததிப் பித்தொ�ரஸ் ப்தற்ைதற்த நிறுவைேொம். இ்தன மறு்தறேைொ�ச் 
கசங்ப�ொண முக்ப�ொணததிற்கு, பி்தொ�ரஸ் ப்தற்ைதற்தப் �ைன�டுததி 
ஹீரொனஸ் �ரப்புச் சூததிரதற்த நிறுவைேொம்.

 (ii) ஒரு முக்ப�ொணததின �ரப்பு ஒரு முழு எண எனில், அ்தன முழு எண 
நீளங்�றளக்  க�ொண்ட �க்�ங்�றள ஹீரொனஸ் சூததிரதற்தப் �ைன�டுததி 
�ண்டறிைேொம்.

 (iii) முக்ப�ொணததின சுற்ைளவு நிர்ணயிக்�ப்�ட்்டொல் ஹீரொனஸ் சூததிரதற்தப் 
�ைன�டுததி முக்ப�ொணததின முழுஎண �ரப்�ளவு மற்றும் முழுஎண  
�க்�ங்�றளக் �ொணேொம். 

  எடுததுக்�ொட்்டொ�, ஒரு முக்ப�ொணததின சுற்ைளவு 100 மீ எனில், 32 மீ,  
34 மீ, 34 மீ எனும் �க்�ங்�ளும் மற்றும் 480 மீ2 �ரப்�ளவுற்டை முக்ப�ொணம் 
ஒனறு கிற்டக்கும்.  

XI_Maths_Ch3B_V-1_TM.indd   174 15-12-2021   13:55:53

www.tntextbooks.in



முக்கோணவியல்175

எடுத்துகட்ாடடட் ABCD  இல், sin sin sinb C c B bc A2 2 22 2+ =  என நிறுவு�.

தீர்வுப

 
sinA
a  = 

sin sinB
b

C
c

R2= =  என�து றசன சூததிரம்.
எனவே,   2 ; 2 ; 2sin sin sina R A b R B c R C= = =

 sin sinb C c B2 22 2+  = sin sin sin sinR B C R C B4 2 4 22 2 2 2+

  = ( )sin sin cos sin sin cosR B C C C B B4 2 22 2 2+

  = 8 ( )sin sin sin cos sin cosR B C B C C B2 +

  = ( )sin sin sinR B C B C8 2 +

  = ( )sin sin sin sin sin sinR B C A R B C A8 82 2r - =

  = sin sinR
R
b

R
c

A bc A8
2 2

22 =` `j j

எடுத்துகட்ாடடட் ABCD  இல், sin cos
B C

a
b c A

2 2
-

=
-` j   என நிறுவு�.

தீர்வுப

 
sinA
a  = 

sin sinB
b

C
c

R2= =  என�து றசன சூததிரம்.

 cos
a
b c A

2
-  = 

sin
sin sin

cos
R A

R B R C A
2

2 2
2

-

  = 
sin cos

sin cos
cos

A A

B C B C
A

2
2 2

2
2 2

2

- +` `j j

  = 
sin

sin cos

A

B C A

2

2
90

2
-

-c` `j j

  = 
sin

sin sin

A

B C A

2

2 2
-

`
` `

j
j j

 = sin B C
2
-` j

எடுத்துகட்ாடடட் ஒரு முக்ப�ொணததின மூனறு ப�ொணங்�ளின விகி்தங்�ள 1 : 2 : 3 எனில் 
அ்தன �க்�ங்�ளின விகி்தங்�ள  : :1 3 2  என நிறுவு�.
தீர்வுப

முக்ப�ொணததின ப�ொணங்�ள , ,2 3i i i  என�.

எனவே,   2 3i i i+ +  = 180°

ஆ�பவை,  i  = 30°
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sinA
a  = 

sin sinB
b

C
c

R2= =  எனை றசன சூததிரதற்தப் �ைன�டுததி,

 
sin
a
30c

 = 
sin sin
b c
60 90

=
c c

  என நமக்குக் கிற்டக்கிைது,

 : :a b c&  = sin 30° : sin 60° : sin 90°

  = : : : :
2
1

2
3

1 1 3 2=

எடுத்துகட்ாடடட் ABCD  இல், ( ) ( ) ( )cos cos cosb c A c a B a b C a b c+ + + + + = + +  என 
நிறுவு�.
தீர்வுப

 இ்டப்�க்�ம்  = cos cos cos cos cos cosb A c A c B a B a C b C+ + + + +

  = cos cos cos cos cos cosb C c B c A a C b A a B+ + + + +

  = a b c+ +  (வீழல் சூததிரததின மூேம்)

எடுத்துகட்ாடடட் ABCD  இல், 
( )
( )

cos cos
cos cos

a c

a b
A C B
A B C

1
1

2 2

2 2

+

+
=
+ -
+ -  என நிறுவு�.

தீர்வுப

 
sinA
a  = 

sin sinB
b

C
c

R2= =  என�து றசன சூததிரம்.

 இ்டப்�க்�ம்  = 
( ) ( )

( ) ( )

sin sin

sin sin

a c

a b

R A R C

R A R B

2 2

2 2
2 2

2 2

2 2

2 2

+

+
=

+

+

  = 
sin sin

sin sin

cos sin

cos sin

A C

A B

A C

A B

1

1
2 2

2 2

2 2

2 2

+

+
=

- +

- +

  = 
( )

( )
( ) ( )
( ) ( )

cos sin

cos sin
cos cos
cos cos

A C

A B
A C A C
A B A B

1

1
1
1

2 2

2 2

- -

- -
=

- + -
- + -

  = 
( )
( )

cos cos
cos cos
A C B
A B C

1
1

+ -
+ -

எடுத்துகட்ாடடட் ABCD  இல்,  றசன விதியிலிருநது க�ொறசன விதிறை வைருவி.
தீர்வுப
 

sinA
a  = 

sin sinB
b

C
c

R2= =  என�து றசன சூததிரம்.

 
bc

b c a
2

2 2 2+ -  = 
( )( )

( ) ( ) ( )
sin sin

sin sin sin
R B R C

R B R C R A
2 2 2

2 2 22 2 2+ -

  = ( ) ( )
sin sin

sin sin sin
B C

B C A C A
2

2 + + -

  = [ ( )]
sin sin

sin sin sin
B C

B B C A
2

+ -
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  = ( ) ( )
sin

sin sin
cos

C
C A C A

A
2

+ + -
=

எனபவை,  cosA  = 
bc

b c a
2

2 2 2+ -

இப்த ப�ொல் மற்ை இரணடு க�ொறசன சூததிரங்�றள வைருவிக்�ேொம்.

எடுத்துகட்ாடடா் ஹீரொனஸ் சூததிரதற்தப் �ைன�டுததி எந்த ஒரு நிறேைொன சுற்ைளவுக்கும் 
சம�க்� முக்ப�ொணம் ஒரு மீப்க�ரு �ரப்�ளறவைக் க�ொணடிருக்கும் எனக் �ொணபி. 
(குறிப்பு: xyz k#  இல், x y z= = எனறிருக்கும்ப�ொது மீப்க�ரு மதிப்பு கிற்டக்கும்).

தீர்வுப
ABCD  இன நிறேைொன சுற்ைளவு 2s என�. எனபவை,  s ஒரு மொறிலி ஆகும். 

 D  = ( )( )( )s s a s b s c- - -  என�து நமக்குத க்தரியும்
( )( )( )s a s b s c- - -  என�து மீப்க�ரு மதிப்�ொ� இருக்கும்ப�ொது, D -ம் மீப்க�ரு மதிப்�ொ� இருக்கும் 
என �வைனிக்�.

 ( )( )( )s a s b s c- - -  #  ( ) ( ) ( )s a s b s c s
3 27

3 3- + - + -
=c m     [GM < AM என�்தொல்]

எனபவை, ( )( )( )s a s b s c- - -  #  s
27

3
 எனக் கிற்டக்கிைது.

s a s b s c- = - = -  எனும் ப�ொது,  பமபே உளள அசமன�ொடு சமன�ொ்டொகும். 

a b c= =  ஆ� இருக்கும்ப�ொது, ( )( )( )s a s b s c- - -  இன மீப்க�ரு மதிப்பு s
27

3
 ஆ� இருக்கும்.

எனபவை, a b c= =  ஆ� இருக்கும்ப�ொது, s2  எனை நிறேைொன சுற்ைளவு உற்டை 
முக்ப�ொணததின �ரப்பு மீப்க�ரு மதிப்�ொகும். 
ஆ�பவை, நிறேைொன சுற்ைளவு உற்டை சம�க்� முக்ப�ொணததின �ரப்பு மீப்க�ரு மதிப்�ொகும். 

இந்த மீப்க�ரு மதிப்�ொனது, D  = ( )s s s
27 3 3

3 2
=  சதுர அேகு�ள ஆகும்.

்பயிற்சி்ாடட

 1. ABCD  இல் 
( )
( )

sin
sin

sin
sin

C
A

B C
A B

=
-
-  எனில், , ,a b c2 2 2  ஆகிைறவை ஒரு கூட்டுத க்தொ்டர் 

வைரிறசயில் அறமயும் என நிறுவு�. 
 2. ABCD  இன ப�ொணங்�ள ஒரு கூட்டுத க்தொ்டர் வைரிறசயில் அறமயும், மற்றும் : :b c 3 2=   

எனில், A+  ஐக் �ொண�.

 3. ABCD  இல் cos
sin

sin
C

B
A

2
=  எனில், அது ஒரு இருசம�க்� முக்ப�ொணம் எனக் �ொணபி.

 4. ABCD  இல் 
sin
sin

cos
cos

C
B

b a C
c a B=

-
-  என நிறுவு�.

 5. ABCD  இல் cos cos cos sin sina A b B c C a B C2+ + =  என நிறுவு�.
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 6. ABCD  இல் A 60+ = c எனில்  cosb c a
B C

2
2

+ =
-` j என நிறுவு�.

 7. ABCD  இல் பினவைருவைனவைற்றை நிறுவு�.

  (i)  ( )sin sina
A
B b c

A
2 2
+ = +` j  (ii)  ( ) ( )cos cos sina B C b c

A
2

2
2+ = +

  (iii)  
( )
( )

sin
sin

b

a c
A C
A C

2

2 2-
=

+
-

  (iv)  ( ) ( ) ( )sin sin sin

b c

a B C

c a

b C A

a b

c A B
2 2 2 2 2 2-

-
=

-

-
=

-

-

  (v)  tan cot
a b
a b A B A B

2 2-
+
=

+ -` `j j

 8. ABCD  இல் ( ) ( )tan tana b c B a b c C2 2 2 2 2 2- + = + -  என நிறுவு�.

 9. ஒரு கிரொமததில் ஒரு க�ொறிைொளர் 120 மீ சுற்ைளவுளள முக்ப�ொண வைடிவை  பூங்�ொறவை 
வைடிவைறமக்� முறனகிைொர்.  பூங்�ொவின �ரப்பு அதி��ட்சமொ� இருக்கும்�டி 
அறமக்�ப்�டும்ப�ொது அ்தன �க்� அளவு�றளக் �ொண�.

 10. 12 மீ நீளமுளள ஒரு �யிறு க�ொடுக்�ப்�ட்டு அற்தக் க�ொணடு அதி��ட்சப் �ரப்புற்டை 
முக்ப�ொணம் அறமக்�ப்�ட்்டொல் அ்தன �க்� அளவு�றளக் �ொண�.

 11. (i) றசன விதி  (ii) க�ொறசன விதி ஆகிைறவை�றளப் �ைன�டுததி வீழல் சூததிரதற்த 
வைருவி.

ாடட்்மு்்துணுதின்்பயன்புடதள்்(Application்to்triangle)

�ட்டி்டக்�றே மற்றும் க�ொறியிைலில் எங்க�ல்ேொம் உறுதிைொன �ட்்டறமப்பு�ள  ப்தறவைப்�டுகிைப்தொ 
அங்க�ல்ேொம் முக்ப�ொணங்�ள துறணபுரிகினைன. �ட்்டறமப்புக்குத ப்தறவைைொன முக்ப�ொணங்�ளின 
ப�ொணங்�றளக் �ண்டறிை முக்ப�ொணவிைல் க�ரிதும் �ைன�டுகிைது. �ட்டி்டக் �றேஞர்�ள 
வைறளவுக் �ட்்டறமப்பு�றள அறமப்�்தற்கு முக்ப�ொணவிைல் �ைன�டுகிைது.  ஒரு கசங்ப�ொண 
முக்ப�ொணம் குறைந்தது ஒரு �க்�தது்டன �-� மற்றும் �-ப�ொ அறமப்பில் க�ொடுக்�ப்�ட்டிருந்தொல் 
அ்தன மற்ை உறுப்பு�றளக் �ொணேொம். ஆனொல் விரிப�ொண முக்ப�ொணததின தீர்வு �ொண ஒரு 
�க்�ம் உட்�்ட மூனறு உறுப்பு�ள ப்தறவை குறைந்தது  ஒரு �க்� அளவு்டன மூனறு உறுப்பு�ள 
க�ொடுக்�ப்�ட்்டொல் றசன விதி, க�ொறசன விதி மற்றும் வீழல் சூததிரம் ஆகிைவைற்றைப் �ைன�டுததி 
மற்ை மூனறு உறுப்பு�றளயும் �ொணேொம்.

தீர்வு �ொண விதி�ள
 z ஒரு கசங்ப�ொண முக்ப�ொணததில் இரணடு �க்�ங்�ள க�ொடுக்�ப்�ட்டிருந்தொல் 

பித்தொ�ரஸ் ப்தற்ைதற்தப் �ைன�டுததி  மூனைொம் �க்�தற்தக் �ொணேொம். பமலும், ஒரு 
கசங்ப�ொண முக்ப�ொணததில் உளள குறுங்ப�ொணங்�ள நிரப்பு ப�ொணங்�ள எனை 
�ருததின�டி, ஒரு குறுங்ப�ொணம் மற்கைொரு குறுங்ப�ொணதற்தத தீர்மொனிக்கும்.

 z முக்ப�ொணததின மூனறு �க்�ங்�ள க�ொடுக்�ப்�ட்டிருந்தொல் க�ொறசன விதி அல்ேது 
அறரப�ொண சூததிரங்�றளப் �ைன�டுததி அ்தன ப�ொணங்�றளக் �ொணேொம்.
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 z ஏப்தனும் இரு ப�ொணங்�ள மற்றும் அவைற்றிற்கு எதிரொ� உளள ஏப்தனும் ஒரு �க்�ம் 
க�ொடுக்��ட்டிருந்தொல் றசன சூததிரதற்தப் �ைன�டுததி மற்ை �க்�ங்�றளக் 
�ணக்கி்டேொம்.

 z ஒரு முக்ப�ொணததின  ஏப்தனும் இரு �க்�ங்�ளும் அ்தற்கு இற்டப்�ட்்டக் ப�ொணமும் 
க�ொடுக்�ப்�ட்்டொல் றசன விதிறைப் �ைன�டுத்த இைேொது. அ்தற்குப் �திேொ�க் 
க�ொறசன விதிறைப் �ைன�டுததி முக்ப�ொணததின மற்ை �க்�ங்�ள மற்றும் மற்ை 
ப�ொணங்�றளக் �ணக்கி்டேொம். இநநிறேயில் நமக்குத ்தனிதக்தொரு முக்ப�ொணம் 
கிற்டக்கும்.

 z விரிப�ொண முக்ப�ொணதற்த அறனதது முறை�ளிலும் தீர்ப்�்தற்குக் குறைந்த�ட்சம் 
ஒரு �க்�ததின அளவீடு ஆவைது க�ொடுக்�ப்�ட்டிருக்� பவைணடும்.

விரிப�ொண முக்ப�ொணததின தீர்வு �ொணும் முறைப் பினவைரும் அட்்டவைறணயில் 
க்தொகுக்�ப்�ட்டுளளது.

விரிப�ொணம்
(அறனததுக் 

ப�ொணங்�ளும் 
குறுங்ப�ொணங்�ள 

அல்ேது ஒரு ப�ொணம் 
விரிப�ொணம்)

க�ொடுக்�ப்�ட்்டறவை�ள

ப-்து-்து ப-ப-்து* ப-்து-ப ப-ப-ப ்து-்து-்து

தீர்வு �ொணும் முறை றசன விதி
# 

(க்தளிவினறம 
எழுகிைது)

இரணடு 
�க்�ங்�ளுக்கும் 

இற்டப்�ட்்ட 
ப�ொணம் 

க�ொடுக்�ப்�்ட 
பவைணடும் ;

க�ொறசன விதி 
அல்ேது tangent 

சூததிரம்

க�ொறசன 
விதி:

மு்தலில் க�ரிை 
ப�ொணதற்தக் 

�ொண�.

எணணிே்டங்�ொ 
முக்ப�ொணங்�ள

# ப�ொணம் இற்டப்�ட்்டது இல்றே எனில், ஒனறுக்கும் பமற்�ட்்ட முக்ப�ொணங்�ள  இருக்�ேொம்.
றசன விதிறை உ�பைொகிக்கும் ப�ொது மூனறு வி்தமொன சூழநிறே�ள உருவைொகிைது : தீர்வு இல்றே 

அல்ேது ஒரு முக்ப�ொணம் அல்ேது இரணடு முக்ப�ொணங்�ள. 
, ,a b A  ஆகிைறவை க�ொடுக்�ப்�ட்்டறவை எனில் h = b sin A என�.
a h<  எனில், முக்ப�ொணம் அறமைொது. a = h எனில், அது ஒரு கசங்ப�ொண முக்ப�ொணம். 
a h>  மற்றும் a b<  எனில், நமக்கு இரணடு முக்ப�ொணங்�ள கிற்டக்கும். 
a b$  எனில், நமக்கு ஒபர ஒரு முக்ப�ொணம் கிற்டக்கும். 

* �-�-ப�ொ என�து �க்�ம் �க்�ம் மற்றும் ப�ொணம்.
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எடுத்துகட்ாடட்் ABCD  இல் ,a b3 5= =  மற்றும் c 7=  எனில், ,cos cosA B  மற்றும் cosC  
ஆகிைவைற்றின மதிப்பு�றளக் �ொண�.

தீர்வுப
க�ொறசன விதியின�டி,

 cosA  = 
( )( )bc

b c a
2 2 5 7

5 7 3
14
132 2 2 2 2 2+ -

=
+ -

=  

இப்த ப�ொனறு, ,cos cosB C
14
11

2
1= = -  .

எடுத்துகட்ாடடட் ABCD  இல் A = 30°, B = 60°, c = 10 எனில், a மற்றும் b-ஐ �ொண�.
தீர்வுப

க�ொடுக்�ப்�ட்்டறவை, A = 30°, B = 60°, C = 180° – (A + B) = 90°

றசன சூததிரதற்தப் �ைன�டுத்த,

 
sinA
a  = 

sin sinB
b

C
c=

 
sin
a
30c

 = 
sin sin
b
60 90

10=
c c

 a = 5
sin
sin

90
10 30

1

10
2
1

= =
c
c ` j

 b = 5
sin
sin

90
10 60

1

10
2
3

3= =
c
c

c m

எடுத்துகட்ாடடட் ABCD  இல் ,a b2 2 2 3= =  மற்றும் C = 75°  எனில், மூனைொவைது 
�க்�ம் மற்றும் ப�ொணங்�றளக் �ொண�.

தீர்வுப
க�ொடுக்�ப்�ட்்டறவை, ,a b2 2 2 3= =  மற்றும் C = 75° 
க�ொறசன சூததிரதற்தப் �ைன�டுத்த,

 cosC  = 
ab

a b c
2

2 2 2+ -

 cos 75° = 3 1
c c

c
8 6

8 12
2 2

3 1

8 6
8 12

2
2 2
& &

+ - -
=

+ -
= +^ h

பமலும்,  cos A = 
bc

b c a
2 2

12 2 2+ -
=

எனபவை  A = 60°, B = 180° – (A + C) = 45°.

எடுத்துகட்ாடடட் 13 கச.மீ., 14 கச.மீ. மற்றும் 15 கச.மீ. ஆகிை �க்� அளவு�றள உற்டை 
முக்ப�ொணததின �ரப்ற�க் �ொண�.
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தீர்வுப
s = a b c

s
2 2

13 14 15
21&

+ +
=

+ +
=  கச.மீ. என நமக்குத க்தரியும்.

முக்ப�ொணததின �ரப்�ளவு D  = ( )( )( )s s a s b s c- - -

  = ( )( )( )21 21 13 21 14 21 15 84- - - =  சதுர கச.மீ.

எடுத்துகட்ாடடட் எந்தகவைொரு, ABCD  இல் cos cos cosa A b B c C
abc
8 2D+ + =   என நிறுவு�.

தீர்வுப

 cos cos cosa A b B c C+ +  = sin sina B C2     என நமக்குத க்தரியும்.
எனபவை,

 cos cos cosa A b B c C+ +  = a
ac ab abc

2
2 2 8 2D D D=c cm m

எடுத்துகட்ாடடட்

5

6

x
θ

31
�.�

�.�

�.�

படம் 3.24

ஒரு ற�ப�சியின எல்றேக்குட்�ட்்ட �குதியில் இரு ற�ப�சி ப�ொபுரங்�ள 
அறமநதுளளன. ஒரு ற�ப�சியின எல்றேக்குட்�ட்்ட இரணடு ற�ப�சி ப�ொபுரங்�ள கிழக்கு 
பமற்�ொ� 6 கி.மீ இற்டகவைளியில் ப்தசிை கநடுஞசொறேயில் ஒபர பநொர்க்ப�ொட்டில் அறமநதுளளன 
மற்றும் ற�ப�சி கநடுஞசொறேக்கு வை்டக்ப� உளளது. 
ற�ப�சிக்கு வைரக்கூடிை சமிக்ற��ள மு்தல் மற்றும் இரண்டொம் 
ப�ொபுரததிலிருநது 5 கி.மீ. மற்றும் 31   கி.மீ. க்தொறேவில் 
உளளது. கிழக்கிலிருநது வை்டக்�ொ� மு்தல் ப�ொபுரததிலிருநது 
எந்த நிறேயில் உளளது மற்றும் ற�ப�சி கநடுஞசொறேக்கு 
எவவைளவு க்தொறேவில் உளளது என�ற்தயும் �ொண�.
தீர்வுப

மு்தல் ப�ொபுரததிலிருநது ற�ப�சியின நிறே வை்டக்கிலிருநது கிழக்கிற்கு ஏற்�டுததும் ப�ொணம்    
i  என�.
க�ொறசன சூததிரதற்தப் �ைன�டுத்த, நமக்குக் கிற்டப்�து,

 31
2^ h  = cos5 6 2 5 62 2 # # i+ -

 31 = 25 + 36 – 60 cosi

 cosi  = 
2
1

60& i = c

கநடுஞசொறேயிலிருநது ற�ப�சியின தூரம் x என�.

 sini  = sin sin
x
x

5
5 5 60

2
5 3

&
#

i= = =c  கி.மீ.

எடுத்துகட்ாடடட் துறைமு�ததிலிருநது ஒரு �்டகு 10 கி.மீ. க்தொறேவு கிழக்ப� கசல்கிைது.  
பினபு   இ்டக்ற�ப்�க்�ம் 60° ப�ொணததில் திரும்�, மீணடும் �்டகு 8 கி.மீ. கசனைொல் அப்�்டகிற்கும் 
துறைமு�ததிற்கும் உளள க்தொறேறவைக் �ொண�.
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தீர்வுப்

படம் 3.25

60°Port
P

B

8 

10 �.�

�.�

BP என�து ப்தறவைைொன தூரம் என�.
க�ொறசன விதியின�டி,
    BP2  = cos10 8 2 10 8 120 2442 2 # # #+ - =c  

கி.மீ.
BP&  = 2 61  கி.மீ.

இரணடு பர்டொர் நிறேைங்�ள  100 கி.மீ. இற்டகவைளியில் 
அறமநதிருப்�்தொ�க் க�ொளபவைொம். ஒவகவைொரு பர்டொரும் அறவை�ளுக்கு இற்டபை �ைக்�க் கூடிை 
ப�ொர் விமொனம் ஒனறைக் �ண்டறிகிைது. மு்தல் பர்டொர் நிறேைததிலிருநது 30° ஏற்ைக் 
ப�ொணததிலும் மற்றும் இரண்டொவைது பர்டொர் நிறேைததிலிருநது 45° ஏற்ைக் ப�ொணததிலும் 
ப�ொர் விமொனம் இருப்பின, அநநிறேயில் ப�ொர் விமொனததின உைரததிறனக் �ொண�.
தீர்வுப்

படம் 3.26
R1 R2

A

N100

a
x

30° 45°

R1  மற்றும் R2
 ஆகிைறவை பர்டொர் நிறேைங்�ள 

என�.  ப�ொர் விமொனதற்தக் �ண்டறியும்ப�ொது அப்ப�ொர் 
விமொனததின நிறே A என�, x என�து ்தறரக்கும் ப�ொர் 
விமொனததிற்கும் இற்டப்�ட்்ட ப்தறவைைொன உைரம் என�. 
R R
1 2

 இக்கு A இலிருநது  ஒரு குததுக்ப�ொடு வைறரை அது 
N இல் சநதிக்கிைது. 

 A+  = 180° – (30° + 45°) = 105°

எனவே, 
sin
a
45c

 = 
sin

a
105

100

2 2

3 1
100

2
1

2
200 3 1

& #=
+

=
-

c
^ h

  = 100 3 1# -^ h கி.மீ.

 sin 30° = 
a
x
x 50 3 1& #= -^ h கி.மீ.

்பயிற்சி்ாடடட

 1. B+  = 88°, a = 23, b = 2 எனை அளவு�றளக் க�ொண்ட முக்ப�ொணங்�ள ஒனைொ அல்ேது 
இரண்டொ? அல்ேது முக்ப�ொணம் வைறரை இைேொ்தொ? முக்ப�ொணம் உணடு எனில், அ்தன 
தீர்றவைக் �ொண�.

 2. ABCD  இல் a = 4, b = 6 மற்றும் c = 8 எனில் 4 cos B + 3 cos C = 2 எனக் �ொணபி.
 3. ABCD  இல் ,a b3 1 3 1= - = +  மற்றும் C = 60° எனில், மூனைொவைது �க்�ம் மற்றும் 

இரு ப�ொணங்�றளக் �ொண�.

 4. ABCD -இல் முக்ப�ொணததின �ரப்�ளவு 
cotA

b c a
4

2 2 2

D =
+ -  என நிறுவு�.
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 5. ABCD -இல் a = 12 கச.மீ., b = 8 கச.மீ. மற்றும் C = 30° எனில்  முக்ப�ொணததின  �ரப்பு 
24 ச. கச.மீ. எனக் �ொணபி.

 6. ABCD -இல் a = 18 கச.மீ., b = 24 கச.மீ. மற்றும் c = 30 கச.மீ. எனில் ABCD  இன �ரப்பு 
216 ச. கச.மீ. எனக் �ொணபி.

 7. பூமிக்கு அடியில் ஒபர பநர்க்ப�ொட்டில் அறமநதுளள இரணடு கவைவபவைறு குழி�ளில் A மற்றும் 
B எனை இரொணுவை வீரர்�ள �துங்கி, மறே உச்சியில் ஒரு ஊடுரு�வைறர �வைனித்தனர். A 
மற்றும் B  லிருநது ஊடுரு�வைரின ப�ொணங்�ள கிழக்கு திறசயில் முறைபை  30° மற்றும் 
45° மற்றும் A-க்கு B-க்கு இற்டப்�ட்்ட க்தொறேவு 5 கி.மீ. எனில் B-யிலிருநது ஊடுரு�வைரின 
க்தொறேவிறனக் �ொண�.

 8. ஒர் ஆரொயச்சிைொளர் ஒர் குளததின அ�ேதற்தக் கிழக்கிலிருநது பமற்�ொ�ச் சரிைொ� அளவி்ட 
முடிைொ்த ப�ொது அற்தக் �ண்டறிை விறழகிைொர். P எனை புளளியிலிருநது குளததின 
கிழக்குப்�குதியின முறன 8 கி.மீ. க்தொறேவிலும் அப்த சமைததில் பமற்கு �குதியின 
முறன 6 கி.மீ. க்தொறேவிலும் உளளது மற்றும் P-றையும் கிழக்குப் �குதியின முறனறை 
இறணக்கும் ப�ொட்டிற்கும், P-றையும் பமற்கு �குதியின முறனறையும் இறணக்கும் 
ப�ொட்டிற்கும் இற்டப்�ட்்டக் ப�ொணம் 60° எனில் குளததின அ�ேதற்தக் �ொண�.

 9. �்டல் மட்்டததிலிருநது ஒபர உைரததில் வைங்�ொள விரிகு்டொவிற்கு பமல் A மற்றும் 
B எனை இரணடு �்டற்�ற்ட கெலி�ொப்்டர்�ள க்தொறேந்த �்டற�த ப்தடுகினைன. 
10 கி.மீ. இற்டகவைளியில் அறவை�ள �ைக்கும்ப�ொது அ்தன ற�ேட்டு�ள ஒபர பநரததில் 
அந்தப் �்டற�ப் �ொர்க்கிைொர்�ள. A இலிருநது  �்டகு 6 கி.மீ. தூரததில் உளளது.  பமலும், 
ப�ொட்டுததுணடு AB �்டகில் ்தொங்கும் ப�ொணம் 60° எனில், B இற்கும் �்டகிற்கும் உளள 
க்தொறேறவைக் �ொண�.

 10. ஒரு மறே வைழிைொ� ஒரு பநர்க் குற� அறமக்ற�யில், மறேக்கு எதிபர உளள P எனை 
புளளியிலிருநது மறேயின இரு முறன�ள A மற்றும்  B றன நிேமளப்�வைர் �ொணகிைொர்.  
AP = 3 கிமீ, BP = 5  கிமீ, APB+  = 120°  எனில் மறேக்குற�யின நீளததிறனக் �ொண�.

 11. 120 அடி மற்றும்  60 அடி, �க்�ங்�ளின நீளங்�ள அவைற்றிற்கிற்டப்�ட்்ட ப�ொணம்  60° 
உற்டை ஒரு முக்ப�ொண வைடிவை நிேதற்த ஒரு விவைசொயி வைொங்� விரும்புகிைொர்.  ஒரு சதுர 
அடி நிேததின விறே ̀ 500எனில், அந்த நிேதற்த வைொங்�த ப்தறவைைொன கமொத்தத க்தொற� 
எவவைளவு? பமலும் நிேததின சுற்ைளறவைக் �ொண�.

 12. ஒரு ப�ொர் கெட் விமொனம் கிற்டமட்்டமொ�ப் �ைநது பூமியிலுளள ஒரு சிறு இேக்ற�த ்தொக்� 
பவைணடும். அவவிேக்ற� விமொனி 30° இைக்�க் ப�ொணததில் �ொர்க்கிைொர். 100 கி.மீ. �ைந்த 
பினபு மீணடும் அப்த இேக்ற� 60° இைக்�க் ப�ொணததில் �ொர்க்கும் அந்த பநரததில் கெட் 
விமொனததிற்கும் இேக்கிற்கும் உளள க்தொறேவு எவவைளவு?

 13. ஒரு விமொனம் ஒரு றமல் �ல்லிலிருநது 1கி.மீ. தூரததில் �ைக்கிைது.  அப்த பநரததில் 
மற்கைொரு றமல் �ல்லு்டன உளள தூரம் 2கி.மீ.  இரணடு றமல் �ல்�ளும் விமொனதது்டன 
்தொங்கும் ப�ொணம் 45° எனில் இரணடு றமல் �ல்�ளுக்கு இற்டப்�ட்்ட தூரம்  எனன?

 14. ஒருவைன �ொறே நற்டப்�யிற்சியின ப�ொது A எனை புளளியில் க்தொ்டங்கி  B  மற்றும் C 
ஆகிை புளளி�ளுக்குச் கசனறு இறுதியில் மீணடும் A றவை வைந்தற்டகிைொர். முக்ப�ொணம் 
ABC-இல் A 60+ = c   B 45+ = c AC = 4 கி.மீ. எனில், அவைர் ந்டந்த கமொத்தத க்தொறேறவைக் 
�ொண�.
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 15. இரணடு வைொ�னங்�ள ஒரு புளளி P லிருநது ஒபர பநரததில் க்தொ்டங்கி இரு கவைவபவைறு 
சொறே�ளில் �ைணிக்கிைது. ஒரு வைொ�னம் 60 கிமீ/மணி, மற்கைொரு வைொ�னம் 80 கிமீ/மணி 
எனை சரொசரி பவை�ததில் �ைணிக்கிைது. அறர மணி பநரததிற்குப் பிைகு அவவைொ�னங்�ள 
A மற்றும் B ஐ அற்டகினைன. ப�ொடு AB ஆனது P இல் ்தொங்கும் ப�ொணம் 60° எனில், AB 
ஐக் �ொண�.

 16. ஒரு கசைற்ற�க்ப�ொள ஒரு விணகவைளியில் உளள்தொ�க் க�ொளபவைொம், பூமியிலுளள 
நிறேைம் மற்றும் பூமியின றமைம் ஆகிைறவை ஒபர ்தளததில் அறமகினைன, பூமியின 
அ்தன ஆரம் r எனறும் அ்தன றமைததிலிருநது கசைற்ற�க்ப�ொள R க்தொறேவில் உளளது 
எனறும் க�ொளபவைொம். கசைற்ற�க்ப�ொளுக்கும் கசைற்ற�க்ப�ொளின நிறேைததிற்கும் 
உளள க்தொறேவு d  என�. கசைற்ற�க்ப�ொள நிறேைததிலிருநது கசைற்ற�க்ப�ொள 
30° ஏற்ைக் ப�ொணததில் உளளது. கசைற்ற�க்ப�ொள மற்றும் பூமியிலுளள நிறேைம் 
ஆகிைவைற்றை இறணக்கும் ப�ொட்டுததுணடு பூமியின றமைததில் ்தொங்கும் ப�ொணம் a 
எனில், cosd R

R
r

R
r

1 2
2

a= + -` j  என நிறுவு�.

ாடட்்் ்ேர்்ுறு்மு்்துணவியல்ைுர்ிதள்்்
் (Inverse்Trigonometric்Function)
( )f x  எனை சொர்பு 1-1 மற்றும் பமல் சொர்பு எனறிருந்தொல் இருந்தொல் மட்டுபம அ்தற்கு பநர்மொறு 

உணடு. 1-1 �ணபு இல்றே எனில், அச்சொர்புக்கு பநர்மொறு வைறரைறுக்� இைேொது. எனினும் 
சொர்��தற்த க�ொருத்தமொ� நொம் �ட்டுப்�டுத்தப்�ட்்ட சொர்��ததில் 1-1 சொர்�ொ� மொற்ைேொம்.

எடுதது�ொட்்டொ�, y x2=  என�து அறனதது கமயகைண�ளுக்கு 1-1 அல்ே, ஆனொல் x 0$  
அல்ேது x 0#  எனில் y x2= , 1-1 மற்றும் பமல்சொர்பு ஆகும். எனபவை x 0$  விற்கு y x2=  எனை 
சொர்பின பநர்மொைல் ( ) ,f x x x 01 $=- . �ொே வைட்்ட ஒழுங்குற்டறமைொல் ஆறு முக்ப�ொண 
சொர்பு�ளில் எந்தகவைொரு சொர்பிற்கும் அ்தன சொர்��ததில் 1-1 ஆ� இருக்�ொது.

முக்ப�ொணவிைல் சொர்பு�ளின சொர்��தற்த �ட்டுப்�டுததி அறவை�றள ஒனறிற்க�ொனறு 
க�றும்�டிச் கசயது பநர்மொறு சொர்பு�ள இருத்தறே உறுதி கசயைேொம்.

�ொேவைட்்ட ஒழுங்குற்டறமைொல் �ட்டுப்�டுத்தறே �ே வைற�யில் கசயைேொம். 
�ட்டுப்�டுத்தப்�ட்்ட சொர்��தற்த முறைைொ�த ப்தர்நக்தடுப்�து எப்தச்றசைொனது, ஆனொல் 
அறவை�ள சிே முக்கிைமொன குணொதிசைங்�றளப் க�ற்றிருக்கும்.

ஒவகவைொரு �ட்டுப்�டுத்தப்�ட்்ட சொர்��மும் 0, மிற� ப�ொணங்�ள மற்றும் முழுவீச்ச�தற்த 
�ட்டுப்�டுத்தப்�ட்்ட சொர்��ததின பிம்�ம் உளள்டக்கிைது.

றசனின பநர்மொைறே நொம் வைறரைறை கசயபவைொம். ( ) , ,sinf x x x
2 2

d
r r= -8 Bஐ 

�ருதுபவைொம். �ட்டுப்�டுத்தப்�ட்்ட சொர்��ததில் றசன 1-1  மற்றும் பமல் சொர்பு. எனபவை றசனின 
பநர்மொறு சொர்பு உணடு.

( )f y x1 =-  என இருந்தொல் இருந்தொல் மட்டுபம ( )f x y=  ஆகும் என�்தறன �வைனிக்�. 
( ) ( )sinf x x1 1=- -  என எழுது�. இவவைொைொ� sinx y=  எனைவைொறு இருந்தொல் மட்டுபம றசனின 

பநர்மொறை ( )sin y x1 =-  என வைறரைறுக்�ேொம்.
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முக்கோணவியல்185

: , [ , ]sinx
2 2

1 1"
r r- -8 B  மற்றும் sin–1 : [ , ] ,x 1 1

2 2
"

r r- -8 B என�து க்தளிவு. sin t1-   என�து 

ஒரு ப�ொணம். அ்தன றசன மதிப்பு t ஆகும். இம்மதிப்பு ,
2 2
r r-8 B இல் இருக்கும். இப்தப�ொல், மற்ை 

முக்ப�ொணவிைல் சொர்பு�ளின பநர்மொைல்�றளயும் வைறரைறுக்�ேொம்.

, , , ( ), ( ), ( )sin cos tan cosec sec cotx x x x x x1 1 1 1 1 1- - - - - -  ஆகிை பநர்மொைல் சொர்பு�ள. பநர்மொைல் 
வைட்்டச் சொர்பு�ள எனறு அறழக்�ப்�டுகினைன. y = sin x எனை சொர்பின எணணிே்டங்�ொக் ப�ொணங்�ள 
x, ,sinx t t1 1# #= -  ஐ நிறைவு கசயயும். இந்த எணணிே்டங்�ொ மதிப்பு�ளில் ஒனறு ,

2 2
r r-8 B 

எனை இற்டகவைளியில் இருக்கும். இக்ப�ொணம் முேன்ச்்் துணம் எனறு அறழக்�ப்�டுகிைது மற்றும் 

அ்தறன sin t1-  எனக் குறிப்ப�ொம். க�ொது மதிப்பு�ளில் மி�ச்சிறிை எணணளவுற்டை மதிப்பு பநர்மொறு 
சொர்பின மு்தனறம மதிப்பு ஆகும். இது மிற�ைொ�பவைொ அல்ேது குறைைொ�பவைொ இருக்�ேொம். ஒபர 
எணணளவு க�ொண்ட இரு மதிப்பு�ளில் ஒனறு மிற�ைொ�வும் மற்கைொனறு குறைைொ�வும் இருப்பின, 
மிற� மதிப்ப� மு்தனறம மதிப்பு ஆகும்.

முக்ப�ொணவிைல் சொர்பு�ளின �ட்டுப்�டுத்தப்�ட்்ட சொர்��ங்�ள, வீச்ச�ங்�ள மற்றும் அ்தற்கு ஒத்த 
பநர்மொைல் சொர்பு�ளின சொர்��ங்�ளும் வீச்ச�ங்�ளும் கீபழ க�ொடுக்�ப்�ட்டுளளன.

 (i) : ,sinx
2 2
r r-8 B     "     [– 1, 1] ; : [ , ] ,sin x 1 1

2 2
1 "

r r- -- 8 B

 (ii) : [ , ]cosx 0 r          "      [– 1, 1] ; : [ 1,1] ,cos x 01 " r-- 6 @

 (iii)       : ,tanx
2 2
r r-8 B    "      ( , ) ; : ( , ) ,tan x

2 2
1 "3 3 3 3

r r- - -- 8 B

 (iv)       : ,cotx 0 r6 @          "      ( , ) ; : ( , ) ,cot x 01 "3 3 3 3 r- -- 6 @

 (v) : , { }cosecx
2 2

0
r r- -8 B  "  ( , ) ; : ( , ) , { }cosec x1 1 1 1

2 2
0R R1 "

r r- - - - - -- 8 B

        (vi)    : ,secx 0
2

r
r-6 @ $ . "  ( 1,1) ; : ( 1,1) ,

2
sec x 0R R1 " r

r- - - - -- 6 @ $ .

குறிப்  (i) sin x1-  இன க�ொருள 
sinx

1  அல்ே.

 (ii) சர் ெொன ெர்சல் (1813) (Sir John FW Harschel) அவைர்�ள sin x1-  எனை 
குறியீட்டிற்கு arc sin x எனக் குறிப்பிட்்டொர்.

 (iii) றசன சொர்பின பநர்மொைறே விவைொதிக்கும்ப�ொது siny x= , x
2 2
# #

r r-    
மற்றும் ,sinx y y1 11 # #= --  என நொம் �ட்டுணப்டொம்.

 (iv) பநர்மொைல் சொர்பு f 1-  இன வைறர�்டம், y x=  எனை அச்றசப் க�ொறுதது, 
f -இன வைறர�்டததின பிரதி�லிப்�ொகும். எனபவை, ( , )a b fd  எனில், 
( , )b a f 1d - .
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11ஆம் வகுப்பு கணிதவியல் 186

பநர்மொைல் முக்ப�ொணவிைல் சொர்பு�ளின மு்தனறம மதிப்பு�ள கீபழ �ட்டிைலி்டப்�ட்டுளளன.

x 0$ -ற்கு மு்தனறம மதிப்பு 0x < -ற்கு மு்தனறம மதிப்பு

( )sin x0
2

1# #
r- ( )sin x

2
0<1#

r- -

0 ( )cos x
2

1# #
r- ( )cos x

2
< 1 #

r
r-

0 ( )tan x
2

<1#
r- ( )tan x

2
0< <1r- -

( )cot x0
2

11 #
r- ( )cot x

2
011 1r- -

0 ( )sec x
2

<1#
r- ( )sec x

2
< 1 #

r
r-

( )cosec x0
2

11 #
r- ( )cosec x

2
0< <1r- -

குறிப்  (i) முக்ப�ொணவிைல் பநர்மொைல் சொர்பு�ளின �ணபு�ள, வைறர�்டங்�ள 
மற்றும் ப்தற்ைங்�ள ஆகிைவைற்றை பமல்நிறே இரண்டொம் ஆணடில் 
�டிப்ப�ொம்.

 (ii) சிே க்தொற�யி்டறே மதிப்பி்ட பநர்மொறு முக்ப�ொணவிைல் சொர்பு�ள க�ரிதும் 
�ைன�டுகிைது. அவைற்றைப் பினபு �டிப்ப�ொம்.

எடுத்துகட்ாடடட் (i)  sin
2
31- c m ,  (ii) cosec

3
21- c m ,  (iii) tan

3
11 -- c m  ஆகிைறவை�ளுக்கு 

மு்தனறம மதிப்ற�க் �ொண�.
தீர்வுப

(i) sin
2
31- c m = y என�.  இங்கு y

2 2
# #

r r-

 sin y&  = sin y
2
3

3 3
&

r r= =

எனபவை, sin
2
31- c m இன மு்தனறம மதிப்பு 

3
r  ஆகும்.

(ii) cosec
3

21- c m = y என�. இங்கு y
2 2
# #

r r-

 cosec y&  = sin y
3

2
2
3

= =

எனபவை, cosec
3

21- c m இன மு்தனறம மதிப்பு 
3
r  ஆகும்.

(iii) tan
3
11 -- c m = y என�. இங்கு y

2 2
# #

r r-

 tan y  = 
3

tan tany y
1

6 6
& &

r r- = - = -` j

எனபவை, tan
3
11 -- c m  இன மு்தனறம மதிப்பு 

6
r-  ஆகும்.
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்பயிற்சி்ாடடட

 1. (i) sin
2

11- ,  (ii) cos
2
31- ,  (iii) ( )cosec 11 -- ,  (iv) sec 21 -- ^ h,  (v)tan 31- ^ h

  ஆகிைவைற்றின மு்தனறம மதிப்ற�க் �ொண�.
 2. x மீட்்டர் அ�ேமுற்டை �ொற்தயின ஒரு புைததிலிருநது �ொற்தயின மறு�க்�ம் அறமக்�ப்�ட்்ட 

a மீட்்டர் விட்்டமுற்டை வைட்்ட வைடிவைப் ப�ொக்குவைரதது சமிக்ற�யின �ச்றச விளக்ற� ஒருவைர் 
�ொர்க்கிைொர். �ச்றச விளக்கின அடிப்�குதியிலிருநது �ொர்ப்�வைரின �ணணின கிற்டமட்்டக் 
ப�ொடு வைறரயில் உளள உைரம் b மீட்்டர் ஆகும். �ச்றச விளக்கின விட்்டம் �ொர்ப்�வைரின 
�ண�ளில் ்தொங்கும் ப�ொணம் a எனில் tan tan

x
a b

x
b1 1a =

+
-- -` `j j என நிறுவு�. 

்பயிற்சி்ாடடட

ைரியுன்அல்லத்மிதவும்்ஏற்ிசைய்விசையிசனு்்ேர்்நகேட்தவும்ட

1.  
cos sin80

1
80
3

- =
c c

(1)  2  (2)  3  (3)  2 (4)  4        

2.  cos sin k28 28 3+ =c c எனில்,  cos17c இன மதிப்பு

(1)  k
2

3
 (2)  k

2

3
-  (3)  k

2

3
!  (4)  k

3

3
-

3.  sin cos sin cosx x
x x

4 3
2 2

2 2+ + +   இன மீப்க�ரு மதிப்பு 
(1)  4 2+  (2)  3 2+  (3)  9 (4)  4

4.  cos cos cos cos1
8

1
8

3
1

8
5

1
8
7r r r r+ + + + =` ` ` `j j j j

(1)  
8
1  (2)  

2
1  (3) 

3
1  (4)  

2
1

5.  2
2
3

< <r i
r  எனில்,  cos2 2 2 4i+ +  இன மதிப்பு

(1)  cos2 i-  (2)  2sini-  (3)  2cosi  (4)  2sini

6.  tan40 m=c  எனில், 
tan tan

tan tan
1 140 130

140 130
+

-
=

c c
c c

(1)  1
2

m
m-  (2) 1

2

m
m+  (3)  

2
1 2

m
m+  (4)  

2
1 2

m
m-

7.  cos cos cos cos1 2 3 179g+ + + + =c c c c

(1)  0 (2)  1 (3)  – 1 (4)  89

8.  ( ) [ ]sin cosf x
k

x x
1

k
k k= +  என�. இங்கு, x Rd  மற்றும் k 1$  எனில், ( ) ( )f x f x4 6

- =  

(1)  
4
1  (2)  

12
1  (3)  

6
1  (4)  

3
1

9.  பினவைருவைனவைற்றில் எது சரிைொன்தல்ே?

(1)  sin
4
3

i = -  (2)  cos 1i = -  (3)  tan 25i =  (4)  sec
4
1

i =
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10.  ( ) ( )cos cos sin sin2 2 2 2i z i z i z+ - - +  இன மதிப்பு
(1)  ( )sin2 i z+  (2)  2( )cos i z+  (3)  2( )sin i z-  (4)  2( )cos i z-

11.  ( ) ( ) ( )
cos cos
sin

cos cos
sin

cos cos
sin

A B
A B

B C
B C

C A
C A-

+
-

+
-

=

(1)  sin sin sinA B C+ +    (2)  1 (3)  0 (4)  cos cos cosA B C+ +

12.  cos cosp q 0i i+ = , p q! , n ஏப்தனும் ஒரு முழு எண n எனில் q-வின மதிப்பு.

(1)  ( )
p q
n3 1r
-
+  (2)  ( )

p q
n2 1
!

r +  (3)  ( )
p q
n 1
!
!r  (4)  ( )

p q
n 2r
+
+

13.  x ax b 02 + + =  இன மூேங்�ள tan a  மற்றும் tan b   எனில்,  ( )
sin sin
sin
a b
a b+   இன மதிப்பு

(1)  
a
b  (2)  

b
a  (3)  

b
a-  (4)  

a
b-

14.  ABCD இல் sin sin sinA B C 22 2 2+ + =  எனில், அந்த முக்ப�ொணமொனது
(1) சம�க்� முக்ப�ொணம்  (2) இரு சம�க்� முக்ப�ொணம்
(3) கசங்ப�ொண முக்ப�ொணம் (4) அசம�க்� முக்ப�ொணம்

15.  ( ) | | | | ,sin cosf Rdi i i i= +  எனில், ( )f i  அறமயும் இற்டகவைளி, 
(1)  [0,  2] (2)  ,1 26 @ (3)  [1, 2] (4) [0, 1]

16.  
cos cos cos

cos cos cos
x x x

x x x
5 5 3 10

6 6 4 15 2 10
+ +

+ + +
=

(1)  cos x2  (2)  cosx  (3)  cos x3  (4) cosx2

17.  மொைொ்த சுற்ைளவு 12 மீ க�ொண்ட முக்ப�ொணததின அதி��ட்ச �ரப்�ளவைொனது,
(1) 4 மீ �க்�ததிறனக் க�ொண்ட சம�க்� முக்ப�ொணமொ� அறமயும்.

(2) 2 மீ, 5 மீ மற்றும் 5 மீ �க்�ங்�றளக் க�ொண்ட இரு சம�க்� முக்ப�ொணமொ� அறமயும்.

(3) 3 மீ, 4 மீ மற்றும் 5 மீ �க்�ங்�றளக் க�ொண்ட ஒரு முக்ப�ொணமொ� அறமயும்.

(4) முக்ப�ொணம் அறமைொது.

18.  ஒரு சக்�ரமொனது 2 ஆறரைன�ள அளவில் / வி�றே�ள சுழல்கிைது. எனில், 10 முழு சுற்று 
சுற்றுவை்தற்கு எத்தறன வி�றே�ள எடுததுக் க�ொளளும்?
(1)  10r  வி�றே�ள   (2)  02 r  வி�றே�ள  

(3) 5r  வி�றே�ள    (4)  15r  வி�றே�ள

19.  sin cos ba a+ =  எனில், sin2a  இன மதிப்பு
(1)  b 2#  எனில், b 12 -  (2)  b 2>  எனில், b 12 -

(3)  b 1$  எனில், b 12 -  (4)  b 2$  எனில், b 12 -     

20.  ABCD  இல்  (i) sin sin sin
A B C
2 2 2

0>   (ii) sin sin sinA B C 0>

(1)  (i) மற்றும் (ii) ஆகிை இரணடும் உணறம.      (2) (i) மட்டுபம உணறம.

(3) (ii) மட்டுபம உணறம.                         (4) (i) மற்றும்  (ii) ஆகிை இரணடும் உணறமயில்றே.
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புைுகேுகறி்(Summary)
்கூகைல்்ற்றும்்தழிுேல்முற்க்றுருச்தள்்(ேுலமியின்்முற்க்றுருச்தள்)

( ) ; ( )cos cos cos sin sin sin sin cos cos sin! " ! !a b a b a b a b a b a b= =

; ( )tan
tan tan

tan tan
tan

tan tan
tan tan

1 1
a b

a b
a b

a b
a b

a b
+ =

-
+

- =
+

-^ h

sine cosine tangent

sin sin cosA A A2 2=

sin
tan

tan
A

A

A
2

1

2
2=

+

sin sin sinA A A3 3 4 3= -

cos cos sinA A A2 2 2= -

cos cosA A2 2 12= -

cos sinA A2 1 2 2= -

cos
tan

tan
A

A

A
2

1

1
2

2
=

+

-

cos cos cosA A A3 4 33= -

tan
tan

tan
A

A

A
2

1

2
2=

-

tan
tan

tan tan
A

A

A A
3

1 3

3
2

3
=

-

-

sin sin cos2
2 2

i
i i=

sin
tan

tan

1
2

2
2
2

i
i

i

=
+

cos cos sin
2 2

2 2i
i i= -

cos cos2
2

12i
i= -

cos sin1 2
2

2i
i= -

tan
tan

tan

1
2

2
2
2

i
i

i

=
-

மு்்துணவியல்ை்ன்புட கபுது்தீர்வு

,sin sini a=  இங்கு, ,
2 2

!a
r r-8 B ( ) ,n n1 Zn !i r a= + -

,cos cosi a=  இங்கு, ,0!a r6 @ ,n n2 Z! !i r a=

,tan tani a=  இங்கு, ,
2 2

!a
r r-` j ,n n Z!i r a= +

sine விதி cosine விதி tangent விதி

sin sin sinA
a

B
b

C
c

R2= = = cosA
bc

b c a
2

2 2 2
=

+ -

cosB
ca

c a b
2

2 2 2
=

+ -

cosC
ab

a b c
2

2 2 2
=

+ -

tan cot
A B

a b
a b C

2 2
-

=
+
-

tan cot
B C

b c
b c A

2 2
-

=
+
-

tan cot
C A

c a
c a B

2 2
-

=
+
-

ABCD -இல், நமக்கு கிற்டப்�து,

 (i) ,cos cos cos cosa b C c B b c A a C= + = +   மற்றும் cos cosc a B b A= +  (வீழல் சூததிரம்)

 (ii) sin sin sinab C bc A ac B
2
1

2
1

2
1

D = = =  (முக்ப�ொணததின �ரப்பு)

 (iii) ( )( )( )s s a s b s cD = - - -

 (iv) ( )( )
,

( )
,

( )
( )( )

sin cos tan
A

bc
s b s c A

bc
s s a A

s s a
s b s c

2 2 2
=

- -
-

-
=

-
- -

 

  இங்கு, s  என�து ABCD -இன அறரச்சுற்ைளவு, அ்தொவைது  s a b c
2

=
+ +  

(அசர்்துண்
சூுதிரஙதள்)
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படி-ட்
கீபழ க�ொடுக்�ப்�ட்டிருக்கும் உரலிறைத 
ப்தடுக�ொறியில் ்தட்்டச்சு கசய� அல்ேது 
விறரவுக் குறியீட்ற்டப் �ைன�டுத்தவும்.

படி-ட
ஜிபைொஜீப்ரொவில் “XI Std Trigonometry” எனை 
புதிர் �யிற்சி புத்த�ம் ப்தொனறும். அங்ப� திரிப�ொணமிதி க்தொ்டர்�ொன �ல்பவைறு �யிற்சித்தொள�ள 
க�ொடுக்�ப்�ட்டிருப்�ற்தக் �ொணேொம். அதில் உனக்குத ப்தறவைைொன ஒரு �யிற்சிறைத ப்தர்நக்தடு. 
எடுததுக்�ொட்்டொ� “Sine and Cosine – Addition Formula ” எனை �யிற்சித்தொறளத க்தரிவு கசயது 
அற்தத திை.

படி-ா
இப்ப�ொது நழுவுக்ப�ொட்ற்ட ந�ர்ததினொல் a மற்றும் b-வின மதிப்பு�ள மொறுவைற்தக் �ொணேொம். 
பமலும், �்டததில் உளள ப�ொணங்�றள மொற்றும் ப�ொது சூததிரததில் உளள மதிப்பு�ள அ்தற்ப�ற்� 
மொறுவைற்தக் �ொணேொம்.

படி-ட படி-ட

்
படி-ா

 

சூததிரததில் மதிப்பு�றள மொற்றிக் �ணக்கீட்டு முடிவு�றள உற்றுபநொக்கு. 
இப்தப�ொனறு க�ொடுக்�ப்�ட்டுளள  �ல்பவைறு  �யிற்சித்தொள�றளத  திைநது 
கசைல்�டுதது�.

*�்டங்�ள அற்டைொளததிற்கு மட்டுபம.
கசைல்�ொட்டிற்�ொன உரலி : https://ggbm.at/k5vP7pv2

இசணயச்்கையலபுட்–்ா்(அ)
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படி-ட

கீபழ க�ொடுக்�ப்�ட்டிருக்கும் உரலிறைத 
ப்தடுக�ொறியில் ்தட்்டச்சு கசய� அல்ேது 
விறரவுக் குறியீட்ற்டப் �ைன�டுதது�.

படி-ட

The Sine Law எனும் GeoGebra �ணிப்புத்த�ம் ப்தொனறும். அங்ப� திரிப�ொணமிதி க்தொ்டர்�ொன 
�ல்பவைறு �யிற்சித்தொள�ள க�ொடுக்�ப்�ட்டிருப்�ற்தக் �ொணேொம். அதில் உனக்குத ப்தறவைைொன ஒரு 
�யிற்சிறைத ப்தர்நக்தடுக்�. எடுததுக்�ொட்்டொ� “The Sine Law” எனை �யிற்சித்தொறள க்தரிவு கசயது 
அற்தத திைக்�. முக்ப�ொணததின A, B மற்றும் C-ஆகிை உச்சி புளளி�றள ந�ர்ததி விதியின �டி 
மதிப்பு�ள மொைொமல் இருப்�ற்த ஆயவு கசய�.

படி-ட

படி-ட

*�்டங்�ள அற்டைொளததிற்கு மட்டுபம.
கசைல்�ொட்டிற்�ொன உரலி : https://ggbm.at/k5vP7pv2

இசணயச்்கையலபுட்–்ா்(ஆ)
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"துணிச்சலான ஊகமின்றி எந்த ஒரு பெரிய கண்டுபிடிப்பும் நிகழந்ததில்ல."

-சர் ஐசக் நீயூட்டன்.

4.1 அறிமுகம் (Introduction)

சேர்ப்பியல் என்பது எவ்வாறு எண்ணு்து என்பதை எடுத்துதைக்கும் கணிைப் பிரிவு ஆகும். 
இதில் ப்பவாருடகதை எத்ைதை ்ழிகளில் ்ரிதேப்்படுத்ைலவாம் எைவும் சில குறிப்பிட்ட ்பண்புத்டய 
ப்பவாருடகதை எவ்வாறு எண்ணு்து என்பது ்பற்றியும் இங்கு விரி்வாக கவாணலவாம். இப்்பவா்டத்தின 
அடிப்்பத்டயவாைது, கி.மு (ப்பவா.ஆ.மு) 2800 இல் மவாய ேதுைங்கள் மற்றும் அைனுத்டய ்டி்ங்கதைப் 
்பற்றி ்படிப்்பைற்கு ்பயன்படுத்தியுள்ைைவாக அறிகிச�வாம். 

இங்கிலவாநதை சேர்நை இயற்பியல் மற்றும் கணிைவியல் ்ல்லுநைவாை ேர் ஐேக் நியூட்டன  
(Sir Isaac Newton) அ்ைது ஈர்ப்பு விதேதய ்பற்றிய விதிகளுக்கு மிகவும் பிை்பலமவாை்ர், 17 ஆம் 
நூற்�வாண்டின அறிவியல் புைடசியின வித்ைவாக இருநைவார். நியூட்டனின “்டி்ங்களின நிதலத்ைனதம” 
்பற்றிய நம்பிக்தக அ்ைது குறிப்பி்டத்ைக்க முைல் கண்டுபிடிப்்பவாை ஈருறுப்புத் சைற்�த்தின விரிவிதை 
ப்பவாதுதமப்்படுத்து்ைற்கு ்பயன்பட்டது. 

ேர் ஐேக் நியூட்டன 
(1643-1727)

நியூட்டனின ஈருறுப்புத் சைற்�த்தின கண்டுபிடிப்்பவாைது 
்தை்தைகளுக்கு இத்டப்்பட்ட ்பைப்த்பக் கவாண எளிதமயவாை 
்ழியவாக அதமநைது. அ்ைது இநை கண்டுபிடிப்பு நிகழைகத்ப் 
புரிநதுபகவாள்்ைற்கு மிகவும் அ்சியம். ்பல்ச்று மவாறிகளுக்கவாை 
ப்பவாதுதமப்்படுத்ைப்்பட்ட ஈருறுப்புத் சைற்�ம் (Multinomial Theorem) 
சேர்ப்பியல் மற்றும் நிகழைகவில் ்பை்லவாக ்பயன்படுத்ைப்்படுகின�து.

பினை குறியீடுகதை அ்ர்ைவான முைனமுைலில் ்பயன்படுத்திைவார் 
மற்றும் இரு்பரிமவாண ்டிவியதல ்பயன்படுத்தி திச்வாச்பனத்டனின 
ேமன்பவாடுகளுக்கு (Diophantine Equations) தீர்வு கண்்டவார். அ்ர் 
இதேத் பைவா்டர்முத�களுக்கு ்பகுதி கூடடுத் பைவாதகயின சைவாைவாயத்தை 
ம்டக்தகதயக் பகவாண்டு கண்்டறிநைவார். (இது யூலரின கூடடுத் பைவாதக 
சூத்திைத்திற்கு ஓர் முனசைவாடி), அடுக்குத் பைவா்டர்முத�தய முைன முைலில் உறுதியவாக ்பயன்படுத்தியது 
மடடுமல்லவாமல் அடுக்குத் பைவா்டதை மவாற்றியும் அதமத்ைவார். நியூட்டனின முடிவில்லவா பைவா்டர்முத�யின 
கண்டுபிடிப்புகள் தேமன ஸ்டீவினஸ் ைேமங்கைவால் (Simon Stevin's decimals) உநைப்்படடு 
உரு்வாைத்.

1705 இல் இங்கிலவாநது ைவாஜ்ஜியத்தின அைசி அனசை (Queen Anne) ேர் ஐேக் நியூட்டன எை 
்பட்டம் பகவாடுத்து ்பவாைவாடடிைவார். பலபினிடஸ் (Libnitz) உ்டன, நுண்கணிைத்தின இனறியதமயவாை 
சகவாட்பவாடுகதை ்ைர்த்ை ப்பருதம நியூட்டனுக்கு உண்டு.

அத்தியவாயம்அத்தியவாயம் சேர்ப்பியல் மற்றும் கணிதத்
ததொகுத்தறிதல்
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நத்டமுத� ்வாழவில் எங்பகல்லவாம் எண்ணுைல் அ்சியப்்படுகின�சைவா அங்பகல்லவாம் 
சேர்ப்பியல் ்பயன்படுகின�து. எடுத்துக்கவாட்டவாக, சைத்க்கு ஏற்�வாற்ச்பவால் ச்பவாதுமவாை அைவு 
அதலச்பசி எண்கதை உரு்வாக்க முடியுமவா அல்லது கணிப்ப்பவாறியில் எத்ைதை வித்தியவாேமவாை 
க்டவுச் பேவாற்கதை அதமக்கலவாம் என்பை்ற்த� சேர்ப்பியதலக் பகவாண்டு தீர்மவானிக்கலவாம். சமலும், 
இது எத்ைதை சி�நை ்ழிகள் உள்ைை எைக் கவாண்்பைற்கு அைவா்து நத்டமுத�யில் உள்ை ்பல 
்வாய்ப்புகளில் எத்ைதை ்வாய்ப்புகள் உண்தமயில் நமக்குச் சி�நைைவாக அதமயும் எைக் கவாணப் 
்பயன்படுகின�து. இப் ்பகுதியில் ்ரிதேப்்படுத்ைப்்பட்ட மற்றும் ்ரிதேப்்படுத்ைப்்ப்டவாை அடுக்குைல்கதை 
்பற்றி நவாம் ்படிக்கவுள்சைவாம். இவ்வா�வாை அடுக்குைல்கதை ்ரிதே மவாற்�ங்கள் மற்றும் சேர்வுகள் 
எனறு அதைக்கிச�வாம். சேர்ப்பியலவாைது ப்பருமைவில் ைக்ல் பைவா்டர்பு ்தலப்பினைல், குறியவாக்கம், 
்பவாதுகவாப்பு ்தலப்பினைல் மற்றும் நிகழைகவு சகவாட்பவாடு ச்பவான�்ற்றில் எண்ணுைலுக்குப் 
்பயன்படுத்ைப்்படுகி�து. நவாம் இ்ற்றின ்பண்புகதை ஆைவாய்நது அ்ற்த� எண்ணுைல் கணக்குகளில் 
்பயன்படுத்துச்வாம்.

நவாம் இப்ப்பவாழுது மற்ப�வாரு சூைதல கருதுச்வாம்: நவாம் ்பயன்படுத்தும் நுகர்ச்வார் மின 
அடத்டயில் நுகர்ச்வார் எண் A:B:C என� ்டிவில் குறிப்பி்டப்்படடுள்ைதைப் ்பவார்த்திருப்ச்பவாம். இதில் 
A ஆைது துதண மின நிதலய (Sub-station) அல்லது அதிக மின தி�ன பகவாண்்ட மினமவாற்றி 
எண்தணயும், B ஆைது குத�நை மினதி�ன பகவாண்்ட மினமவாற்றி (Transformer) எண்தணயும் 
சமலும் C ஆைது நுகர்ச்வார் எண்தணயும் (Consumer Number) குறிக்கும்.  ஒவப்வாரு துதண 
மின நிதலயத்திற்கும் அதிக்படேமவாக ஒரு குறிப்பிட்ட எண்ணிக்தகயிலவாை மின மவாற்றிகதைத்ைவான 
இதணக்க இயலும், எைவும் சமலும் ஒவப்வாரு மினமவாற்றியிலும் அதிக்படேமவாக ஒரு குறிப்பிட்ட 
எண்ணிக்தகயிலவாை நுகர்ச்வார்கதைத்ைவான இதணக்க இயலும் எனகின� கடடுப்்பவாடுகள் 
இருக்கலவாம்.  ஒரு புதிய மின நிதலயசமவா அல்லது மினமவாற்றிசயவா எப்ப்பவாழுது சைத்ப்்படும் 
என்பதை அறிய எத்ைதை நுகர்ச்வார்கள் அநை மினமவாற்றியில் அல்லது மின நிதலயத்தில் 
இதணக்கப்்படடுள்ைைர் என்பதை அறிய எண்ணு்து அ்சியமவாகி�து. இநை எண்ணிக்தகதய 
எவ்வாறு நவாம் ப்பறு்து?  இத்ைதகய எண்ணிக்தகதய எண்ணுைலின அடிப்்பத்டக் பகவாள்தககதைப் 
்பயன்படுத்து்ைன மூலம் எளிைவாக கவாணலவாம்.

இப்்பவா்டப்்பகுதியில் எண்ணுைல் எனும் பேயல் எவ்வாறு சமற்பகவாள்ை ்ப்ட உள்ைது என்பதை 
எண்ணுைலின அடிப்்பத்டக் பகவாள்தககளில் பைவா்டங்கி ்ரிதே மவாற்�ங்கள் மற்றும் சேர்வுகள் 
்வாயிலவாக விரி்வாகக் கவாணலவாம்.

கற்்றல் ச�ொககஙகள்

இப்்பவா்டப்்பகுதிதய கற்� பின மவாண்ர்கள் அறிநதிருக்க ச்ண்டிய ்பவா்டக் கருத்துகள்.
 z எண்ணுைலின அடிப்்பத்ட பகவாள்தககதை ்பல்ச்று சூழநிதலகளில் ்பயன்படுத்ைலவாம் 

என்பதை அறிைல்.
 z எத்ைதை ்ழிகளில் ப்வச்�வாை ப்பவாருடகதை ்ரிதேப்்படுத்ைலவாம் என்பதை 

அறிைல்.
 z ஒரு கணமவாைது ஒசை மவாதிரியவாை ப்பவாருடகதை உள்ை்டக்கியிருநைவால் அ்ற்த� 

எத்ைதை ்ழிகளில் ்ரிதேப்்படுத்ைலவாம் என்பதை அறிைல். 
 z ஒரு கணத்திலுள்ை ப்வச்�வாை ப்பவாருடகளின, சேர்வுகளின எண்ணிக்தகதயக் 

கவாண உத்திகதைப் ்பயன்படுத்துைல்.
 z கணிைத் பைவாகுத்ைறிைல் முத�யின ்பயன்பவாடுகதை அறிைல்.

நவாம் கீழக்கவாணும் ்பவா்டப்்பகுதியில் இருநது பைவா்டங்குச்வாம்.
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4.2 எண்ணுதலின் அடிப்்படைக தகொள்டககள் (Fundamental Principles of Counting)

1. கூடைல் விதி : (Sum Rule) பேய்து முடிக்க ச்ண்டிய இைண்டு ்பணிகதை எடுத்துக்பகவாள்ச்வாம். 
ஒசை சநைத்தில் பேய்ய இயலவாை இைண்டு ்பணிகளில் முைல் ்பணியிதை M ்ழிகளிலும், 
இைண்்டவா்து ்பணியிதை N ்ழிகளிலும் பேய்யலவாம் எனில், இ்ற்றில் ஏசைனும் ஒரு 
்பணியிதை M + N ்ழிகளில் பேய்யலவாம். இைதை எண்ணுைலின கூட்டல் விதி எனகிச�வாம்.

எடத்தககொடட ாட் 17 மவாண்ர்கள், 29 மவாணவிகள் உள்ை ்குப்பிலிருநது ஒரு ச்பவாடடிக்கவாக ஒரு 
மவாணவிதயசயவா அல்லது மவாண்தைசயவா எத்ைதை ச்று்பட்ட ் ழிகளில் சைர்நபைடுக்க முடியும்?

தீர்வு:

முைல் பேயலவாை ஒரு மவாணவிதய சைர்நபைடுக்க 29 ்ழிகளும், இைண்்டவா்து பேயலவாை 
ஒரு மவாண்தை சைர்நபைடுக்க 17 ்ழிகளும் உள்ைை. எைச் இநை சைர்விதை பேய்ய 
எண்ணுைலின கூட்டல் விதியின்படி, 17 + 29 = 46 ்ழிகள் உள்ைை.

குறிப்பு: இநை விதியிதை இைண்டிற்கு சமலவாை ்பணிகளுக்கும் விரிவு்படுத்ைலவாம். ஆகச் ஒசை 
சநைத்தில் பேய்ய இயலவாை n ்பணிகள் T

1
,  T

2
, T

3
,..., T

n
 ஆகிய்ற்த� பேய்து முடிக்க 

முத�சய m
1
, m

2
,..., m

n
 ்ழிகள் உள்ைை எனில், இ்ற்றில் ஏசைனும் ஒனத�  

m
1
 + m

2
 + ... + m

n
 ்ழிகளில் பேய்யலவாம்.

2. த்பருககல் விதி : (Product Rule) ஒரு பேயதல பேய்ய இரு ்படி நிதலகள் உள்ைை எைக் 
பகவாள்க. முைல் ்படி நிதலதய பேய்ய M ப்வச்�வாை ்ழிகளும் முைல் ்படி நிதலதய பேய்து 
முடித்ைபின இைண்்டவா்து ்படி நிதலதயச் பேய்ய N ப்வச்�வாை ்ழிகளும் உள்ைை எனில், 
பமவாத்ைமவாக அநை பேயதல M N#  ்ழிகளில் பேய்து முடிக்க முடியும்.

எடத்தககொடட ாட்  பேனதை, திருச்சி மற்றும் திருபநல்ச்லி என� மூனறு நகைங்கதை 
எடுத்துக்பகவாள்ச்வாம். ஒரு்ர் பேனதையிலிருநது திருச்சி ்ழியவாகத்ைவான திருபநல்ச்லி பேல்ல 
முடியும் எனக. பேனதை மற்றும் திருச்சிக்கு இத்டசய 2 ேவாதலகளும், திருச்சியிலிருநது 
திருபநல்ச்லி பேல்ல 3 ேவாதலகளும் உள்ைை. பேனதையிலிருநது திருபநல்ச்லிக்கு எத்ைதை 
்ழிகளில் பேல்ல முடியும்?
தீர்வு:

பேனதையிலிருநது திருச்சி பேல்ல 2 ேவாதலகள் உள்ைை. இ்ற்த� R
1
 மற்றும் R

2
 எைக் 

பகவாள்க. சமலும் திருச்சியிலிருநது திருபநல்ச்லி பேல்ல 3 ேவாதலகள் உள்ைை. இ்ற்த� S
1
, S

2
 

மற்றும் S
3
 எைக் பகவாள்க. ஒரு்ர் பேனதையிலிருநது திருச்சி பேல்ல R

1
 ஐ சைர்நபைடுத்ைவால் 

திருச்சியிலிருநது திருபநல்ச்லி பேல்ல S
1
, S

2
 அல்லது S

3
 இல் ஏசைனும் ஒனத�த் சைர்வு பேய்யலவாம். 

எைச் (R
1
, S

1
), (R

1
, S

2
), (R

1
, S

3
) என� ேவாத்தியமவாை ேவாதல ்ழிகள் உள்ைை. இதுச்பவாலச், 

பேனதையிலிருநது திருச்சி பேல்ல R
2
 த் சைர்நபைடுத்ைவால் (R

2
, S

1
), (R

2
, S

2
), (R

2
, S

3
) என� 

ேவாத்தியமவாை ேவாதல ்ழிகள் உள்ைை.
R1 S1

S2

S3R2 ்ப்டம் 4.1
எைச், பேனதையிலிருநது திருபநல்ச்லி பேல்ல 2 × 3 = 6 ்ழிகள் உள்ைை.
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குறிப்பு:  இைதை இைண்டிற்கு சமலவாை ்படி நிதலகளுக்கும் விரிவு்படுத்ைலவாம்.  ஒரு பேயலில் 
உள்ை  P

1
, P

2
,..., P

n
 என� n ்படிநிதலகதை பேய்ய முத�சய m

1
, m

2
,..., m

n
 என� ்ழிகள் 

உள்ைை எனக. சமலும், P
1
, P

2
,..., P

i-1
 ்படி நிதலகளுக்கு பி�கு P

i
 என� ்படிநிதலதய 

பேய்ைவால், அநை பேயதல ...m m mn1 2# # # ்ழிகளில் பேய்யலவாம்.

3. சேர்த்தல் - நீககல் தகொள்டக : (The Inclusion - Execlution Principle)  A, B என� இரு 
்பணிகதை ஒசை சநைத்தில் பேய்்ைவாகக் பகவாள்ச்வாம். ஒவப்வானத�யும் ைனித்ைனிசய 
முத�சய n(A),n(B) ்ழிகளில் பேய்யலவாம் எைக் பகவாள்க. சமலும் A, B ஆகிய்ற்த� ஒசை 
சநைத்தில் சேர்த்து n A B+] g  ்ழிகளில் பேய்யலவாம் எனில், இ்ற்றில் ஏசைனும் ஒரு ்பணிதய 
பேய்யும் ்ழிகளின எண்ணிக்தகதய கவாண கூட்டல் விதிதயப் ்பயன்படுத்திைவால் அது 
உண்தமயில் உள்ைதைவி்ட அதிக எண்ணிக்தகதய பகவாடுக்கும். ேரியவாை வித்டதய ப்ப� 
இவவிரு ்பணிகதைச் பேய்யும் ்ழிகளின எண்ணிக்தகதய கூடடிய பினைர், இைண்டு 
்பணிகதையும் ஒசை சநைத்தில் சேர்த்து பேய்யும் ் ழிகளின எண்ணிக்தகதய கழிக்க ச்ண்டும். 
இநை முத�தய சேர்த்ைல் - நீக்கல் பகவாள்தக எனகிச�வாம். கணங்களின குறியீட்டவால் இைதை 
கீழக்கண்்ட்வாறு குறிக்கினச�வாம்.

n A B,] g  = n A n B n A B++ -] ] ]g g g .
1000 ்தை உள்ை மிதக முழு எண்களில் 2 அல்லது 7 ஆல் ்கு்படும் (ஆைவால், இவவிரு 

எண்கைவால் ்கு்படும் எண்கதைத் ைவிர்த்து) எண்கதை கவாண்்பைவாக பகவாள்ச்வாம். 2 ஆல் ்கு்படும் 
எண்களின எண்ணிக்தகதய n(A) எைவும், 7 ஆல் ்கு்படும் எண்களின எண்ணிக்தகதய  
n(B) எைவும் 2 மற்றும் 7 ஆல் ்கு்படும் எண்களின எண்ணிக்தகதய n A B+] g  எைவும் பகவாள்க.  
2 அல்லது 7 ஆல் ்கு்படும் மிதக முழு எண்களின எண்ணிக்தக.

n A B,] g  =  n A n B n A B++ -] ] ]g g g  =  500 + 142-71 = 571

(குறிப்பு : இங்கு 1000 ்தை உள்ை எல்லவா 2-ன ம்டங்குகளின எண்ணிக்தகதய n A] g  
எைவும்,  எல்லவா 7-ன ம்டங்குகளின எண்ணிக்தகதய n B] g  எைவும் சமலும் இவ்வா�வாகப் 
்பல்ற்றிற்கும் பைவா்டைலவாம்.)

மர வடர்பைஙகள்: 
மை ்தை்ப்டங்கள் ப்பரும்்பவாலும் எண்ணுைலுக்கவாை ்பல்ச்று ்வாய்ப்புகதை குறிக்க 

்பயன்படுகி�து. மைத்தில் உள்ை கிதைகள் ்பல்ச்று ்வாய்ப்புகதை குறிக்கி�து. உைவாைணமவாக, ஒரு்ர் 
ைன குடும்்பத்திற்கவாக ஒரு மகிழுநதை ்வாங்கு்ைவாக பகவாள்ச்வாம். இைண்டு ப்வச்�வாை வியவா்பவாை 
முத்திதை (Branded) மகிழுநதுகளும் ஒவப்வாரு வியவா்பவாை முத்திதையிலும் 5 நி�ங்களில் 
மகிழுநதுகளும் உள்ைை. சமலும், ஒவப்வாரு நி�த்திலும் GL, SS, SL எை மூனறு ்தககள் உள்ைை 
எனில், ஒரு மகிழுநதை சைர்நபைடுப்்பைற்கவாை ்பல்ச்று ்வாய்ப்புகதை மை ்தை்ப்டம் ்வாயிலவாக 
கீழக்கவாணுமவாறு குறிக்கலவாம். 

GL SS SL GL SS SL GL SS SL GL SS SL GL SS SL GL SS SL GL SS SL GL SS SL GL SS SL GL SS SL

்ப்டம் 4.2 
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நவாம் இப்ப்பவாழுது சமற்கூறிய விதிகதை எடுத்துக்கவாடடுகளின மூலம் விரி்வாக விைக்குச்வாம். 

எடத்தககொடட ாட்  ஒரு ்பள்ளி நூலகத்தில் 75 கணிைப் புத்ைகங்களும், 35 இயற்பியல் புத்ைகங்களும் 
உள்ைை. ஒரு மவாண்ன இதில் ஏசைனும் ஒசை ஒரு புத்ைகத்தை சைர்நபைடுக்கலவாம். கணிைம் 
அல்லது இயற்பியல் புத்ைகங்களில் ஏைவா்து ஒனத� எத்ைதை ்ழிகளில் அம்மவாண்ைவால் 
சைர்நபைடுக்க முடியும்?
தீர்வு:

(i)  கணிைப் புத்ைகத்தைத் சைர்நபைடுக்க 75 ்ழிகள் உள்ைை.

(ii)  இயற்பியல் புத்ைகத்தைத் சைர்நபைடுக்க 35 ்ழிகள் உள்ைை.

 எைச், கணிைம் அல்லது இயற்பியல் புத்ைகங்களில் ஏசைனும் ஒனத� சைர்நபைடுக்க 
கூட்டல் விதிப்்படி 75 + 35 = 110 ்ழிகள் உள்ைை.

நவாம், இப்ப்பவாழுது ்பவா்ட அறிமுகத்தில் வி்ரித்ைதுச்பவான� ச்பவான� கணக்கிதைக் கவாண்ச்பவாம்.

எடத்தககொடட ாடா ஒரு மின நுகர்ச்வாரின மின அடத்ட எண் 238 : 110 : 29 எை உள்ைது. 238 ்து 
அதிக மின தி�ன பகவாண்்ட மின மவாற்றியில் இநை 29 ்து நுகர்ச்வார் எண் ்தை உள்ை மின 
இதணப்புகளின எண்ணிக்தகதய குத�நை மின தி�னுத்டய மினமவாற்றியில் அதிகப்்படேம் 100 
மின இதணப்புகள் மடடுசம இதணக்க முடியும் என� நி்பநைதைக்குட்படடு கவாண்க.
தீர்வு: 

்ப்டமவாைது மின ்ைங்கல் ்தலப்பினைல் முத�தய விைக்குகி�து.

்ப்டம் 4.3

இங்கு 110 குத�நை மின தி�னுத்டய மின மவாற்றிகள் அதிக மின தி�னுத்டய 
மினமவாற்றியு்டன இதணக்கப்்படடுள்ைது. ஒவப்வாரு குத�நை மின தி�னுத்டய மின மவாற்றியு்டனும் 
100 நுகர்ச்வார்கள் இதணக்கப்்படடுள்ைைவால், 109 மினமவாற்றிகளுக்கு பமவாத்ைம் 109 × 100 = 10900  
இதணப்புகள் இருக்கும். 110 ்து மினமவாற்றியில் 29 நுகர்ச்வார்கள் இதணக்கப்்படடுள்ைைர். 
எைச், 238 ்து அதிக மின தி�ன பகவாண்்ட மினமவாற்றியில் பமவாத்ைம் 10900 + 29 = 10929 மின 
இதணப்புகள் இருக்கும்.
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எடத்தககொடட ாட்   ஒரு ந்பர் ஒரு மகிழுநது ்வாங்க விரும்புகி�வார், ேநதையில் இைண்டு ்தகயவாை 
வியவா்பவாை முத்திதை மகிழுநதுகள் உள்ைை. சமலும் ஒவப்வாரு வியவா்பவாை முத்திதை மகிழுநதிலும் 3 
ப்வச்று ்தககள் உள்ைை. சமலும் இநை ஒவப்வாரு ்தகயிலும் ்ப்டம் 4.2 இல் உள்ைது ச்பவால் 
5 ப்வச்று நி�ங்களில் மகிழுநதுகள் ்ருகின�ை. எத்ைதை ்ழிகளில் மகிழுநதுகதை அ்ைவால் 
சைர்நபைடுக்க முடியும்?
தீர்வு:

ஒரு மகிழுநது ்வாங்க ஒரு வியவா்பவாை முத்திதை, ஒரு ்தக மற்றும் ஒரு நி�ம் ஆகிய்ற்த� 
சைர்நபைடுக்க ச்ண்டும். மகிழுநதின வியவா்பவாை முத்திதைதயத் சைர்நபைடுக்க 2 ்ழிகளும் 
ஒவப்வாரு வியவா்பவாை முத்திதைக்கும் மகிழுநதின ்தகதய சைர்நபைடுக்க 3 ்ழிகளும் ஒவப்வாரு 
்தகயிலும் நி�ங்கதை சைர்நபைடுக்க 5 ்ழிகளும் உள்ைை. எைச், ப்பருக்கல் விதியின ்படி, 
2×3×5 = 30 ்ழிகளில் மகிழுநதுகதை சைர்நபைடுக்க முடியும். 

எடத்தககொடட ாட்  கவாஞ்சிபுைத்தில் உள்ை ஜவுளிக்கத்டயில் ஒரு ப்பண் ஒரு ்படடுப் புத்டத்தயயும், 
ஒரு சுங்குடி பு்டத்தயயும் ்வாங்க நிதைக்கி�வார். கத்டயில் 20 ப்வச்று ்தகயவாை ்படடுப் 
பு்டத்களும், 8 ப்வச்று ்தகயவாை சுங்குடி பு்டத்களும் உள்ைை. பு்டத்கதை எத்ைதை 
்தகயில் அ்ைவால் சைர்நபைடுக்க முடியும்?

தீர்வு:
ஒரு ப்பண் ஒரு ்படடு பு்டத்யும் மற்றும் ஒரு சுங்குடி பு்டத்தயயும் சைர்நபைடுக்க ச்ண்டும். 

அநை ப்பண் ்படடுப் பு்டத்தயத் சைர்நபைடுக்க 20 ்ழிகளும் சுங்குடி பு்டத்தய சைர்நபைடுக்க 8 
்ழிகளும் உள்ைை. இநை இைண்டு பு்டத்கதையும் சைர்நபைடுக்க ப்பருக்கல் விதிப்்படி, 
20 8 160# = ்ழிகள் உள்ைை.

எடத்தககொடட ாட்  ஒரு கிைவாமத்தில் உள்ை்ர்களில் 80 ேைவீைம் ச்பர் பைனைநசைவாப்த்பயும், 65 
ேைவீைம் ச்பர் பநல் ்யதலயும் த்த்துள்ைைர். குத�நை்படேம் எத்ைதை ேைவீைம் ச்பர் 
இைண்த்டயும் த்த்திருப்்பவார்கள்?

தீர்வு:
 பைனைநசைவாப்த்ப த்த்திருப்்ப்ர்களின ேைவீைத்தை n(C) எைவும் பநல்்யதல 

த்த்திருப்்ப்ர்களின ேைவீைத்தை n(P) எைவும் பகவாள்க. இங்கு n(C) = 80, n(P) = 65 எை 
பகவாடுக்கப்்படடு உள்ைது. சேர்த்ைல் - நீக்கல் பகவாள்தகயின ்படி, n C P n C n P n C P+ ,= + -] ] ] ]g g g g  
n C P,] g -ன ப்பரும மதிப்பு 100. எைச், n C P+] g -ன குத�நை்படே மதிப்பு 80 + 65-100 = 45. 

எைச், குத�நை்படேம் 45 ேைவீைம் ச்பர் இைண்த்டயும் த்த்திருப்்பவார்கள்.

குறிப்பு: அடுத்து்ரும் கணக்குகளில் ’எழுத்துச்ேைம்’ என� கருத்தை ்பயன்படுத்ை உள்சைவாம். 
எழுத்துச்ேைம் என்பது எழுத்துகதை ஒன�ன பின ஒன�வாக ்ரிதேயவாக அதமப்்பது ஆகும். 
a, b, c மற்றும் d என� எழுத்துகதைக் பகவாண்டு உரு்வாக்கப்்படும் மூனறு எழுத்துச் 
ேைங்கதை aaa, abb, bda, dca, cdd,… எை எழுைலவாம்.

எடத்தககொடட ாட்   
(i) BIRD என� ஆங்கில ் வார்த்தையில் உள்ை 4 எழுத்துகதையும் ்பயன்படுத்தி எழுத்துகள் 

திரும்்ப ்ைவாமல் எத்ைதை எழுத்துச் ேைங்கதை உரு்வாக்கலவாம்.
(ii) PRIME என� ஆங்கில ்வார்த்தையில் உள்ை 5 எழுத்துகதையும் ்பயன்படுத்தி 

எழுத்துகள் திரும்்ப ்ைவாமல் எத்ைதை எழுத்துச் ேைங்கதை உரு்வாக்கலவாம்.
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தீர்வு:
(i) 4 கவாலி இ்டங்கதை 4 எழுத்துகதைக் பகவாண்டு எத்ைதை ்ழிகளில் நிைப்்பலவாசமவா 

அத்ைதை 4 எழுத்துச் ேைங்கள் இருக்கும். இதில் எழுத்துகள் திரும்்ப்ைக்கூ்டவாது 
என்பதை நிதைவில் பகவாள்ை ச்ண்டும். முைல் இ்டத்தை B, I, R, D என� எழுத்துகளில் 
ஒனறிதைக் பகவாண்டு 4 ப்வச்�வாை ்ழிகளில் நிைப்்பலவாம். இசை ச்பவால, 
இைண்்டவா்து இ்டத்தை மீைமுள்ை 3 எழுத்துகதைக் பகவாண்டு 3 ப்வச்�வாை 
்ழிகளிலும், மூன�வா்து இ்டத்தை 2 ்ழியிலும் நிைப்்பலவாம், நவானகவா்து இ்டத்தை  
1 ்ழியிலும் நிைப்்பலவாம். 

ஆகச், 4 இ்டங்கதை நிைப்பும் ்ழிகளின எண்ணிக்தக, ப்பருக்கல் விதிப் ்படி 
4×3×2×1 = 24. எைச், சைத்யவாை எழுத்துச் ேைங்களின எண்ணிக்தக 24 ஆகும்.

(ii) இங்கு 5 இ்டங்கதை நிைப்்ப 5 ப்வச்�வாை எழுத்துகள் உள்ைை. முைல் இ்டத்தை 
P,R,I,M,E என� எழுத்துகளில் ஏசைனும் ஒனத�க் பகவாண்டு 5 ்ழிகளில் நிைப்்பலவாம். 
முைல் இ்டத்தை 5 எழுத்துகளில் ஏசைனும் ஒனத�க் பகவாண்டு நிைப்பிய பினபு, மீைமுள்ை 
4 எழுத்துகதைக் பகவாண்டு இைண்்டவா்து இ்டத்தையும், மூன�வாம் இ்டத்தை நிைப்்ப  
3 எழுத்துக்களும் சமலும் நவானகவாம் இ்டத்தை நிைப்்ப 2 எழுத்துகளும் உள்ைை. 
மீைமுள்ை கத்டசி எழுத்தை ஐநைவாம் இ்டத்தில் நிைப்்பலவாம்.
எைச், ஐநது இ்டங்கதை நிைப்பும் ் தககளின எண்ணிக்தக 5 4 3 2 1 120.# # # # =

குறிப்பு: குறி்  இநை இரு நிதலகளுக்கும் இத்டசய உள்ை ஒப்புதமதய க்னிக்க.

எடத்தககொடட ாட்  FLOWER என� ்வார்த்தையில் உள்ை 6 எழுத்துகதைக் பகவாண்டு கீழக்கவாணும் 
கடடுப்்பவாடுகளு்டன எத்ைதை எழுத்துச் ேைங்கதை உரு்வாக்கலவாம்.

(i)  F இல் பைவா்டங்க ச்ண்டும் அல்லது R இல் முடிக்க ச்ண்டும்.
(ii)  F இல் பைவா்டங்கச்வா, R இல் முடிக்கச்வா கூ்டவாது.

தீர்வு:
எநை ஒரு எழுத்துச் ேைத்திலும் F, L, O, W, E, R என� எழுத்துகள் ஒவப்வானறும் ஒசை 
ஒரு முத�ைவான ்ரும். 

(i) ஒரு எழுத்துச் ேைத்தை F இல் பைவா்டங்கிைவால் மீைமுள்ை ஐநது இ்டங்கதை L, O, W, E, R 
என� எழுத்துகதைக் பகவாண்டு நிைப்்பலவாம். 
எழுத்துகதைத் திரும்்ப ்பயன்படுத்ை முடியவாது என்பைவால் 2 ஆ்து, 3 ஆ்து, 4 ஆ்து,  
5 ஆ்து மற்றும் 6 ஆ்து இ்டங்கதை முத�சய 5, 4, 3, 2 மற்றும் 1 ் ழிகளில் நிைப்்பலவாம். 

்ப்டம் 4.4

எைச் ப்பருக்கல் விதிப்்படி, F இல் 
பைவா்டங்கும் எழுத்துச் ேைங்கதை
5 4 3 2 1 120# # # # = ்ழிகளில் 
அதமக்கலவாம்.

்ப்டம் 4.5

ஒரு ேைம் R இல் முடியச்ண்டும் எனில் மீைமுள்ை 5 இ்டங்கதை F, L, O, W, E என� 
எழுத்துகதைக் பகவாண்டு நிைப்்பலவாம். 

சமற்பேவானைது ச்பவாலச் R இல் முடியும் 
எழுத்துச் ேைங்கதையும் 120 ்ழிகளில் 
அதமக்கலவாம்.
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்ப்டம் 4.6

ஒர் ேைம் F இல் பைவா்டங்கி R இல் முடியும் எனில், மீைமுள்ை 4 இ்டங்கதை L, O, W, E 
என� எழுத்துகதைக் பகவாண்டு நிைப்்பலவாம். 

சமற்கூறியது ச்பவாலச், F இல் பைவா்டங்கி R 
இல் முடியும் 6 எழுத்துச் ேைங்களின 
எண்ணிக்தக  24.4 3 2 1# # # =

சேர்த்ைல் - நீக்கல் பகவாள்தகயின ்படி, F இல் பைவா்டங்க ச்ண்டும் அல்லது R இல் 
முடிக்க ச்ண்டும் என�்வாறுள்ை எழுத்துச் ேைங்களின எண்ணிக்தக  
120 120 24 216+ - =  ஆகும்.

(ii)  F இல் பைவா்டங்கச்வா, R இல் முடிக்கச்வா கூ்டவாை எழுத்துச் ேைங்களின எண்ணிக்தக 
ஆைது (i) இல் கணக்கி்டப்்ப்டவில்தல. இதுமடடுமல்லவாமல் F, L, O, W, E, R என� 
எழுத்துகதை திரும்்ப ்ைவாை்வாறு உள்ை எல்லவா 6 எழுத்துச் ேைங்களின 
எண்ணிக்தகதய கணக்கி்டச்ண்டும்.
இப்ப்பவாழுது, முைல் இ்டத்தை இநை 6 எழுத்துகளில் ஏசைனும் ஒனத� ்பயன்படுத்தியும், 
இைண்்டவா்து இ்டத்தை மீைமுள்ை 5 எழுத்துகளில் ஏைவா்து ஒனத� ்பயன்படுத்தியும், 
இதுச்பவாலச், மற்� இ்டங்கதையும் நிைப்்பக் கித்டக்கும் எழுத்துச் ேைங்களின 
எண்ணிக்தக  5 4 3 2 1 7 .6 20# # # # # = F இல் பைவா்டங்கச்வா R இல் முடிக்கச்வா 
கூ்டவாை எழுத்துச் ேைங்களின எண்ணிக்தகதய, பமவாத்ை எழுத்துச் ேைங்களின 
எண்ணிக்தகயில் இருநது F இல் பைவா்டங்கி அல்லது R இல் முடிக்கும் எழுத்துச் 
ேைங்களின எண்ணிக்தகதய கழிக்க ப்ப�லவாம். இைன மதிப்பு 720 - 216 = 504 ஆகும்.

எடத்தககொடட ாட்ட முைலில் இைண்டு ப்வச்�வாை ஆங்கில எழுத்துகதையும் 
அைதைத்பைவா்டர்நது நவானகு ப்வச்�வாை எண்கதையும் அல்லது முைலில் இைண்டு ப்வச்�வாை 
எண்கதையும் அைதைத்பைவா்டர்நது நவானகு ப்வச்�வாை எழுத்துகதையும் பகவாண்டு எத்ைதை 
ப்வச்�வாை உரிமத் ைடடுகதை (Licence Plates) உரு்வாக்கலவாம்?
தீர்வு:

இத்தீர்விதை இரு நிதலகளில் கவாணலவாம். 
நிடை ் :   முைலில் இைண்டு ப்வச்�வாை ஆங்கில எழுத்துகதையும் நவானகு ப்வச்�வாை 

எண்கதையும் பகவாண்டு உரு்வாக்கும் உரிமத் ைடடுகளின எண்ணிக்தக 
, , .26 25 10 9 8 7 32 76 000# # # # # =

நிடை ் :   முைலில் நவானகு ப்வச்�வாை எழுத்துகதையும் பினைர் இைண்டு ப்வச்�வாை 
எண்கதையும் பகவாண்டு உரு்வாக்கும் உரிமத் ைடடுகளின எண்ணிக்தக 
10 9 26 25 24 23 3,22,92,000# # # # # =  ஆகும்.

நிதல 1 இல் அல்லது நிதல 2 இல் உள்ை்வாறு உரு்வாகும் உரிமத் ைடடுகளின எண்ணிக்தக, 
கூட்டல் விதியின ்படி, 26 25 10 9 8 7 10 9 26 25# # # # # # # # # 24 # 23g = 3, 55, 68, 000+ ]] g .

எடத்தககொடட ாட்்   7000-த்தை வி்ட அதிகமவாகவும் 8000-த்தை வி்ட குத�்வாகவும் உள்ை 
எண்களில் இலக்கங்கள் திரும்்ப ் ைவாை்வாறு உள்ை 5 ஆல் ் கு்படும் எண்களின எண்ணிக்தகயிதை 
கவாண்க.
தீர்வு:

7000-த்தை வி்ட அதிகமவாகவும் 8000-த்தை வி்ட குத�்வாகவும் உள்ை எண்கள்,  
4-இலக்கங்கதைக் பகவாண்டு இருக்க ச்ண்டும். எைச், அைன 1000 மவா்து இ்டத்தில் 7 இருக்க 
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ச்ண்டும். சமலும், இது 5 ஆல் ்கு்ப்ட ச்ண்டியுள்ைைவால் ஒன�வா்து இ்டம் 0 அல்லது 5 ஆக 
இருக்கச்ண்டும். 

0/5

்ப்டம் 4.7

இலக்கங்கள் திரும்்ப ்ைவாது என்பைவால், 100 ஆ்து மற்றும் 
10 ஆ்து இ்டங்கதை மீைமுள்ை எண்கதைக் பகவாண்டு முத�சய 
8 மற்றும் 7 ்ழிகளில் நிைப்்பலவாம்.

எைச், சைத்யவாை எண்களின எண்ணிக்தக 1 8 7 2 112# # # = .

எடத்தககொடட ாட்் இலக்கங்கள் திரும்்ப ்ைவாமல் எத்ைதை 4-இலக்க இைடத்டப் ்பத்ட 
எண்கதை 0, 1, 2, 3 மற்றும் 4 ஆகிய எண்கதை பகவாண்டு அதமக்கலவாம்?
தீர்வு:

 இதில் இைண்டு கடடுப்்பவாடுகள் உள்ைை. 

1.  4-இலக்க எண் எைச் 1000 மவா்து இ்டத்தில் 0 ்ைக்கூ்டவாது.

2. இைடத்டப்்பத்ட எண் என்பைவால் ஒன�வாம் இ்டத்தில் 0 , 2 அல்லது 4 ்ை ச்ண்டும். 

ஒன�வாம் இ்டத்தில் 0 உள்ை்வாறு அல்லது 0 இல்லவாை்வாறு எைக்பகவாண்டு இக்கணக்கிதை 
இைண்டு நிதலகளில் தீர்வு கவாணலவாம்.

்ப்டம் 4.8

நிடை ் :   ஒன�வாம் இ்டத்தில் 0 உள்ைச்பவாது 1000மவா்து 
இ்டத்தை பூர்த்தி பேய்ய 4 ்ழிகளும், 100ஆ்து 
இ்டத்தை பூர்த்தி பேய்ய 3 ்ழிகளும், 10ஆ்து 
இ்டத்தை பூர்த்தி பேய்ய 2 ்ழிகளும் உள்ைை. 
எைச், ஒன�வாம் இ்டத்தில் 0 உள்ை்வாறு 
4 3 2 1 24# # # =  எண்கதை உரு்வாக்கலவாம்.

்ப்டம் 4.9

நிடை ் :   ஒன�வாம் இ்டத்தில் 0 இல்லவாைச்பவாது 2 அல்லது 4 என� 
இரு எண்கதைக் பகவாண்டு ஒன�வாம் இ்டத்தை  
2 ்ழிகளில் பூர்த்தி பேய்யலவாம், 1000ஆ்து இ்டத்தை 
பூர்த்தி பேய்ய 3 ் ழிகளும், 100ஆ்து இ்டத்தை பூர்த்தி 
பேய்ய 3 ்ழிகளும் மற்றும் 10ஆ்து இ்டத்தை பூர்த்தி 
பேய்ய 2 ்ழிகளும் உள்ைை.

எைச், ஒன�வாம் இ்டத்தில் 0 இல்லவாை்வாறு 3 3 2 2 36# # # =  எண்கதை 
உரு்வாக்கலவாம். 

4-இலக்க இைடத்டப்்பத்ட எண்களின எண்ணிக்தக கூட்டல் விதியின ்படி 
24 36 60+ = .

எடத்தககொடட ாட்் 5 நவாணயங்கதை ஒரு முத� சுண்டும் ச்பவாது ஏற்்படும் விதைவுகளின 
பமவாத்ை எண்ணிக்தகதயக் கவாண்க.
தீர்வு:

ஒரு நவாணயத்தைச் சுண்டும் ச்பவாது {ைதல, பூ} எை 2 விதைவுகள் கித்டக்கும். எண்ணுைல் 
விதிப்்படி, 5 நவாணயங்கதைச் சுண்டும் ச்பவாது ஏற்்படும் விதைவுகளின எண்ணிக்தக 
2 2 2 2 2 2 325# # # # = = .
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குறிப்பு: ப்பவாது்வாக, n நவாணயங்கதை சுண்டும் ச்பவாது ஏற்்படும் விதைவுகளின எண்ணிக்தக 2n 

ஆகும்.

எடத்தககொடட ாட்ா 

(i) 5 ்பநதுகதை எத்ைதை ்ழிகளில் 3 ப்படடிகளில் விநிசயவாகிக்கலவாம். 
(ii) 3 ்பநதுகதை எத்ைதை ்ழிகளில் 5 ப்படடிகளில் விநிசயவாகிக்கலவாம்.

தீர்வு:

(i) ஒவப்வாரு ்பநதையும் 3 ப்வச்�வாை ப்படடிகளில் 3 ்ழிகளில் த்க்கலவாம். எைச், 
ப்பருக்கல் விதிப்்படி 5 ்பநதுகதை 3 ப்படடிகளில் 3 3 3 3 3 3 2435# # # # = =
்ழிகளில் விநிசயவாகிக்கலவாம்.

(ii) ஒவப்வாரு ்பநதையும் 5 ப்வச்�வாை ப்படடிகளில் 5 ்ழிகளில் த்க்கலவாம். எைச், 
ப்பருக்கல் விதிப்்படி 3 ்பநதுகதை 5 ப்படடிகளில் 5 5 5 5 1253# # = =  ்ழிகளில் 
விநிசயவாகிக்கலவாம்.

குறிப்பு: இது ச்பவான� கணக்குகளில் ஏற்்படும் குைப்்பங்கதைத் ைவிர்க்க ப்பவாருடகதை (்பநதுகதை) 
எடுத்து, இ்டங்களில் (ப்படடிகளில்) விநிசயவாகிக்க ச்ண்டும் என்பதை நிதைவில் பகவாள்ை 
ச்ண்டும். 

 ப்பவாது்வாக, n ப்வச்�வாை ப்பவாருடகதை m இ்டங்களில் த்க்க பமவாத்ைம் mn ்ழிகள் 
உள்ைை.

எடத்தககொடட ாட்் ஒரு அத�யில் 10 விைக்குகள் உள்ைை. ஒவப்வானத�யும் ைனித்ைனியவாக 
இயக்க முடியும். அநை அத�தய எத்ைதை ்ழிகளில் ஒளியூட்டலவாம். 

தீர்வு:

 ஒவப்வாரு விைக்குகதையும் ைனித்ைனியவாக ஒளியூடடுைல் அல்லது அதணத்ைல் எை 
இைண்டு ்ழிகள் உள்ைை. எைச் அத்ைதை விைக்குகதையும் 210 ்ழிகளில் இயக்கலவாம். இதில், 
எல்லவா விைக்குகதையும் அதணத்து த்க்கும் ்தகயும் உள்ை்டங்கியுள்ைது. இங்கு எல்லவா 
விைக்குகதையும் அதணத்து த்த்து அத�தய ஒளியூட்ட முடியவாது. ஆைலவால், அநை அத�தய 
ஒளியூட்ட 210-1 = 1024-1 = 1023 ்ழிகள் உள்ைை.

எண்ணு்ைற்கு ்பயன்படும் மற்ப�வாரு முக்கிய கருவிதய கீழக்கவாணுமவாறு எடுத்துதைக்கலவாம்.

பு்றொக கூட தகொள்டக (Pigeonhole Principle)

ஒரு பு�வாக் கூடடுத் பைவாகுப்த்ப சநவாக்கி ஒரு பு�வாக் கூட்டம் ்ப�நது ்ரு்ைவாகக் பகவாள்ச்வாம். 
பு�வா கூடுகளின எண்ணிக்தகதய வி்ட பு�வாக்களின எண்ணிக்தக அதிகமவாக இருநைவால், குத�நை 
்படேம் ஒரு பு�வா கூடடிலவா்து குத�நை ்படேம் இைண்டு பு�வாக்கள் இருக்க ச்ண்டும் என்பைவாகும்.
இைதை ப்பவாதுதமப்்படுத்தி ்பல்ச்று ்தகயவாை ப்பவாருடகளுக்கும் ்பயன்படுத்ைலவாம். அைவா்து, k 
ப்படடிகளில் k + 1 ப்பவாருடகள் இருநைவால், குத�நை்படேம் ஒரு ப்படடியிலவா்து இைண்டு அல்லது 
அைற்கு சமற்்பட்ட ப்பவாருடகள் இருக்க ச்ண்டும் என்பைவாகும்.
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 சிை உதொரணஙகள்:

1. எநை ஒரு 27 ஆங்கில ்வார்த்தைகதைக் பகவாண்்ட பைவாகுப்பிலும் குத�நை ்படேம் இைண்டு 
்வார்த்தைகைவா்து ஒசை எழுத்தில் பைவா்டங்க ச்ண்டும். (ஆங்கிலத்தில் 26 எழுத்துகள் 
மடடுசம உள்ைது.) 

2. ஒரு ்வாைத்தில் உள்ை 5 ச்தல நவாடகளில் நத்டப்பறும் எநை 6 கூட்டங்களில் குத�நை 
்படேம் இைண்டு கூட்டங்கைவா்து ஒசை நவாளில் நத்ட ப்ப� ச்ண்டும்.

்ரிதே மவாற்�ங்கள் மற்றும் சேர்வுகதை புரிநது பகவாள்ை நவாம் “கவாைணியப் ப்பருக்கம்” என� 
கருத்ைவாக்கத்தை அடுத்ை ்பகுதியில் கவாண்ச்பவாம்.

ாட் கொரணியப் த்பருககம் (Factorials)

முைல் n இயல் எண்களின பைவா்டர்ச்சியவாை ப்பருக்கல் n-ன கவாைணியப் ப்பருக்கம் எைப்்படும். 
இைதை n! எைக் குறிப்பிடுகிச�வாம்.

 அைவா்து,   !n  = ... n1 2 3# # # # .

இநை குறியீடத்ட “ n factorial ” அல்லது “ factorial of n” எை ்படிக்க ச்ண்டும்.

இநை n! என� குறியீடு 1808 இல் பிைஞ்சு கணிைவியல் அறிஞர். கிருஸ்டியன கிைவாம்ப் (Christian 
Kramp) என்ப்ைவால் அறிமுகப்்படுத்ைப்்பட்டது. n என� ஒரு மிதக முழு எண்ணுக்கு,

 n! =  ...n n n1 2 3 2 1# # # # # #- -] ]g g
  =  !n n 1-] g  , n > 1-க்கு
   =  !n n n1 2- -] ]g g  , n > 2-க்கு
   =  !n n n n1 2 3- - -] ] ]g g g  , n > 3-க்கு. இவ்வா�வாக பைவா்டைலவாம்.
சமலும்,  1! =   1

 2! =  2 1#  = 2

 3! =  3 2 1# #  =  6

 4! =  4 3 2 1# # #  = 24

 5! =  5 4 3 2 1# # # #  = 120

 ... = ...

 22! = ...22 21 20 3 2 1# # # # # #  = 1124000727777607680000

கவாைணியப்ப்பருக்கத்தில் 22 (ஸ்ரீனி்வாே இைவாமவானுஜத்தின பி�நைநவாள்) என� எண்ணுக்கு 
ைனிச் சி�ப்பு உண்டு. இது 1 ஐ வி்ட ப்பரிய எண்களில் N-ன கவாைணியப் ப்பருக்கத்தில் N இலக்கங்கள் 
உள்ைை என� ்பண்த்ப ப்பற்� மிகச்சிறிய எண்.

N! இல் ேரியவாக N இலக்கங்கதைக் பகவாண்்ட அடுத்ை எண் N எது எைக் கவாண்்பது, மவாண்ர் 
மற்றும் ஆசிரியருக்கு ஒரு நல்ல ்பயிற்சியவாகும். 0! = 1 என்பதை நிறு் n = 0 எை (n+1)!=(n+1) · n!  
என்பதில் பிைதியி்ட  ! ! ! !1 0 1 0 0 1

1 1&#= + = =] g   எை நிரு்லவாம். இதுச்பவானச� நவாம் குத�யற்� 
முழு எண்களுக்கவாை கவாைணியப் ப்பருக்கத்தை ்பற்றியும் வி்வாதிக்கலவாம். கவாைணியப் ப்பருக்கத்திதை 
சில குத� எண்களுக்கு மடடும் அல்லவாமல் கலப்பு எண்களுக்கு கூ்ட ்தையறுக்கலவாம். இது இப்்பவா்ட 
நூலின ்பவா்டத்திட்டத்திற்கு அப்்பவாற்்பட்டது.
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கவாைணியப் ப்பருக்கத்திதை கவாணும் முத�தயத் பைளி்வாக்க சில எடுத்துக்கவாடடுகதைக் 
கவாண்ச்பவாம்.

எடத்தககொடட ாட்் மதிப்த்பக் கவாண்க 

(i) 5! (ii) 6!-5!  (iii) ! !
!

5 2
8
#

தீர்வு:

(i)   5!  =  5 4 3 2 1# # # #  = 120.

(ii)   6! - 5!  =  ! !6 5 5# -  = !6 1 5#-] g  = 5 120#  = 600.

(iii)   ! !
!

5 2
8
#   =  ! !

!
5 2

8 7 6 5
#

# # #
 = 2

8 7 6# #
 = 168.

எடத்தககொடட ாட்் சுருக்குக !
!

2
7

தீர்வு:

!
!

2
7  = !

!
2

7 6 5 4 3 2# # # # #  = 7 6 5 4 3# # # #  = 2520.

எடத்தககொடட ாட்் மதிப்பிடுக : 
! !

!
r n r

n
-] g  இங்கு (i) n = 7, r = 5 (ii) n = 50, r = 47  

(iii) r = 3, எநை n-க்கும்.
தீர்வு:

(i) n = 7, r = 5 எனில்

 
! !

!
r n r

n
-] g  = 

! !
!

5 7 5
7
-] g  = ! !

!
5 2

7 6 5
#
# #  = 1 2

7 6
#
#  = 21.

(ii) n = 50, r = 47 எனில்

 
! !

!
r n r

n
-] g  = 

! !
!

47 50 47
50

-] g  =  ! !
!

47 3
50 49 48 47

#
# # #  = 1 2 3

50 49 48
# #
# #  = 19600.

(iii) r = 3, எநை n-க்கும்

 
! !

!
r n r

n
-] g  = 

! !
!

n
n

3 3-] g  = 
!

!
n

n n n n
1 2 3 3

1 2 3
# # # -
- - -] ]

]
]g g
g
g  = n n n

6
1 2- -] ]g g .

 
எடத்தககொடட ாட்் N என்பது நவாடகளின எண்ணிக்தக எனக. N நவாடகளின உள்ை பமவாத்ை  
மணி சநைங்களின எண்ணிக்தக N! எைக் பகவாண்்டவால், N-ன மதிப்புக் கவாண்க?

தீர்வு:

 இைற்கு !N N24 #=  என� ேமன்பவாடத்ட தீர்க்க ச்ண்டும்.

  N = 1,2,3,4 எனில்,  ! .N N24< #

  N = 5 எனில்,  N! =  5! = !4 5#  = 24N.

 N > 5 எனில்,  ! !N N N5 24> #$ எைச், N = 5.

XI_Maths_Ch4_V-1_TM.indd   203 15-12-2021   14:33:39

www.tntextbooks.in



11ஆம் வகுப்பு கணிதவியல் 204

எடத்தககொடட ாட்ட !
!

n
6  = 6 எனில், n-ன மதிப்புக் கவாண்க?

தீர்வு:

!
!

n
6  = . . ...

. . . . . .
n1 2 3

1 2 3 4 5 6  = 6.

n < 6 ஆக இருக்க ச்ண்டும் எைச், n = 5.

எடத்தககொடட ாட்் n! + (n-1)! = 30 எனில், n-ன மதிப்புக் கவாண்க?

தீர்வு:
30  = 6 5# .
சமலும், n! + (n-1)! = (n + 1)(n-1)! ேமப்்படுத்ை ! !n 1 6 3- = =] g  இதிலிருநது, n = 4 எை 

அறியலவாம்.

எடத்தககொடட ாட்் 2! + 3! + 4! + ... + 22!-ன ஒன�வாம் இலக்கம் எனை?

தீர்வு:
 5! இல் பைவா்டங்கி எல்லவா n!-க்கும் ஒன�வாம் இலக்கம் பூச்சியமவாகும். எைச் ஒன�வாம் 

இலக்கமவாைது 2! + 3! + 4! ஐ மடடுசம ப்பறுத்து அதமயும். இைன மதிப்பு 2 + 6 + 24 = 32. எைச், 
இைன ஒன�வாம் இலக்கம் 2.

எடத்தககொடட ாட்்  ! !7
1

8
1+  = !

A
9 எனில் A-ன மதிப்பு எனை?

தீர்வு:
இைதை
 !

A
9 8 7# #  = ! !7

1
8 7

1
#+ எை எழுைலவாம்.

 எைச், !
A

7
1

9 8# #  = !7
1 1 8

1# +: D  இது A
72 8

9= -க்கு ேமமவாை மதிப்த்ப ப்பறும், 
இதிலிருநது, A = 81 ஆகும்.

எடத்தககொடட ாட்ா !
!

n
n2] g  = 2n(1.3.5...(2n-1) எை நிறுவுக.

தீர்வு:
  !

!
n
n2] g   =  !

. . . ...
n

n n n1 2 3 4 2 2 2 1 2#- -] ]g g

   =  !
. . ... . . ...

n
n n n1 3 5 2 1 2 4 6 2 2 2#- -^ ] ^ ]gh g h

 (இைடத்ட மற்றும் ஒற்த� ்பத்ட எண்கதை ைனித்ைனிசய சேர்க்க)

   =  !
. . ... . . ... .

n
n n n1 3 5 2 1 2 1 2 3 1n# #- -^ ] ^ ]g g hh  

 (எல்லவா்ற்றிலிருநதும் 2 ஐ ப்ளிசய எடுக்க)

    =  !
. . ... !

n
n n1 3 5 2 1 2n# #-^ ] gh

   =  2 n(1.3.5...(2n-1)).
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  ்பயிற்சி ாட்

1. (i) ஒரு்ர் இைவு விருநதிற்கவாக ஒரு உணவு விடுதிக்கு பேன�வார். அங்கிருநை உணவு  
 ்படடியலில் 10 இநதிய மற்றும் 7 சீை உணவு ்தககள் இருநைை. ஒரு இநதிய அல்லது  
 ஒரு சீை உணத் அ்ர் எத்ைதை ்தககளில் சைர்நபைடுக்க முடியும்?

(ii) ஓர் கத்டயில் 3 விைமவாை மகிழுநது ப்பவாம்தமகளும், 2 விைமவாை பைவா்டர் ்ண்டி 
ப்பவாம்தமகளும் உள்ைை. ஒரு குைநதை ஒரு மகிழுநது ப்பவாம்தமதயயும் மற்றும் ஒரு 
பைவா்டர் ்ண்டி ப்பவாம்தமதயயும் எத்ைதை ்ழிகளில் சைர்நபைடுக்கலவாம்?

(iii) 1, 2, 3, 4, 5 என� இலக்கங்கதை திரும்்ப ்ைவாை முத�யில் ்பயன்படுத்தி எத்ைதை 
இைண்டு – இலக்க எண்கதை உரு்வாக்கலவாம்?

(iv) 10 இருக்தககள் உள்ை அைங்கில் மூனறு ந்பர்கள் நுதைகி�வார்கள். எத்ைதை ்ழிகளில் 
அ்ர்கள் அநை இருக்தககளில் அமைலவாம்? 

(v) 5 ந்பர்கதை ஒரு ்ரிதேயில் எத்ைதை ்ழிகளில் அமை த்க்கலவாம்?

2.  (i)    ஒரு அதலச்பசியில் 6 ப்வச்�வாை இலக்கங்கதைக்பகவாண்்ட க்டவுச் பேவால் உள்ைது.  
    அநை க்டவுச்பேவால்தல மீடப்டடுக்க அதிக்படேம் எத்ைதை முயற்சிகதை பேய்ய ச்ண்டும்?

(ii) 4 ப்வச்று நி� பகவாடிகளில் 3 பகவாடிகதை ஒனறின கீழ ஒன�வாக அதமத்து எத்ைதை 
ப்வச்று விைமவாை ேமிக்தககதை உரு்வாக்கலவாம்?

3. நவானகு குைநதைகள் ஒரு ஓட்டப்்பநையத்தில் ஓடுகி�வார்கள்.

(i)  முைல் இைண்டு இ்டங்கதை எத்ைதை ்ழிகளில் நிைப்்பலவாம்?

(ii)  அநை ்பநையத்தை எத்ைதை ்ழிகளில் முடிக்கலவாம்?

4. 2, 4, 6, 8 என� இலக்கங்கதைப் ்பயன்படுத்தி எத்ைதை 3 – இலக்க எண்கதை 

(i) இலக்கங்கள் திரும்்ப ்ருமவாறு

(ii) இலக்கங்கள் திரும்்ப ்ைவாை்வாறு கவாணலவாம்.

5. எத்ைதை மூனறு – இலக்க எண்கதை 3 ஆைது ஒன�வாம் இலக்க இ்டத்தில் ்ருமவாறு

(i) இலக்கங்கள் திரும்்ப ்ரும் நிதலயில்

(ii) இலக்கங்கள் திரும்்ப ்ைவாை்வாறு கவாணலவாம்.

6. 100 மற்றும் 500-க்கு இத்டயில் 0,1,2,3,4,5 என� இலக்கங்கதை ்பயன்படுத்தி

(i) இலக்கங்கள் திரும்்ப ்ரும் நிதலயில் எத்ைதை எண்கதை உரு்வாக்கலவாம்.

(ii) இலக்கங்கள் திரும்்ப ்ைவாமல் எத்ைதை எண்கதை உரு்வாக்கலவாம்.

7. எத்ைதை 3 – இலக்க ஒற்த�ப்்பத்ட எண்கதை 0,1,2,3,4,5 என� இலக்கங்கதை ்பயன்படுத்தி

(i) இலக்கங்கள் திரும்்ப ்ைவாமல் 

(ii) இலக்கங்கள் திரும்்ப்ருமவாறு கவாணலவாம்.
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8. கீழக்கவாணும் நி்பநைதைக்கு உட்படடு 999 மற்றும் 10000-க்கு இத்டசய உள்ை எண்கதை 
எண்ணுக.

(i)  எநை நி்பநைதையும் இல்லவாமல்

(ii)  எநை இலக்கமும் திரும்்ப ்ைவாமல்

(iii)  குத�நை்படேம் ஏசைனும் ஒரு இலக்கம் திரும்்ப ்ருமவாறு.

9. 0, 1, 2, 3, 4, 5 என� இலக்கங்கதை ்பயன்படுத்தி, 5 ஆல் ்கு்படும், மூனறு-இலக்க எண்கள் 
கீழக்கவாணும் நி்பநைதைக்குட்படடு எத்ைதை உள்ைை.

(i)  இலக்கங்கள் திரும்்ப ்ைவாமல்?

(ii)  இலக்கங்கள் திரும்்ப ்ருமவாறு?

10. A என� இ்டத்திலிருநது B என� இ்டத்திற்கு பேல்ல ,B B1 2  என� இைண்டு ச்பருநது ்ழித் 
ை்டங்களும், T

1
 , T

2 என� இைண்டு இையில் ்ழித்ை்டங்களும் சமலும் A1  என� ்வான 
்ழித்ை்டமும் உள்ைது. B என� இ்டத்திலிருநது C என� இ்டத்திற்கு பேல்ல B1lஎன� ஒரு 
ச்பருநது ்ழித்ை்டமும், ,T T1 2l l  என� இைண்டு இையில் ்ழித்ை்டங்களும் சமலும் A1lஎன� 
்வான ்ழித்ை்டமும் உள்ைது. A என� இ்டத்திலிருநது C என� இ்டத்திற்கு B என� இ்டம் 
்ழிசய ஒசை ்ழித்ை்டத்தை மீண்டும் ்பயன்படுத்ைவாமல் எத்ைதை ்ழிகளில் பேல்லலவாம்?

11. 1-க்கும் 1000-க்கும் இத்டசய உள்ை (இைண்த்டயும் உள்ை்டக்கிய) எண்களில் 2 ஆலும் 5 
ஆலும் ்கு்ப்டவாை எண்களின எண்ணிக்தகதயக் கவாண்க.

12.  LOTUS எனும் ்வார்த்தையிலுள்ை எழுத்துகதைப் ்பயன்படுத்தி

(i) L இல் ஆைம்பித்து அல்லது S இல் முடிக்கும் ்தகயில் எத்ைதை எழுத்துச் ேைங்கள் 
உள்ைை.

(ii) L இல் து்ங்கச்வா, மற்றும் S இல் முடிக்கச்வா கூ்டவாை எழுத்துச் ேைங்களின 
எண்ணிக்தகதயக் கவாண்க.

13.  (i) ஒவப்வாரு குறிக்சகவாள் விைவாவிற்கும் 4 ்வாய்ப்புகள் உள்ைை, 6  விைவாக்களுக்கு   
 எத்ைதை ்ழிகளில் வித்டயளிக்கலவாம்?

(ii) 3 பு�வாகூடுகளில் 10 பு�வாக்கதை எத்ைதை ்ழிகளில் ைங்கத்க்கலவாம்?

(iii) 10 மவாண்ர்களுக்கு 12 ப்வச்�வாை ்பரிசுகதை எத்ைதை ்ழிகளில் 
்பகிர்நைளிக்கலவாம்?

14.  மதிப்பிதைக் கவாண்க 

(i) 6!    (ii)4! + 5!   (iii)3!-2!    (iv) ! !3 4#    (v) ! !
!

9 3
12
#    (vi) 

!
!

n
n

1
3

+
+]

]
g
g

15.  மதிப்புக் கவாண்க 
! !

!
r n r

n
-] g  இங்கு

(i) n = 6 , r = 2  (ii) n = 10, r = 3  (iii) எநை n-க்கும், r = 2

16. n-ன மதிப்த்ப கவாண்க 

(i) (n + 1)! = 20(n - 1)!   (ii) ! ! !
n

8
1

9
1

10+ =
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கவாைணியப் ப்பருக்கத்தைப் ப்பவாதுதமப்்படுத்தி இைடத்டக் கவாைணியப் ப்பருக்கம் எை 
கீழகவாணுமவாறு ்தையறுக்கலவாம்.

n-ன் இரடடை கொரணியப் த்பருககம்: (Double Factorial of n)

n-ன கவாைணியப் ப்பருக்கத்தை n! எை குறிக்கிச�வாம். இைதை : { }f 0N N$, ,

இங்கு N  இயல் எண்களின கணம். இைன ்தையத�,

 f(n) = 
, ,

... , .

n

n n n n

1 0

1 2 3 2 1 0# # # # # # !

=

- -] ]g g*

n!! ஐ ( n-ன இைடத்ட கவாைணியப் ப்பருக்கம்) கீழக்கண்்ட்வாறு ்தையறுக்கலவாம்.

 g(n) = ...

...

n n n

n n n

1

2 4 4 2

2 4 3 1

# # # # #

# # # # #

- -

- -

]
]

]
]

g
g

g
g

Z

[

\

]]]]
]]]]

      
n = 0,

n இைடத்டப்்பத்ட எண் எனில்,
n ஒற்த�ப்்பத்ட எண் எனில்.

இதிலிருநது 5!! = 5 3 1 15# # =  சமலும்
   8!! = 8 ◊ 6 ◊ 4 ◊ 2 = 384 எை அறியலவாம்
குறிப்்பவாக !! ! !n n! ] g  ஏபைனில் 4!! = 8 ஆைவால் (4!)! = (24)! ஆகும்.

4.4  வரிடே மொற்்றஙகள் (Permutations)

்ரிதே மவாற்�ம் என�வால் எனை?
்ரிதே மவாற்�ங்கதை ்பல்ச்று சூைல்களில் எதிர்பகவாள்கிச�வாம்.

மூனறு நண்்பர்கள் A, B மற்றும் C ஒரு புதகப்்ப்டம் எடுக்க ்ரிதேயவாக 
நிற்கச்ண்டும். எத்ைதை விைமவாை ்ரிதேகளில் நிற்கலவாம்? இத் இ்டமிருநது 
்லமவாக கீசை ைைப்்படடுள்ைது.

A, B, C : A, C, B : B, A, C

B, C, A : C, A, B : C, B, A

ஆகச், பமவாத்ைமவாக புதகப்்ப்டம் எடுக்க 6 ்ழிகளில் ைங்களுக்குள் 
்ரிதேயவாக நிற்க த்க்கலவாம்.

 ஆகச், 3 ப்பவாருடகதை ஒரு ் ரிதேயில் அடுக்க !3 2 1 3# # = ்ரிதே மவாற்�ங்கள் இருக்கும். 
நவானகு ப்பவாருடகதை ஒரு ேமயத்தில் எடுக்கும் ச்பவாது கித்டக்கும் ் ரிதே மவாற்�ங்களின எண்ணிக்தக 

!4 3 2 1 4# # # = ஆகும். எைச், ப்பவாது்வாக n ப்பவாருடகதை ஒரு ்ரிதேயில் அடுக்க பமவாத்ைம் 
... !n n n n1 2 3 2 1# # # # # #- - =] ]g g  ்ரிதே மவாற்�ங்கள் இருக்கும்.

நம்மி்டம் உள்ை A, B, C, D, E, F மற்றும் G என� 7 எழுத்துகளில் நவாம் 4 எழுத்துகதை பகவாண்டு 
எழுத்துச் ேைங்கதை உரு்வாக்கும் ச்பவாது, முைல் எழுத்திதை சைர்நபைடுக்க நம்மி்டம் 7 ்ழிகள் 
உள்ைை. முைல் எழுத்தை சைர்நபைடுத்ை பினைர், நம்மி்டம் இைண்்டவாம் இ்டத்திற்கு 6 எழுத்துகள் 
உள்ைை. இதுச்பவால பைவா்டை, 4 ஆ்து எழுத்திற்கு 4 ்வாய்ப்புகள் உள்ைை.

 எைச், 7 எழுத்துகளில் இருநது உரு்வாக்கப்்படும் 4 எழுத்துச் ேைங்களின எண்ணிக்தக 

7 6 5 4# # #  = 3 2 1
7 6 5 4 3 2 1

# #
# # # # # #  = !

!
3
7  =  

!
!

7 4
7
-] g
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ப்பவாது்வாக, n ப்வச்�வாை ப்பவாருடகளில் இருநது r ப்பவாருடகதை பகவாண்டு உரு்வாக்கும் 
்ரிதே மவாற்�ங்களின எண்ணிக்தக 

!
!

n r
n
-] g . இைதை குறியீட்டவால் Pn r  எை குறிக்கலவாம். 

இைற்கவாை முத�யவாை நிரூ்பணத்தை இநைப் ்பகுதியில் கவாண்ச்பவாம். 

4.4.1 தவவசவ்றொன த்பொருடகளின் மீதொன வரிடே மொற்்றஙகள் (Permutations of Distinct Objects)

ேவார்புகளின ் வாயிலவாக ் ரிதே மவாற்�த்தை , , ...,S x x xn1 2= " ,என� முடிவுற்� கணத்திலிருநது 
S-ன மீசை ்தையறுக்கப்்பட்ட ஓர் இருபு� ேவார்த்ப ஓர் ்ரிதே மவாற்�ம் எை ்தையறுக்கலவாம். S-ன 
்ரிதே மவாற்�ங்களின எண்ணிக்தகயும் S-ன மீது ்தையறுக்கப்்பட்ட இருபு� ேவார்புகளின 
எண்ணிக்தகயும் ேமம். 

இநை ்ரிதே மவாற்�ங்களின எண்ணிக்தகதய Pn
r  

எை குறிக்கலவாம்.

சதற்்றம் ாட்

 n, r ஆகியத் மிதக முழு எண்கள் சமலும் r n#  எனில், n ப்வச்�வாை ப்பவாருடகளில் 
இருநது ஒரு ேமயத்தில் r ப்பவாருடகதை பகவாண்டு உரு்வாக்கும் ் ரிதே மவாற்�ங்களின எண்ணிக்தக 
n(n - 1)(n - 2)...(n - r + 1) ஆகும்.

நிரூ்பணம் ஒரு ்ரிதே மவாற்�ம் என்பது ்ரிதேயில் அதமத்ைலவாகும். n ப்வச்�வாை 
ப்பவாருடகளிலிருநது ஒரு ேமயத்தில் r ப்பவாருடகதை பகவாண்டு உரு்வாக்கும் ்ரிதே மவாற்�த்திதை,  
n ப்பவாருடகதை r இ்டங்களில் அதமத்து ப்ப�லவாம்.

n n n

r

(n-r+1)

முைல் இ்டத்தை நிைப்்ப n ப்பவாருடகள் உள்ைை இைண்்டவா்து இ்டத்தை நிைப்பு்ைற்கு n - 1 
ப்பவாருடகள் உள்ைை. மூன�வாம் இ்டத்தை நிைப்்ப n - 2 ப்பவாருடகள் உள்ைை. இதுச்பவால கத்டசி ்தை 
பைவா்டை, அைவா்து r ஆ்து இ்டத்தை நிைப்்ப (n - (r - 1)) ப்பவாருடகள் உள்ைை. ப்பருக்கல் விதியின 
்படி நவாம் nP

r 
= n(n - 1)(n - 2)...(n - r + 1) எைப் ப்ப�லவாம். 

சதற்்றம் ாட்

n 1$  மற்றும் r n0 # #  எனில் nP
r 
= 

!
!

n r
n
-] g .

நிரூ்பணம் சைற்�ம் 4.1 -லிருநது,

 nP
r   =  ...n n n n r1 2 1# # # #- - - +] ] ]g g g

 =  
...

... ...
n r n r

n n n n r n r n r
1 2 1

1 2 1 1 2 1
# # # #

# # # # # # # # #
- - -

- - - + - - -] ]
]

]
]

] ]g g
g

g
g

g g

 =   
!

!
n r

n
-] g . 

குறிப்பு: குறிப்்பவாக எநை ஒரு மிதக முழு எண் n மற்றும் குத�யற்� முழு எண் r-க்கும்,

 இைதை

  nP
r  = !

! ,

, .
n r

n r n

r n0 >

#-] g
Z

[

\

]]]]
]]]]

 எை குறிப்பி்டலவாம்.
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குறிப்பு: nP
r  = 

! ,

, .

P n r n

P r1 0

n
n

n
0

= =

= =
*

குறிப்பு: n ப்வச்�வாை ப்பவாருடகதை ஒரு ்ரிதேயில் nP
n 

= n! ்ழிகளில் ்ரிதேப்்படுத்ைலவாம்.

சதற்்றம் ாட்

 n ப்வச்�வாை ப்பவாருடகளிலிருநது ஒரு ேமயத்தில் r ப்பவாருடகதை திரும்்ப ்ரும் முத�யில் 
nr ்ழிகளில் ்ரிதேப்்படுத்ைலவாம்.

நிரூ்பணம் சைற்�ம் 4.1 இல் உள்ைது ச்பவால்,

n n n n

r

நவாம் முைல் இ்டத்தை நிைப்்ப n ப்பவாருடகளும், இைண்்டவா்து இ்டத்தை நிைப்்ப (முைலில் 
்பயன்படுத்திய ப்பவாருதை மீண்டும் ்பயன்படுத்ைலவாம்) n ப்பவாருடகளும், இதுச்பவாலச் r ்து இ்டத்தை 
நிைப்்ப n ப்பவாருடகளும் உள்ைை. ப்பருக்கல் விதியிலிருநது ப்வச்�வாை n ப்பவாருடகளிலிருநது ஒரு 
ேமயத்தில் ப்பவாருடகதை திரும்்ப ்ரும் முத�யில் ...n n n n# # # # (r முத�கள்) = nr ்ழிகளில் 
்ரிதேப்்படுத்ைலவாம். 

4.4.2 வரிடே மொற்்றஙகளின் ்பண்புகள் (Properties of Permutations)

்பண்பு ் :  Pn
n = Pn

n 1-

நிரூ்பணம்

  Pn
n 1-  =  

!
!

n n
n

1- -^ ] gh  = !
!n

1  = !
!

!n n n
n= -] g  =  Pn

n     

்பண்பு ் :  Pn
r   

= n Pn
r

1
1# -

-

நிரூ்பணம்

  n Pn
r

1
1# -

-   =  
!

!
n

n r
n

1 1
1

#
- - -

-
^]

]
]g
g
gh  = 

!
!

n r
n
-] g  = nP

r

இதைப்ச்பவாலச் பைவா்டர்நைவால், நவாம் ப்பறு்து

  nP
r =  n Pn

r
1

1# -
-  = n n P1 n

r
2

2# #- -
-] g

  =   ...n n n P n r P1 2 1n
r

n r3
3 0# # # # # #- - - --

-
-] ] ^ ]g g gh

  =  ...n n n n r1 2 1# # # #- - - +] ] ]g g g

nP
r 
=   ...n n n n r1 2 1# # # #- - - +] ] ]g g g .
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்பண்பு ் :  nP
r
 = P r Pn

r
n

r
1 1

1#+- -
-

நிரூ்பணம்

  P r Pn
r

n
r

1 1
1#+- -

-   =  
!

!
!
!

n r
n

r n r
n

1
1 1

- -
-

+ -
-

^]
] ]

]g
g
h g

g

   =  
!

!
!
!

n r
n

r n r
n

1
1 1

- -
-

+ -
-

]
] ]

]
g
g g

g

   =  
!

!
!
!

n r n r
n n r

r n r
n

1
1 1

#
#

- - -
- -

+ -
-

]
] ]

]
]
]

g
g

g
g g

g

   =  
!

!
!
!

n r
n n r

r n r
n1 1#

-
- -

+ -
-]

]
] ]

]
g
g

g
g
g

   =  
!

! ( )
!

!
n r

n n r r
n r

n n1 1#
-

- - +
= -

-]
]
] ]

]
g

g
g g

g   

   =  
!

!
n r

n
-] g  =  nP

r
  

எடத்தககொடட ாட்் மதிப்பிடுக : (i) 4P
4 

(ii) 5P
3 
(iii) 8P

4 
(iv)6P

5

தீர்வு:

(i)  4P
4 

=  4 3 2 1# # #  = 4! = 24.

(ii)  5P
3
  =  5 4 3# #  = 60.

(iii)  8P
4
  =  8 7 6 5# # #  = 1680.

(iv)  6P
5
  =  6 5 4 3 2# # # #  = 6! = 720.

எடத்தககொடட ாட்்  (n + 2)P
4
 =  P42 n

2#  எனில், n ஐக் கவாண்க.

தீர்வு:
 (n + 2)P

4  =  P42 n
2#

 & P
P

n

n

2

2
4

+
  =  42

&  ( )
n n

n n n n
1

2 1 1
-

+ + -] ]
]

]g g
g

g   =  42

 & (n + 2)(n + 1)  =  42 = 7 6#

 &n + 2  =  7&n = 5.

எடத்தககொடட ாட்்  10P
r
 = 7P

r + 2 எனில், r ஐக் கவாண்க.

தீர்வு:
   10P

r
  =  7P

r + 2 

 
!

!
r10

10
-] g  = 

!
!
r5

7
-] g
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!

!
r r r r r r10 9 8 7 6 5

10 9 8 7
# # # # #

# # #
- - - - - -] ] ] ] ] ]g g g g g g  = 

!
!
r5

7
-] g

 r r r r r10 9 8 7 6# # # #- - - - -] ] ] ] ]g g g g g   = 10 9 8# #  

 r r r r r10 9 8 7 6# # # #- - - - -] ] ] ] ]g g g g g  = 6 5 4 3 2# # # #

(10× 9 × 8 ஐ ஐநது அடுத்ைடுத்ை எண்களின ப்பருக்கலவாக இ�ங்கு ்ரிதேயில் எழுை)

 எைச், 10 - r  =  6 & r = 4.

எடத்தககொடட ாட்் "VOWELS" என� ்வார்த்தையில் உள்ை எழுத்துகதைக் பகவாண்டு பின்ரும் 
நி்பநைதைகளுக்கு உட்படடு எத்ைதை எழுத்துச் ேைங்கதை உரு்வாக்கமுடியும்.

(i) E இல் பைவா்டங்கும் ்தகயில்
(ii) E இல் பைவா்டங்கி, W இல் முடிக்கும் ்தகயில்.

தீர்வு:

பகவாடுக்கப்்பட்ட ்வார்த்தையில் 6 எழுத்துகள் (V, O, W, E, L, S) உள்ைை

்ப்டம் 4.10

்ப்டம் 4.11

(i) எல்லவா எழுத்துச் ேைங்களும் E இல் து்ங்க 
ச்ண்டும். எைச், மீைமுள்ை 5 எழுத்துகதை 
்ரிதேப்்படுத்ை 5P

5
 = 5! ்ழிகள் உள்ைை.

ஆகச், E இல் பைவா்டங்கும் எழுத்துச் 
ேைங்களின எண்ணிக்தக 5! = 120.

(ii) எல்லவா எழுத்துச் ேைங்களும் E இல் பைவா்டங்கி, 
W இல் முடிக்க ச்ண்டும், 5! = 120.

எைச், E ஐ முைலிலும், W ஐ கத்டசியிலும் த்க்கச்ண்டும். மீைமுள்ை 4 எழுத்துகதை 
4P

4
 = 4! ்ழிகளில் ்ரிதேப்்படுத்ைலவாம்.

ஆகச், E இல் பைவா்டங்கி, W இல் முடிக்கும் எழுத்துச் ேைங்களின எண்ணிக்தக  
4! = 24.

எடத்தககொடட ாட்் நவானகு ப்வச்�வாை இலக்கங்கதைக் பகவாண்்ட 4-இலக்க எண்கதை 
1,2,3,4 மற்றும் 5 என� இலக்கங்கதைப் ்பயன்படுத்தி உரு்வாக்கும்ச்பவாது, கீழக்கண்்ட்ற்த� 
கவாண்க.

(i) இவ்வா�வாை எத்ைதை எண்கதை உரு்வாக்கலவாம்?
(ii) இ்ற்றில் எத்ைதை எண்கள் இைடத்டப்்பத்ட?

(iii) இ்ற்றில் எத்ைதை எண்கள் ேரியவாக 4 ஆல் ்கு்படும்?

தீர்வு:

(i) நவானகு-இலக்க எண்களின எண்ணிக்தகயவாைது பகவாடுக்கப்்பட்ட  
5 இலக்கங்களிலிருநது 4 இலக்கங்கதைக் பகவாண்டு உரு்வாக்கப்்படும் ்ரிதே 
மவாற்�ங்களின எண்ணிக்தகக்கு ேமம். எைச், இைன மதிப்பு P 5 4 3 2 1205

4 # # #= =
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(ii) 

2p1 

்ப்டம் 4.13

இைடத்டப்்பத்ட எண்ணிற்கு கத்டசி இலக்கம் 2 அல்லது 4 ஆக இருக்கச்ண்டும். 
எைச், கத்டசி இலக்கத்தை P2

1  ்ழிகளில் 
நிைப்்பலவாம். சமலும் மீதி இருக்கும்  
3 இ்டங்கதை மீதி இருக்கும் 4 இலக்கங்கதை 
பகவாண்டு P4

3  ்ழிகளில் நிைப்்பலவாம். எைச் 
சைத்யவாை இைடத்டப்்பத்ட எண்களின 
எண்ணிக்தக P P 2 24 482

1
4

3# #= = .

4p1 

்ப்டம் 4.14

(iii) ஓர் எண் 4 ஆல் ்கு்ப்ட அநை எண்ணின 
கத்டசி இைண்டு இலக்கங்கள் 4 ஆல் ்கு்ப்ட 
ச்ண்டும். எைச், கத்டசி இைண்டு 
இலக்கங்கள் நிைப்்ப 12, 24, 32, 52 (4 ் ழிகள்) 
எை இருக்க ச்ண்டும். மீைமுள்ை முைல் 
இைண்டு இ்டங்கதை மீைமுள்ை 3 இலக்கங்கதை பகவாண்டு 3P

2
 ்ழிகளில் நிைப்்பலவாம். 

எைச், 4 ஆல் ்கு்படும் எண்களின எண்ணிக்தக P P 4 6 244
1

3
2# #= = .

ாடாட் த்பொருடகள் எப்த்பொழுதம் ஒன்்றொக வருதல் (Objects always together (String method))

n ப்வச்�வாை ப்பவாருடகளில் குறிப்பிட்ட எண்ணிக்தகயிலவாை m ப்பவாருடகள் எப்ப்பவாழுதும் 
ஒன�வாக ்ரும் ்தகயில் உள்ை ்ரிதே மவாற்�ங்களின எண்ணிக்தகதய கவாண

 z ஒன�வாக ்ைச்ண்டிய குறிப்பிட்ட m ப்பவாருடகதை கடடி அதை ஒரு அலகு ஆக பகவாள்க.
 z இப்ச்பவாது, நம்மி்டம் (n - m + 1) ப்பவாருடகள் உள்ைது. இநை (n - m + 1) ப்பவாருடகதை  

(n - m + 1)! ்ழிகளில் ்ரிதேப்்படுத்ைலவாம்.
 z பி�கு ஒன�வாக ்ைச்ண்டிய m ப்பவாருடகதை ைங்களுக்குள் m! ்ழிகளில் 

்ரிதேப்்படுத்ைலவாம்.
 z சைத்யவாை ்ரிதே மவாற்�ங்களின எண்ணிக்தக ! !m n m 1# - +] g .

4.4.4  எநத இரண்ட த்பொருடகளும் ஒன்்றொக வரொதிருத்தல் (No two things are together (Gap method)) 

n ப்வச்�வாை ப்பவாருடகளில், பகவாடுக்கப்்பட்ட எநை இரு k ப்பவாருடகளும் ஒன�வாக ்ைவாமலும் 
மற்றும் மீைமுள்ை m = n-k ப்பவாருடகளின மீது எவவிை கடடுப்்பவாடும் இல்லவாமலும் உரு்வாகும் ்ரிதே 
மவாற்�ங்களின எண்ணிக்தகதய கவாண, கீழக்கவாணும் விதிமுத�தயப் பின்பற்றுச்வாம்.

 z முைலில், கடடுப்்பவாடில்லவாை m ப்பவாருடகதை ஒசை ்ரிதேயில் ்ரிதேப்்படுத்துக. இநை  
m ப்பவாருடகதை mP

m
 = m! ்ழிகளில் ்ரிதேப்்படுத்ைலவாம்.

 z எவவிை கடடுப்்பவாடும் இல்லவாை m ப்பவாருடகளுக்கு இத்டசய உள்ை இத்டப்ளிகதை, 
முைல் மற்றும் கத்டசி இ்டங்கதையும் சேர்த்து எண்ண ச்ண்டும். இவ்வா�வாை 
இத்டப்ளிகள் m ஐ வி்ட ஒனறு அதிகமவாக அைவா்து (m + 1) இத்டப்ளிகள் இருக்கும்.

 இநை(m + 1) இ்டங்களில் k ப்பவாருடகதை Pm
k

1+] g  ்ழிகளில் ்ரிதேப்்படுத்ைலவாம்.
 z எைச் சைத்யவாை ்ரிதே மவாற்�ங்களின எண்ணிக்தக !m Pm

k
1# +] g .

எடத்தககொடட ாட்ட "EQUATION" என� ்வார்த்தையில் உள்ை எழுத்துகதை ்பயன்படுத்தி 
(i) உயிபைழுத்துகள் ஒன�வாக ்ரும் ்தகயில் எத்ைதை எழுத்துச் ேைங்கதை 

உரு்வாக்கலவாம்?
(ii) உயிபைழுத்துகள் ஒன�வாக ்ைவாை ்தகயில் எத்ைதை எழுத்துச் ேைங்கதை 

உரு்வாக்கலவாம்?
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தீர்வு:

(i) "EQUATION" என� ் வார்த்தையில் 8 எழுத்துகள் உள்ைை. இ்ற்றில் 5 உயிபைழுத்துகள் 
(E, U, A, I, O) மற்றும் 3 பமய்பயழுத்துகள் (Q, T, N) உள்ைை. 5 உயிபைழுத்துகதையும் 
ஒரு எழுத்து ச்பவால கருை நம்மி்டம் 4 எழுத்துகள் உள்ைை. இ்ற்த� 4P

4
 =  4! ் ழிகளில் 

்ரிதேப்்படுத்ைலவாம். ஆைவால் இநை ஒவப்வாரு ்ரிதே மவாற்�த்திலும், உயிபைழுத்துகள் 
E, U, A, I, O ஆகிய்ற்த� 5P

5
 = 5! ்ழிகளில் ைங்களுக்குள் ்ரிதேப்்படுத்ைலவாம். 

எைச், ப்பருக்கல் விதிப்்படி சைத்யவாை எழுத்துச் ேைங்களின எண்ணிக்தக 
! ! .4 5 24 120 2880# #= =

(ii) "EQUATION" என� ்வார்த்தையில் உள்ை 8 எழுத்துகதைக் பகவாண்டு உரு்வாக்கும் 
எழுத்துச் ேைங்களின எண்ணிக்தக !P 8 403208

8 = = . 

எைச், உயிபைழுத்துகள் ஒன�வாக ்ைவாை ்தகயில் உள்ை எழுத்துச் ேைங்களின 
எண்ணிக்தகதய பமவாத்ை எழுத்துச் ேைங்களின எண்ணிக்தகயிலிருநது 
உயிபைழுத்துகள் ஒன�வாக ்ரும் ்தகயில் உள்ை எழுத்துச் ேைங்களின 
எண்ணிக்தகதய கழித்துப் ப்ப�லவாம். ஆகச், சைத்யவாை எழுத்துச் ேைங்களின 
எண்ணிக்தக 40320 - 2880 = 37440.

எடத்தககொடட ாட்் 15 மவாண்ர்கள் எழுதும் ஒரு சைர்வில், 7 மவாண்ர்கள் கணிைத் சைர்த்யும் 
மீைமுள்ை 8 மவாண்ர்கள் ப்வச்று ்பவா்டங்களுக்கவாை சைர்த்யும் எழுதுகின�ைர். கணிைத் 
சைர்வு எழுதும் எநை இரு மவாண்ர்களும் ஒசை ்ரிதேயில் அடுத்ைடுத்து இல்லவாை ்தகயில் 
எத்ைதை ்ழிகளில் அமைத்க்கலவாம்?

தீர்வு:
கணிைத்தைத் ைவிை மற்� ்பவா்டங்களில் சைர்வு எழுதும் 8 மவாண்ர்கதை 8P

8
 =  8! ்ழிகளில் 

்ரிதேப்்படுத்ைலவாம். இநை ஒவப்வாரு ்ரிதே்படுத்ைல்களிலும் 9 இத்டப்ளிகள் இருக்கும். எைச் 
கணிைத் சைர்வு எழுதும் 7 மவாண்ர்கதை இநை 9 இத்டப்ளிகளில் 9P

7
 ் ழிகளில் அமைத்க்கலவாம். 

எைச், ப்பருக்கல் விதிப்்படி சைத்யவாை ்ரிதே மவாற்�ங்களின எண்ணிக்தக

! ! !
!

!
! !P8 8 2

9
2

8 99
7# #

#
= = .

எடத்தககொடட ாட்் 5 மவாண்ர்கள் மற்றும் 4 மவாணவிகதை ஒசை ்ரிதேயில் எநை இரு 
மவாணவிகளும் அடுத்ைடுத்து ்ைவாமல் எத்ைதை ்ழிகளில் அமைத்க்கலவாம்.
தீர்வு:

5 மவாண்ர்கதை ஒசை ்ரிதேயில் 5P
5
 = 5! ்ழிகளில் அமைத்க்கலவாம். இநை ஒவப்வாரு 

்ரிதேப் ்படுத்ைலிலும், 6 இத்டப்ளிகள் உரு்வாகும். இநை, 6 இ்டங்களில் 4 மவாணவிகதை  
6P

4
 ்ழிகளில் அமை த்க்கலவாம்.

எைச், அமைத்க்கும் பமவாத்ை ்ழிகளின எண்ணிக்தக 
! .P5 120 360 432006

4# #= =
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எடத்தககொடட ாட்் 4 மவாண்ர்கள் மற்றும் 4 மவாணவிகதை ஒசை ்ரிதேயில் மவாண்னும் 
மவாணவியும் அடுத்ைடுத்து ்ருமவாறு எத்ைதை ்ழிகளில் நிற்க த்க்கலவாம்?
தீர்வு:

4 மவாண்ர்கதை ஒரு ்ரிதேயில் நிற்க த்க்கும் ்ழிகள் 4P
4
 = 4! மவாண்தை 

முைலவா்ைவாகக் பகவாண்டு, இநை ஒவப்வாரு ்ரிதேயும் 4 இத்டப்ளிகதை உரு்வாக்கும். இநை  
4 இ்டங்களில் 4 மவாணவிகதை 4P

4
 = 4! ்ழிகளில் அமை த்க்கலவாம். 

எைச், மவாண்தை முைலவா்ைவாக பகவாண்்ட ்ரிதேகளின எண்ணிக்தக ! !4 4#  .

இதுச்பவாலச், சமற்கூறிய ்ழிமுத�யின்படி மவாணவிதய முைலவா்ைவாகக் பகவாண்்ட 
்ரிதேகளின எண்ணிக்தக ! !4 4# . எைச் கூட்டல் விதிப்்படி, மவாண்தைசயவா அல்லது 
மவாணவிதயசயவா முைலவா்ைவாகக் பகவாண்்ட ்ரிதே மவாற்�ங்களின, பமவாத்ை எண்ணிக்தக

! ! ! ! ! .4 4 4 4 2 4 11522# #+ = =] ] ^g g h

எடத்தககொடட ாட்ா ஒரு ் ண்டியில் 8 இருக்தககள் உள்ைை. முன்ரிதேயில் 2 இருக்தககளும் 
அைற்கு பினபு�ம் இைண்டு ்ரிதேகளில் ஒவப்வானறிலும் மூனறு இருக்தககள் உள்ைை. அநை 
்ண்டியவாைது ஏழு ந்பர்கள் F, M, S

1
, S

2
, S

3
, D

1
, D

2
 உள்ை ஒரு குடும்்பத்திற்கு பேவாநைமவாைது. 

பின்ரும் நி்பநைதைகளுக்கு உட்படடு அக்குடும்்பத்தை அநை ்ண்டியில் எத்ைதை ்ழிகளில் அமை 
த்க்கலவாம்?

(i) எநை கடடுப்்பவாடும் இல்லவாமல்
(ii) F அல்லது M ்ண்டிதய ஓட்ட ச்ண்டும்

(iii) F ்ண்டிதய ஓடடும்ச்பவாது D
1
, D

2
 ேனைசலவாை 

இருக்தகயில் அமர்நதிருக்கச்ண்டும்.

தீர்வு:

(i) ்ண்டியில் உள்ை 8 இருக்தகயில் ஒரு இருக்தக ஓடடுைருக்கவாக ஒதுக்கப்்படடுள்ைது. 
எநை கடடுப்்பவாடும் இல்லவாைைவால் யவார் ச்ண்டுமவாைவாலும் ச்தை ஓட்டலவாம். எைச், 
ஓடடுநர் இருக்தகயில் அமை 7P

1 
= 7 ்ழிகள் உள்ைை. மீைமுள்ை 7 இருக்தககளில் 

மீைமுள்ை 6 ந்பர்கள் 7P
6
 = 5040 ்ழிகளில் அமைலவாம். எைச், ்ண்டியில் அநை 

குடும்்பத்தை 7 5040 35280# =  ்ழிகளில் அமைத்க்க முடியும்.
(ii) ஓடடுநர் இருக்தக F அல்லது M ஆல் நிைப்்பப்்ப்டவுள்ைைவால், இைதை நிைப்்ப இைண்டு 

்ழிகள் உள்ைை. எைச், ் ண்டியில் அநை குடும்்பத்தை  2 5040 10080# = ்ழிகளில் 
அமைத்க்க முடியும்.

(iii) 5 ேனைசலவாை இருக்தககள் மடடுசம இருப்்பைவால், D
1
 மற்றும் D

2
 ஆகிசயவார் ேனைசலவாை 

இருக்தகயில் அமை 5P
2
 = 20 ்ழிகள் உள்ைை. ஓடடுநர் இருக்தகயில் அமர்கி�வார், 

மீைமுள்ை 4 ந்பர்கள் மீைமுள்ை 5 இருக்தககளில் அமை 5P
4
 = 120 ்ழிகள் உள்ைை. 

எைச், ்ண்டியில் அநை குடும்்பம் 20 1 120 2400# # =  ்ழிகளில் அமைமுடியும்.
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அடுத்ை கணக்தகப் புரிநது பகவாள்ை நவாம் ஆஙகிை அகரொதியில் வொர்த்டதயின் தரம் (Rank of a 
word in the English Dictionary) என்பதை ்தையறுப்ச்பவாம். பகவாடுக்கப்்பட்ட ்வார்த்தையில் உள்ை 
எழுத்துகதைக் பகவாண்டு உரு்வாக்கப்்படும் எழுத்துச் ேைங்கதை ஆங்கில அகைவாதியில் உள்ை 
்ரிதேயின ்படி எழுதும் ச்பவாது, அநை ் வார்த்தை ் ரும் இ்டம் அைன ைைம் எை ் தையறுக்கப்்படுகின�து.

எடத்தககொடட ாட்் TABLE என� ்வார்த்தையில் உள்ை எழுத்துகதை ்ரிதே மவாற்�ம் பேய்து 
கித்டக்கும் எல்லவா எழுத்துச் ேைங்கதையும் ஆங்கில அகைவாதியில் உள்ை்படி ் ரிதேயவாக அதமத்ைவால், 
கீழக்கண்்ட ்வார்த்தைகளின ைைம் கவாண்க.

(i) TABLE  (ii) BLEAT 

தீர்வு:
பகவாடுக்கப்்பட்ட ்வார்த்தையின எழுத்துகள் ஆங்கில அகைவாதியில் A, B, E, L, T என� 

்ரிதேயில் அதமயும். அகைவாதியில் A யில் து்ங்கும் ்வார்த்தைகள் ைவான முைலில் ்ரும். முைல் 
இ்டத்தில் A ஐ அதமத்து மீைம் உள்ை  4 எழுத்துகதை (B,E,L,T) 4! ்ழிகளில் ்ரிதேப்்படுத்ைலவாம். 
இசைச்பவால் பைவா்டை நமக்கு கித்டப்்பது,

(i) TABLE என� ்வார்த்தையின ைைம்
A _ _ _ _ = 4! = 24 ்ழிகள்
B _ _ _ _ = 4! = 24 ்ழிகள்
E _ _ _ _ = 4! = 24 ்ழிகள்
L _ _ _ _ = 4! = 24 ்ழிகள்
T A B E L = 1 ்ழி
T A B L E = 1 ்ழி

TABLE என� ்வார்த்தையின ைைம் ! .4 4 1 1 98# + + =

(ii) BLEAT என� ்வார்த்தையின ைைம்
A _ _ _ _ = 4! = 24 ்ழிகள்
B A _ _ _ = 3! = 6 ்ழிகள் 
B E _ _ _ = 3! = 6 ்ழிகள் 
B L A _ _ = 2! = 2 ்ழிகள் 
BLEAT = 1 ்ழி
BLEAT என� ்வார்த்தையின ைைம் 24 + 6 + 6 + 2 + 1 = 39.

ாடாட் அடனத்தம் தவவசவ்றொக அடமயொத த்பொருடகளின் மீதொன வரிடே மொற்்றஙகள்  
 (Permuntations of not all distinct objects)

J E E என� ் வார்த்தைதய ் ரிதே மவாற்�ம் பேய்்ைவாக பகவாள்ச்வாம். இதில் உள்ை எழுத்துகள் 
அதைத்தும் ப்வச்�வாக இல்தல. இதில் E என� எழுத்து இைண்டு முத� ்நது ஒசை ்தகயவாக 
அதமநதுள்ைை. ைற்கவாலிகமவாக, இநை இைண்டு E இக்களில் ஒனத� E

1
எைவும் E

2
 மற்ப�வானத� 

எைவும் பகவாள்ச்வாம். மூனறு ப்வச்�வாை எழுத்துக்கைவால் ஒசை சநைத்தில் உரு்வாகும் எல்லவா 
்ரிதே மவாற்�ங்களின எண்ணிக்தக !3  ஆகும்.
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E
1
, E

2
 ஆகிய்ற்த� ப்வச்�வாக கருதும் 

ச்பவாது ்ரிதே மவாற்�ங்கள்
E

1
, E

2
 ஆகிய்ற்த� ஓசை மவாதிரியவாக 

கருதும் ச்பவாது ்ரிதே மவாற்�ங்கள்
J E

1 
E

2 
,

J E
2 
E

1 

JEE

E
1 
J

 
E

2 
,

E
2 
J

 
E

1

EJE

E
1 
E

2 
J,

E
2 
E

1 
J

EEJ

 E
1
,E

2
 என� 2 எழுத்துகதை ைங்களுக்குள் ்ரிதே மவாற்�ம் பேய்யும்ச்பவாது உண்தமயில் அசை 

்ரிதே மவாற்�ம் கித்டப்்பசை இைற்கு கவாைணமவாகும். இத் இைண்டும் ஒனச� ஆைலவால், சைத்யவாை 
்ரிதே மவாற்�ங்களின எண்ணிக்தக !

! .2
3 3=

சதற்்றம் ாடா

 n ப்பவாருடகளில், p ப்பவாருடகள் ஒசை மவாதிரியவாகவும் மற்�த் அதைத்தும் ப்வச்�வாகவும் 
உள்ை ப்பவாருடகளின ்ரிதே மவாற்�ங்களின எண்ணிக்தக !

!
p
n .

ப்பவாது்வாக, n ப்பவாருடகளில், p
1
 ப்பவாருடகள் முைல் ்தகயவாகவும், p

2
 ப்பவாருடகள் இைண்்டவாம் 

்தகயவாகவும்,... p
k
 ப்பவாருடகள் k ஆ்து ்தகயவாகவும் மற்�ப்பவாருடகள் ஒவப்வானறும் 

ப்வச்�வாகவும் இருப்பின ்ரிதே மவாற்�ங்களின எண்ணிக்தக ! ! ... !
!

p p p
n

k1 2# # # .   

எடத்தககொடட ாட்் BANANA என� ்வார்த்தையில் உள்ை எழுத்துகதை எத்ைதை ்தககளில் 
்ரிதேப் ்படுத்ைலவாம்?
தீர்வு:

இநை ்வார்த்தையில் 6 எழுத்துகள் உள்ைை. இதில் மூனறு A களும், இைண்டு N களும் 
சமலும் ஒரு B யும் உள்ைது. இ்ற்த� ்ரிதேப்்படுத்தும் முத�களின எண்ணிக்தக ! !

!
3 2

6
#  = 60.

எடத்தககொடட ாட்் RAMANUJAN என� ் வார்த்தையில் உள்ை உயிர் மற்றும் பமய் எழுத்துகளின 
இருப்பி்ட நிதலகதை மவாற்�வாமல் எத்ைதை ்ழிகளில் ்ரிதேப்்படுத்ைலவாம்?

தீர்வு:

RAMANUJAN என� ்வார்த்தையில் 4 உயிர் எழுத்துகள் (A,A,U,A) உள்ைை. இதில் 
மூனறு A களும், ஒரு U வும் உள்ைது. சமலும், 5 பமய் எழுத்துகள் (R,M,N,J,N) உள்ைை. இதில், 
இைண்டு N-களும் மற்�த் ப்வச்�வாைைவாகவும் உள்ைது. இநை 4 உயிபைழுத்துக்கதை 
(A,A,A,U) அ்ற்றிற்குள் !

!
3
4 4=  ்ழிகளில் ்ரிதேப்்படுத்ைலவாம். சமலும் 5 பமய் எழுத்துகதை 

(R,M,N,J,N) அ்ற்றிற்குள் !
!

2
5 60=  ்ழிகளில் ்ரிதேப்்படுத்ைலவாம். எைச், சைத்யவாை ்ரிதே 

மவாற்�ங்களின எண்ணிக்தக !
!

!
! .3

4
2
5 4 60 240# #= =
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எடத்தககொடட ாட்் ஒரு புதகப்்ப்டத்திற்கவாக ஒரு ்ரிதேயில் மூனறு சஜவாடி இைடத்டயர்கள் 
நிற்கி�வார்கள். கீழக்கண்்ட நி்பநைதைகளுக்குட்படடு எத்ைதை ்ழிகளில் ்ரிதேப்்படுத்ைலவாம்.

(i) எநை ஒரு கடடுப்்பவாடும் இல்லவாமல்

(ii)  ஒவப்வாரு ந்பரும் அ்ரின இைடத்டயருக்கு அருகில் நிற்க ச்ண்டும்.

தீர்வு:

(i) எநை ஒரு கடடுப்்பவாடும் இல்லவாமல் 6 ந்பர்கதை 6P
6 

= 6! = 720 ்ழிகளில் நிற்க 
த்க்கலவாம்.

(ii) மூனறு சஜவாடி இைடத்டயர்கதை T
1
, T

2 
, T

3
 எனக. ஒவப்வாரு சஜவாடி இைடத்டயர்கதையும் 

ஒரு அலகவாக பகவாண்டு இ்ர்கதை 3! ்ழிகளில் ்ரிதேப்்படுத்ைலவாம். இதில் உள்ை 
ஒவப்வாரு சஜவாடி இைடத்டயர்கதையும் அ்ர்களுக்குள் 2! ்ழிகளில் 
்ரிதேப்்படுத்ைலவாம். எைச், எல்லவா ்ரிதே மவாற்�ங்களின எண்ணிக்தக

! ! ! !3 2 2 2 48# # # = .

எடத்தககொடட ாட்் 1,2,3,4,2,1 என� இலக்கங்கதைப் ்பயன்படுத்தி இைடத்டப் ்பத்ட எண்கள் 
இைடத்ட இ்டத்தில் ்ருமவாறு எத்ைதை எண்கதை உரு்வாக்கலவாம்?
தீர்வு:

இதில் கவாணப்்படும் 6 இ்டங்களில் உள்ை 3 இைடத்டப்்பத்ட இ்டங்களில் 2,4,2 என� 
இைடத்டப்்பத்ட எண்கள் ்ைச்ண்டும். 2,4,2 என� இலக்கங்கதை 3 இைடத்டப்்பத்ட இ்டங்களில் 

!
!

2
3 3=  ்ழிகளில் ்ரிதேப்்படுத்ைலவாம். மீைமுள்ை, 1,3,1 என� இலக்கங்கதை மீைமுள்ை  

3 இ்டங்களில் !
!

2
3 3=  ்ழிகளில் ்ரிதேப்்படுத்ைலவாம். எைச், சைத்யவாை எண்களின 

எண்ணிக்தக 3 3 9# = .

எடத்தககொடட ாடாட ்ப்டத்தில் கவாடடியுள்ை்வாறு ச்பவால 6 × 4 கட்டகத்தில் ஆைம்்பத்தில் இருநது 
இறுதி ்தை பேல்ல எத்ைதை ்பவாதைகள் உள்ைை? 

்ப்டம் 4.15

தீர்வு:

ஒவப்வாரு ்பவாதையிலும் 6 கித்டமட்ட நீை அலகுகளும், மற்றும் 4 பேங்குத்து நீை அலகுகளும் 
உள்ைை. ஒவப்வாரு ்பவாதையிலும் 10 நீை அலகுகள் உள்ைை. இதில் 6 ஒரு ்தகயிலும் 
(கித்டமட்டம்) மற்றும் 4 மற்ப�வாரு ்தகயிலும் (பேங்குத்து) உள்ைது.

ஆைலவால், பமவாத்ை ்பவாதைகளின எண்ணிக்தக ! !
! .4 6

10 210# =
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எடத்தககொடட ாடா் BHASKARA என� ஆங்கில ்வார்த்தையில் உள்ை எழுத்துகதை ஆங்கில 
அகைவாதியில் உள்ை்படி ்ரிதே மவாற்�ம் பேய்யும்ச்பவாது B யில் து்ங்கும் ்வார்த்தைகளுக்கு 
முனைைவாக எத்ைதை எழுத்துச் ேைங்கள் இருக்கும்?

தீர்வு:

B-க்கு முனைைவாக A யில் து்ங்கும் ்வார்த்தைகள் ்ரும். எைச், A யில் து்ங்கும் 
A,A,B,H,K,R,S என� எழுத்துகதைக் பகவாண்டு உரு்வாக்கப்்படும் எழுத்துச் ேைங்களின 
எண்ணிக்தக !

!
2
7 2520= ஆகும்.

எடத்தககொடட ாடா் IITJEE என� ்வார்த்தையில் உள்ை அதைத்து எழுத்துகதையும் எல்லவா 
்ழிகளிலும் ்ரிதே மவாற்�ம் பேய்து உரு்வாக்கப்்படும் எழுத்துச்ேைங்கதை ஆங்கில அகைவாதியில் 
உள்ை்வாறு ்ரிதேப்்படுத்தும் ச்பவாது IITJEE என� ்வார்த்தையின ைைம் கவாண்க.

தீர்வு:

IITJEE யில் உள்ை எழுத்துகள் அகைவாதி ்ரிதேயில் E,E,I,I,J,T என�்வாறு இருக்கும். 
அகைவாதியில் E யில் து்ங்கும் ்வார்த்தைகள் முைலில் ்ரும். முைல் இ்டத்தை E ஆல் நிைப்பி, மீைமுள்ை 
5 (E,I,I,J,T) எழுத்துகதை !

!
2
5 ்ழிகளில் ்ரிதேப்்படுத்ைலவாம்.

இதுச்பவால் பைவா்டை நமக்கு கித்டப்்பது,

E _ _ _ _ _ = !
!

2
5  =   60 ்ழிகள்

E _ _ _ _ _ = 4! =   24 ்ழிகள்
I I E _ _ _ = 3!  =   6 ்ழிகள்
I I J _ _ _ = !

!
2
3  =  3 ்ழிகள் 

I I T E _ _ = 2! =  2 ்ழிகள்
I I T J E E  = 1 ்ழி.

எைச், IITJEE என� ்வார்த்தையின ைைம் 60 + 24 + 6 + 3 + 2 + 1 = 96 ஆகும்.

எடத்தககொடட ாடா் 1, 2, 4, 6, 8 என� இலக்கங்கதை பகவாண்டு உரு்வாக்கப்்படும் எல்லவா 
4-இலக்க எண்களின கூடுைதலக் கவாண்க.

தீர்வு:
பகவாடுக்கப்்பட்ட 5 இலக்கங்கதை பகவாண்டு உரு்வாக்கப்்படும் 4-இலக்க எண்களின 

எண்ணிக்தக 5P
4
 = 120 நவாம் முைலில் ஒன�வாம் இ்டத்தில் உள்ை எல்லவா 120 எண்களின கூடுைதலக் 

கவாண்ச்பவாம். ஒன�வாம் இ்டத்தில் 1ஐ அதமத்து, மற்� இ்டங்களில் மீைமுள்ை 4 எண்கதை 4P
3
 = 24 

்ழிகளில் ்ரிதேப்்படுத்ைலவாம். இதுச்பவாலச், 2, 4, 6, 8 ஆகிய இலக்கங்கள் ஒன�வாம் இ்டத்தில் 24 
முத� ்ருகின�ை. எல்லவா 120 எண்களின ஒன�வாம் இ்டத்தில் ்ரும் இலக்கங்களின 
கூடடுத்பைவாதக கித்டக்கும். எைச்,

P P P P P1 2 4 6 84
3

4
3

4
3

4
3

4
3# # # # #+ + + +^ ^ ^ ^ ^h h h h h

   =  P 1 2 4 6 84
3 # + + + +] g
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   =  P4
3 #  (இலக்கங்களின கூடுைல்)

   =  .P 214
3 #       

இதுச்பவாலச், 10ஆம் இ்டத்தில் உள்ை எண்களின கூடடுத்பைவாதக .P 214
3 #  இது 10ஆம் 

இ்டத்தில் உள்ைைவால் இைன மதிப்பு .P 21 104
3 # #  இதுச்பவாலச், 100ஆம் இ்டம் மற்றும் 1000மவா்து  

இ்டத்தில் உள்ை எண்களின மதிப்புகள் முத�சய P 21 1004
3 # # மற்றும் .P 21 10004

3 # #  எைச், 
1, 2, 4, 6, 8 என� இலக்கங்கதைக் பகவாண்டு உரு்வாகும் எல்லவா 4-இலக்க எண்களின கூடடுத்பைவாதக

P P P P21 21 10 21 100 21 10004
3

4
3

4
3

4
3# # # # # # #+ + +^ ^ ^ ^h h h h

   = P 21 11114
3 #] g   

   = 24 21 1111# #

   = 559944.

ஊகித்த உணர்தல் ாட்

n பூச்சியமற்� இலக்கங்கதைக் பகவாண்டு உரு்வாகும் எல்லவா r -இலக்க எண்களின கூடுைல்

{ Pn
r

1
1 #

-
-  (இலக்கங்களின கூடுைல்) ...111 1# (r முத�)}

ஊகித்த உணர்தல் ாட்

பகவாடுக்கப்்பட்ட n இலக்கங்களில் 0 ஒரு இலக்கம் எனில், இ்ற்த�க் பகவாண்டு உரு்வாகும் 
எல்லவா r இலக்க எண்களின கூடுைல் 

{ Pn
r

1
1 #

-
-  (இலக்கங்களின கூடுைல்) ...111 1# (r முத�)} -

 { Pn
r

2
2 #

-
-  (இலக்கங்களின கூடுைல்) ...111 1# ((r - 1) முத�)}.

ேொர்புகளொக வரிடே மொற்்றஙகள் (Permutation as Function)

S
n
 =  {x

1
, x

2
, x

3
,..., x

n
} என� முடிவுற்� கணத்தின மீைவாை ்ரிதே மவாற்�மவாைது  

S Sn n" -க்கு ்தையறுக்கப்்பட்ட இருபு� ேவார்்பவாகும். எைச் n உறுப்புகதைக் பகவாண்்ட முடிவுறு 
கணத்தின மீது ்தையறுக்கப்்பட்ட ்ரிதே மவாற்�ங்களின எண்ணிக்தக அக்கணத்தின மீது 
்தையறுக்கப்்பட்ட இருபு� ேவார்புகளின பமவாத்ை எண்ணிக்தகக்குச் ேமமவாகும். இது துல்லியமவாக n! 
ஆகும். ஆகச் ஒரு கணத்தின மீைவாை ்ரிதே மவாற்�ங்கதை ்பற்றிப் ்படிப்்பதும், அக்கணத்தின 
மீைவாை இருபு� ேவார்புகதைப் ்பற்றிப் ்படிப்்பதும் ஒனச� ஆகும். S

3
-ன மீைவாை சில ்ரிதே மவாற்�ங்கள் 

கீசை பகவாடுக்கப்்படடுள்ைை.

, , , ...
A B C

B C A

A B C

C A B

A B C

C B A
> > >H H H

  ்பயிற்சி ாட்

1.   (n - 1)P
3
 : nP

4
 = 1:10 எனில், n ஐக் கவாண்க.

2.  10P
r -1

 = 2×6P
r
 எனில், r ஐக் கவாண்க.
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3. (i) ஒரு நீச்ேல் ச்பவாடடியில் 8 ச்பர் கலநது பகவாள்கின�ைர்.  ைங்கம், ப்ள்ளி மற்றும் ப்ண்கலப் 
்பரிசுகதை எத்ைதை ்ழிகளில் ்ைங்க இயலும்?

(ii) மூனறு ஆண்களி்டம் 4 ேடத்ட, 5 சமல் ேடத்ட மற்றும் 6 பைவாப்பிகள் உள்ைை. அ்ற்த� 
அ்ர்கள் எத்ைதை ்ழிகளில் அணியலவாம்?

4.  SIMPLE என� ் வார்த்தையில் உள்ை அதைத்து எழுத்துகதையும் ஒசை சநைத்தில் ்பயன்படுத்தி 
எத்ைதை ்ரிதே மவாற்�ங்கதை உரு்வாக்கலவாம்?

5.  ஒரு சைர்வில் 10 ்பல்்வாய்ப்பு வித்டயளி விைவாக்கள் உள்ைை. கீழக்கவாணும் நி்பநைதைக்குட்படடு 
எத்ைதை ்ழிகளில் இத்சைர்விற்கு வித்டயளிக்கலவாம்.

(i) ஒவப்வாரு விைவாவிற்கும் நவானகு ்வாய்ப்புகள் உள்ைை.
(ii) முைல் நவானகு விைவாக்களுக்கு மூனறு ்வாய்ப்புகளும் மீைமுள்ை விைவாக்களுக்கு ஐநது 

்வாய்ப்புகளும் உள்ைை.
(iii) n ஆ்து விைவாவிற்கு n + 1 ்வாய்ப்புகள் உள்ைை.

6.  ஒரு மவாண்ன 5 ்பல்்வாய்ப்பு வித்டயளி விைவாக்களுக்கு வித்டயளிக்க ச்ண்டும். ஒவப்வாரு 
விைவாவிற்கும் உள்ை நவானகு ்வாய்ப்புகளில் ஒனறு ேரியவாைது.

(i) அதிக்படேமவாக எத்ைதை ப்வச்�வாை வித்டகதை ஒரு மவாண்ைவால் ைைமுடியும்?
(ii) ஒவப்வாரு விைவாவிற்கும் ஒனறிற்கு சமலவாை ்வாய்ப்புகளும் ேரியவாைைவாக இருக்கலவாம்  

எனில், இநை வித்ட எவ்வாறு மவாற்�மத்டயும்?
7.  ARTICLE என� ்வார்த்தையில் உள்ை பமய் எழுத்துகள் இைடத்ட இலக்க இ்டத்தில் ்ருமவாறு 

எத்ைதை எழுத்துச் ேைங்கள் உரு்வாக்க முடியும்?

8. 8 ப்பண்கள் மற்றும் 6 ஆண்கள் ஓர் ்ரிதேயில் நிற்கி�வார்கள்.
(i)  எ்ரும் எநை இ்டத்திலும் நிற்கலவாம் என� ்தகயில் எத்ைதை ்ழிகளில் நிற்கலவாம்?

(ii)  6 ஆண்களும் அடுத்ைடுத்து ்ருமவாறு எத்ைதை ்ழிகளில் நிற்கலவாம்?
(iii)  எநை இரு ஆண்களும் ஒன�வாக நிற்கவாமல் எத்ைதை ்ழிகளில் நிற்கலவாம்?

9.  MISSISSIPPI என� ்வார்த்தையில் உள்ை எழுத்துகதைப் ்பயன்படுத்தி எத்ைதை 
ப்வச்�வாை ்ரிதே மவாற்�ங்கதை உரு்வாக்கலவாம்?

10. a2 b3 c4 என� ப்பருக்கலில் அடுக்குக் குறிகதைப் ்பயன்படுத்ைவாமல் எத்ைதை ்ழிகளில் 
எழுைலவாம்? 

11. 4 கணிைப் புத்ைகங்கள், 3 இயற்பியல் புத்ைகங்கள், 2 ச்தியியல் புத்ைகங்கள் மற்றும் 1 உயிரியல் 
புத்ைகத்தை ஓர் அலமவாரியில் ஒசை ்பவா்ட புத்ைகங்கள் ஒன�வாக ்ரும் ்தகயில் எத்ைதை 
்ழிகளில் அடுக்கலவாம்?

12.  SUCCESS என� ் வார்த்தையில் உள்ை எழுத்துகளில் எல்லவா S களும் ஒன�வாக ் ரும் ் தகயில் 
எத்ைதை ்ழிகளில் ்ரிதேப்்படுத்ைலவாம்?

13. ஒரு நவாணயம் 8 முத� சுண்்டப்்படுகின�து.
(i)  ப்வச்�வாை ைதலகள் மற்றும் பூக்கதைக் பகவாண்்ட ்ரிதேகள் எத்ைதை இருக்கும்?

(ii)  ஆறு ைதலகள் மற்றும் இைண்டு பூக்கள் பகவாண்்ட ப்வச்�வாை ்ரிதேகள் எத்ைதை 
இருக்கும்?
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14.  INTERMEDIATE என� ்வார்த்தையில் உள்ை எழுத்துகதைப் ்பயன்படுத்தி கீழக்கவாணும் 
நி்பநைதைகளுக்கு உட்படடு எத்ைதை எழுத்துச் ேைங்கதை உரு்வாக்கலவாம்.

(i)  உயிர் எழுத்துகள் மற்றும் பமய் எழுத்துகள் அடுத்ைடுத்து ்ருமவாறு

(ii)  எல்லவா உயிபைழுத்துகளும் ஒன�வாக ்ருமவாறு

(iii)  உயிபைழுத்துகள் ஒன�வாக ்ைவாை ்தகயில்

(iv)  எநை இரு உயிபைழுத்துகளும் ஒன�வாக ்ைவாை ்தகயில்

15.  1, 1, 2, 3, 3 மற்றும் 4 என� இலக்கங்கள் ைனித்ைனியவாக அடத்டயில் எழுைப்்படடுள்ைது. ஒரு 
6-இலக்க எண்தண அதமக்க இநை ஆறு அடத்டகதையும் ்ரிதேப்்படுத்தும்ச்பவாது

(i)  எத்ைதை ப்வச்�வாை 6-இலக்க எண்கதை உரு்வாக்கலவாம்?

(ii)  இ்ற்றில் எத்ைதை 6-இலக்க எண்கள் இைடத்டப்்பத்ட?

(iii)  இ்ற்றில் எத்ைதை 6-இலக்க எண்கள் 4 ஆல் ்கு்படும்?

16.  GARDEN என� ்வார்த்தையில் உள்ை எழுத்துகதை ்ரிதே மவாற்�த்திற்கு உட்படுத்திக் 
கித்டக்கும் எழுத்துச் ேைங்கதை ஆங்கில அகைவாதியில் உள்ைது ச்பவானறு ் ரிதேப்்படுத்தும்ச்பவாது, 
கீழக்கவாணும் ்வார்த்தைகளின ைைத்தைக் கவாண்க. (i) GARDEN (ii) DANGER

17.  THING என� ் வார்த்தையில் உள்ை எழுத்துகதை ் ரிதே மவாற்�த்திற்கு உட்படுத்தி எத்ைதை 
எழுத்துச் ேைங்கதை ப்ப�லவாம். சமலும், இைதை ஆங்கில அகைவாதியில் உள்ைது ச்பவானறு 
்ரிதேப்்படுத்தும்ச்பவாது 85 ஆ்து எழுத்துச் ேைம் எனை்வாக இருக்கும்?

18.  FUNNY என� ்வார்த்தையில் உள்ை எழுத்துகதை ்ரிதே மவாற்�த்திற்கு உட்படுத்திக் 
கித்டக்கும் எழுத்துச் ேைங்கதை ஆங்கில அகைவாதியில் உள்ைது ச்பவானறு ் ரிதேப்்படுத்தும்ச்பவாது 
FUNNY என� ்வார்த்தையின ைைம் கவாண்க.

19.  1, 2, 3, 4 மற்றும் 5 என� இலக்கங்கள் மீண்டும் திரும்்ப ்ைவாை ்தகயில் உரு்வாகும் எல்லவா 
4-இலக்க எண்களின கூடடுத் பைவாதக கவாண்க.

20.  0, 2, 5, 7, 8 என� இலக்கங்கள் மீண்டும் ்ைவாை ்தகயில் உரு்வாக்கப்்படும் எல்லவா 4-இலக்க 
எண்களின கூடடுத் பைவாதகதய கவாண்க.

ாட் சேர்வுகள் (Combinations)

A,B,C மற்றும் D எனும் ஏசைனும் நவானகு ந்பர்களில் மூனறு ந்பர்கதைத் சைர்வு பேய்து ஒரு 
குழு அதமப்்பைவாகக் பகவாள்ச்வாம். இநை சைர்விதை எத்ைதை ் ழிகளில் பேய்யலவாம்? எடுத்துக்கவாட்டவாக 
A,B,C என்பது ஒரு சைர்வு. இங்கு சைர்வு பேய்ை உறுப்பிைர்களின ்ரிதே முக்கியமல்ல. எைச், 
A,B,C என்பதும் B,A,C அல்லது C,A,B என்பதும் அசை மூனறு ந்பர்கதைத் சைர்வு பேய்்ைவால் ஒனச� 
ஆகும். எைச், ேவாத்தியமவாை ப்வச்�வாை சைர்வுகள் A,B,C; A,B,D; A,C,D; மற்றும் B,C,D ஆகும். 
எைச், 4 ந்பர்களில் இருநது 3 ந்பர்கதை 4 ்ழிகளில் சைர்நபைடுக்கலவாம். இநை ஒவப்வாரு சைர்வும் 
4 ப்வச்�வாை ப்பவாருடகளில் இருநது ஒரு ேமயத்தில் 3 ப்பவாருடகதைத் சைர்வு பேய்யும் சேர்வு எைக் 
குறிப்பி்டப்்படுகின�து.

நவானகு ந்பர்களில் இருநது இைண்டு ந்பர்கதை சைர்நபைடுப்்பைவாக பகவாள்ச்வாம். ேவாத்தியமவாை 
சைர்வுகள் A,B: A,C: A,D: B,C: B,D: C,D எைச், 4 ப்வச்�வாை ப்பவாருடகளில் இருநது  
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2 ப்பவாருடகதை சைர்வு பேய்யும் சேர்வுகளின எண்ணிக்தக 6 ஆகும். n ப்வச்�வாை ப்பவாருடகளில் 
இருநது r ப்பவாருடகதைத் சைர்வு பேய்யும் சேர்வுகளின எண்ணிக்தகதய Cn

r  எனகிச�வாம். 
சமற்கூறிய்ற்றிலிருநது நவாம் C 44

3 =  மற்றும் C 64
2 =  எை அறியலவாம். C4

3  என்பது 4 ப்வச்�வாை 
ப்பவாருடகளில் இருநது ஒரு ேமயத்தில் 3 ப்பவாருடகதைத் சைர்வு பேய்யும் சேர்வுகளின எண்ணிக்தக 
ஆகும். ஒவப்வாரு மூனறு ப்பவாருடகளின சேர்விலும் 3! ்ழிகளில் இ்ற்த� ்ரிதேப்்படுத்ைலவாம். 
எைச், 4 ப்வச்�வாை ப்பவாருடகளில் இருநது ஒரு ேமயத்தில் 3 ப்பவாருடகதை ்ரிதேப்்படுத்தும் 
்ரிதே மவாற்�ங்களின எண்ணிக்தக !C 34

3 #  ஆகும். சமலும் இது P4
3 -க்கு ேமமவாைைவாகும். எைச், 

!P C 34
3

4
3 #= . 

ப்பவாது்வாக, ்ரிதே மவாற்�ங்களுக்கும் சேர்வுகளுக்கும் இத்டசயயவாை முக்கியமவாை 
பைவா்டர்பிதை கீழக்கவாணுமவாறு எழுைலவாம், 

!P C rn
r

n
r #=

இயல்்பவாக ்ரிதே மவாற்�ம் மற்றும் சேர்வு ்பற்றி ்படிக்கும் எ்ருக்கும் ஒரு குைப்்பம் ்ை 
்வாய்ப்புள்ைது. எடுத்துக்கவாடடுகளு்டன விைக்கப்்படடுள்ை கீழக்கவாணும் அட்ட்தணயவாைது இத்ைதகய 
குைப்்பத்தை நீக்க ப்பரிதும் உைவி புரியும்.

்.
எண் விைக்கம் ்ரிதே மவாற்�ம் சேர்வு

1
்தையத� ப்பவாருடகதை ்ரிதேப்்படுத்துைல் 

அல்லது அடுக்குைல்களின 
எண்ணிக்தக.

சைர்வு பேய்யும் அல்லது 
குழுக்கதை உரு்வாக்கும் 

முத�களின எண்ணிக்தக.

2
்பயன்படுத்ைப்்படும் 

இ்டம்
ப்பவாருடகளின ்ரிதே 

முக்கியத்து்ம் ப்பறும்ச்பவாது
ப்பவாருடகளின ்ரிதே 

முக்கியத்து்ம் ப்ப�வாைச்பவாது
3 குறிப்பிடும் முத� Pn

r Cn
r

எடுத்துக்கவாடடுகள்

4
மடத்டப்்பநது 

விதையவாடடில்
15 மடத்ட வீைர்களிலிருநது 11 

மடத்ட வீைர்கள் பகவாண்்ட 
்ரிதேகளின எண்ணிக்தக.

15 மடத்ட வீைர்களிலிருநது 11 
வீைர்கள் பகவாண்்ட அணிகளின 

எண்ணிக்தக.

5
்பரிசு ்ைங்குைலில் 3 ப்வச்�வாை ்பரிசுகதை 

்ைங்கும் முத�களின 
எண்ணிக்தக.

3 ஒசை மவாதிரியவாை ்பரிசுகதை 
்ைங்கும் முத�களின 

எண்ணிக்தக.

6

குழுவிதை 
உரு்வாக்குைல்

13 உறுப்பிைர்களில் இருநது 
ஒரு ைதல்ர் மற்றும் துதணத் 

ைதல்ர் சைர்வு பேய்யும் 
முத�களின எண்ணிக்தக

13 உறுப்பிைர்களில் இருநது 2 
உறுப்பிைர்கள் பகவாண்்ட 
குழுத் உரு்வாக்கும் 

முத�களின எண்ணிக்தக

7

ப்பவாருடகதைத் 
சைர்நபைடுத்ைல்

15 ப்வச்�வாை ப்பவாருடகளில் 
இருநது 3 ப்பவாருடகதை ஒன�ன 

பின ஒன�வாக சைர்வு பேய்யும் 
முத�களின எண்ணிக்தக

15 ப்வச்�வாை ப்பவாருடகளில் 
இருநது 3 ப்பவாருடகதை ஒசை 

ேமயத்தில் சைர்வு பேய்யும் 
முத�களின எண்ணிக்தக
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சதற்்றம் ாட்

n ப்வச்�வாை ப்பவாருடகளிலிருநது ஒரு ேமயத்தில் r ப்பவாருடகதை சைர்வு பேய்யும் 
சேர்வுகளின எண்ணிக்தக 

! !
! ,C

r n r
n r n0n

r # #= -] g .

நிரூ்பணம் ்ரிதே மவாற்�ங்களுக்கும், சேர்வுகளுக்கும் இத்டசயயவாை பைவா்டர்பிலிருநது நவாம் 

! ! !
!C r

P
r n r

nn
r

n
r= = -] g  (்ரிதே மவாற்�த்தின முடிவிலிருநது) எைப் ப்ப�லவாம்.  

ாட்ட் சேர்வுகளின் ்பண்புகள்

்பண்பு ் :

(i) C 1n
0 =  (ii) C 1n

n =  (iii) !
...

C r
n n n n r1 2 1n

r =
- - - +] ] ]g g g

நிரூ்பணம்

 (i) 
! !

!C n
n

0 0 1n
0 = - =] g

(ii) 
! !

!
! !
!C

n n n
n

n
n
0 1n

n = - = =] g
(iii) !

...
!

...
C r

n n n n r
r

n n n n r1 2 1 1 2 1n
r =

- - - -
=

- - - +] ] ^ ] ] ] ]g g gh g g g .  

்பண்பு ் : C Cn
r

n
n r= -

நிரூ்பணம்

 
! !

!
! !

!C
n r n n r

n
n r r

n Cn
n r

n
r=

- - -
= - =- ] ^ ] ]g gh g

என்பதிலிருநது, C Cn
r

n
n r= -  எைக் கவாணலவாம்.  

்பண்பு ் :
 C Cn

x
n

y=  எனில் x = y அல்லது x + y = n.

நிரூ்பணம்

்பண்பு 2-ன ்படி C Cn
y

n
n y= -  எைச், C C Cn

x
n

y
n

n y= = -  -யிலிருநது 

x = y அல்லது x = n - y ஆகச், x = y அல்லது x + y = n  

்பண்பு ா :
 C C Cn

r
n

r
n

r1
1+ =-

+

நிரூ்பணம்
சேர்வுகளுக்கவாை முடிவிலிருநது ப்பறு்து,

 C Cn
r

n
r 1+ -   =  

!. !
!

!. !
!

r n r
n

r n r
n

1 1- +
- - -] ] ^ ]g g gh

   =  
! !

!
! !

!
r n r

n
r n r

n
1 1# #- + - - +] ] ]g g g

   =  
. ! !

!
!. !

!
r r n r

n
r n r n r

n
1 1 1#- - + - - - +] ] ] ] ]g g g g g
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   =  
! !

!
r n r

n
r n r1
1

1
1

#
#

- -
+ - +] ] c ]g g g m

   =  
! !

!
r n r

n
r n r
n r r

1 1
1

#
#

- - - +
- + +

] ]
]
]g g g

g

   =  
! !

!
r n r

n
r n r

n
1 1

1
#

#
- - - +

+
] ] ]

]
g g

g
g

   =  
! !

!
r n r

n
C1

1 n
r

1

# + -
+

= +]
]

g
g . 

்பண்பு ் :
 C r

n Cn
r

n
r

1
1#= -

-
]

]
g

g

நிரூ்பணம்
  r

n Cn
r

1
1# -

-
]

]
g

g   =  
! !

!
r
n

r n r
n

1 1 1
1

#- - - -
-

] ^
]
] ]g

g
g gh

   =  
! !

!
r r n r

n n
C1

1 n
r- -

-
=]

]
]g
g
g . 

எடத்தககொடட ாடாா கீழக்கவாண்்ப்ற்றின மதிப்புகதைக் கவாண்க.
(i) C10

3   (ii) C15
13   (iii) C100

99  (iv) C50
50

தீர்வு:
(i)  C10

3   =  ! !
!

!
!

7 3
10

7 3 2 1
10 9 8 7

# # # #
# # #

=

   =  3 2 1
10 9 8 120# #
# #

=  

(ii)  C15
13   =  ! !

!
!

!
2 13

15
2 1 13

15 14 13
# # #

# #
=

   =  2 1
15 14 105#
#

=  

(iii) C100
99   =  !

!
99

100 99 100
#

=  

(iv) C50
50   =  ! !

!
50 0

50 1# =

எடத்தககொடட ாடா் ்பண்பு 5 ்பயன்படுத்தி C5
2  மற்றும் C7

3 -ன மதிப்புகதைக் கவாண்க.

தீர்வு:
 C r

n Cn
r

n
r

1
1#= -

-

 n = 5 மற்றும் r = 2 எை பிைதியி்ட

 C5
2   =  C2

5
2
5

1
44

1# #=   = 2 1
5 4 10#
#

=   

n = 7 மற்றும் r = 3 எை பிைதியி்ட

 C7
3   =  C C3

7
3
7

2
66

2
5

2 1# # #= -

   =  C3
7

2
6

3
7

2
6

1
55

1# # # #=

   =  3 2 1
7 6 5 35# #
# #

=
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எடத்தககொடட ாடா்  C 495n
4 = எனில், n-ன மதிப்த்ப கவாண்க.

தீர்வு:
C 495n

4 =

n n n n
4 3 2 1
1 2 3

495# # #
# # #- - -

=
] ] ]g g g

n n n n1 2 3 495 4 3 2 1& # # # # # # #- - - =] ] ]g g g
495ஐ கவாைணிப்்படுத்ை 495 3 3 5 11# # #=  சமலும், இநை ப்பருக்கதல 4 அடுத்ைடுத்ை 

எண்களின ப்பருக்கலவாக இ�ங்கு ்ரிதேயில் எழுை 
n n n n1 2 3 12 11 10 9# # # # # #- - - =] ] ]g g g  எை ப்பறுகிச�வாம். n –ஐ ப்பரிய எண்ணு்டன 
ேமப்்படுத்ை, n = 12 எைக் கித்டக்கும்.

எடத்தககொடட ாடா் P 11880n
r =  மற்றும் C 495n

r =  எனில் n மற்றும் r-ன மதிப்புகதைக் கவாண்க.

தீர்வு:
 !

C
P

rn
r

n
r =  எை அறிச்வாம்.

எைச், ! !r 495
11880 24 4= = = .

இதிலிருநது, r = 4 எைப் ப்ப�லவாம். எைச், r = 4 எைப் பிைதியி்ட C 495n
4 =  எை கித்டக்கும் 

எடுத்துக்கவாடடு  4.46  இல் இருநது n = 12 எைப் ப்ப�லவாம்.

எடத்தககொடட ாடா் C C Cr

r

24
4

28
3

0

4
29

4+ =-

=

] g/  எை நிறுவுக.

தீர்வு:
 C Cr

r

24
4

28
3

0

4

+ -

=

] g/   =  C C C C C C24
4

28
3

27
3

26
3

25
3

24
3+ + + + +

   =  C C C C C C24
4

24
3

25
3

26
3

27
3

28
3+ + + + +

   =  C C C C C25
4

25
3

26
3

27
3

28
3+ + + +

   =  C C C C26
4

26
3

27
3

28
3+ + +

   =  C C C27
4

27
3

28
3+ +

   =  C C28
4

28
3+

   =  C29
4 .

எடத்தககொடட ாடா் C C C C210
2

10
3

10
4

12
4#+ + =  எை நிறுவுக.

தீர்வு:
 C C C210

2
10

3
10

4#+ +   =  C C C C10
2

10
3

10
3

10
4+ + +] g

   =  C C C C10
2

10
3

10
3

10
4+ + +] ]g g

   =  C C11
3

11
4+

   =  C12
4 .
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எடத்தககொடட ாட்ட : :C P 13 24n n2
7

1
4 =+ -] ]g g  எனில், n-ன மதிப்த்பக் கவாண்க. 

தீர்வு:

 :C Pn n2
7

1
4

+ -] ]g g  = :13 24

 
P

C
n

n

1
4

2
7

-

+]
]

g
g  =  24

13

 
! !

!
!
!

n
n

n
n

5 7
2

1
5

#
#

-
+

-
-

]
] ]

]g
g g

g  =  24
13  &  

! !
!

n
n n n n

1 7
2 1 1

#-
+ + -]
]
] ]g
g
g g  = 24

13

 n n n2 1+ +] ] ]g g g  =  !24
13 7 24

13 7 6 5 4 3 2 1# # # # # # # #=

 n n n2 1+ +] ] ]g g g  =  13 14 15# #

 n 2+  =  n15 13& = .

எடத்தககொடட ாட்் ஓர் உணவு விடுதியில் ்பைக் கலத் (Fruit Salad) பேய்ய ஆப்பிள், ்வாதை, 
பகவாய்யவா, மவாதுதை, திைவாடதே, ்பப்்பவாளி மற்றும் அனைவாசி ்பைங்களில் இருநது 4 ்பைங்கதை 
்பயன்படுத்துகி�வார்கள். ்பைக் கலத்கதை பமவாத்ைம் எத்ைதை ்ழிகளில் பேய்ய முடியும்?

தீர்வு:

7 ்பைங்களில் இருநது 4 ்பைங்கதை ்பைக் கலத் பேய்ய சைர்நபைடுக்கச்ண்டும். எைச், 
ேவாத்தியமவாை ்பைக் கலத்களின பமவாத்ை எண்ணிக்தக C C 357

4
7

3= = .

எடத்தககொடட ாட்் ஒரு கணிை மன�த்தில் 15 உறுப்பிைர்கள் உள்ைைர். இதில் 8 உறுப்பிைர்கள் 
ப்பண்கள். ்பவாதி ப்பண்கைவாக இருக்குமவாறு ஒரு ச்பவாடடிக்கு 6 ந்பர்கதைத் சைர்நபைடுக்க ச்ண்டும். 
எத்ைதை ேவாத்தியமவாை ்ழிகளில் இ்ர்கதைத் சைர்நபைடுக்கலவாம்?

தீர்வு:

கணிை மன�த்தில் 8 ப்பண்கள் மற்றும் 7 ஆண்கள் உள்ைைர். இதில் 6 உறுப்பிைர்களில் 
்பவாதி ப்பண்கள் (3 ப்பண்கள் மற்றும் 3 மற்�்ர்கள்) இருக்குமவாறு C C 56 35 19608

3
7

3# #= =  
்ழிகளில் சைர்நபைடுக்கலவாம்.

எடத்தககொடட ாட்் 20 வியவா்பவாை முத்திதை மகிழுநதுகளில், மகிழுநதுகதை மதிப்பீடு பேய்யும் 
நிறு்ைம் 5 வியவா்பவாை முத்திதை மகிழுநதுகதை முைலவா்து, இைண்்டவா்து, மூன�வா்து, நவானகவா்து 
மற்றும் ஐநைவா்து மிகச்சி�நை வியவா்பவாை முத்திதை மகிழுநதுகள் எைவும், சமலும் மீைமுள்ை 15 இல்  
7 ஐ சைர்நபைடுத்து ஏற்றுக்பகவாள்ைக்கூடிய ்தகயிலுள்ைத் எைக் கூ� எத்ைதை ்ழிகள் 
உள்ைை?
தீர்வு:

 20 வியவா்பவாை முத்திதை மகிழுநதுகளில் 5 மகிழுநதுகதை முைலவா்து, இைண்்டவா்து, 
மூன�வா்து, நவானகவா்து மற்றும் ஐநைவா்து எை பமவாத்ைம் P20

5  ்ழிகளில் ்ரிதேப்்படுத்ைலவாம். 
மீைமுள்ை 15 வியவா்பவாை முத்திதை மகிழுநதுகளில் 7 ஏற்றுக்பகவாள்ைக் கூடிய ்தகயிலுள்ைை எை 
கூ� C15

7  ் ழிகள் உள்ைை. எைச் ப்பருக்கல் விதிப்்படி, P C20
5

15
7#  ் ழிகளில் இைதைச் பேய்யலவாம்.

XI_Maths_Ch4_V-1_TM.indd   226 15-12-2021   14:33:53

www.tntextbooks.in



சேர்ப்பியல் மற்றும் கணிதத் ததொகுத்தறிதல் 227

எடத்தககொடட ாட்ா 25 மவாண்ர்கள் பகவாண்்ட ்குப்்பத�யில் 10 மவாண்ர்கதை சுற்றுலவா 
்பயணத்திற்கவாக சைர்நபைடுக்க ச்ண்டும். இதில் 4 மவாண்ர்கள் எல்சலவாரும் ஒன�வாக ்ரு்து 
அல்லது ஒன�வாக ்ைவாமல் இருப்்பது எை முடிப்டுக்கி�வார்கள். சுற்றுலவா ்பயணத்திற்கு எத்ைதை 
்ழிகளில் மவாண்ர்கதை சைர்நபைடுக்கலவாம்?

தீர்வு:
இதில் இைண்டு ேவாத்தியக்கூறுகள் உள்ைை. 

(i) 4 மவாண்ர்களும் ஒன�வாக சுற்றுலவா ்பயணத்திற்கு ்ரு்ைவாைவால், மீைமுள்ை  
6 மவாண்ர்கதை 21 மவாண்ர்களில் இருநது ! !

!C 6 15
2121

6 #=  ்ழிகளில் 
சைர்நபைடுக்கலவாம்.   

(ii) 4 மவாண்ர்களும் ஒன�வாக சுற்றுலவா ்பயணத்திற்கு ்ைவில்தல எனில்,  
10 மவாண்ர்கதை மீைமுள்ை 21 மவாண்ர்களில் இருநது ! !

!C 10 11
2121

10 #=  ்ழிகளில் 
சைர்நபைடுக்கலவாம்.

எைச், பமவாத்ை ்ழிகளின எண்ணிக்தக ! !
!

! !
!C C 6 15

21
10 11

2121
6

21
10 # #+ = + .

எடத்தககொடட ாட்் ஒரு ்டஜன ஆப்பிள் ்பைங்கள் உள்ை ஒரு ப்படடியில் ஒரு அழுகிய ஆப்பிள் 
உள்ைது. இ்ற்றில் 3 ஆப்பிள்கதை ஒசை ேமயத்தில் எடுக்கும்ச்பவாது, எத்ைதை ்ழிகளில் நல்ல 
ஆப்பிள்கதை மடடும் ப்ப�முடியும்?

தீர்வு:
12 ஆப்பிள்களில் இருநது 3 ்பைங்கதை C 22012

3 =  ்ழிகளில் சைர்வு பேய்யலவாம்.

12 ஆப்பிள்களில் இருநது 3 ஆப்பிள்கதைத் சைர்வு பேய்யும் ச்பவாது ஒரு அழுகிய ஆப்பிதை 
சைர்வு பேய்யும் எண்ணிக்தக என்பது ஒரு அழுகிய ஆப்பிதை சைர்வு பேய்து மற்� 2 ஆப்பிள்கதை 
மீைமுள்ை 11 நல்ல ஆப்பிள்களில் இருநது C 5511

2 =  ் ழிகளில் சைர்வு பேய்யும் எண்ணிக்தக ஆகும்.

எைச், அதைத்தும் நல்ல ்பைங்கைவாக கித்டக்கும் முத�களின எண்ணிக்தக 

C C 220 55 16512
3

11
2- = - = .

எடத்தககொடட ாட்் ஒரு விைவாத்ைவாளில் உள்ை 8 விைவாக்களில் 4 விைவாக்கள் ்பகுதி அ -விலும் 4 
விைவாக்கள் ்பகுதி ஆ-விலும் உள்ைை. சைர்வு எழுது்ப்ர் 5 விைவாக்களுக்கு வித்டயளிக்க ச்ண்டும். 
கீழக்கண்்ட நி்பநைதைகதை நித�வுபேய்யும் ் தகயில் எத்ைதை ் ழிகளில் இைதைச் பேய்யலவாம்.

(i) இரு ்பகுதிகளிலிருநதும் எவவிை கடடுப்்பவாடும் இல்லவாமல் எத்ைதை விைவாக்கதை 
ச்ண்டுமவாைவாலும் சைர்வு பேய்யலவாம்.

(ii) குத�நை்படேம் இைண்டு விைவாக்கதையவா்து ்பகுதி அ -வில் இருநது எழுைச்ண்டும்.

தீர்வு:

(i) எநை கடடுப்்பவாடும் இல்லவாமல் : ்பகுதி அ மற்றும் ்பகுதி ஆ -வில் உள்ை பமவாத்ை  
8 விைவாக்களில் 5 விைவாக்கதை C C 568

5
8

3= =  ்ழிகளில் சைர்நபைடுக்கலவாம்.
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(ii) குத�நை்படேம் இைண்டு விைவாக்களுக்கு ்பகுதி அ–வில் வித்டயளித்ைல்: 
இக்கடடுப்்பவாடடிற்கு ேவாைகமவாக உள்ை ்வாய்ப்புகள் பின்ருமவாறு அட்ட்தண 
்படுத்ைப்்படடுள்ைது.

்பகுதி அ ்பகுதி ஆ சேர்வுகளின எண்ணிக்தக
2 3 C C4

2
4

3#

3 2 C C4
3

4
2#

4 1 C C4
4

4
1#

 எைச், வித்டயளிக்கும் விைங்களின எண்ணிக்தக
C C C C C C 24 24 4 524

2
4

3
4

3
4

2
4

4
4

1# # #+ + = + + = .

எடத்தககொடட ாட்் 7 பமய்பயழுத்துக்கள் மற்றும் 4 உயிபைழுத்துகளில் இருநது 3 பமய் எழுத்துகள் 
மற்றும் 2 உயிபைழுத்துக்கள் உள்ை எழுத்துச் ேைங்கள் எத்ைதை உரு்வாக்கலவாம்?

தீர்வு:
7 பமய்பயழுத்துக்களில் இருநது 3 பமய் எழுத்துகதையும், சமலும், 4 உயிபைழுத்துக்களில் 

இருநது 2 உயிபைழுத்துக்கதையும் C C7
3

4
2#  ்ழிகளில் சைர்நபைடுக்கலவாம். ஒவப்வாரு எழுத்துச் 

ேைத்திலும் 5 எழுத்துகள் உள்ைை. அ்ற்த� ைங்களுக்குள் 5! = 120 ்ழிகளில் ்ரிதே மவாற்�ம் 
பேய்யலவாம். எைச், சைத்யவாை ்ழிகள் !C C 5 35 6 120 252007

3
4

2# # # #= = .

எடத்தககொடட ாட்் PROPOSITION எனும் ்வார்த்தையில் உள்ை எழுத்துகதை ்பயன்படுத்தி 5 
எழுத்துகளில் எத்ைதை எழுத்துச் ேைங்கதை உரு்வாக்கலவாம்.

தீர்வு:

இதில் 11 எழுத்துகள் உள்ைை. இதில் 4 ப்வச்�வாை எழுத்துகள் (R,S,T,N) 2 ஓசை 
மவாதிரியவாை எழுத்துகள் பகவாண்்ட 2 பைவாகுப்புகள் (PP, II) மற்றும் 3 ஓசை எழுத்துகதை பகவாண்்ட 
ஒரு பைவாகுப்பு (OOO) ஆகியத் உள்ைை.

கீழக்கண்்ட அட்ட்தணயவாைது, சமற்கண்்ட பைவாகுப்பிற்கு ேவாைகமவாை ்பல்ச்று 
சேர்வுகதையும் மற்றும் அைற்கவாை ்வார்த்தைகளின எண்ணிக்தகதயயும் ைருகின�து.

். 
எண் எழுத்துகளின ்வாய்ப்புகள் சைர்வுகள் ்ரிதே ்படுத்துைல்கள்

1 5 ப்வச்�வாைத் (R,S,T,N,P,I,O) C7
5 !C 5 25207

5 # =

2

3 ஒசை எழுத்துகதைக் பகவாண்்ட  
ஒரு பைவாகுப்பு (OOO),

ஒசை மவாதிரியவாை 2 எழுத்துகதைக் பகவாண்்ட  
ஒரு பைவாகுப்பு (PP,II)

C C1
1

2
1#

! !
!C C 3 2

5 201
1

2
1# # # =

3

3 ஒசை மவாதிரியவாை எழுத்துகதைக் பகவாண்்ட  
ஒரு பைவாகுப்பு (OOO),

2 ப்வச்�வாைத் (R,S,T,N,P,I)

C C1
1

6
2#

!
!C C 3

5 3001
1

6
2# # =
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4

ஒசை மவாதிரியவாை 2 எழுத்துகதைக் பகவாண்்ட  
இைண்டுத் பைவாகுப்புகள் (PP,II,OO),

1 ப்வச்�வாைது (R,S,T,N மற்றும் மீைமுள்ை 
ஒனறு ஒசை மவாதிரியவாை 2 எழுத்து 

பைவாகுப்பிலிருநது)

C C3
2

5
1#

! !
!C C 2 2

5 4503
2

5
1# # # =

5

ஒசை மவாதிரியவாை 2 எழுத்துகதை பகவாண்்ட  
ஒரு பைவாகுப்பு (PP,II,OO),

3 ப்வச்�வாைத் (R,S,T,N மற்றும் மீைமுள்ை 
இைண்டு ஒசை மவாதிரியவாை 2 எழுத்து 

பைவாகுப்பிலிருநது)

C C3
1

6
3#

!
!C C 2

5 36003
1

6
3# # =

ஆகச், பமவாத்ை எழுத்துச்ேைங்களின எண்ணிக்தக 

                         2520 + 20 + 300 + 450 + 3600 = 6890.

எடத்தககொடட ாட்் m இதணயவாை சகவாடுகளின ஒரு பைவாகுப்பு மற்ப�வாரு n இதணயவாை 
சகவாடுகளின ஒரு பைவாகுப்த்ப (முைல் பைவாகுப்பில் உள்ை சகவாடுகளுக்கு இதணயில்லவாை) ப்டடும் 
ச்பவாது உரு்வாகும் பினைல் அதமப்பில் (lattice structure) உள்ை இதணகைங்களின 
எண்ணிக்தகதயக் கவாண்க.

தீர்வு:

m எண்ணிக்தகயுள்ை முைல் பைவாகுப்பிலிருநது 2 சகவாடுகதையும் n எண்ணிக்தகயுள்ை 
இைண்்டவாம் பைவாகுப்பிலிருநது 2 சகவாடுகதையும் சைர்வு பேய்து ஓர் இதணகைத்தை உரு்வாக்கலவாம். 
எைச், பமவாத்ை இதணகைங்களின எண்ணிக்தக C Cm n

2 2# .

எடத்தககொடட ாட்ட  n ்பக்கங்கள் உள்ை ஒரு ்பலசகவாணத்திற்கு எத்ைதை மூதலவிட்டங்கள் 
இருக்கும்?

தீர்வு:

n ்பக்கங்கள் பகவாண்்ட ஒரு ்பல சகவாணத்தில் n முதைப்புள்ளிகள் இருக்கும். ்பல சகவாணத்தின  
இைண்டு முதைப்புள்ளிகதை இதணக்கும்ச்பவாது ஒரு ்பக்கம் அல்லது ஒரு மூதலவிட்டம் கித்டக்கும்.
இைண்டு முதைப்புள்ளிகள் ் ழிசய பேல்லும் சகவாடடுத்துண்டுகளின எண்ணிக்தக .C

n n
2

1n
2 =

-] g  
இநை சகவாடுகளில், ்பல சகவாணத்தின n ்பக்கங்களும் உள்ைது. எைச், ்பலசகவாணத்தின 
மூதலவிட்டங்களின எண்ணிக்தக n n

n
n n

2
1

2
3-

- =
-] ]g g . 

குறிப்்பவாக ஒரு ஐங்சகவாணம் மற்றும் எழுசகவாணம் ஆகிய்ற்றின மூதலவிட்டங்களின 

எண்ணிக்தககள் முத�சய 2
5 5 3

5
-

=
] g  மற்றும் 2

7 7 3
14

-
=

] g .
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 ்பயிற்சி ாட்

1. C Cn n
12 9= எனில், Cn

21  ஐக் கவாண்க?

2. C Cr r
15

2 1
15

2 4=- +  எனில், r ஐக் கவாண்க?

3. P 720n
r =  மற்றும் C 120n

r =  எனில், n, r ஐக் கவாண்க?

4. நிறுவுக C C C C215
3

15
4

15
5

17
5#+ + = . 

5.  நிறுவுக C C Cr

r

35
5

39
4

40
5

0

4

+ =-

=

] g/ . 

6. : :C P 57 16n n1
8

3
4 =+ -] ]g g எனில், n ஐக் கவாண்க?

7. நிறுவுக !
...

C n
n2 1 3 2 1n

n

n
2 # # # #

=
-] g . 

8. r n1 # #  எனில் n C n r C1n
r

n
r

1
1 1# #= - +-

- -]] gg  எை நிறுவுக.

9. (i) ஒரு க்படி ்பயிற்சியவாைரி்டம் 14 விதையவாடடு வீைர்கள் விதையவா்ட ையவார் நிதலயில் 
உள்ைைர். 7 விதையவாடடு வீைர்கதைக் பகவாண்்ட எத்ைதை ப்வச்�வாை குழுக்கதை 
அ்ர் அதமக்கலவாம்?

(ii) ஒரு விருநதில் 15 ந்பர்கள் உள்ைைர். எநை இரு ந்பர்களும் ைங்களுக்குள் தககுலுக்கிக் 
பகவாள்கி�வார்கள் எைக் பகவாண்்டவால், அநை விருநதில் எத்ைதை தககுலுக்கல் நிகழும்?

(iii) ஒரு ்ட்டத்தின மீதுள்ை 20 புள்ளிகள் ்ழிசய எத்ைதை நவாண்கதை ்தைய முடியும்?
(iv) ஒரு ் ண்டி நிறுத்தும் இ்டத்தில் ஒரு ் ரு்ட ்பதைய மகிழுநதுகள் 100 நிறுத்ைப்்படடுள்ைை. 

அநை மகிழுநதுகளின மவாசு கடடுப்்பவாடடுக் கருவிகள் எவ்வாறு பேயல்்படுகின�ை என்பதை 
சேவாைதை பேய்ய ஏசைனும் ஐநது மகிழுநதுகதைத் சைர்நபைடுக்க ச்ண்டும். எத்ைதை 
விைமவாக இநை ஐநது மகிழுநதுகதை சைர்நபைடுக்கலவாம்?

(v) 3 ஆண்கள், 2 ப்பண்கள் மற்றும் 1 திருநங்தக ஆகிசயவார்கதை 5 ஆண்கள், 2 ப்பண்கள் 
மற்றும் 2 திருநங்தககளில் இருநது எத்ைதை ்ழிகளில் சைர்நபைடுக்கலவாம்?

10.  கீழக்கவாணும் உறுப்புகளின எண்ணிக்தக உள்ை கணங்களின உடகணங்களின 
எண்ணிக்தகதய கவாண்க.

[ வித்ட குறிப்பு: ...C C C C 2n n n n
n

n
0 1 2+ + + + =  ]

(i) 4 உறுப்புகள்  (ii) 5 உறுப்புகள்  (iii) n உறுப்புகள்

11. ஓர் அ�க்கட்டதையில் 25 உறுப்பிைர்கள் உள்ைைர்.

(i)  இ்ர்களில் 3 அதிகவாரிகதை எத்ைதை ்ழிகளில் சைர்நபைடுக்கலவாம்?

(ii) ஒரு ைதல்ர், ஒரு உ்ப ைதல்ர் மற்றும் ஒரு பேயலதை எத்ைதை ்ழிகளில் 
சைர்நபைடுக்கலவாம்?

12.  ஒரு குழுவில் உள்ை 10 ந்பர்களில் ஒரு ைதல்ர் மற்றும் ஒரு பேயலர் உள்ை்டக்கி 6 ந்பர்கதை 
எத்ைதை ்ழிகளில் சைர்வு பேய்யலவாம்?
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13.  12 ப்வச்�வாை புத்ைகங்களில் 5 புத்ைகங்கதை கீழக்கவாணும் நி்பநைதைகளுக்கு உட்படடு 
எத்ைதை ்ழிகளில் சைர்நபைடுக்கலவாம்?

(i) இைண்டு குறிப்பிட்ட புத்ைகங்கதை எப்ப்பவாழுதுசம சைர்நபைடுக்க ச்ண்டும்.

(ii) இைண்டு குறிப்பிட்ட புத்ைகங்கதை எப்ப்பவாழுதுசம சைர்நபைடுக்கக் கூ்டவாது.

14. 5 ஆசிரியர்கள் மற்றும் 20 மவாண்ர்களில் இருநது 2 ஆசிரியர்கள் மற்றும் 3 மவாண்ர்கதைக் 
பகவாண்டு ஒரு குழு அதமக்கப்்படுகின�து. எத்ைதை ்ழிகளில் இைதைச் பேய்யலவாம்? சமலும் 
இ்ற்றில் கீழக்கவாணும் நி்பநைதைக்கு உட்படடு எத்ைதை குழுக்கதைக் கவாணலவாம்?

(i) அக்குழுவில் ஒரு குறிப்பிட்ட ஆசிரியர் உள்ை்வாறு.

(ii)  அக்குழுவில் குறிப்பிட்ட மவாண்ர் ்ைவாை்வாறு.

15.  ஒரு மவாண்ர் ஒரு சைர்வில் 9 விைவாக்களில் 2 விைவாக்களுக்கு கண்டிப்்பவாக வித்டயளிக்க 
ச்ண்டும் என� நி்பநைதையு்டன 5 விைவாக்களுக்கு வித்டயளிக்க ச்ண்டும். எத்ைதை 
்ழிகளில் அநை விைவாக்களுக்கு ஒரு மவாண்ர் வித்டயளிக்கலவாம்?

16. 52 சீடடுகள் பகவாண்்ட ஒரு சீடடுக் கடடிலிருநது 5 சீடடுகதைத் சைர்வு பேய்யும் ஒவப்வாரு 
சேர்விலும் எப்ப்பவாழுதும் மூனறு ஏஸ்கள் (aces) உள்ை்வாறு எத்ைதை சேர்வுகள் இருக்கும் 
எைக் கவாண்க.

17.  7 இநதியர்கள் மற்றும் 5 அபமரிக்கர்களில் இருநது இநதியர்கள் அதிக அைவில் 
இருக்கும்்படியவாை 5 ந்பர்கதைக் பகவாண்்ட எத்ைதை விைமவாை குழுக்கதை அதமக்கலவாம்?

18.  8 ஆண்கள் மற்றும் 4 ப்பண்களில் இருநது 7 ச்பர் பகவாண்்ட குழு அதமக்கப்்படுகின�து. 
கீழக்கவாணும் நி்பநைதைதய பூர்த்தி பேய்யும் ்தகயில் எத்ைதை குழுக்கதை அதமக்கலவாம்.

(i) ேரியவாக 3 ப்பண்கள் இருக்குமவாறு.

(ii)  குத�நை்படேம் 3 ப்பண்கள் இருக்குமவாறு.

(iii)  அதிக ்படேம் 3 ப்பண்கள் இருக்குமவாறு.

19.  ஒரு ஆணுக்கு 4 ப்பண்கள் மற்றும் 3 ஆண்கள் எை 7 உ�விைர்கள் உள்ைைர். அ்ைது 
மதைவிக்கு 3 ப்பண்கள் மற்றும் 4 ஆண்கள் எை 7 உ�விைர்கள் உள்ைைர். ஒரு இைவு 
விருநதிற்கு 3 ப்பண்கள் மற்றும் 3 ஆண்கள் அதைக்கப்்படும் ச்பவாது, ஆணின உ�விைர்கள் 3 
ச்பர் மற்றும் அ்ைது மதைவியின உ�விைர்கள் 3 ச்பர் என�்வாறு விருநதில் கலநதுபகவாள்ை 
எத்ைதை ்ழிகளில் அதைக்கலவாம்?

20. ஒரு ப்படடியில் இைண்டு ப்ள்தைப் ்பநதுகள், மூனறு கருப்புப் ்பநதுகள் மற்றும் நவானகு சி்ப்புப் 
்பநதுகள் உள்ைை. ப்படடியில் இருநது மூனறு ்பநதுகதைத் சைர்நபைடுக்கும் ச்பவாது, அ்ற்றில் 
குத�நை்படேம் ஒரு கருப்பு ்பநது இருக்குமவாறு எத்ைதை ்ழிகளில் சைர்நபைடுக்கலவாம்? 

21.  EXAMINATION என� ்வார்த்தையில் உள்ை எழுத்துகதைக் பகவாண்டு எத்ைதை 4 எழுத்துச் 
ேைங்கதை உரு்வாக்கலவாம்?

22.  எநை மூனறு புள்ளிகளும் ஒசை சகவாடடில் அதமயவாை்வாறு 15 புள்ளிகதைக் பகவாண்டு எத்ைதை 
முக்சகவாணங்கதை அதமக்கலவாம்?
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23.  15 புள்ளிகளில் 7 புள்ளிகள் ஒரு சகவாடடிலும் மற்றும் மீைமுள்ை 8 புள்ளிகள் மற்ப�வாரு 
இதணக்சகவாடடிலும் அதமநதுள்ைது எனில் இநை 15 புள்ளிகதைக் பகவாண்டு எத்ைதை 
முக்சகவாணங்கதை அதமக்கலவாம்?

24.  ஒரு ைைத்தில் 11 புள்ளிகள் உள்ைை. இ்ற்றில் 4 புள்ளிகதைத் ைவிை மற்� எநை 3 புள்ளிகளும் 
ஒசை சகவாடடில் அதமயவில்தல எனில், கீழக்கண்்ட்ற்த�க் கவாண்க.

(i)  இப்புள்ளிகளில் ஒரு சேவாடி புள்ளிகளிைவால் அதமயும் சகவாடுகள் எத்ைதை?

(ii)  இநை புள்ளிகதை முதைப் புள்ளிகைவாகக் பகவாண்டு எத்ைதை முக்சகவாணங்கதை 
அதமக்கலவாம்?

25.  90 மூதலவிட்டங்கள் பகவாண்்ட ்பலசகவாணத்தில் எத்ைதை ்பக்கங்கள் உள்ைை? 

ாட் கணிதத் ததொகுத்தறிதல் (Mathematical Induction)

முைல் n ஒற்த� மிதக முழு எண்களின கூடுைதல கருதுச்வாம். இத் 1, 3, 5, 7,..., 2n - 1 
ஆகும். முைல் ஒற்த� எண் 1 இைன கூடுைல் 1. முைல் இைண்டு ஒற்த� எண்கள் 1 மற்றும் 3. சமலும், 
இ்ற்றின கூடுைல் 4. இதிலிருநது பின்ருமவாறு ஒரு ்டி்ம் அதம்தைக்கவாணலவாம்.

 1  = 1

 1 + 3  = 4

 1 + 3 + 5  = 9

 1 + 3 + 5 + 7  = 16

 1 + 3 + 5 + 7 + 9  = 25  சமலும் இவ்வாறு பைவா்டைலவாம்.

்லதுபு�த்தில் உள்ை எண்கள் 1, 4, 9, 16, 25,...  அதைத்தும் முழு ்ர்க்க எண்கைவாகும். இநை 
்டி்த்திலிருநது  முைல் n  ஒற்த� மிதக முழு எண்களின கூடுைல்  n-ன ்ர்க்கமவாை n2  -க்குச் 
ேமமவாகும் என்பதை ஊகிக்கலவாம்.  இைதை  ... n n1 3 5 2 1 2+ + + + - =] g    எை குறிக்கலவாம்.  
இருப்பினும், இது ஒரு ஊகக்கூற்று ஆகும்.  இைதை நிறு் நவாம் கணிைத் பைவாகுத்ைறிைல் 
பகவாள்தகயிதைப் ்பயன்படுத்துகினச�வாம்.  இவ்வா�வாை ஊகக்கூற்த� நிறுவும் முத� கணிைத் 
பைவாகுத்ைறிைல் முத� ஆகும்.  ஒரு குறிப்பிட்ட முடிவின  எல்லவா ேவாத்தியமவாை நிதலகதையும் 
உற்றுசநவாக்கி உரு்வாக்கப்்படும் ஊகக்கூற்த�ப் ப்பவாருத்துைவான இநை பைவாகுத்ைறிைல் முத� உள்ைது.  
இது முக்கியமவாக இயற்கணிைம் மற்றும் கணிைத்தின மற்� பிரிவுகளில் மிதக முழு எண் n இல்  
அதமநை முடிவுகள் அல்லது சைற்�ங்கதை நிறு் ்பயன்படுகின�து.

இநை கணிைத் பைவாகுத்ைறிைல் முத�யிதை எண்ணற்� மவாடிப்்படிகதை ஏறு்து்டன 
பைவா்டர்பு்படுத்திப் ்பவார்க்கலவாம்.

நவாம் மவாடிப்்படிகளின மீது ஏறு்தை உறுதிபேய்ய, கீழக்கண்்ட்ற்த� உறுதி பேய்யச்ண்டும்.
(அ) நவாம் முைல் ்படிதய ஏ� ச்ண்டும்.
(ஆ) ஒரு குறிப்பிட்ட ்படிதய அத்டநை பி�கு, நவாம் அைற்கு அடுத்ை ்படியில் ஏ�ச்ண்டும்.  

்படிநிதலகள் (அ) மற்றும் (ஆ) ஆகிய்ற்த� உறுதி பேய்ைவால் நவாம் எல்லவா ்படிகதையும் 
ஏறு்தை உறுதிபேய்யலவாம்.  இதுச்பவாலச், இநை முத�தயக் கணிை கூற்று  P n] g-ஐ நிறு் 
்பயன்படுத்தும் ச்பவாது, பைவாகுத்ைறிைல் முத�யில் கீழக்கண்்ட ்படிநிதலகள் உள்ைை.
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்ப்டம் 4.16

்படி ் :  n = 1-க்கு கூற்று உண்தம எை நிறுவுக, அைவா்து P(1) உண்தம எை ேரி்பவார்க்க. 
்படிக்கடடின முைல்்படி ஏறு்ைவாக ஒப்பிடடு இைதை ஆரம்்பநிடை (Initial step) 
எனகிச�வாம்.

்படி ் :   n = k-க்கு உண்தமயவாக இருக்கும்ச்பவாது n = k + 1-க்கு இநை கூற்த� ேரி்பவார்க்க, 
இங்கு k ஒரு மிதக முழு எண் ஆகும். அைவா்து P(k) உண்தம எைக்பகவாண்டு  
P(k + 1) உண்தம எை நிறு்ச்ண்டும். இைதை ததொகுககும் நிடை (Inductive step) 
எனகிச�வாம்.

்படி ் :  ்படி 1 மற்றும் 2 ஆகியத் நிறு்ப்்பட்டவால் P(n) ஆைது எல்லவா மிதக முழு எண்கள்  
n-க்கும் உண்தம எைலவாம்.

கணிைத்தில் பைவாகுத்ைறிைல் என்பது கணிைத்தில் நிரூபிக்கும் முத�களில் மிகவும் 
சு்வாைஸ்யமவாை ஒனறு. இநை முத�தய எடுத்துக்கவாடடின மூலம் விைக்கலவாம். கீழக்கண்்ட 
எடுத்துக்கவாடடில் நமக்கு நன�வாக பைரிநை முடிவிதை கணிை பைவாகுத்ைறிைல் மூலம் நிறு்லவாம்.

எடத்தககொடட ாட்் கணிைத் பைவாகுத்ைறிைல் பகவாள்தகதய ்பயன்படுத்தி, எல்லவா முழு எண்கள் 

n 1$ -க்கு எை ... n
n n

1 2 3 2
1

+ + + + =
+] g  நிறுவுக.

தீர்வு:

...P n n
n n

1 2 3 2
1

|= + + + + =
+] ]g g எனக.

  n = 1 எை பிைதியி்ட.

   P 1 2
1 1 1

1=
+

=] ]g g

எைச், n = 1-க்கு இது உண்தம. அைவா்து P 1] g  என்பது உண்தம.

n = k-க்கு இநை கூற்த� உண்தம எைக் பகவாள்ச்வாம்.

எைச்,

 ...P k k
k k

1 2 3 2
1

= + + + + =
+] ]g g

இப்ப்பவாழுது P k 1+] gஎன்பது உண்தமபயை நிறு்ச்ண்டும்.
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 ...P k k k k k
k1 1 2 3 1 2

1
1+ = + + + + + + =

+
+ +] ] ] ]g g g g1 2 3444444444 444444444

P k k k k k k
1 2

1 2 1
2

1 2+ =
+ + +

=
+ +] ] ] ] ]g g g g g

 எைச், P(k + 1) என்பது உண்தம.

P(k) உண்தம எைக்பகவாண்டு  P(k + 1) உண்தம எை நிறுவியுள்சைவாம்.

எைச், கணிைத் பைவாகுத்ைறிைல் பகவாள்தகயின ்படி, எல்லவா முழு எண்கள் n 1$ -க்கும் 

... n
n n

1 2 3 2
1

+ + + + =
+] g .

எடத்தககொடட ாட்் முைல் n ஒற்த� மிதக எண்களின கூடுைல் n2  எை பைவாகுத்ைறிைல் முத�யில் 
நிறுவுக.

தீர்வு:

...P n n1 3 5 2 1= + + + + -] ]g g எனக.

எைச், P 1 1 12= =] g  என்பது உண்தம.

n = k-க்கு இநை கூற்த� உண்தம எைக் பகவாள்ச்வாம்.

எைச்,

 ...P k k1 3 5 2 1= + + + + -] ]g g
அைவா்து P k k2=] g
இப்ப்பவாழுது P k k1 1 2+ = +] ]g g  எை நிறு்ச்ண்டும்.

  P k 1+] g   =  ... k1 3 5 2 1 1+ + + + + -^ ] g h

   =  ... k k1 3 5 7 2 1 2 1+ + + + + - + +] g
1 2 3444444444444444 444444444444444

   =  P k k2 1+ +] g

   =  k k k2 1 12 2+ + = +] g

எைச், P k 1+] g  என்பது உண்தம.

P k] g  உண்தம எைக் பகவாண்டு P k 1+] g  உண்தம எை நிறுவியுள்சைவாம்.

எைச், கணிைத் பைவாகுத்ைறிைல் மூலம், எல்லவா முழு எண்கள் n 1$ -க்கும்,

முைல் n ஒற்த� மிதக எண்களின கூடுைல் n2  எை நிறு்ப்்பட்டது.

எடத்தககொடட ாட்் கணிைத் பைவாகுத்ைறிைல் மூலம், எல்லவா முழு எண்கள் n 1$ -க்கு 

... n
n n n

1 2 3 6
1 2 12 2 2 2+ + + + =

+ +] ]g g  எை நிறுவுக.
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தீர்வு:

...P n n
n n n

1 2 3 6
1 2 12 2 2 2|= + + + + =

+ +] ] ]g g g  எனக.

n = 1 எை பிைதியி்ட

P 1 6
1 1 1 2 1 1

1=
+ +

=] ] ^ ]g g g h  

எைச், n = 1-க்கு இது உண்தம. அைவா்து P 1] g  என்பது உண்தம

n = k-க்கு, இநை கூற்த� உண்தம எைக் பகவாள்ச்வாம்.

எைச்,

 ...P k k
k k k

1 2 3 6
1 2 12 2 2 2= + + + + =

+ +] ] ]g g g

இப்ப்பவாழுது P k 1+] g  உண்தம எை நிறு்ச்ண்டும்.

  P k 1+] g  =  ... k k1 2 3 12 2 2 2 2+ + + + + +] g1 2 344444444444 44444444444  

  =  P k k 1 2+ +] ]g g

    = 
k k k

k6
1 2 1

1 2+ +
+ +

] ] ]g g g

  =  
k k k k

6
1 2 1 6 1 2+ + + +] ] ]g g g

  =  
k k k k

6
1 2 1 6 1+ + + +] ^ ] ]g g gh

  =  
k k k

6
1 2 7 62+ + +] ^g h

  =  
k k k

6
1 2 2 3+ + +] ] ]g g g6 @

  =  
k k k

6
1 1 1 2 1 1+ + + + +] ^] ^ ]g g h g h6 @

எைச் P k 1+] gஎன்பது உண்தம.

P k] g  உண்தம எைக் பகவாண்டு P k 1+] g  உண்தம எை நிறுவியுள்சைவாம்.

எைச், கணிைத் பைவாகுத்ைறிைல் மூலம் எல்லவா முழு எண்கள் n 1$ -க்கு

... n
n n n

1 2 3 6
1 2 12 2 2 2+ + + + =

+ +] ]g g .

எடத்தககொடட ாட்ா கணிைத் பைவாகுத்ைறிைல் மூலம், எல்லவா இயல் எண்கள் n-க்கும்

. . . ...
n n n

n
1 2
1

2 3
1

3 4
1

1
1

1+ + + + + = +] g  எை நிறுவுக.

தீர்வு:

 . . . ...P n
n n n

n
1 2
1

2 3
1

3 4
1

1
1

1= + + + + + = +] ]g g  எனக.

n = 1 எை பிைதியி்ட

XI_Maths_Ch4_V-1_TM.indd   235 15-12-2021   14:33:58

www.tntextbooks.in



11ஆம் வகுப்பு கணிதவியல் 236

.P 1 1 2
1

2
1= =] g

எைச், P 1] g  உண்தம.

n = k-க்கு இநை கூற்த� உண்தம எைக் பகவாள்ச்வாம்.

எைச், . . . ...P k
k k k

k
1 2
1

2 3
1

3 4
1

1
1

1= + + + + + = +] ]g g
இப்ப்பவாழுது P k 1+] g  என்பது உண்தம எை நிறு்ச்ண்டும்.

 P k 1+] g   =  . . . ...
k k k k1 2

1
2 3
1

3 4
1

1
1

1 2
1+ + + + + + + +] ] ]g g g

1 2 344444444444444444 44444444444444444
  =  P k

k k1 2
1+ + +

] ] ]g g g
  =  k

k
k k1 1 2

1
+ + + +] ] ]g g g

  =  k
k

k1
1

1 2
1

+ + +] bg l

  =  k k
k k

1
1

2
2 12

+ +
+ +

] cg m

  =  k k
k

k
k

1
1

2
1

2
12

+ +
+ = +

+
] c ] ]

]g
g m g

g    

எைச் P k 1+] g  என்பது உண்தம.

P k] g  உண்தம எைக் பகவாண்டு P k 1+] g  உண்தம எை நிறுவியுள்சைவாம்.

எைச் கணிைத் பைவாகுத்ைறிைல்்படி, எல்லவா இயல் எண்கள் n-க்கும்,

 . . . ...
n n n

n
1 2
1

2 3
1

3 4
1

1
1

1+ + + + + = +] g .

எடத்தககொடட ாட்் எநை ஒரு இயல் எண் n-க்கும், a b2  எனில் a bn n-  ஆைது a - b ஆல் 
்கு்படும் எை நிரூபிக்க.

தீர்வு:

 P n a bn n= -] g  ஆைது a - b ஆல் ்கு்படும் எனக.

 n = 1 எை பிைதியி்ட

 P a b1 = -] g இது a - b ஆல் ்கு்படும்.

எைச் P 1] g  உண்தம. இநை கூற்று n = k-க்கு உண்தம எைக் பகவாள்க. எைச் 
P k a bk k= -] g  ஆைது a - b ஆல் ்கு்படும்.

, ,P k a b a b Nk k !m m= - -] ]g g
நிறு்ச்ண்டியது P k a b1 k k1 1+ = -+ +] g , ஆைது a - b ஆல் ்கு்படும்.

  P k 1+] g   =  a bk k1 1-+ +

   =  a ab ab bk k k k1 1- + -+ +
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   =  a a b b a bk k k- + -^ ]h g
   =  a a b b a bkm - + -^ ] ]gh g
   =  a b a b km- +] ^g h
   =  , ,a b a b Nk

1 1 1 !m m m m- = +] g
எைச், இது a - b ஆல் ்கு்படும். ஆகச், P k 1+] g  என்பது உண்தம. P k] g  உண்தம 

எைக் பகவாண்டு P k 1+] g  உண்தம எை நிறுவியுள்சைவாம். எைச், கணிைத் பைவாகுத்ைறிைல் 
பகவாள்தகயின்படி எநை ஒரு இயல் எண் n-க்கும், a b>  எனில் a bn n-  ஆைது a - b ஆல் ்கு்படும்.

எடத்தககொடட ாட்் n 1$ -க்கு n3 8 9n2 2 - -+  ஆைது 8 ஆல் ்கு்படும் என்பதை நிறுவுக.

தீர்வு:

,P n n3 8 9n2 2= - -+] g  ஆைது 8ஆல் ்கு்படும் எனக.

n = 1 எை பிைதியி்ட P 1 3 8 1 9 642 2= - - =+] ]g g , இது 8ஆல் ்கு்படும்.  
எைச் P 1] g  உண்தம.

n = k-க்கு இநை கூற்று உண்தம எைக் பகவாள்க. 

எைச் P k k3 8 9k2 2= - -+] g , ஆைது 8ஆல் ்கு்படும். 

ஆகச், ,P k k k k3 8 9 8 Nk2 2
1 1 != - - =+] g

ஆகச், k k3 8 8 9k2 2
1= + ++  எை எழுைலவாம்.

P k k1 3 8 1 9k2 1 2+ = - + -+ +] ]]g gg  ஆைது 8ஆல் ்கு்படும் எை நிறு் ச்ண்டும்.

  P k 1+] g   =  k3 8 1 9k2 1 2 - + -+ + ]] gg  

   =  k3 3 8 8 9k2 2 2 - - -+

   =  k k k3 8 8 9 8 172
1 + + - -^ h

   =  k k k k k72 72 81 8 17 72 64 641 1+ + - - = + +

   =  k k8 9 8 11 + +^ h
   =  ,k k k k8 9 8 1 N2 2 1 != + +

P k 1+] g  என்பது 8ஆல் ்கு்படும். எைச் P k 1+] gஎன்பது உண்தம. P k] g  உண்தம 
எைக் பகவாண்டு P k 1+] g  உண்தம எை நிறுவியுள்சைவாம். எைச் கணிைத் பைவாகுத்ைறிைல்்படி 
n 1$ -க்கு n3 8 9n2 2 - -+  ஆைது 8ஆல் ்கு்படும்.

எடத்தககொடட ாட்் கணிைத் பைவாகுத்ைறிைல் முத�யில் n 2$  எை உள்ை எநை ஒரு முழு 
எண்ணுக்கும் n n3 1>2 2+] g  எை நிறுவுக.
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தீர்வு:

n 2$  எை இருக்கும்ச்பவாது n n3 1>2 2+] g  என� கூற்த� P n] g  எை பகவாள்க.

எைச் முைல் ்படி n = 2 ஆகும்.

P 2 3 2 122#= =] g  சமலும் ,3 9 12 9>2 =  ஆைலவால் P 2] g  என்பது உண்தம.

n = k-க்கு P n] g  உண்தம எைக் பகவாள்க.

  P k 1+] g   =  k k k3 1 3 6 32 2+ = + +] g
   =  P k k6 3+ +] g
  > k k1 6 32+ + +] g
   =  k k k2 1 6 32 + + + +

   =  k k8 42 + +

   =  k k k4 4 42 + + +

   =  k k2 42+ +] g   

  >  k 2 2+] g , k 0>  ஆைலவால்  

 எைச், P k 1+] g  என்பது உண்தம.
P k] g  என்பது உண்தம எைக் பகவாண்டு P k 1+] g  உண்தம எை நிறுவியுள்சைவாம்.

எைச், கணிைத் பைவாகுத்ைறிைல் பகவாள்தகயின்படி எல்லவா n 2$ -க்கும் n n3 1>2 2+] g  
ஆகும்.

எடத்தககொடட ாட்் கணிைத் பைவாகுத்ைறிைல் மூலம் எை உள்ை எநை ஒரு முழு எண்ணுக்கும்  
n 2$ , n3 >n 2  எை நிரூபி.

தீர்வு:

n 2$ -க்கு n3 >n 2  என்பதை P n] g  என� கூற்று எனக. முைல்்படி n = 2 ஆகும்.

P 2 3 92= =] g  சமலும் 2 42 =  

9 > 4 ஆைலவால் P 2] g  உண்தம.

n = k-க்கு P n] g  உண்தம எைக் பகவாள்க.

எைச், P k k> 2] g  

 P k 1+] g  = P k3 3 3 3k k1 # #= =+ ] g
  k3> 2

  k 1 22 +] g  (எடுத்துக்கவாடடு 4.67லிருநது)

எைச் n 2$  எை உள்ை அதைத்து முழு எண்களுக்கும் n3 >n 2  .
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எடத்தககொடட ாட்் எநை ஒரு இயல் எண் n N! -க்கும் கணிைத் பைவாகுத்ைறிைலின்படி 

...cos cos cos cos cos
sin

sin
n

n
n

2 1
2
1

2

2
#a a b a b a b a

b
b

b

+ + + + + + + - = +
-^ ^ ^ ] c ] b

b
h h g h g m

l
l

 

 எைக் கவாடடு.

தீர்வு:

...cos cos cos cosP n n2 1| a a b a b a b= + + + + + + + -] ^ ^ ^ ]g h h g h

   = cos
sin

sinn
n

2
1

2

2
#a

b
b

b

+
-c ] b

b
g m

l
l

 எனக.

n = 1 எை பிைதியி்ட
.

cos
sin

cos sin
P 1

2

2
a

b

a
b

= =] ]
]
b
b

g g
g
l
l

எைச் P 1] gஎன்பது உண்தம. இநை கூற்று n = k-க்கு P k] g  உண்தம எைக் பகவாள்க. 

எைச்,

...cos cos cos cos cos
sin

sin
k

k
k

2 1
2
1

2

2
#a a b a b a b a

b
b

b

+ + + + + + + - = +
-^ ^ ^ ] c ] b

b
h h g h g m

l
l

 இப்ப்பவாழுது P k 1+] g  என்பது உண்தம எை நிறு்ச்ண்டும்.

P k 1+] g  = ...cos cos cos cos cosk k2 1a a b a b a b a b+ + + + + + + - + +^ ^ ^ ] ^h h g h h
1 2 344444444444444444444444444444444 44444444444444444444444444444444

P k 1+] g  = cosP k ka b+ +] ^g h

=   
sin

cos sin
cos

k k

k

2

2
1

2
b

a
b b

a b
+

-

+ +
c ]

b
b

^
g

l
m l

h  

=   
sin

cos sin cos sina
k k

k

2

1
2
1

2 2b
b b

a b
b

+
-

+ +
b

c ] b ^ b
l

g m l h l; E  

=  
sin

cos sin cos sin
k k

k

2

1
2 2 2 2b a
b b b

a b
b

+ - + +
b

cb b ^ b
l

l m l h l< F

=   
sin

cos cos sin sin sin cos sina
k k k

k

2

1
2 2 2 2 2 2b
b b

a
b b b

a b
b

+ + + + +
b

c b b b b b ^ b
l

l l l lm l h l< F

=  
sin

cos a
k

cos sin
k

sin sin
k

sin
k

cos k

2

1
2 2 2 2 2 2b
b b b b

a
b b

a b+ + + + +
b

b b b b c b b ^
l

l l l l l l hm< F

=   
sin

cos cos sin
sin

sin sin ca
k k k k

os k
2

1

2 2 2 2
2

2 2 2 2b
b b b

b

a
b b

a b+ + + + +b b b b
b
c b b ^l l l l
l

l l hm> H
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=   
sin

cos cos sin
sin

cos cosa
k k k cos k

2

1

2 2 2 2
2

2b
b b b

b

a a b a b+ + - + + +b b b b
b
^ ^ ^l l l l
l

h hh> H

=  
sin

cos a
k

cos sin
k sin

cos cos k
2

1

2 2 2 2
2

b
b b b

b

a a b+ + + +b b b b
b
^ ^l l l l
l

hh> H

=   
sin

cos cos sin
sin

cos cosa
k k k k

2

1

2 2 2 2
2

2 2 2b
b b b

b

a
b b

+ + +
-

b b b b
b
c b bl l l l
l

l lm> H

=  
sin

cos
sin cos sin cos

a
k

k k

2

2
2 2 2 2b

b
b b b b+

+
b
b

b b b
l
l

l l l; E

=  
sin

cos sina
k k

2

2 2
1

b

b b
+

+b
b
c ]l
l

g m

அைவா்து,

...cos cos cos cos cosk k2 1a a b a b a b a b+ + + + + + + - + +^ ^ ^ ] ^h h g h h

 = cos
sin

sin
a

k
k

2
2

2
1

#
b

b

b

+

+

b
c ]

b
l

l

g m

 ஆகச், P k 1+] g  என்பது உண்தம. P k] g  உண்தம எைக் பகவாண்டு P k 1+] g  உண்தம 
எை நிறுவியுள்சைவாம். எைச், கணிைத் பைவாகுத்ைறிைல் பகவாள்தகயின்படி எநை ஒரு இயல் எண் 
n N! -க்கும்,

 
...cos cos cos cos cos

sin

sin
n

n
n

2 1
2
1

2

2
#a a b a b a b a

b
b

b

+ + + + + + + - = +
-^ ^ ^ ] c ] b

b
h h g h g m

l
l

 
எடத்தககொடட ாட்ட கணிைத் பைவாகுத்ைறிைலின்படி i 12 =-  எைக் பகவாண்டு எநை ஒரு இயல் எண் 
n-க்கும் r cos isin r cosn isinnn ni i i i+ = +^ ] ]gh g  எைக் கவாடடுக.

தீர்வு:

P n r cos isin r cosn isinnn n| i i i i= + = +] ^ ] ]g gh gஎனக.

n = 1 எைப் பிைதியி்ட

 P r cos isin r cos isin1 1i i i i= + = +] ^ ] ]g gh g
எைச் P 1] g  என்பது உண்தம. இநை கூற்று n = k-க்கு P k] g  என்பது உண்தம எைக் 

பகவாள்க. எைச்

 r cos isin r cosk isinkk ki i i i+ = +^ ] ]gh g
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இப்ப்பவாழுது  P k 1+] g  என்பது உண்தம எை நிறு்ச்ண்டும். 

 P k 1+] g   =  r cos isin k 1i i+ +^ ] gh
   =  r cos isin r cos isink #i i i i+ +^ ] ]gh g
   =  r cosk isink r cos isink #i i i i+ +] ]g g
   =  r cosk cos i sink sin i sink cos cosk sink 1 2# i i i i i i i i+ + ++ ^^ ]h gh
   =  r cosk cos sink sin i sink cos cosk sink 1 # i i i i i i i i- + ++ ^] ]g gh
   =  r cos k isin k1 1k 1 # i i+ + ++ ^ ] ]g g h  
ஆகச், P k 1+] g  என்பது உண்தம. P k] g  உண்தம எைக் பகவாண்டு P k 1+] g  உண்தம 

எை நிறுவியுள்சைவாம். எைச், கணிைத் பைவாகுத்ைறிைல் பகவாள்தகயின்படி எநை ஒரு இயல் எண் 
n-க்கும்,

 r cos isin r cosn isinnn ni i i i+ = +^ ] ]gh g .

குறிப்பு: எடுத்துக்கவாடடு 4.70 இல் நவாம் நிரூபித்ைது இயல் எண்களுக்கவாை டீமவாய்வியரின சைற்�ம் 
(Demoivre's Theorem) ஆகும். இதைப்்பற்றி சமல்நிதல இைண்்டவாம் ஆண்டில் விரி்வாகப் 
்படிக்கலவாம்.

  ்பயிற்சி ாடா
1. கணிைத் பைவாகுத்ைறிைல் முத�யில் n 1$ -க்கு 

    ... n n n
1 2 3 2

13 3 3 3
2

+ + + + =
+b ] g l  எை நிரூபிக்க.

2. கணிைத் பைவாகுத்ைறிைல் முத�யில் n 1$ -க்கு 

   ... n n n n
1 3 5 2 1 3

2 1 2 12 2 2 2+ + + + - =
- +] ] ]g g g  எை நிரூபிக்க.

3. பூஜ்ஜியமற்� முைல் n இைடத்ட எண்களின கூடுைல் n n2 +  எை நிரூபிக்க.

4. கணிைத் பைவாகுத்ைறிைல் முத�யில் n 1$ -க்கு 

  . . . ... .n n n n n
1 2 2 3 3 4 1 3

1 2
+ + + + + =

+ +] ] ]g g g  எை நிரூபிக்க.
5. கணிைத்பைவாகுத்ைறிைதலப் ்பயன்படுத்தி n 2$  எைக் பகவாண்்ட எநை ஒரு இயல் எண்ணுக்கும் 

  ... n n
n1

2
1 1

3
1 1

4
1 1 1

2
1

2 2 2 2- - - - = +c c c cm m m m  எை நிரூபிக்க.

6. கணிைத் பைவாகுத்ைறிைதலப் ்பயன்படுத்தி n 2$  எைக் பகவாண்்ட எநை ஒரு இயல் எண்ணுக்கும் 

  ... ... n n
n

1 2
1

1 2 3
1

1 2 3 4
1

1 2 3
1

1
1

+ + + + + + + + + + + + + + = +
-  எை நிரூபிக்க.

7. கணிைத் பைவாகுத்ைறிைதலப் ்பயன்படுத்தி எநை ஒரு இயல் எண் n-க்கும் 

  . . . . . . ...
. .n n n n n

n n
1 2 3

1
2 3 4

1
3 4 5

1
1 2
1

4 1 2
3

+ + + + + + = + +
+

] ] ]
]
]g g g
g
g  எை நிரூபிக்க.

8. கணிைத் பைவாகுத்ைறிைதலப் ்பயன்படுத்தி எநை ஒரு இயல் எண் n-க்கும் 

  . . . ... n n n
n

2 5
1

5 8
1

8 11
1

3 1 3 2
1

6 4+ + + + - + = +] ]g g  எை நிரூபிக்க.
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9. கணிைத் பைவாகுத்ைறிைல் முத�யில் நிறுவுக. 

  ! ! ! ... ! !n n n1 2 2 3 3 1 1# # #+ + + + = + -] ] ] ]g g g g
10. கணிைத் பைவாகுத்ைறிைதலப் ்பயன்படுத்தி எநை ஒரு இயல் எண் n-க்கும் x yn n2 2-  ஆைது  

x + y ஆல் ்கு்படும் எை நிரூபிக்க.

11. கணிைத் பைவாகுத்ைறிைல் பகவாள்தகயின்படி n 1$ -க்கு 

  ... n n1 2 3 3>2 2 2 2
3

+ + + +  எை நிரூபிக்க.

12. பைவாகுத்ைறிைதலப் ்பயன்படுத்தி எல்லவா இயல் எண்கள் n-க்கும் n n7 33 - +  ஆைது 3ஆல் 
்கு்படும் எை நிரூபிக்க.

13. பைவாகுத்ைறிைதலப் ்பயன்படுத்தி எல்லவா இயல் எண்கள் n-க்கும் 5 4 6n n1 #++ ஐ 20 ஆல் 
்குக்க கித்டக்கும் மீதி 9 எை நிரூபிக்க.

14. பைவாகுத்ைறிைதலப் ்பயன்படுத்தி எல்லவா இயல் எண்கள் n-க்கும் 10 3 4 5n n 2#+ ++  ஆைது  
9 ஆல் ்கு்படும் எை நிரூபிக்க.

15. கணிைத் பைவாகுத்ைறிைதலப் ்பயன்படுத்தி கீழக்கண்்ட கூற்த� நிறுவுக. 

 ...sin sin sin6 6
2

a a
r

a
r+ + + + +] b bg l l

   

   sin
n

sin

sin
n

sin n

6
1

12

12
1

12#
a

r
r

a
r r

+ +
-

=
+

-

b ] b ]

b
bg l

g l
l

l

  ்பயிற்சி ாட்

ேரியொன அல்ைத மிகச்சி்றநத விடைடயத் சதர்வு தேய்ட

1.  2,4,5,7  ஆகிய அதைத்து எண்கதையும் ்பயன்படுத்தி உரு்வாக்கப்்படும்  நவானகு இலக்க 
எண்களில் 10 -ஆ்து இ்டத்திலுள்ை அதைத்து எண்களின கூடுைல்.

(1) 432 (2) 108 (3) 36 (4) 18

2. ஒரு சைர்வில் 5 ் வாய்ப்புகதையுத்டய மூனறு ்பல்்வாய்ப்பு விைவாக்கள் உள்ைை.  ஒரு மவாண்ன 
எல்லவா விைவாக்களுக்கும்  ேரியவாக வித்டயளிக்கத் ை்றிய ்ழிகளின எண்ணிக்தக. 

(1) 125 (2) 124 (3) 64 (4) 63

3. 30 மவாண்ர்கதைக் பகவாண்்ட ்குப்பில் கணிைத்தில் முைலவா்து மற்றும் இைண்்டவா்து, 
இயற்பியலில் முைலவா்து மற்றும் இைண்்டவா்து, ச்தியியலில்  முைலவா்து மற்றும் ஆங்கிலத்தில்  
முைலவா்து எை ்பரிசுகதை ்ைங்கும் பமவாத்ை ்ழிகளின எண்ணிக்தக.

(1) 30 294 2#  (2) 30 293 3#  (3) 30 292 4#  (4) 30 29 5#

4. எல்லவாம் ஒற்த� எண்கைவாகக் பகவாண்்ட 5 இலக்க எண்களின எண்ணிக்தக.

(1) 25 (2) 5 5  (3) 5 6  (4) 625 
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5. 3 விைல்களில், 4 சமவாதிைங்கதை அணியும் ்ழிகளின எண்ணிக்தக.

(1) 4 13 -  (2) 3 4  (3) 68 (4) 64 

6. P
n

P2
11 1n

n
n

n
5

1
3=

-+
+

+b ]]
]

]g lg
g

g எனில், n-ன மதிப்பு

(1) 7 மற்றும் 11  (2) 6 மற்றும் 7  (3) 2 மற்றும் 11  (4) 2 மற்றும் 6

7. அடுத்ைடுத்ை r மிதக முழு எண்களின ப்பருகற்்பலன எைைவால்  ்கு்படும்.

(1) !r  (2) !r 1-] g  (3) !r 1+] g  (4) r r

8. குத�நை்படேம் ஒரு இலக்கம் மீண்டும் ்ருமவாறு 5 இலக்க பைவாதலச்பசி எண்களின 
எண்ணிக்தக.

(1) 90000 (2) 10000 (3) 30240 (4) 69760

9. C Ca a a a
2 4

2 2

=- -  எனில் a-ன மதிப்பு

(1) 2 (2) 3 (3) 4 (4) 5 

10. ஒரு ைைத்தில் 10 புள்ளிகள் உள்ைை. அ்ற்றில் 4 ஒசை சகவா்டதம்ை. ஏசைனும் இரு 
புள்ளிகதை இதணத்து கித்டக்கும் சகவாடுகளின எண்ணிக்தக

(1) 45 (2) 40 (3) 39 (4) 38

11. ஒரு விைவாவிற்கு 12 ந்பர்களில்  8 ந்பர்கதை ஒரு ப்பண் அதைக்கி�வார்.  இதில் இரு்ர் ஒன�வாக 
விைவாவிற்கு ்ைமவாட்டவார்கள் எனில், அ்ர்கதை அதைக்கும் ்ழிகளின எண்ணிக்தக.

(1) C C2 11
7

10
8# +  (2) C C11

7
10

8+  (3) C C12
8

10
6-  (4) !C 210

6 +

12. நவானகு இதணயவாை சகவாடுகளின பைவாகுப்்பவாைது மூனறு இதணயவாை சகவாடுகதைக் 
பகவாண்்ட மற்ப�வாரு பைவாகுப்த்ப ப்டடும்ச்பவாது உரு்வாகும் இதணகைங்களின எண்ணிக்தக.

(1) 6 (2) 9 (3) 12 (4) 18

13.  ஓர் அத�யில் உள்ை ஒவப்வாரு்ரும் மற்�்ரு்டன தகக்குலுக்குகி�வார்கள்.  66 தகக்குலுக்கல் 
நிகழகின�து எனில், அநை அத�யில் உள்ை ந்பர்களின எண்ணிக்தக

(1) 11 (2) 12 (3) 10 (4) 6

14. 44 மூதலவிட்டங்கள் உள்ை ஒரு ்பலசகவாணத்தின  ்பக்கங்களின எண்ணிக்தக

(1) 4 (2) !4  (3) 11 (4) 22

15. எநை இைண்டு சகவாடுகளும் இதணயவாக இல்லவாமலும் மற்றும் எநை மூனறு சகவாடுகளும் ஒரு 
புள்ளியில் ப்டடிக்பகவாள்ைவாமலும் இருக்குமவாறு ஒரு ைைத்தின மீது 10 சநர்க்சகவாடுகள் 
்தையப்்பட்டவால்,  சகவாடுகள் ப்டடிக்பகவாள்ளும் புள்ளிகளின பமவாத்ை எண்ணிக்தக..

(1) 45 (2) 40 (3) !10  (4) 210

16. ஒரு ைைத்தில் உள்ை 10 புள்ளிகளில் 4 புள்ளிகள் ஒரு சகவா்டதம்ை எனில், அ்ற்த� பகவாண்டு 
உரு்வாக்கும் முக்சகவாணங்களின எண்ணிக்தக

(1) 110 (2) C10
3  (3) 120 (4) 116
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17. : :C C 11 1n n2
3 3 =  எனில் n-ன மதிப்பு

(1) 5 (2) 6 (3) 11 (4) 7

18. C Cn
r

n
r

1 1
1+- -

-
] ]

]
g g

g  என்பது
(1) Cn

r
1+] g  (2) Cn

r
1-] g  (3) Cn

r  (4 ) Cn
r 1-

19. 52 சீடடுகள் உள்ை ஒரு சீடடுக்கடடிலிருநது சைர்நபைடுக்கப்்படும் 5 சீடடுகளில் குத�நை்படேம் 
ஒரு இைவாஜவா சீடடு இருக்குமவாறு உள்ை  ்ழிகளின எண்ணிக்தக.
(1) C52

5  (2) C48
5  (3) C C52

5
48

5+  (4) C C52
5

48
5-

20.  ஒரு ேதுைங்க அடத்டயில் உள்ை பேவ்கங்களின எண்ணிக்தக.
(1) 81 (2) 9 9  (3) 1296 (4) 6561

21. 2 மற்றும் 3 என� இலக்கங்கதை பகவாண்டு உரு்வாக்கப்்படும் 10 இலக்க எண்களின 
எண்ணிக்தக
(1) C C10

2
9

2+  (2) 210  (3) 2 210 -  (4) !10

22.  Pr  என்பது Pr
r  ஐ குறித்ைவால் ...P P P nP1 2 3 n1 2 3+ + + + +  என� பைவா்டரின கூடுைல்

(1) Pn 1+  (2) P 1n 1 -+  (3) P 1n 1 +-  (4) Pn
n

1
1

+
-

]
]

g
g

23.  முைல் n ஒற்த� இயல் எண்களின ப்பருக்கலின மதிப்பு
(1) C Pn

n
n

n
2 #  (2) C P2

1 n
n

n
n

n
2# #b l  (3) C P4

1 n
n

n
n

n
2 2# #b l  (4) C Pn

n
n

n#

24. , ,C C Cn n n
4 5 6 ஆகியத் AP யில் (கூடடுத் பைவா்டரில்) உள்ைை எனில், n-ன மதிப்பு

(1) 14 (2) 11 (3) 9 (4) 5

25. 1 + 3 + 5 + 7 + ... + 17-ன மதிப்பு 
(1) 101 (2) 81 (3) 71 (4) 61

்பொைத் ததொகுப்பு (Summary)
 z  n என� எண்ணின கவாைணியப் ப்பருக்கம் என்பது முைல் n இயல் எண்களின ப்பருக்கம் ஆகும். 
 z எநை ஒரு முழு எண் n 1$  க்கும் ! !n n n 1= -] g  ஆகும்.
 z n ப்வச்�வாை ப்பவாருடகதை அடுக்கும் முத�களின எண்ணிக்தக n! ஆகும்.

 z n ப்வச்�வாை ப்பவாருடகளில் இருநது r ப்பவாருடகதை ்ரிதே்படுத்தும் ்ரிதே மவாற்�ங்களின 
எண்ணிக்தக 

!
! ...P n r

n n n n n r1 2 1n
r = - = - - - +] ] ] ]g g g g  ஆகும்.

 z n ப்பவாருடகளில், ஒசை மவாதிரியவாக உள்ை p
1 ப்பவாருடகதை முைல் ்தகயவாகவும், ஒசை மவாதிரியவாக 

உள்ை p
2 ப்பவாருடகதை இைண்்டவாம் ்தகயவாகவும்,… ஒசை மவாதிரியவாக உள்ை p

k ப்பவாருடகதை  
k ஆ்து ் தகயவாகவும் மற்�த் ப்வச்�வாகவும் உள்ை ப்பவாருடகளின ் ரிதே மவாற்�ங்களின 
எண்ணிக்தக ! ! !

!
p p p

n
k1 2 $ $$

  ஆகும்.
 z ்ரிதே மவாற்�த்தில் ்ரிதே முக்கியம் சேர்வில் ்ரிதே முக்கியமில்தல.
 z n ப்பவாருடகளில் இருநது r ப்பவாருடகதை சைர்நபைடுக்கும் சேர்வுகளின எண்ணிக்தக Cn

r  ஆகும். 

இைதை 
! !

!
!C

r n r
n

r
n n n n r1 2 1n

r
$ $$= - =

- - - +
]

] ] ]
g

g g g  எை குறிக்கலவாம்.
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்படி -் :  இதணய உலவாவியில் கீசை பகவாடுக்கப்்படடுள்ை உைலிதய ைட்டச்சு பேய்யவும் அல்லது 
விதைவுக் குறியீடத்ட ்பயன்படுத்துக.

்படி - ் : “Permutations and Combination” என� Geogebra ்பணிப் புத்ைகம் தி�க்கும். அதில் 
உங்களுக்குத் சைத்யவாை ்பயிற்சிதயத் சைர்வு பேய்து ்பவார்க்கவும். எ.கவா: “Combination 
Game”.

்படி – ் :  “Instruction” ப்பவாத்ைவாதை அழுத்தி விதையவாடும் முத�தய பைரிநதுக்பகவாண்டு “Start” 
ப்பவாத்ைவாதை அழுத்தித் பைவா்டங்கவும்.

்படி – ா : பகவாடுக்கப்்படடுள்ை ஆத்ட ்தககளில் ப்பண்ணுக்கு ப்பவாருத்ைமவாை ஆத்டதயத் 
சைர்நபைடுத்து பின சகமைவாத் அழுத்ைவும். அதைத்தையும் முடித்ை பின “Check” 
ப்பவாத்ைவாதை அழுத்தி வித்டதயச் ேரி ்பவார்க்கவும்.

்படி-1 ்படி-2

்படி-3 ்படி-4

    
மற்� ்பயிற்சித்ைவாள்கதை பேய்து ்ரிதே மவாற்�ம் மற்றும் சேர்க்தககள் ்பற்றி 
சமலும் பைரிநது பகவாள்ைவும்

*்பைஙகள் அடையொளத்திற்கு மடடசமட
பேயல்்பவாடடிற்கவாை உைலி : https://ggbmடat/gVnmcKp்
விதைவுக் குறியீடத்டப் ்பயன்படுத்ைவும்

இடணயச் தேயல்்பொட – ா (அ)
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்படி - ் : இதணய உலவாவியில் கீசை பகவாடுக்கப்்படடுள்ை உைலிதய ைட்டச்சு பேய்யவும் அல்லது 
விதைவுக் குறியீடத்டப் ்பயன்படுத்துக.

்படி - ் : “Permutations and Combination” என� Geogebra ்பணிப் புத்ைகம் தி�க்கும். அதில் 
உங்களுக்குத் சைத்யவாை ்பயிற்சிதயத் பைரிவு பேய்து ்பவார்க்கலவாம். இப்ப்பவாழுது 
“Problems on Permutations and Combination” எனனும் ்பயிற்சிதயத் சைர்நபைடுக்கவும்.

 ்பயிற்சித் ைவாளில் “New Problem” எனகி� ப்பவாத்ைவாதைச் பேவாடுக்கிைவால் புதிய கணக்கு 
சைவானறும். நீங்கைவாகச் கணக்கின தீர்த்க் கண்டுபிடிக்க ச்ண்டும்.

 பி�கு “Show Solution” எனனும் ப்பவாத்ைவாதைச் பேவாடுக்கிைவால் வித்டகள் சைவானறும். 
வித்டயிதைச் ேரி்பவார்க்கவும்.

்படி-1

்படி-2

 *்ப்டங்கள் அத்டயவாைத்திற்கு மடடுசம.

தேயல்்பொடடிற்கொன உரலி : https://ggbmடat/gVnmcKp்    

விதைவுக் குறியீடத்டப் ்பயன்படுத்ைவும்

இடணயச் தேயல்்பொட – ா (ஆ)
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ஈருறுப்புத் தேற்றம்,
தேொடர்முற்றகள் மறறும் தேொடர்கள்

“வாழ்க்கை புதிய மற்றும் ஒளிமி்ககை ஆ்ைகைளுைன் கூடிய நி்ையான 
நீரூற்றுப் ப�ாை என்முன்பன நிற்கின்்றது”

- ஜ�ோஹன் கோர்ல் ப்ரடெரிக் கோஸ்.

5.1 அறிமுகம் (Introduction)

a b+] g  என்ற ஈருறுப்பின எல்லா மிகை முழு எண் n-ன அடுக்கிற்கும் விரிவலாக்ைம் ைலாண 
ஈருறுப்புத் தேற்்றம் வழி செய்கி்றது.  ஈருறுப்புத் தேற்்றம் ைணிேத்தின எல்லாப் பிரிவுைளிலும் மற்றும் 
அறிவியல பிரிவுைளிலும் பயனபடுகி்றது.  எடுத்துக்ைலாட்லாை, x2 7 23-] g -ன விரிவில x20 -ன சைழுகவ 
ஈருறுப்புத் தேற்்றம் மூ்ம் எளிகமயலாைக் ைலாண இயலும்.  ஒருவர் தேசியமயமலாக்ைப்பட் ஒரு வங்கியில 
ஒரு குறிப்பிட் சேலாகைகய 8% கூடடு வடடி விகிேத்தில கவப்பு நிதியலாைச் செலுத்தினலால  
10 ஆண்டுைளுக்குப் பினனர் அவருக்கு எவவளவு முதிர்வுத் சேலாகை கிக்க்கும் எனக் ைலாணவும், நம் 
நலாடடின ேற்தபலாகேய மக்ைள் சேலாகையும், மக்ைள் சேலாகை வளர்ச்சி விகிேமும் சேரியுமலானலால  
15 ஆண்டுைளுக்குப் பின நம் நலாடடின மக்ைள் சேலாகைகயக் ைணக்கி்வும் ஈருறுப்புத் தேற்்றம் 
உேவுகி்றது. ,a b n Nn !+] g -ன விரிவில உள்ள உறுப்புைளின சைழுக்ைள் ஈருறுப்புக் சைழுக்ைள் 
எனப்படும். ஒரு ெம வலாய்ப்புச் தெலாேகனயின கூறுசவளி முடிவுள்ளேலாைவும் அேன ஒவசவலாரு நிைழ்வும் 
சவற்றி அல்து தேலாலவி எனறிருக்குமலாயின, அநேச் ெமவலாய்ப்புச் தெலாேகனயின ஒவசவலாரு நிைழ்வின 
நிைழ்ேைவு ைலாண்பதில ஈருறுப்புத் தேற்்றம் முக்கிய பங்ைலாற்றுகி்றது.  இப்பகுதியில ஈருறுப்புத் தேற்்றமும் 
மற்றும் அேன பயனபலாடுைகளயும் ைலாண்தபலாம்.

த�லாஹன ைலார்ல  
ப்்ரச்ரிக் ைலாஸ் 
(1777-1855)

கித்ரக்ை ைணிே தமகே யூகிளிட ஈருறுப்புத் தேற்்றத்தின அடுக்கு 2-க்ைலான 
ஒரு சி்றப்பு நிக்யிகனக் குறிப்பிடுகி்றலார். அடுக்கு 3-க்ைலான ஈருறுப்புத் 
தேற்்றத்திகன 6 ஆவது நூற்்றலாண்டில இநதியர்ைள் அறிநதிருநேனர்.  1544 ஆம் 
ஆண்டில கமக்தைல ஸ்டிிஃசபல என்ற ச�ர்மன ைணிே தமகே ஈருறுப்புக் 
தகழுக்கறை அறிமுைம் செய்து x1 n+] g  ஐ x1 n 1+ -] g மூ்மலாை கூறினலார்.

த�லாஹன ைலார்ல ப்்ரச்ரிக் ைலாஸ் வ்ர்லாற்றில மிைவும் புைழ்சபற்்ற ைணிே 
தமகேயலாவலார்.  ப்ர் இவக்ர, “ைணிேத்தின இளவ்ரெர்” எனக் குறிப்பிடுவர்.  
எண்ைணிேம், இயற்பியல, வலானியல எனறு ப் பகுதிைளில இவருக்ய 
பங்ைளிப்பு இருநேதபலாதிலும், அவருக்குப் பிடித்ேமலான பகுதி எண்ைணிேம் ஆகும்.  
மற்றும் இவர் எண்ைணிேத்கே “ைணிேத்தின இளவ்ரசி” எனறு குறிப்பிடுகி்றலார்.  
இவக்ரப் பற்றிய ஒரு துணுக்குக் ைகேயில, இவ்ரது பள்ளி ஆசிரியர்  மலாணவர்ைகளச் தெலாதிக்ை 
தவண்டி, 1 முேல 100 வக்ர உள்ள எண்ைகளக் கூடடி மதிப்பு ைலாணும்படி கூறினலார்.  அவர் கூறிய 
சி் விநலாடிைளில ைலாஸ் 5050 என விக் ைலாண்பித்ேலார்.  சிறுவனலான ைலாஸ் அநே சேலா்ர்முக்றயின 
கூடுேல ைலாண எநே முக்றகயப் பயனபடுத்தினலார் எனபது யலாருக்கும் ெரியலாைத் சேரியலாது.

அத்தியலாயம்
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ஆயி்ரம் ஆண்டுைளுக்கு தமல, பு்ரலாணக்ைகேைளில சேலா்ர் முக்ற மற்றும் சேலா்ர்ைகளக் 
சைலாண்் ைணிே புதிர்ைள் உருவலாக்ைப்படடுள்ளன.  அவற்றில சேலா்க்ரப் பற்றிய ஒரு புைழ்வலாய்நே 
பு்ரலாணக்ைகே ெது்ரங்ைம் ைண்டுபிடித்ேேலாகும்.  இங்கு ெது்ரங்ைப் ப்கையில உள்ள ஒவசவலாரு 
ைட்மும், 1, 2, 4, 8, .  .  .  என்ற எண்ைளு்ன சேலா்ர்புக்யேலாகும்.  (64 ஆவது ைட்த்திற்குத் 
சேலா்ர்புக்ய எண்கண ைற்பகன செய்ை). கூடடுத் சேலா்ர் மற்றும் சபருக்குத் சேலா்ர்ைளின ப் 
பயனபலாடுைள் நி� வலாழ்க்கைக்குப் பயனபடுவேலாை உள்ளன.

முன வகுப்புைளில சேலா்ர் முக்றைள் மற்றும் சேலா்ர்ைள் பற்றி படித்துள்தளலாம்.  சேலா்ர்முக்ற 
எனபது தேலா்ரலாயமலாை எண்ைகள ஒரு குறிப்பிட் முக்றயில வரிகெப்படுத்துேல எனறும் அநேத் 
சேலா்ர்முக்றயின உறுப்புைளின கூடுேல, சேலா்ர் எனறும் அகைக்ைப்படும்.  ,sin log44

9 43r  மற்றும் 
e20 தபலான்றவற்றின மதிப்புைகள தேகவயலான அளவுக்குத் தேலா்ரலாயமலாை ைலாண முடிவிலித் சேலா்ர்ைள் 
பயனபடுகின்றன.  சேலா்ர் முக்றைள், வகைக்சைழு ெமனபலாடுைள் மற்றும் பகுப்பலாய்விலும் (analysis) 
பயனபடுகின்றன.  இப்தபலாது சேலா்ர்முக்றைள் மற்றும் சேலா்ர்ைள் பற்றி விரிவலாைக் ைலாண்தபலாம்.

கற்றல் த�ொக்கஙகள்

இப் பலா்ப்பகுதி நிக்றவுறும் தபலாது மலாணவர்ைள் அறிநதிருக்ை தவண்டிய பலா்க் ைருத்துைள்
 z ஈருறுப்புத் தேற்்றத்தின ைருத்து, ஈருறுப்பு சைழுக்ைகள ைணக்கி்ல மற்றும் ஈருறுப்புத் 

தேற்்றத்தின பயனபலாடுைள்;
 z சேலா்ர்முக்றயும் சேலா்ர்ைளும் பற்றிய ைருத்துைள்;
 z கூடடு, சபருக்கு மற்றும் இகெச் ெ்ரலாெரி ைணக்கி்ல;
 z சமய்சயண்ைளில முடிவுறு மற்றும் முடிவு்றலா சேலா்ர்ைளின கூடுேல ைலாணல;
 z சேலா்ர்ைளின கூடுேல ைலாண சேலாக்தநலாக்கி கூட்க் பயனபடுத்தும் முக்ற;
 z ஈருறுப்புத் சேலா்ர், அடுக்குக்குறித் சேலா்ர் மற்றும் ம்க்கைத் சேலா்ர்ைகளப் பயனபடுத்தும் 

விேம், ஆகியகவ.

5.2 ஈருறுப்புத் தேற்றம் (Binomial Theorem)

இரு ெக்ை்ர வலாைனம், இரு ைண் தநலாக்கி, இ்ரண்்டிமலானம் எனபவற்க்றப் தபலானறு இ்ரண்டு 
உறுப்புைகளக் சைலாண்் தைலாகவைள் ஈருறுப்புக் தைலாகவ எனப்படும்.  எடுத்துக்ைலாட்லாை, 

, ,x x y x xy1 2+ + +] ^ _g h i  மற்றும் a b2 3+] g  எனபன ஈருறுப்புக் தைலாகவைளுக்கு சி் 
எடுத்துக்ைலாடடுைளலாகும்.

5.2.1 ஈருறுப்புக் தகழுக்கள் (Binomial Coefficients)

பலா்ப்பகுதி 4-இல , Cn
r  என்ற குறியீடும் அேன பயனபலாடும் பற்றி ைற்றுள்தளலாம் தமலும் அேன 

வக்ரயக்ற 
...

...
! !

!C
r r r

n n n n r
n r r

n
1 2 1

1 2 1n
r = - -

- - - -
= -

]
]
]

]
^ ]

]
g

g
g

g
gh

g  எனபது பற்றியும் நலாம் 

அறிநதுள்தளலாம். Cn
r  எனபது, x1 n+] g  இல xr -ன சைழுவலாைவும் மற்றும் a b n+] g  இல a br n r- -ன 

சைழுவலாைவும் இருப்பேலால, இகவ ஈருறுப்புக் தகழுக்கள் (Binomial Coefficients) எனப்படும்.  Cn
r -ன 

மதிப்புைகள சூத்தி்ரங்ைகள பயனபடுத்திக் ைலாண இயலும் என்றலாலும் அகேவி் எளிகமயலான 
முக்றயிலும் ைலாண்லாம்.  
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பொஸகல் முக்தகொணம்

பலாஸ்ைல முக்தைலாணம் எனபது Cn
r -ன மதிப்புைகள முக்தைலாண வடிவில எழுதுேல ஆகும்.  

இங்கு k 1+] gஆவது வரிகெயலானது , , , , ...,C C C C Ck k k k k
k0 1 2 3  ஆகிய மதிப்புைகள உறுப்புைளலாைப் 

சபற்றிருக்கும்.

C0 0

C C1 0
1

1

C C C2 0
2

1
2

2

C C C C3 0
3

1
3

2
3

3

C C C C C4 0
4

1
4

2
4

3
4

4

,

 1

 1      1

 1      2      1

 1      3      3      1

 1      4      6      4      1

 ... ... ... ... 
 ... ... ... ... 

 ... ... ... ... 
 ... ... ... ... 

, , ,a b a b a b a b0 1 2 3+ + + +] ] ] ]g g g g என்ற முற்ச்றலாருகமைகள நிகனவுபடுத்தி அவற்றின 
உறுப்புைளின சைழுக்ைகள ைவனிப்தபலாம்.  அநேக் சைழுக்ைளின அகமப்பில ஒரு அகமப்பு முக்ற 
உள்ளகேக் ைலாண்லாம்.

  a b 10+ =] g  1

  a b a b1+ = +] g  1      1
  a b a ab b22 2 2+ = + +] g   1      2      1
  a b a a b ab b3 33 3 2 2 3+ = + + +] g   1      3     3      1

பலாஸ்ைலின முக்தைலாணத்கே உற்று தநலாக்கும்தபலாது, ஒவசவலாரு வரிகெயின ஆ்ரம்பமும், 
முடிவும் 1 ஆைவும் மற்்றகவ முன வரிகெயில அேற்கு தமல உள்ள இரு உறுப்புைகள கூட் 
கிக்ப்பேலாைவும் உள்ளது.  எடுத்துக்ைலாட்லாை, ‘3’ எனபது அேற்கு முன வரிகெயில உள்ள 1 மற்றும் 
2-ன கூடுேல ஆகும்.  10 எனபது அேற்குமுன வரிகெயில 10-க்கு தநர்தமத் உள்ள இரு எண்ைள் 4 
மற்்றம் 6-ன கூடுே்லாகும்.  ... ...a b C a b C a b C a b C a bn n n n n n

r
n r r n

n
n

0
0

1
1 1 0+ = + + + +- -] g  எனபது 

a b n+] g -ன ஈருறுப்பு விரிவொகும்.  இேகன பினனர் நிரூபிப்தபலாம் n-ன அகனத்து மதிப்புைளுக்கும், 
a b n+] g -ன ஈருறுப்பு விரிகவ பலாஸ்ைலின முக்தைலாணத்கேப் பயனபடுத்தி எழுே்லாம்.  

எடுத்துக்ைலாட்லாை, பலாஸ்ைல முக்தைலாணத்தின ஐநேலாவது வரிகெகய பயனபடுத்தி a b 4+] g -ன 
விரிகவயும், ஆ்றலாவது வரிகெகயப் பயனபடுத்தி a b 5+] g -ன விரிகவயும் எழுே்லாம்.

a b 5+] g -ன விரிவில, சைழுக்ைள் இல்லாமல உறுப்புைள்

   , , , , ,a a b a b a b ab b5 4 3 2 2 3 4 5  என்ற வடிவில அகமயும்

பலாஸ்ைல முக்தைலாணத்தின 6 ஆவது வரிகெ, 

1     5     10    10     5     1  எனபேலாகும்.

இகவ இ்ரண்க்யும் பயனபடுத்தி, a b a a b a b a b ab b5 10 10 55 5 4 3 2 2 3 4 5+ = + + + + +] g  என 
எழுே்லாம்.

சபருக்ைல, வகுத்ேல இல்லாமல கூட்க் மடடுதம பயனபடுத்தி பலாஸ்ைல முக்தைலாணம் 
உருவலாக்ைப்படடுள்ளது.  எனதவ, ,a b n Nn !+] g என்ற ஈருறுப்பு விரிவிகன எநே விே சபருக்ைலும் 
இல்லாமல எழுே இயலும்.
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தமற்ைண்் முக்தைலாண வடிவம், 17ஆம் நூற்்றலாண்க்ச் தெர்நே பி்ரஞ்ச் ைணிே தமகே பிளய்சு 
பலாஸ்ைலின ைண்டுபிடிப்பலாகும்.  இவர், இநே அகமப்பின ைணிே பண்புைகள ைண்்றிநது ெரியலான 
முக்றயில நிைழ்ேைவியலில பயனபடுத்தியவர்.

5.2.2 மிறக முழு எண் அடுக்குக்கொன ஈருறுப்புத் தேற்றம்  
 (Binomial Theorem for Positive Integral Index)

இப்தபலாது, மிைவும் புைழ் வலாய்நே தேற்்றங்ைளில ஒன்றலான ஈருறுப்புத் தேற்்றத்திகனக் 
ைலாண்தபலாம்.

தேற்றம் 5.1 மிறக முழு எண் அடுக்குக்கொன ஈருறுப்புத் தேற்றம்  
 (Binomial Theorem for Positive Integral Index)

ஏதேனும் ஒரு இயல எண் n-க்கு,

... ...a b C a b C a b C a b C a bn n n n n n
r

n r r n
n

n
0

0
1

1 1 0+ = + + + + +- -] g  ஆகும்.

நிரூபணம் ைணிேத் சேலாகுத்ேறிேல மூ்ம் இநேத் தேற்்றத்கே நிரூபிக்ை்லாம்.  ஏதேனும் ஒரு மிகை 
முழு எண் n-க்கு, P(n) எனபது ... ...a b C a b C a b C a b C a bn n n n n n

r
n r r n

n
n

0
0

1
1 1 0+ = + + + + +- -] g ,  

C 11
0 = மற்றும் C 11

1 = , எனதவ, P(1)-ன வ்ப்பக்ைம் a b a b1 0 0 1+ ஆகும்.  இது இ்ப்பக்ைம் உள்ள 
a b 1+] g -க்குச் ெமம்.  இேனலால P(1) சமய் ஆகும்.  ஏதேனும் ஒரு மிகை முழு எண் k-க்கு P(k) சமய் 

எனக் சைலாள்தவலாம்.  அேலாவது, 

... ...a b C a b C a b C a b C a bk k k k k k
r

k r r k
k

k
0

0
1

1 1 0+ = + + + + +- -] g    

 a b k 1+ +] g  = a b a b k+ +] ]g g
  = ... ...a b C a b C a b C a b C a bk k k k k

r
k r r k

k
k

0
0

1
1 1 0+ + + + + +- -] g7 A

  =  ... ...C a b C a b C a b C a bk k k k k
r

k r r k
k

k
0

1 0
1

1 1 1+ + + + ++ - +6 @
   + ... ...C a b C a b C a b C a bk k k k k

r
k r r k

k
k

0
1

1
1 2 1 0 1+ + + + +- - + +6 @

  =  ...C a b C C a b C C a bk k k k k k
r

k
r

k r r
0

1 0
1 0

1
1

1+ + + + ++
-

- +6 6@ @    
     ... C C a b C a bk

k
k

k
k k

k
k

1
1 0 1+ + + +-

+6 @
     C C Cn

r
n

r
n

r1
1+ =-

+  என்ற தெர்வுைளின பண்பினபடி,

  =  ...C a b C a b C a b C a bk k k k k k k
r

k r r1
0

1 0 1
1

1 1
2

1 2 1 1+ + + ++ + + + - + - +   
     ... C a b C a bk

k
k k

k
k1 1 1

1
0 1+ + ++ +

+
+

 a b k 1+ +] g  =  ...C a b C a b C a bk k k k k k1
0

1 0 1
1

1 1 1 1
2

1 2 2+ + ++ + + + - + + -] ] ]g g g    
     ...C a b C a b C a bk

r
k r r k

k
k k

k
k1 1 1 1 1 1 1

1
0 1+ + + ++ + - + + - +

+
+] ]g g

எனதவ, P(k) சமய் எனில P(k+1) சமய் ஆகும்.  இேனலால ைணிே சேலாகுத்ேறிேல மூ்ம் எல்லா 
இயல எண் n-க்கும் P(n) சமய் என நிரூபணமலாகி்றது.

எனதவ, ... ... ,a b C a b C a b C a b C a b n Nn n n n n n
r

n r r n
n

n
0

0
1

1 1 0 !+ = + + + + +- -] g
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குறிப்பு:
(i)  ,a b n Nn !+] g  எனபேன விரிவலாக்ைத்திகன,

 a b n+ =] g C a bn

k

n

k
n k k

0=

-/  அல்து C a bn

k

n

k
k n k

0=

-/  எனவும் எழுே்லாம்.

(ii) n  ஓர் இயல எண் எனில, a b n+] g  என்ற ஈருறுப்பு விரிவில ( 1n + ) உறுப்புைள் 
இருக்கும். 

(iii) a b n+ =] g C a bn

k

n

k
n k k

0=

-/  இல ஒவசவலாரு உறுப்பிலும் a -ன அடுக்ைலானது ஒனறு 
குக்றகி்றது.  ஒவசவலாரு உறுப்பிலும் b -ன அடுக்ைலானது ஒனறு அதிைரிக்கி்றது.  
இருநேதபலாதிலும், ஒவசவலாரு உறுப்பிலும், a  மற்றும் b -ன அடுக்குைளின கூடுேல 
எப்சபலாழுதும் n  ஆை இருக்கி்றது.  

(iv) n  ஒரு இயல எண் எனில, a b n+] g  எனபேன விரிவில ( 1r + ) ஆவது உறுப்பு  
Tr 1+ = ,C a bn r

n r r-  , , , ...,r n0 1 2=  ஆகும்.

(v)  ... ,a b a b a b+ + +] ] ]g g g  என்ற n  ைலா்ரணிைளின சபருக்குத் சேலாகையில b r  ஐப் சப்ற, 
இநே n  ைலா்ரணிைளில r  ைலா்ரணிைள் தேகவ.  இவற்க்ற Cn

r  வழிைளில நலாம் சப்ற்லாம்.  
அேனலாலேலான, n

rC  எனபது n r ra b− -ன சைழுவலாை நமக்குக் கிக்க்கி்றது.  

(vi)  ,a b n Nn !+] g  எனபேன விரிவில சேலா்க்ைம் மற்றும் முடிவிலிருநது ெமசேலாக்வில 
உள்ள சைழுக்ைள் ெமம்.  ஏசனனில, C Cn

r
n

n r= -  

(vii) ,a b n Nn !+] g  எனபேன விரிவில n  ஒரு இ்ரடக்ப்பக் எண் எனில, சைழுவின 
அதிைபடெ மதிப்பு, Cn n

2
 ஆகும்.  n  ஒரு ஒற்க்றப்பக் எண் எனில, சைழுவின அதிைபடெ 

மதிப்பு Cn n
2

1-  அல்து Cn n
2

1+ ஆை இருக்கும்.

(viii) ,a b n Nn !+] g எனபேன விரிவில n  ஒரு இ்ரடக்ப்பக் எண் எனில, கமய உறுப்பு   
T C a bn n n n n n

2 1 2
2 2=+

-  ஆகும்.  n  ஒற்க்றப்பக் எண் எனில, Tn
2

1 1- + மற்றும் Tn
2

1 1+ +  
எனபன இரு கமய உறுப்புைள் ஆகும்.

5.3  ஈருறுப்புத் தேற்றத்தின் குறிப்பிடட வறககள் (Particular Cases of Binomial Theorem) 

(i) n N! எனில a b n+] g -ன விரிவில b-க்கு பதில (-b) ஐப் பி்ரதியி்,   
  a b n-] g = ...C a b C a b C a bn n n n n n

0
0

1
1 1

2
2 2- + -- -  

    ...C a b C a b1 1r n
r

n r r n n
n

n0+ - + + --] ]g g  
இங்கு ‘+’ மற்றும் ‘-’ குறியீடுைள் அடுத்ேடுத்து வருவகேக் ைவனிக்ைவும்.

(ii)  n N! எனில a b n+] g -ன ஈருறுப்பு விரிவில a = 1 மற்றும் b = x எனப் பி்ரதியி், 
... ...x C C x C x C x C x1 n n n n n

r
r n

n
n

0 1 2
2+ = + + + + + +] g  எனக் கிக்க்கும்.   

குறிப்பலாை, x = 1 எனில, ...C C C C 2n n n n
n

n
0 1 2+ + + + = குறிப்பு குறிப்பு

குறிப்பு:  X எனபது n உறுப்புைகளக் சைலாண்் ஒரு ைணம் எனில, r உறுப்புைகளக் சைலாண்் 
X-ன உடைணங்ைளின எண்ணிக்கை Cn

r  ஆகும்.  r = 0, 1, 2, ... n என Cn
r  இல 

பி்ரதியி், X-ன உடைணங்ைளின எண்ணிக்கை கிக்க்கும்.  எனதவ, தமற்குறிப்பிட் 
முற்ச்றலாருகமகயக் சைலாண்டு n உறுப்புகள் தகொண்ட ஒரு கணமொனது 
2n  உடகணஙகறைப் தபறறிருக்கும் எனபகே அறிய்லாம்.
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(iii) ... ...x C C x C x C x x1 1 1n n n n r n
r

r n n
0 1 2

2- = - + - + - + + -] ] ]g g g
சபலாதுவலாை, x = 1, எனும்சபலாழுது, 

... ...C C C C C C 2n n n n n n n
0 2 4 1 3 5

1+ + + = + + + = - .

எடுத்துக்கொடடு 5.1  x2 3 5+] g -ன விரிவலாக்ைம் ைலாண்ை.

தீர்வு:

a b n+] g என்ற ஈருறுப்புத் தேற்்றத்தின விரிவில a = 2x, b = 3 மற்றும் n = 5 எனப் பி்ரதியி், 

x2 3 5+] g  = x x x x x2 5 2 3 10 2 3 10 2 3 5 2 3 35 4 3 2 2 3 4 5+ + + + +] ] ] ] ]g g g g g
  =  x x x x x32 240 720 1080 810 2435 4 3 2+ + + + + .

எடுத்துக்கொடடு 5.2  984 -ன மதிப்பிகனக் ைலாண்ை.

தீர்வு:

a b n-] g -ன ஈருறுப்பு விரிவில a = 100, b = 2 மற்றும் n = 4 எனப் பி்ரதியி்,

 984   = 100 2 4-] g
  = C C C C C100 100 2 100 2 100 2 100 24

0
4 4

1
3 4

2
2 2 4

3
1 3 4

4
0 4- + - +

  =  100000000 8000000 240000 3200 16- + - +

  =  92236816.

எடுத்துக்கொடடு 5.3 x y 6+^ h -ன விரிவில கமய உறுப்பிகனக் ைலாண்ை.

தீர்வு:

இங்கு n = 6 இது இ்ரடக்ப்பக் எண்.  எனதவ, x y 6+^ h -ன விரிவில கமய உறுப்பு x y2
6

2
6  

ஐக் சைலாண்் உறுப்பு.  அேலாவது, x y3 3 ஐ சைலாண்் உறுப்பு.  எனதவ அநே கமய உறுப்பு 
C x y x y206

3
3 3 3 3=  ஆகும்.

 
எடுத்துக்கொடடு 5.் x y 7+^ h -ன விரிவில கமய உறுப்பிகனக் ைலாண்ை.

தீர்வு:

n = 7 எனபது ஒற்க்றப்பக் எண்.  எனதவ, இ்ரண்டு கமய உறுப்புைள், அேலாவது x y4 3

மற்றும் x y3 4  -ஐ சைலாண்்கவயலாை இருக்கும்.  அகவ, C x y7
3

4 3  மற்றும் C x y7
4

3 4 ஆகும். எனதவ    
கமய உறுப்புைள் x y35 4 3  மற்றும் x y35 3 4  ஆகும்.

எடுத்துக்கொடடு 5.5 x3 2 10+] g -ன விரிவில x6 -ன சைழுகவக் ைலாண்ை.

தீர்வு:

a b 10+] g -ன ஈருறுப்புப் விரிவில a = 3 மற்றும் b = 2x எனக் சைலாள்ை.
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x6  எனபது x2 6] g எனக் சைலாண்டுள்ள உறுப்பில மடடுதம ைலாணப்படும். x6 ஐக் சைலாண்் 
உறுப்பு, 

C a b C a b x x4 3 2 1
10 9 8 7 3 2 210 3 210

6
4 6 10

4
4 6 4 6 4 6 6

# # #
# # #

# #= = =] g  C C10
6

10
4a =6 @

x3 2 10+] g  என்ற விரிவில x6 -ன சைழு 210 3 24 6# #210 3 24 6# # ஆகும்.

எடுத்துக்கொடடு 5.் x2 3 7-] g -ன விரிவில x3 -ன சைழுவிகனக் ைலாண்ை.

தீர்வு:

a b 7+] g -ன ஈருறுப்பு விரிவில a = 2 மற்றும் b = -3x எனக் சைலாள்ை.  x3 ஆனது, x3 3-] g
எனக் சைலாண்டுள்ள உறுப்பில மடடுதம ைலாணப்படும்.  x3  ஐக் சைலாண்் உறுப்பு

C a b x x3 2 1
7 6 5 2 3 35 2 37

3
4 3 4 3 4 3 3

# #
# #

# #= - = -] ]g g . 

எனதவ, x2 3 7-] g -ன விரிவில x3 -ன சைழு 35 16 27 15120# # - =-] g ஆகும்.

எடுத்துக்கொடடு 5.் x a n+] g -ன விரிவலாக்ைத்தில, இ்ரண்்லாவது, மூன்றலாவது மற்றும் நலானைலாவது 
உறுப்புைள் முக்றதய 240, 720 மற்றும் 1080 எனில x,a மற்றும் n-ன மதிப்புைகளக் ைலாண்ை.

தீர்வு:

இங்கு ,T T240 7202 3= =  மற்றும் T 10804 =

  T C x a 240n n
2 1

1= =- .  .  .  .  .  (1)
  T C x a 720n n

3 2
2 2= =- .  .  .  .  .  (2)  

  T C x a 1080n n
4 3

3 3= =- .  .  .  .  .  (3)
ெமனபலாடு (2) ஐ (1) ஆல மற்றும் (3) ஐ (2) ஆல வகுக்ை, நமக்கு கிக்ப்பது,

  x
a

n 1
6= - .  .  .  .  .  (4)

  x
a

n2 2
9= -] g  .  .  .  .  .  (5)

ெமனபலாடுைள் (4) மற்றும் (5) இவற்றிலிருநது, n n1
6

2 2
9

- = -] g
 எனதவ, n = 5 ஆகும்.  n = 5 ஐ (1) மற்றும் (4) இல பி்ரதியிடடு, ெமனபலாடு (1) ஐ ெமனபலாடு (4) 

ஆல வகுக்ை, 
x
a

x a5

4
6

2404
=  என கிக்க்கும்.  எனதவ, x5 1605 = .  மற்றும் இேன மூ்ம் x = 2 

எனவும், இகே ெமனபலாடு (4) இல பி்ரதியி், a = 3 எனவும் கிக்க்கும்.

எடுத்துக்கொடடு 5.் x x2 2
1 4

-b l ஐ விரிவுப்படுத்துை.

தீர்வு:

x x2 2
1 4

-b l   =  C x x C x x C x x2 2
1 2 2

1 2 2
14

0
4

0
4

1
3

1
4

2
2

2
- + - + -] b ] b ] bg l g l g l

   C x x C x x2 2
1 2 2

14
3

1
3

4
4

0
4

+ - + -] b ] bg l g l
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  =  x x x x x x x x2 4 2 2
1 6 2 2

1 4 2 2
1

2
14 3 2

2 3 4
- + - +] ] b ] b ] b bg g l g l g l l

  =  x x
x x

16 16 6 1
16

14 2
2 4- + - +

எடுத்துக்கொடடு 5.் x x x x1 12 2 5 2 2 5
+ - + - -_ _i i விரிவுபடுத்துை.

தீர்வு:

x x12 2 5
+ -_ i   =  C x x C x x1 15

0
2 5 2 0 5

1
2 4 2 1

- + -^ _ ^ _h i h i
     C x x C x x1 15

2
2 3 2 2 5

3
2 2 2 3

+ - + -^ _ ^ _h i h i
     C x x C x x1 15

4
2 1 2 4 5

5
2 0 2 5

+ - + -^ _ ^ _h i h i
  =  x x x x x x x x5 1 10 1 10 1 110 8 2 6 2 4 2 2+ - + - + - -^ ^h h
     x x x x5 1 1 12 2 2 2 2 2+ - + - -^ ^ _h h i

x x12 2 5
- -_ i  =  C x x C x x1 15

0
2 5 2 0 5

1
2 4 2 1

- - -^ _ ^ _h i h i
     C x x C x x1 15

2
2 3 2 2 5

3
2 2 2 3

+ - - -^ _ ^ _h i h i  

     C x x C x x1 15
4

2 1 2 4 5
5

2 0 2 5
+ - - -^ _ ^ _h i h i

  =  x x x x x x x x5 1 10 1 10 1 110 8 2 6 2 4 2 2- - + - - - -^ ^h h
     x x x x5 1 1 12 2 2 2 2 2+ - - - -^ ^ _h h i  
ஆைதவ,

x x x x1 12 2 5 2 2 5
+ - + - -_ _i i   =  x x x x x2 10 1 5 110 6 2 2 2 2+ - + -^ ^h h7 A

    =  x x x x x x2 10 10 5 1 210 6 8 2 2 4+ - + - +^ h7 A
    =  x x x x x2 10 15 10 510 8 6 4 2- + - +6 @

 
எடுத்துக்கொடடு 5.1ட எல்லா மிகை முழு எண் n-க்கும் n6 5n - ஐ 25 ஆல வகுக்ை மீதி 1 எனபகே 
ஈருறுப்புத் தேற்்றத்தின மூ்ம் நிறுவுை.

தீர்வு:

இகே நிறுவ, n k6 5 25 1n - = + , k எனபது ஒரு இயல எண், என நிறுவினலால தபலாதுமலானது.  
எனில, ... ,x C C x C x C x C x n1 Nn n n n n

n
n n

n
n

0 1 2
2

1
1 !+ = + + + + +-

-] g  
x = 5என எடுத்துக் சைலாள்ள, ...C C C C C1 5 5 5 5 5n n n n n

n
n n

n
n

0 1 2
2

1
1+ = + + + + +-

-] g  என 
கிக்க்கும்.

தமத் உள்ள ெமனபலாடு, ...n C C C6 1 5 25 5 5n n n n
n

n
2 3

2= + + + + + -^ h  என மலாறும்.
அேலாவது, ... ,n C C C k k6 5 1 25 5 5 1 25 Nn n n n

n
n

2 3
2 !- = + + + + = +-^ h  

இதிலிருநது, n6 5n -  ஐ 25 ஆல வகுக்கும்தபலாது மீதி 1 என அறிய்லாம்.  இது எல்லா இயல 
எண் 'n'-க்கும் சபலாருநதும்.
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எடுத்துக்கொடடு 5.11 7400 -ன ைக்சி இ்ரண்டு இ்க்ைங்ைள் ைலாண்ை.

தீர்வு:

7400 =  72 200^ h = 50 1 200-] g
 =  ...C C50 50200

0
200 200

1
199- +

    C C C50 1 50 1 1200
198

2 198 200
199

199 200
200

200+ - + - + -] ] ]g g g
 =  ...C C C50 50 50 1 200 50 12 200

0
198 200

1
197 200

198
198 #- + + - - +^ ] g h     

502 மற்றும் 200 எனபன 100 ஆல வகுபடும்.  எனதவ, 7400 -ன ைக்சி இ்ரண்டு இ்க்ைங்ைள் 0 1.
  

  பயிறசி 5.1

1.  விரிவு படுத்துை.  (i) x x2 32
3

-b l  (ii) x x x x2 3 1 2 3 12 2 4 2 2 4
- - + + -_ _i i

2.  மதிப்புக் ைலாண்ை.  (i) 1024  (ii) 994  (iii) 97

3.  ஈருறுப்புத் தேற்்றத்கேப் பயனபடுத்தி .1 01 1000000] g  மற்றும் 10000 ஆகியவற்றில எது சபரியது 
எனக் ைலாண்ை.

4. x
x
12

3

10
+c m -ன விரிவில x15 -ன சைழுகவக் ைலாண்ை.

5. x
x
12

3

6
-c m -ன விரிவில x2  மற்றும் x6 -ன சைழுக்ைகளக் ைலாண்ை.

6.  x x x1
13 50 2

5
+ +^ bh l -ன விரிவில x4 -ன சைழுகவக் ைலாண்ை.

7.  x
x

2
3
13

2

5
-c m -ன விரிவில மலாறிலி உறுப்கபக் ைலாண்ை.

8.  3600 -ன ைக்சி இ்ரண்டு இ்க்ைங்ைகளக் ைலாண்ை.

9.  எல்லா மிகை முழு எண் n-க்கும் n9 8 9n 1 - -+  எனபது 64 ஆல வகுபடும் என ஈருறுப்புத் 
தேற்்றம் மூ்ம் நிறுவுை.

10. n ஒரு ஒற்க்றப்பக் மிகை முழு எண் எனில, x y n+^ h -ன விரிவில கமய உறுப்புைளின 
சைழுக்ைள் ெமம் என நிறுவுை.

11.  n ஒரு மிகை முழு எண் மற்றும் r எனபது குக்றயற்்ற முழு எண் எனில, x1 n+] g -ன விரிவில 
xr  மற்றும் xn r-  உறுப்புக்ைளின சைழுக்ைள் ெமம் என நிறுவுை.

12.  a மற்றும் b எனபகவ சவவதவறு முழுக்ைள் எண்ைள் எனில, n என்ற மிகை முழு எண்ணிற்கு  
a bn n- -ன ஒரு ைலா்ரணி a - b என நிறுவுை.  (குறிப்பு: a a b bn n= - +] g  என எடுத்து விரிவு 
படுத்துை.)

13. a b n+] g -ன விரிவில, 4 ஆவது மற்றும் 13 ஆவது உறுப்புைளின சைழுக்ைள் ெமம் எனில,  
n-ன மதிப்கபக் ைலாண்ை.

14. a x n+] g -ன விரிவில சேலா்ர்ச்சியலான மூனறு உறுப்புைளின ஈருறுப்புக் சைழுக்ைளின விகிேம் 
1:7:42 எனில, n-ன மதிப்புக் ைலாண்ை.
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15. x1 n+] g -ன விரிவில 5 ஆவது, 6 ஆவது மற்றும் 7 ஆவது உறுப்புைளின சைழுக்ைள் ஒரு கூடடுத் 
சேலா்ர் எனில, n-ன மதிப்புைகளக் ைலாண்ை.

16. ...
!
!C C C C

n
n2

n0
2

1
2

2
2 2

2+ + + + = ] g  என நிறுவுை.

5.் முடிவுறு தேொடர்முற்றகள் (Finite Sequences)

சேலா்ர்முக்ற எனபது படடியலில உள்ள உறுப்புைகள ஒரு குறிப்பிட் முக்றயில வரிகெப்படுத்தி 
எழுதுவது ஆகும்.  எண்ைளின சேலா்ர்முக்ற பற்றிச் சிநதிக்கும்தபலாது, , , ...a a1 2  எனபது தநரிக்யலானது.  
சேலா்ர்முக்றகய ஒரு ெலார்பலாை ைருே, அேன ெலார்பைம் முேல n இயல எண்ைளின ைணம் அல்து  
N  ஆை அகமயும்.  இநேப் பலா்ப்பகுதி முழுவதும் சமய்சயண்ைளின சேலா்ர்முக்றைகள மடடுதம 
ைலாண்கித்றலாம்.  இவற்க்றத் சேலா்ர்முக்றைள் எனக் குறிப்பி்்லாம்.  கூடடுத்சேலா்ர்முக்ற மற்றும் 
சபருக்குத் சேலா்ர் முக்ற எனபன முக்றதய கூடடு விருத்தி (AP) மற்றும் சபருக்கு விருத்தி (GP) என 
அகைக்ைப்படும். இநேப் பிரிவில முன வகுப்புைளில படித்ே சேலா்ர்முக்ற மற்றும் சேலா்ர்ைளின 
வக்ரயக்றைள், முடிவுைள் பற்றி நிகனவில சைலாள்தவலாம்.  

 z X ஏதேனும் ஒரு ைணம் மற்றும் n N! எனில, : , , , ...,f n X1 2 3 "" ,  என்ற ெலார்பு, X-ன மீேலான 
ஒரு முடிவுறு தேொடர் முற்ற எனப்படும். :g XN "  என்ற ெலார்பு, X-ன மீேலான ஒரு முடிவு்றொ 
தேொடர்முற்ற எனப்படும். n இல ெலார்பு f-ன மதிப்பு f(n) ஐ an எனக் குறிக்ை்லாம்.  அநே சேலா்ர் 
முக்ற an] gஎன குறிக்ைப்படும்.

 z X என்ற ைணம் சமய் எண்ைளின ைணம் எனில அநே சேலா்ர்முக்ற ஒரு எண்ைளின 
சேலா்ர்முக்ற அல்து சமய்சயண்ைளின சேலா்ர்முக்ற எனப்படும்.

 z எல்லா சேலா்ர்முக்றயும் ஒரு ெலார்பலாை இருநேலாலும், எல்லாச் ெலார்புைளும் சேலா்ர்முக்றயலாை 
இருக்ை தவண்டிய அவசியமிலக்.

 z ைணங்ைளில உறுப்புைள் மீண்டும் வ்ரலாமல இருப்பகே அறிதவலாம்.  ஆனலால ஒரு சேலா்ர்முக்றயில 
உறுப்புைள் மீண்டும் மீண்டும் வ்ர்லாம்.  குறிப்பலாை, 

ஒரு சேலா்ர்முக்றயில உறுப்புைள் அகனத்தும் ெமமலானலால அது ஒரு மொறிலித் தேொடர்முற்ற 
எனப்படும்.

 z ஒரு சேலா்ர்முக்ற an] g-ஐ ப்மலாைத் சேரிநதுசைலாள்ள , :n a n Nn !^ h" ,இக்ைலான 
வக்ரப்த்திகன வக்ரேல தவண்டும்.  இது சேலா்ர்முக்றகயப் பற்றிய சி் விவ்ரங்ைகளக் 
சைலாடுக்கி்றது.

x

y

ப்ம் 5.1

(2n)!
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5.்.1 கூடடு மறறும் தபருக்குத் தேொடர் முற்றகள்  (Arithmetic and Geometric Progressions)

சி் சி்றப்புத் சேலா்ர்முக்றைள், சேலா்ர்விருத்திைள் எனப்படும்.  இங்கு, சேலா்ர்முக்றயின 
உறுப்புைள் ஏறுமுைமலாைதவலா அல்து இ்றங்குமுைமலாைதவலா அகமய்லாம்.

நலாம் முன வகுப்புைளில படித்துள்ள கூடடு மற்றும் சபருக்குத் சேலா்ர்முக்றைளின 
வக்ரயக்றைகளயும், முடிவுைகளயும் நிகனவு கூர்தவலாம்.

கூடடுத் தேொடர் முற்ற (Arithmetic Progression)(AP) 

 z , , , , ..., , , ...a a d a d a d a n d a nd2 3 1+ + + + - +] g என்ற சேலா்ர்முக்ற, கூடடுவிருத்தி 
அல்து கூடடுத்தேொடர்முற்ற (Arithmetic Progression) எனப்படும்.  இங்கு, முேல உறுப்பு a 
ேவி்ர, மற்்ற உறுப்புைள் ஒவசவலானறும் அேன முநகேய உறுப்பு்ன ஒரு மலாறிலிகய 
கூட்க் கிக்க்கின்றன.  இங்கு, மலாறிலி d எனபது சபலாது வித்தியலாெம் எனப்படும் மற்றும் 
a எனபது முேல உறுப்பு எனப்படும்.

 z கூடடுத்சேலா்ர்முக்றயின n ஆவது உறுப்பு T a n d1n = + -] g .
 z , , , , ...2 2 3 2 2 3 2 3 3+ + + மற்றும் 12, 9, 6, 3, . . .  என்ற சேலா்ர்முக்றைள், 

முக்றதய 3  மற்றும் -3ஐ சபலாது வித்தியலாெங்ைளலாை உக்ய கூடடுத்சேலா்ர் முக்றைள் 
ஆகும்.

 z 3, 7, 11 ஆகிய மூனறு பைலா எண்ைள் ஒரு கூடடுத் சேலா்க்ர அகமக்கின்றன. 
 z a மற்றும் b ெலார்பைலா எண்ைள் எனில, ,T an b n Nn != +  எனபது எண்ணற்்ற பைலா 

எண்ைள் மற்றும் பகு எண்ைகளக் சைலாண்் ஒரு கூடடுத் சேலா்்ரலாை அகமயும்.

தபருக்குத் தேொடர் முற்ற (Geometric Progression) (GP)

 z , , , , ..., , , ...a ar ar ar ar arn n2 3 1-  , ,a r0 0! !  என்ற சேலா்ர்முக்ற, தபருக்குவிருத்தி 
அல்து  தபருக்குத் தேொடர்முற்ற (Geometric Progression) எனப்படும்.  இங்கு முேல 
உறுப்பு a ேவி்ர, மற்்ற உறுப்புைள் முநகேய உறுப்பிகன ஒரு மலாறிலியலால சபருக்ை 
கிக்க்கின்றன.  இங்கு மலாறிலி r எனபது, சபலாது விகிேம் மற்றும் a எனபது முேல உறுப்பு 
எனப்படும்.

 z சபருக்குத் சேலா்ர்முக்றயின n ஆவது உறுப்பு T arn
n 1= -

 z 1, 2, 4, 8, 16 … மற்றும் , , , , , , ...2 2 2 2 4 4 2 16  என்ற சேலா்ர்முக்றைள், முக்றதய   
2 மற்றும் 2 ஐ சபலாது விகிேங்ைளலாை உக்ய சபருக்குத் சேலா்ர் முக்றைளலாகும்.

 z சபலாது விகிேம் மிகை மதிப்பலாை உள்ள ஒரு சபருக்குத்சேலா்ர் முக்றயின, ஒவசவலாரு 
உறுப்பிற்கும் ம்க்கை ைலாண அது ஒரு கூடடுத் சேலா்ர்முக்றயலாை மலாறும்.   

, , , ...a ar ar2 , r > 0 எனபது ஒரு சபருக்குத்சேலா்ர்முக்ற எனில, , , , ...log log loga ar ar2] ^g h  
எனபது log r ஐ சபலாது வித்தியலாெமலாைக் சைலாண்் ஒரு கூடடுத் சேலா்ர்முக்றயலாகும்.

c 0!  எனில, c, c, c, .  .  .  என்ற மலாறிலித் சேலா்ர்முக்ற ஒரு கூடடுத் சேலா்ர்முக்றயலாைவும் 
சபருக்குத் சேலா்ர்முக்றயலாைவும் உள்ளகே அறிய்லாம்.

0, 0, 0, .  .  .  என்ற சி்றப்பு மலாறிலித் சேலா்ர்முக்றகய எடுத்துக்சைலாள்தவலாம்.  இகே ஒரு கூடடுத் 
சேலா்ர்முக்றயலாை அறிய்லாம்.  ஆனலால, அகே ஒரு சபருக்குத் சேலா்ர்முக்றயலாை பலார்க்கும்தபலாது முேல 
உறுப்பு a எனபது 0 ஆை உள்ளது.  அேன சபலாது விகிேம் எனனவலாை இருக்கும்? 1, 2 அல்து தவறு 
ஏதேனும் ஒரு எண் சபலாது விகிேம் எனக் சைலாண்்லால, நலாம் அதே சேலா்ர் முக்றகய 0, 0, 0, .  .  .  சப்ற 
முடியும்.  இங்கு, இநே சபருக்குத் சேலா்ர்முக்றயின சபலாது விகிேம் எண்ணற்்றேலாை உள்ளது.  இநேக் 
குைப்பத்திகனத் ேவிர்க்ைதவ ைணிேவிய்லாளர்ைள் சபருக்குத் சேலா்ர்முக்றயின வக்ரயக்றயில 
a 0!  என எடுத்துக் சைலாள்கி்றலார்ைள்.

XI_Maths_Ch5_V-1_TM.indd   257 15-12-2021   14:41:10

www.tntextbooks.in



11ஆம் வகுப்பு கணிதவியல் 258

5.்.2 கூடடு – தபருக்குத் தேொடர் முற்ற (Arithmetico- Geometric Progression) (AGP)
கூடடு மற்றும் சபருக்குத் சேலா்ர்முக்றைளின தெர்ப்பு ஒரு புதிய சேலா்ர்முக்றகய 

உருவலாக்குகி்றது.  அது கூடடு-தபருக்குத் தேொடர் விருத்தி அல்து கூடடு-தபருக்குத் தேொடர்முற்ற 
எனப்படும்.  கூடடுத் சேலா்ர் முக்றகய AP எனறும் சபருக்குத் சேலா்ர் முக்றகய GP எனறும் 
குறிப்பது தபலால இநே கூடடு-சபருக்குத் சேலா்ர் முக்றகய AGP என குறிப்பி்்லாம்.  நிைழ்ேைவியலில 
எதிர்பலார்ப்பு மதிப்கபக் ைணக்கி்வும் மற்றும் பலதவறு பயனபலாடுைளிலும் AGP-ன தேகவ 
உண்ரப்படுகி்றது.

வறையற்ற 5.1 :
, , , , ..., , , ...a a d r a d r a d r a n d r a nd r2 3 1 n n2 3 1+ + + + - +-] ] ] ^ ] ]g g g g h g  என்ற சேலா்ர்முக்ற 

கூடடு-தபருக்குத் தேொடர் விருத்தி அல்து கூடடு-தபருக்குத் தேொடர்முற்ற (Arithmetico- Geometric 
Progression) எனப்படும்.

: , , , ...AP a a d a d2+ + மற்றும் : , , , ...GP r r1 2  எனில, , , , ...a a d r a d r2 2+ +] ]g g  எனபது AGP 
ஆகும்.  இநே AGP-ன முேல உறுப்பு a , சபலாது வித்தியலாெம் d மற்றும் சபலாது விகிேம் r .  இங்கு, r=1 
எனில, AGP, AP ஆைவும் d = 0 எனில, AGP, GP ஆைவும் மலாறும்.  எனதவ, கூடடுத்சேலா்ர் முக்ற 
மற்றும் சபருக்குத் சேலா்ர்முக்றைள் எனபன கூடடு சபருக்குத் சேலா்ரின சி் குறிப்பிட் நிக்ைள் 
ஆகும்.  இது ைணிேத்தில சபலாதுகமப்படுத்துேல தைலாடபலாடடின நிக் என்லாம்.  AGP-ன n ஆவது 
உறுப்பு T a n d r1n

n 1= + - -^ ] g h . எல்லா கூடடுத்சேலா்ர் மற்றும் சபருக்குத் சேலா்ர்ைகள 
கூடடுப்சபருக்குத்சேலா்ர் எனவும் கூ்ற்லாம்.  எடுத்துக்ைலாட்லாை, AP ஐ 0, 1, 2, 3, 4, .  .  .  எனவும், GP 

ஐ , , , , ...1 2
1

4
1

8
1 எனவும் எடுத்துக்சைலாண்்லால, AGP ஐ , , , , ...1

0
2
1

4
2

8
3  எனவும் எழுே்லாம்.   

4, 14, 40, 104, 256, 608 .  .  .  என்ற சேலா்ர்முக்ற ஒரு கூடடு-சபருக்குத் சேலா்ர்முக்றக்ைலான 
எடுத்துக்ைலாட்லாகும்.  இநே சேலா்ர்முக்றயில a=4, d=3 மற்றும் r=2.  
5.்.3 இறைத் தேொடர்முற்ற (Harmonic progression)

முக்கியமலான சேலா்ர்முக்றைளில ஒனறு இறைத்தேொடர் விருத்தி அல்து இறைத்தேொடர் முற்ற 
ஆகும்.  இது கூடடுத்சேலா்ர் முக்றதயலாடு சநருங்கிய சேலா்ர்புக்யது.  இகெத் சேலா்ர் முக்ற ப் 
இ்ங்ைளில பயனபடுத்ேப்படுகி்றது.

வறையற்ற 5.2 :
, , , ...h h h1 2 3 என்ற சேலா்ர்முக்ற ஒரு இறைத்தேொடர்முற்றயொக (Harmonic Progression)  

இருக்ை, , , , , ...h h h h
1 1 1 1

1 2 3 4
 எனபது ஒரு கூடடுத்சேலா்ர்முக்றயலாை இருக்ை தவண்டும்.

ஒரு சேலா்ர்முக்ற இகெத்சேலா்ர்முக்றயலாை இருக்ை தவண்டுமலானலால அேன உறுப்புைளின 
ேக்கீழிைள் ஒரு கூடடுத்சேலா்ர் முக்றயலாை இருக்ைதவண்டும் என நிகனவில சைலாள்ள்லாம்.  
ஆனலால, இகெத் சேலா்ர்முக்றயிகன கூடடுத் சேலா்ர்முக்றயின ேக்கீழிைள் என கூ்ற முடியலாது.  
ஏசனனில கூடடுத்சேலா்ர்முக்றயில பூஜ்ஜியம் ஒரு உறுப்பலாை இருநேலால, அேன ேக்கீழி 
அர்த்ேமுள்ளேலாை இருக்ைலாது.  ஒரு கூடடுத்சேலா்ர்முக்றயில பூஜ்ஜியம் ஒரு உறுப்பலாை இலக்சயனில, 
அேன ேக்கீழிைள் ஒரு இகெத்சேலா்ர்முக்றயலாகும்.

எனதவ, , , , , ...a a d a d a d
1 1

2
1

3
1

+ + + எனபது இகெத் சேலா்ர்முக்றயின சபலாதுவடிவம் ஆகும்.
ஒரு பினனத்தின பகுதி பூஜ்ஜியமலாை இருக்ை முடியலாது.  அேலாவது, ;a kd 0!+  k ஒரு குக்றயற்்ற 
முழுஎண் எனதவ, d

a-  ஒரு முழு எண் இலக் என்ற விதி அவசியம்.  இகெத்சேலா்ர்முக்றயின 
ைணக்குைகள கூடடுத்சேலா்ர்முக்றைளலாை மலாற்றி கூடடுத் சேலா்ர்முக்ற மூ்ம் தீர்வு ைலாண்லாம்.  
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குறிப்பு:

(i) சேலா்ர்முக்ற , , , ...n
1 1 2

1
3
1=b l  எனபது ஒரு இகெத் சேலா்ர்முக்ற.  நலாம், , :n n n1 Ndb l& 0-ன 

வக்ரப்ம் வக்ரநது இகெத்சேலா்ர் முக்ற n
1b l  ஐ ைலாடசியலாை ைலாண்லாம்.

(ii) a, b, c எனபன HP எனில, acb
a c

=
+

2  ஆகும்.

(iii) ஒரு முக்தைலாணத்தின குத்துக்தைலாடுைள் AP இல இருக்குமலானலால அவற்றின பக்ைங்ைள் 
HP இல இருக்கும்.

எடுத்துக்கொடடு 5.12 a, b, c ஆகியகவ இகெத் சேலா்்ரலாை இருநேலால, c
a

b c
a b= -

-  எனவும், இேன 
மறுேக்யும் உண்கம என நிறுவுை.

தீர்வு:

 a, b, c எனபன HP இல இருநேலால , ,a b c
1 1 1 எனபன AP இல இருக்கும்.

எனதவ, b a c
2 1 1= + .  இதிலிருநது கிக்ப்பது, ab - ac = ac - bc.  

எனதவ, a b c c a b- = -] ]g g .  இதிலிருநது கிக்ப்பது c
a

b c
a b= -

- .  

மறுேக்யலாை, c
a

b c
a b= -

-  எனில, a b c c a b- = -] ]g g  
இருபு்றமும் abc ஆல வகுக்ை c b b a

1 1 1 1- = -  .

எனதவ, , ,a b c
1 1 1  எனபன ஒரு கூடடுத் சேலா்ர் முக்றயலாகி்றது.  இேனலால a, b, c ஒரு இகெத் 

சேலா்ர் முக்றயலாகும்.

எடுத்துக்கொடடு 5.13 ஒரு இகெத் சேலா்ர் முக்றயின ஐநேலாவது மற்றும் ஒனபேலாவது உறுப்புைள் 
முக்றதய 19

1  மற்றும் 35
1  எனில, அநே சேலா்ர்முக்றயின பனனி்ரண்்லாவது உறுப்பிகனக் 

ைலாண்ை.
தீர்வு:

( hn ) ஒரு  இகெத்சேலா்ர்முக்ற  எனை  மற்றும் a h
1

n
n

=  எனை. an] gஎனபது 
கூடடுத்சேலா்ர்முக்ற எனபேலால a 195 =  மற்றும் a 359 =  

a + 4d =19, a + 8d =35 எனக் கிக்க்கும்.  இவற்க்றத் தீர்க்ை, a = 3 மற்றும் d = 4 எனக் 
கிக்க்கும்.  எனதவ, கூடடுத்சேலா்ர்முக்றயின 12 ஆவது உறுப்பு a a d11 4712 = + = .  இேனலால 
இகெத் சேலா்ர் முக்றயின 12 வது உறுப்பு 47

1  ஆகும்.
மலாறிலித் சேலா்ர்முக்றைள் பற்றி நலாம் எனன கூ்ற்லாம்?
பூஜ்ஜியத் சேலா்ர்முக்ற ேவி்ர மற்்ற எல்லா மலாறிலித் சேலா்ர்முக்றயும் இகெத்சேலா்ர்முக்ற 

ஆகும்.
5.்.் கூடடு, தபருக்கு மறறும் இறைச் ைைொைரிகள் (Arithmetic, Geometric and Harmonic Means)

ெ்ரலாெரிகயப் பற்றி நலாம் அறிதவலாம்.  ெ்ரலாெரியில ப்வகை உள்ளது.  கூடடுச் ெ்ரலாெரி, சபருக்குச் 
ெ்ரலாெரி மற்றும் இகெச்ெ்ரலாெரி எனபன சி் ெ்ரலாெரிைள் ஆகும்.  உறுப்புைள் கூடடுத் சேலா்ர்முக்ற அல்து 
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சபருக்குத் சேலா்ர் முக்றயில இல்லாமல இருநேலாலும் கூடடுச்ெ்ரலாெரி மற்றும் சபருக்குச் ெ்ரலாெரிைளின 
வக்ரயக்றைகள ைலாண்தபலாம்.

கூடடுச்ைைொைரி மறறும் தபருக்குச் ைைொைரி 

வறையற்ற 5.3 :

n ஒரு மிகை முழு எண் எனை. , , , ...,a a a an1 2 3    எனபன  n எண்ைள் எனை.  இப்தபலாது,   
, , , ...,a a a an1 2 3 என்ற எண்ைளின கூடடுச்ைைொைரி (Arithmetic Mean) ...

n
a a a an1 2 3+ + + +   ஆகும்.

, , , ...,a a a an1 2 3  என்ற எண்ைள் சவவதவ்றலாைதவலா அல்து மிகை எண்ைளலாைதவலா இருக்ை 
தவண்டிய அவசியமிலக்.  14, 14, 17, 20, 15 என்ற எண்ைளின ெ்ரலாெரி 16 என வக்ரயக்றயிலிருநது 
எளிதில அறிய்லாம்.  கூடடு ெ்ரலாெரியில, கூட்ல மற்றும் n ஆல வகுத்ேலுக்குப் பதி்லாை, சபருக்ைல 
மற்றும் n ஆம் படி மூ்ம் என எடுத்துக்சைலாண்்லால நமக்கு சபருக்குச் ெ்ரலாெரி கிக்க்கும்.

வறையற்ற 5.் :
n ஒரு குக்றயற்்ற எண் எனை. , , , ...,a a a an1 2 3    எனபன n  குக்றயற்்ற எண்ைள் எனில, 

...a a a an
n

1 2 3   எனபது , , , ...,a a a an1 2 3 என்ற எண்ைளின தபருக்குச்ைைொைரி (Geometric Mean) 
எனப்படும்.

இங்கு, , , , ...,a a a an1 2 3 ஆகிய எண்ைள் தவறுபட்கவயலாை இருக்ைதவண்டிய அவசியமிலக்.  
ஆனலால, அகவ குக்றயற்்ற எண்ைளலாை இருக்ை தவண்டியது அவசியம். 4, 6, 9 என்ற எண்ைளின 
சபருக்குச்ெ்ரலாெரி 216 63 = ஆகும்.  4, 6, 9 என்ற எண்ைளின கூடடுச்ெ்ரலாெரி 3

19 6 3
1=  ஆகும்.  கூடடுச் 

ெ்ரலாெரி சபருக்குச் ெ்ரலாெரிகயவி் அதிைமலாை உள்ளகேக் ைலாண்லாம்.  இது எப்தபலாதும் சமய்யலாை 
இருக்குமலா? 

குக்றயற்்ற n எண்ைளுக்ைலான கூடடுச்ெ்ரலாெரி, சபருக்குச் ெ்ரலாெரிகயவி் அதிைமலாை அல்து 
ெமமலாை இருக்கும் என நிரூபிக்ை்லாம்.  அேலாவது, AM எனபது கூடடு ெ்ரலாெரிகயயும், GM எனபது 
சபருக்குச் ெ்ரலாெரிகயயும் குறித்ேலால, AM GM$ என்லாம்.

நலாம் இப்சபலாழுது, AM GM$ என்ற ெமனிலிகய இரு குக்றயற்்ற எண்ைளுக்கு நிறுவ்லாம்.

தேற்றம் 5.2

இரு குக்றயற்்ற எண்ைளுக்ைலான கூடடுச்ெ்ரலாெரி மற்றும் சபருக்குச் ெ்ரலாெரி முக்றதய AM 
மற்றும் GM என குறிக்ைப்படுமலானலால, AM GM$ .  அநே இரு எண்ைளும் ெமமலாை இருக்கும்தபலாது 
AM = GM ஆை இருக்கும்.  அேன மறுேக்யும் உண்கமயலாகும்.

நிரூபணம்  a மற்றும் b எனபன ஏதேனும் இரு குக்றயற்்ற எண்ைள் எனை.  இப்தபலாது AM a b
2= + , 

GM ab=  ஆகும்.

a b ab a b4 02 2 $+ - = -] ]g g  .  அேனலால, a b ab4 02 $+ -] g .  

இதிலிருநது, a b ab2$+] g  &  a b ab2 $
+ , 

 அேலாவது AM GM$ .  தமலும், AM GM += a b ab4 02+ - =] g  +  (a – b)
2
 = 0 +  a = b 

எனதவ AM = GM ஆை இருக்கும்.  
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AM GM$ -க்கொன வடிவ கணிே விைக்கம்

 a மற்றும் b எனபன ஏதேனும் இரு குக்றயற்்ற சமய்சயண்ைள் எனை.  இவற்றில ஏதேனும் 
ஒனறு பூஜ்ஜியமலாை இருநேலால GM பூஜ்ஜியமலாகும்.  எனதவ, நிரூபிக்ை ஏதுமிலக்.  நலாம் a 0>  
மற்றும் b 0>  என சைலாள்தவலாம். a b+   நீளம் சைலாண்் AB என்ற ஒரு தநர்க்தைலாடடுத்துண்டு 
வக்ரநது, AB ஐ விட்மலாைக் சைலாண்் ஒரு அக்ரவட்ம் வக்ரை.  M எனபது AB-ன நடுப்புள்ளி எனை.  
எனதவ, அக்ரவட்த்தின கமயம் M ஆகும்.  M எனபது AB-ன நடுப்புள்ளி எனபேலால,  
AM = MB = a b

2
+ .  

எனதவ, வட்த்தின ஆ்ரம் a b
2
+  ஆகும்.

 AD = a, DB=b எனுமலாறு D என்ற புள்ளிகய AB-ன மீது எடுத்துக்சைலாள்ை.  

bM
B

C

a
A

D

a+b

2√ab

ப்ம் 5.2
D வழியலாை AB-க்கு செங்குத்து தைலாடு வக்ரை.  அது அக்ர வட்த்கே C என்ற புள்ளியில 

ெநதிக்கும் எனை.  CA, CB மற்றும் CM என்ற தைலாடுைகள வக்ரை.  M ஆனது அக்ரவட்த்தின கமயம் 
எனபேலால CM = ஆ்ரம் = a b

2
+  , MD = a b a2

+ -  எனபது சேளிவலாகும்.  ACDT  மற்றும் CBDT  

எனபன ஒத்ே முக்தைலாணங்ைள் எனபேலால, AD
CD

CD
BD= .  எனதவ, CD AD BD ab2 #= =

தமலும், CD ab=  (பிேலாை்ரஸ் தேற்்றத்கேப் பயனபடுத்தியும் CD ab=  என நிறுவ்லாம்.) 
ஒரு அக்ர நலாணின நீளம் எப்தபலாதும் ஆ்ரத்கேவி் குக்றவலாை அல்து ெமமலாை இருக்கும் எனபேலால, 
CD CM# அல்து ab a b

2#
+ .  அேலாவது, AM GM$ .

D ஆனது M-ல அகமயும் தபலாது அக்ரநலாண் DC ஆனது ஆ்ரத்திற்கு ெமமலாை மலாறும்.  அேன 
மறுேக்யும் உண்கமயலாகும்.  அேலாவது, AM=GM எனில, a = b மற்றும் a = b எனில AM=GM 
ஆகும்.

முடிவு 5.1 : , , , ...,a a a an1 2 3  எனபன கூடடுத்சேலா்ர்முக்றயில இருக்குமலானலால, ak  (k > 1) என்ற 
ஒவசவலாரு உறுப்பும் அேன முனனியலான ak 1-  மற்றும் அேன சேலா்ரியலான ak 1+  இவற்றிற்ைலான 
கூடடுச்ெ்ரலாெரியலாை இருக்கும்.

நிரூபணம்  , , , ...,a a a an1 2 3  எனபது முேல உறுப்பு a மற்றும் சபலாது வித்தியலாெம் d சைலாண்் கூடடுத்சேலா்ர் 
முக்றயின உறுப்புைள் எனை.

,a a k d a a k d1 2k k 1= + - = + --] ]g g  மற்றும் a a kdk 1 = ++

a a a k d a kd a k d
a k d a2 2

2
2

2 2 2
1k k

k
1 1+ =

+ - + +
=

+ -
= + - =- + ] ] ]g g g .

அேலாவது, ak 1-  மற்றும் ak 1+  ஆகியவற்றின கூடடுச்ெ்ரலாெரி ak  ஆகும்.
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முடிவு 5.2 : , , , ...,a a a an1 2 3  எனபது ஒரு சபருக்குத் சேலா்ர்முக்ற எனில, அதில உள்ள ஒவசவலாரு 
உறுப்பு a k 1>k ] g , அேற்கு முனனர் உள்ள முனனியலான ak 1-  மற்றும் அேற்குப் பினனர் உள்ள 
சேலா்ரியலான ak 1+  ஆகியவற்றின சபருக்குச் ெ்ரலாெரியலாை இருக்கும்.

நிரூபணம் , , , ...,a a a an1 2 3  எனபது முேல உறுப்பு a மற்றும் சபலாது விகிேம் r உள்ள சபருக்குத் 
சேலா்ர்முக்ற எனை.

ஆகையலால,  ,a ar a ark
k

k
k1

1
2= =-

-
-  மற்றும் a ark

k
1 =+ .  

எனதவ, a a ar ar a r ar ak k
k k k k

k1 1
2 2 2 2 1= = = =- +

- - - .  

அேலாவது, ak 1-  மற்றும் ak 1+  ஆகியகவைளின சபருக்குச்ெ்ரலாெரி ak  ஆகும். 

எடுத்துக்கொடடு 5.1் , , , ..., ,A A A4 71 2 7  என்ற சேலா்ர்முக்ற கூடடுத் சேலா்ர்முக்றயலாை இருக்குமலாறு, 
, , ...,A A A1 2 7  என்ற ஏழு எண்ைகளக் ைலாண்ை.  தமலும், , , , , ,G G G G12 8

3
1 2 3 4  என்ற சேலா்ர்முக்ற 

சபருக்குத் சேலா்ர்முக்றயலாை இருக்குமலாறு, , , ,G G G G1 2 3 4  என்ற நலானகு எண்ைகளயும் ைலாண்ை.

தீர்வு:

a = 4  மற்றும்  4 + 8d = 7.  இதிலிருநது, d 8
3= எனக் கிக்க்கும்.   எனதவ தேகவயலான 7 

எண்ைள் , , , , , ,4 8
3 4 8

6 5 8
1 5 8

4 5 8
7 6 8

2 6 8
5  ஆகும்.

தமலும், a = 12 மற்றும் ar 8
35 =  எனபேலால r r32

1
2
15 &= = .  எனதவ, தேகவயலான 4 

எண்ைள் , , ,6 3 1 2
1

4
3  ஆகும்.

எடுத்துக்கொடடு 5.15 ஒரு சபருக்குத் சேலா்ர்முக்றயின 4 ஆவது, 5 ஆவது, 6 ஆவது உறுப்புைளின 
சபருக்ைல 4096 மற்றும் 5 ஆவது, 6 ஆவது, 7 ஆவது உறுப்புைளின சபருக்ைல 32768 எனில அநே 
சபருக்குத் சேலா்ர்முக்றயின முேல 8 உறுப்புைளின கூடுேல ைலாண்ை.

தீர்வு:

சைலாடுக்ைப்பட் பண்புைள் உக்ய சபருக்குத்சேலா்ர்முக்ற , , , ...a ar ar2  எனை.

4 ஆவது, 5 ஆவது, 6 ஆவது உறுப்புைள் முக்றதய, ,ar ar3 4 மற்றும் ar5  ஆகும்.  

இவற்றின சபருக்ைற்ப்ன, a r 40963 12 = .  இது தபலானறு, a r 327683 15 = .  எனதவ, 
a r
a r

4096
32768

3 12

3 15
=    

அேலாவது, r 83 &= r = 2, 

a r 40963 12 =  , இதில r = 2 எனப் பி்ரதியி், a a1 13 &= = . 

முேல 8 உறுப்புைளின கூடுேல r
a r

1
1

1 2
1 2 255

8 8

-
-

= -
- =

^ h  ஆகும்.

இறைச் ைைொைரி (Harmonic Mean)

சைலாடுக்ைப்பட் மிகை எண்ைளின இறைச்ைைொைரி எனபது அநே எண்ைளின ேக்கீழிைளின 
கூடடுச்ெ்ரலாெரியின ேக்கீழியலாகும்.  அேலாவது, , , ...,h h hn1 2  எனபன சைலாடுக்ைப்பட் மிகை எண்ைள் 

எனில, அவற்றின ேக்கீழிைள் , , ...,h h h
1 1 1

n1 2
 எனதவ, இத்ேக்கீழிைளின கூடடுச்ெ்ரலாெரி 
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...

n
h h h
1 1 1

n1 2
+ + +

 ஆகும்.  இநே கூடடுச் ெ்ரலாெரியின ேக்கீழி 
...h h h

n
1 1 1

n1 2
+ + +

 எனபது 

, , ...,h h hn1 2  என்ற எண்ைளின இகெச் ெ்ரலாெரி எனப்படும்.

வறையற்ற 5.5

, , ...,h h hn1 2" ,   என்ற ைணத்தில உள்ள மிகை எண்ைளின இகெச்ெ்ரலாெரி 
...h h h

n
1 1 1

n1 2
+ + +

   

என வக்ரயறுக்ைப்படுகி்றது. 

குறிப்பலாை, a மற்றும் b என்ற இரு மிகை எண்ைளின இகெச்ெ்ரலாெரி 
a b

a b
ab

1 1
2 2

+
= +

“n மிகை எண்ைள் சைலாண்் எநசவலாரு ைணத்திற்கும், சபருக்குச்ெ்ரலாெரி இகெச் ெ்ரலாெரிகயவி் 
அதிைமலாைதவலா அல்து ெமமலாைதவலா இருக்கும்” எனபகே நிறுவ்லாம். அேலாவது, GM ≥ HM  
இரு குக்றயற்்ற எண்ைளுக்கு, GM ≥ HM என்ற ெமனிலிகய நிரூபிக்ை்லாம்.

தேற்றம் 5.3

இரு மிகை எண்ைளின சபருக்குச் ெ்ரலாெரி மற்றும் இகெச்ெ்ரலாெரி முக்றதய GM மற்றும் HM 
என குறிக்ைப்படுமலாயின, GM HM$ என இருக்கும்.  அநே இரு எண்ைளும் ெமம் எனில GM = HM 
ஆை இருக்கும் இேன மறுேக்யும் உண்கமயலாகும்.

நிரூபணம்  a மற்றும் b எனபன இரு மிகை எண்ைள் எனை.

 GM =  ab  மற்றும் HM a b
ab2= +

 GM - HM  =  ab a b
ab2- +

  =  a b
ab a b ab2

+
+ -] g

  =  a b
ab a b ab2

+
+ -^] g h

  =  a b
ab a b

2

+
-^ h

  0$   

எனதவ, GM HM 0$- அேலாவது, GM HM$  

தமலும் GM HM=  +  a b
ab a b

2

+
-^ h   = 0

  +  ab a b
2

-^ h   = 0

  +  a = b

 தேற்்றம் 5.2 இல AM GM$  என நிரூபித்துள்தளலாம்.  தமலும், ேற்தபலாது GM HM$ என 
நிரூபித்துள்தளலாம்.  இ்ரண்க்யும் இகணத்து AM GM HM$ $ என எழுே்லாம்.

முடிவு 5.3 : ஏதேனும் இரு மிகை எண்ைளுக்ைலான ெ்ரலாெரிைள் AM, GM மற்றும் HM ஆகிய மூனறும் 
ஒரு சபருக்குத் சேலா்ர்முக்றயலாை இருக்கும்.
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நிரூபணம்  a மற்றும் b எனபன இரு மிகை சமய்சயண்ைள் எனை.  

   AM a b
2= + , GM ab= மற்றும் HM a b

ab2= + .

இப்தபலாது, 

   AM HM a b
a b

ab ab ab GM2
2 2 2# = +
+ = = =b b ^l l h   

அேலாவது, AM HM GM2# = .  எனதவ, AM, GM மற்றும் HM எனபன ஒரு சபருக்குத்  
சேலா்ர் முக்றயலாகும்.

பின்வரும் முக்கிய முடிவுகறைக் கொணலொம்.
 z b எனபது a மற்றும் c-ன கூடடுச் ெ்ரலாெரி எனில, a,b,c ஒரு கூடடுத் சேலா்ர் முக்றயலாகும்
 z b எனபது a மற்றும் c-ன சபருக்குச்ெ்ரலாெரி எனில, a,b,c ஒரு சபருக்குத் சேலா்ர்முக்றயலாகும்.
 z b எனபது a மற்றும் c-ன இகெச்ெ்ரலாெரி எனில, a,b,c ஒரு இகெத் சேலா்ர் முக்றயலாகும்.

ஒரு வலாைனம் மணிக்கு x  கிமீ தவைத்தில ஒரு குறிப்பிட் தூ்ரம் பயணம் செய்து விடடு திரும்பி 
மணிக்கு y  கிமீ தவைத்தில பு்றப்பட் இ்த்கே வநேக்நேலால, அநே வலாைனத்தின முழு பயணத்தின 
ெ்ரலாெரி தவைம் இரு தவைங்ைளின இகெச்ெ்ரலாெரியலாை இருக்கும்.  உண்கமயில தூ்ரம் d  எனில,  
ஒருபு்றம் செலவேற்ைலான தந்ரம் d

x
 மற்றும் மறுபு்றம் வருவேற்ைலான தந்ரம் d

y
 ஆகும். 

எனதவ, ெ்ரலாெரி தவைம்,  
x
d

y
d

d
x y

xy2 2

+
= + .

எடுத்துக்ைலாட்லாை, மணிக்கு 60 கிமீ தவைத்தில ஒரு குறிப்பிட் இ்த்திகன அக்நது பினனர் 
மணிக்கு 40 கிமீ தவைத்தில திரும்ப வநேக்நேலால, அநே வலாைனத்தின சமலாத்ே பயணத்துக்ைலான 

ெ்ரலாெரி தவைம் 60 மற்றும் 40-ன இகெச்ெ்ரலாெரி ஆகும்.  அேலாவது, 
60

2 60 40
0

48
4

× =
+

×  கிமீ/மணி தவைம் 
ஆகும்.

 பயிறசி 5.2
1.  சேலா்ர்முக்றைளின  n ஆவது உறுப்பு சைலாடுக்ைப்படடுள்ளது. அவற்றின முேல 6 உறுப்புைகளக் 

ைலாண்ை.  தமலும், அநே சேலா்ர் முக்றைள், கூடடுத்சேலா்ர்முக்ற, சபருக்குத்சேலா்ர்முக்ற, 
இகெத்சேலா்ர்முக்ற, கூடடு-சபருக்குத்சேலா்ர்முக்ற மற்றும் இவற்றில எதுவுமிலக் என 
வகைப்படுத்துை.

(i) 
2

1
n 1+  (ii) 

n n
n n

3 4
1 2

+ +
+ +]
]
]g

g
g  (iii) 4 2

1 nb l  (iv) n
1 n-] g  (v) n

n
3 4
2 3

+
+  (vi) 2018  (vii) n

3
3 2

n 1
-
-

2. n-ஆவது உறுப்பு an ஐக் சைலாண்் பினவரும் சேலா்ர்முக்றைளின முேல 6 உறுப்புைகளக் 
ைலாண்ை.   

(i) 
;

;
a

n

n

1
n =

+*  
n ஒற்க்றப்பக் எண் எனில
n இ்ரடக்ப்பக் எண் எனில  (ii) 

;

a

a a n

1

2

2>

n

n n1 2

=

+- -

Z

[

\

]]]]]
]]]]

 

(iii) 
;

a
n

a a a n 3>
n

n n n1 2 3

=
+ +- - -

* ; n எனபது 1, 2, அல்து 3  எனில 

; n = 1 எனில
; n = 2 எனில
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3.  பினவரும் சேலா்ர்முக்றைளின n-ஆவது உறுப்பு ைலாண்ை.  

 (i)  2, 2, 4, 4, 6, 6, .  .  .   (ii) , , , , , ...2
1

3
2

4
3

5
4

6
5  

 (iii)  , , , , , ...2
1

4
3

6
5

8
7

10
9   (iv) 6, 10, 4, 12, 2, 14, 0, 16, -2, .  .  .  

4. ஏறு வரிகெயில சபருக்குத்சேலா்ர் முக்றயில உள்ள மூனறு உறுப்புைளின சபருக்ைல 5832.  
இ்ரண்்லாவது எண்ணு்ன 6 ஐயும் மூன்றலாவது எண்ணு்ன 9 ஐயும் கூட்க் கிக்க்கும் 
எண்ைள் ஒரு கூடடுத் சேலா்ர்முக்றயலாை இருக்கும் எனில, சபருக்குத் சேலா்ர் முக்றயின அநே 
மூனறு எண்ைகளக் ைலாண்ை.

5.  , , , ...
1 2

3
2 3

5
3 4

7
2 2 2 2 2 2  என்ற சேலா்ரின n ஆவது உறுப்பிகன இரு உறுப்புைளின வித்தியலாெமலாை 

எழுதுை.
6.  ஒரு சபருக்குத் சேலா்ர்முக்றயின k ஆவது உறுப்பு tk  எனில, k-ன எல்லா மிகை முழு 

எண்ணுக்கும் , ,t t tn k n n k- +  எனபனவும் ஒரு சபருக்குத் சேலா்ர் முக்ற என நிறுவுை.

7.   a,b,c எனபன ஒரு சபருக்குத் சேலா்ர்முக்றயலாை இருநது a b cx y z
1 1 1

= = எனவும் இருக்குமலானலால, 
, ,x y z எனபன ஒரு கூடடுத் சேலா்ர் முக்றயலாகும் என நிறுவுை.

8.  இரு எண்ைளின கூடடுச் ெ்ரலாெரியலானது, சபருக்குச் ெ்ரலாெரிகய வி் 10 அதிைமலாைவும், இகெச் 
ெ்ரலாெரிகய வி் 16 அதிைமலாைவும் இருக்குமலானலால அநே இரு எண்ைகளக் ைலாண்ை.

9. q r x r p x p q 02- + - + - =^ ^h h என்ற ெமனபலாடடின மூ்ங்ைள் ெமமலானகவ எனில p, q, r  
எனபன ஒரு கூடடுத் சேலா்ர் முக்றயலாை இருக்கும் என நிறுவுை.

10.  ஒரு சபருக்குத் சேலா்ரின p, q மற்றும் r ஆவது, உறுப்புைள் முக்றதய a,b மற்றும் c எனில, 
log log logq r a r p b p q c 0- + - + - =^ ^ ^h h h  என நிறுவுை.

5.5 முடிவுறு தேொடர்கள் (Finite Series)

சபலாதுவலாை, எண்ைளலா்லான ஒரு சேலா்ர்முக்றயின உறுப்புைளின கூடுேல, 
சேலா்ர் எனப்படும்.  உறுப்புைளின எண்ணிக்கை முடிவுறு எண்ணலாை 
இருக்குமலானலால அது முடிவுறு தேொடர் (Finite Series) எனப்படும்.  an] g  எனபது 
சேலா்ர்முக்ற எனில, ...a a an1 2+ + +  எனபது ஒரு முடிவுறு சேலா்ர் ஆகும்.  

...a a an1 2+ + +  எனபது ak
k

n

1=

/ என குறிக்ைப்படும்.  சி் தந்ரங்ைளில வினலாக்ைளின 
முக்கியத்துவம் மற்றும் எளிகமகயப் சபலாறுத்து ஒரு சேலா்ர் ...a a a0 1 2+ + +  என 
வைங்ைப்ப்்லாம்.  இேன முேல உறுப்பு a0  ஆகும்.

5.5.1 கூடடு, தபருக்கு மறறும் கூடடுப் தபருக்குத் தேொடர் முற்றகளின் கூடுேல்  
 (Sum of Arithmetic, Geometric and Arithmetico-Geometric Progressions)

முநகேய வகுப்புைளில நலாம் கூடடுத்சேலா்ர், சபருக்குத்சேலா்ர் ஆகியவற்றின குறிப்பிட் சி் 
உறுப்புைள் வக்ரயி்லான கூடுேல அல்து முேல n உறுப்புக்ைளின கூடுேல ைலாண்பது பற்றி 
அறிநதுள்தளலாம். இப்தபலாது அவற்க்ற நிகனவு கூர்தவலாம்.

கூடடு மறறும் தபருக்குத் தேொடர் முற்றகளின் கூடுேல் (Sum of Arithmetic and Geometric Progressions)
 z  ஒரு சேலா்ரின உறுப்புைள் கூடடுத் சேலா்ர் முக்றயில இருக்குமலானலால அநே சேலா்ர் 

கூடடுத்தேொடர் (Arithmetic Series) எனப்படும்.  இதுதபலால ஒரு சேலா்ரின உறுப்புைள் 
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சபருக்குத்சேலா்ர் முக்றயில இருக்குமலானலால அது தபருக்குத் தேொடர் (Geometric Series) 
எனப்படும்.

 z  ஒரு கூடடுத்சேலா்ர் முக்ற a n d1+ -^ ] g h-ன முேல n உறுப்புைளின கூடுேல 

S na
n n

d n a n d2
1

2 2 1n = +
-

= + -] ]g g6 @  
 z  சபருக்குத்சேலா்ர் முக்ற arn 1-^ h-ன முேல n உறுப்புைளின கூடுேல.  S r

a r
1
1

n

n

= -
-^ h

இங்கு, r 1!  . r = 1,  எனில, அநே சபருக்குத் சேலா்ர் முக்ற ஒரு மலாறிலித் சேலா்ர் a,a,a,...  

ஆை இருக்கும்.  எனதவ, அேன முேல n உறுப்புைளின கூடுேல na என எளிதில அறிய்லாம்.  

அேனலால, r 1!  எனில, ...r r r r
r1 1

1n
n

2 1+ + + + = -
--  

கூடடு – தபருக்குத் தேொடரின் கூடுேல் (Sum of Arithmetico-Geometric Progressions)
 z  ஒரு சேலா்ரின உறுப்புைள் கூடடு – சபருக்குத் சேலா்ர் முக்றயில இருக்குமலானலால அது 

கூடடு - தபருக்குத் தேொடர் (Arithmetico-Geometric Series) எனப்படும்.
 z  a n d r1 n 1+ - -_^ ] g h iஎன்ற கூடடு–சபருக்குத் சேலா்ர்முக்றயின முேல n உறுப்புைளின 

கூடுேல S r
a a n d r

dr
r

r
1

1
1

1
n

n n

2

1

= -
- + -

+
-

- -^ ] d ]
g h

g n , இங்கு r 1!

எடுத்துக்கொடடு 5.1் ...1 7
6

49
11

343
16+ + + +  என்ற கூடடு – சபருக்குத் சேலா்ரின முேல n 

உறுப்புைளின கூடுேல ைலாண்ை.
தீர்வு:

இங்கு, a = 1, d = 5 மற்றும் r 7
1= .

 Sn  = r
a a n d r

dr
r

r
1

1
1

1n n

2

1

-
- + -

+
-

- -^ ] d ]
g h

g n

  = 
n

1 7
1

1 1 5 1 7
1

5 7
1

1 7
1

1 7
1n n

2

1

#
-

- + -
+

-

-
-J

L

KKKKKKKK

^ ] b b
b

N

P

OOOOOOOO

gh l l
l

  = 
n

7
6

1
7

5 4

7 7
6

7
5

7 1n

n

n

1
2

1- -

+
-

-

-^
b l

h

  = n
7 6

7 5 4
7 36

5 7 1
n

n

n

n

1 2

1- + +
-

- -

-^ h

5.5.2 முடிவுறு தேொடரின் தேொறலத�ொக்கி கூடுேல் (Telescopic Summation for Finite Series)

முடிவுறு அல்து முடிவு்றலா சேலா்ர்ைளின கூடுேல ைலாண சபலாதுவலாை பயனபடுத்தும் முக்ற 
சேலாக்தநலாக்கி கூடுேல ஆகும்.  இநே முக்றயில சைலாடுக்ைப்பட் சேலா்ரின உறுப்புைளின கூடுேக் 
இ்ரண்டு உறுப்புைளின மூ்ம் ைலாண்லாம்.  வைக்ைமலாை முேல உறுப்பு மற்றும் ைக்சி உறுப்பு ேவி்ர 
மற்்ற உறுப்புைள் ஒனக்றசயலானறு நீக்கிக் சைலாள்ளும்.  இக்ப்பட் உறுப்புைகள நீக்கிய பினபு, 
சேலாக்வில இருநே ைக்சி உறுப்பு முேல உறுப்பிற்கு சவகு அருகில இருக்கும்.  எனதவ இநே முக்ற 
தேொறலத�ொக்கி கூடுேல் (Telescopic Summation) எனப்படும்.  இநே முக்றகயப் பயனபடுத்தி சி் 
ைணக்குைகளச் செய்ய்லாம்.

1 - n

1 7
1

1 1 5 1 7
1

5 7
1

1 7
1

1 7
1n n

2

1

#
-

- + -
+

-

-
-J

L

KKKKKKKK

^ ] b b
b

N

P

OOOOOOOO

gh l l
l

−1

n

1 7
1

1 1 5 1 7
1

5 7
1

1 7
1

1 7
1n n

2

1

#
-

- + -
+

-

-
-J

L

KKKKKKKK

^ ] b b
b

N

P

OOOOOOOO

gh l l
l
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எடுத்துக்கொடடு 5.1் ...
1 2

1
2 3

1
3 4

1
+

+
+

+
+

+ என்ற சேலா்ரின முேல n உறுப்புைளின 
கூடுேல ைலாண்ை.
தீர்வு:

சைலாடுக்ைப்பட் சேலா்ரின k ஆவது உறுப்பு tk  எனை. t
k k 1

1
k =

+ +
இகே இரு 

தைலாகவைளின வித்தியலாெமலாை எழுதினலால சேலாக்தநலாக்கி கூடுேல முக்ற மூ்ம் தீர்க்ை்லாம்.

எனதவ,

t
k k k k k k

k k
k k
k k

k k
1

1
1 1

1
1

1
1k =

+ +
=

+ + - +
- -

=
- +
- +

= + -^ ^ ]h h g
எனதவ, ... ...t t t n n n2 1 3 2 1 1 1n1 2+ + + = - + - + + + - = + -^ ^ ^h h h

எடுத்துக்கொடடு 5.1் 
k k 1

1
k

n

1 += ] g/ -ன மதிப்பு ைலாண்ை.

தீர்வு:

சைலாடுக்ைப்பட் சேலா்ரின k ஆவது உறுப்பு t
k k 1

1
k = +] g  எனை.

பகுதி பினனத்கேப் பயனபடுத்ே, 
k k k k1

1 1
1

1
+ = - +] g  என கிக்க்கும்.

எனதவ,

... ...t t t n n n1 2
1

2
1

3
1

3
1

4
1 1

1
1 1 1

1
n1 2+ + + = - + - + - + + - + = - +b b b bl l l l  

 பயிறசி 5.3
1.  ஒரு கூடடுத் சேலா்ரின முேல 10 உறுப்புைளின கூடுேல 52 மற்றும் முேல 15 உறுப்புைளின 

கூடுேல 77 எனில, முேல 20 உறுப்புைளின கூடுேல ைலாண்ை.

2. ...1
1

1 3
1 2

1 3 5
1 2 33 3 3 3 3 3

+ +
+ + + +

+ + + என்ற சேலா்ரின முேல 17 உறுப்புைளின கூடுேல ைலாண்ை.

3. பினவரும் சேலா்ர்ைளின முேல n உறுப்புைளின கூடுேல ைலாண்ை.

(i) 8+88+888+8888+...  (ii) 6 + 66 + 666 + 6666 + ...  

4. ...1 1 4 1 4 4 1 4 4 42 2 3+ + + + + + + + + +] ^ ^g h h என்ற சேலா்ரின முேல n உறுப்புைளின 
கூடுேல ைலாண்ை.

5. , , , , ...1 3
4

9
7

27
10 என்ற சேலா்ர் முக்றயின n ஆவது உறுப்பு மற்றும் முேல n உறுப்புைளின 

கூடுேல ைலாண்ை.

6. ...3 75 243+ + +  என்ற சேலா்ரின n உறுப்புைளின கூடுேல 435 3 எனில, n-ன மதிப்பு 
ைலாண்ை.

7. ஒரு கூடடுத்சேலா்ர்முக்றயின (m+n) ஆவது மற்றும் (m-n) ஆவது உறுப்புைளின கூடுேல m 
ஆவது உறுப்கபப்தபலால இரும்ங்கு என நிறுவுை.

t
k k k k k k

k k
k k
k k

k k
1

1
1 1

1
1

1
1k =

+ +
=

+ + - +
- -

=
- +
- +

= + -^ ^ ]h h g
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8. ஒருவர் `3250 என்ற சேலாகைகய முேல மலாேம் `20-ம் அடுத்ேடுத்ே ஒவசவலாரு மலாேமும் `15 
அதிைப்படுத்தியும் செலுத்தி வருகின்றலார் எனில, அவர் அநேத் சேலாகைகய முழுகமயலாை 
திருப்பிச் செலுத்ே எத்ேகன மலாேங்ைள் ஆகும்?

9.  ஒரு பநேயத்தில 20 பநதுைள் ஒவசவலானறும் 4மீ இக்சவளியில ஒத்ர தநர்க்தைலாடடில 
கவக்ைப்படுகின்றன.  முேல பநதிற்கும் சேலா்க்ைப்புள்ளிக்கும் உள்ள இக்சவளி 24மீ.  ஒரு 
தபலாடடியலாளர் ஒரு தந்ரத்தில ஒரு பநது வீேம் எல்லா பநதுைகளயும் சேலா்க்ைப்புள்ளிக்கு 
சைலாண்டுவநது தெர்க்ை எவவளவு தூ்ரம் ஓ் தவண்டும்.

10. நுண்ணுயிர் வளர்ச்சியில ஒவசவலாரு மணி தந்ரத்திற்கும் நுண்ணுயிரிைளின 
எண்ணிக்கையலானது அேன முநகேய மணி தந்ரத்தில உள்ளது தபலால இரு ம்ங்ைலாகி்றது.  
ஆ்ரம்பத்தில 30 நுண்ணுயிர்ைள் இருக்குமலானலால 2 ஆவது, 4 ஆவது மற்றும் n ஆவது மணிதந்ர 
முடிவில எத்ேகன நுண்ணுயிர்ைள் இருக்கும்.

11.  ஒரு வங்கியில செலுத்ேப்பட் `500 ஆனது, 10% சேலா்ர் வடடி வீேத்தில, 10 ஆண்டுைளில 
எவவளவலாை மலாறும்.

12.  ஒரு நை்ரத்தில, கவ்ரஸ் தநலாயினலால ஏற்பட் சுைலாேலா்ர தைடடினலால மக்ைளின இயலபு வலாழ்க்கை 
பலாதிக்ைப்படடிருநேது.  ஒவசவலாரு நலாளும் அநே தநலாய் ேலாக்கும் கவ்ரஸ் கிருமிைள் ஒரு 
சபருக்குத் சேலா்ர் முக்றயில ப்ரவி வருகி்றது.  இநே சேலாற்று கிருமிைள் ஒவசவலாரு நலாளும் 
அேன முநகேய நலாகளப் தபலால இரும்ங்ைலாை சபருகுகி்றது.  முேல நலாளில அேன எண்ணிக்கை 
5 எனில, அநே கிருமிைளின எண்ணிக்கை எநே நலாளில 1,50,000-க்கு அதிைமலாை இருக்கும் 
எனக் ைலாண்ை.

5.5.3 சில சி்றப்பு முடிவுறு தேொடர்கள் (Some Special Finite Series) 

இப்பகுதியில நலாம் AP, GP மற்றும் ஏதேனும் குறிப்பிட் சேலா்ர்ைளின முடிவுறு உறுப்புைளின 
கூடுேல ைலாண சி் முக்கிய சூத்தி்ரங்ைகளக் ைலாண்லாம்.

1.  முேல n இயல எண்ைளின கூடுேல 

...k n
n n

1 2 3 2
1

k

n

1
= + + + + =

+

=

] g/
(இகே AP இல இருப்பேலாைக் சைலாண்டு கூடுேக்க் ைலாண்லாம்.)

2.  முேல n இயல எண்ைளின வர்க்ைங்ைளின கூடுேல 

...k n
n n n

1 2 3 6
1 2 1

k

n
2 2 2 2 2

1
= + + + + =

+ +

=

] ]g g/

[ a b a b a ab b3 3 2 2- = - + +] ^g hஎன்ற முற்ச்றலாருகமகயப் பயனபடுத்தி நிரூபிக்ை்லாம்.]

3. முேல n இயல எண்ைளின ைணங்ைளின கூடுேல 

...k n n n
1 2 3 2

1

k

n
3 3 3 3 3

1

2

= + + + + =
+

=

b ] g l/

[ k k k k k1 4 6 4 14 4 3 2- - = - + -] ^g h  என்ற முற்ச்றலாருகமகயப் பயனபடுத்தி, தமற்ைண்் 
முடிகவ நிரூபிக்ை.]

இநே முடிவுைள் முநகேய வகுப்புைளில நிரூபிக்ைப்படடுள்ளன எனபகே நிகனவில சைலாள்ை.
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5.் முடிவு்றொ தேொடர் முற்றகள் மறறும் தேொடர்கள் (Infinite Sequences and Series)

குறிப்பிட் சமய்சயண்ைளின கூடுே்லானது சமய்சயண்ைளின பண்புைளின அடிப்பக்யில 
நனகு வக்ரயறுக்ைப்படடுள்ளது.  ஆனலால முடிவு்றலா சேலா்ர்ைகளப் பற்றி அறிய நலாம் ஒருங்குத் 
ேனகமகயப் பற்றிய ைருத்கே எடுத்துக் சைலாள்ள தவண்டியுள்ளது.  ...2

1
4
1

8
1+ + +  என்ற முடிவி்லாத் 

சேலா்க்ர எடுத்துக் சைலாள்தவலாம்.  இதில ஒவசவலாரு உறுப்பும் மிகை, இேற்கு ஒரு குறிப்பிட் எண் 
மதிப்பு அளிக்ை இயலுமலா? முேல பலார்கவயில அது ைடினமலாை அல்து முடியலாேேலாை இருக்கும்.  இநேத் 
சேலா்ரின கூடுேல ஒரு குறிப்பிட் மதிப்கப தநலாக்கி சிறிது சிறிேலாை நைருவகேக் ைலாண்லாம்.  

இத் ேக்ப்கப ஆர்வமுள்ள ஒரு ைணக்கு்ன சேலா்ங்குதவலாம்.  A, B என்ற இரு ேடடுைகள 
எடுத்துக்சைலாள்தவலாம்.  A ேடடில ஒரு முழு அப்பத்கேயும் B ேடடிகன ைலாலியலாைவும் கவக்ைவும்.   
A ேடடில உள்ள அப்பத்கே இருெமபலாைமலாை சவடடி ஒரு பலாைத்கே B ேடடில கவக்ைவும்.  மறுபடியும்  
A இல உள்ள பலாதி அப்பத்கே பலாதியலாை சவடடி ஒரு பகுதிகய B இல கவக்ைவும்.  இநே முக்றகய 
சேலா்ர்நது செய்து சைலாண்டிருநேலால இறுதியில A மற்றும் B ேடடுைளில எவவளவு அப்பம் இருக்கும்.  
இகே நலாம் கீதை ஒவசவலாரு நிக்யலாை ேருதவலாம்.  

 நிக் ேடடு A ேடடு B
1/4

1/8

1/2

1/16
1/64

1/32

1/128
1/256

ப்ம் 5.3

 0 1 0 
 1 2

1  2
1

 2 4
1  2

1
2
1+ 4
1

 3 8
1  2

1
4
1

8
1+ +

 4 16
1  2

1
4
1

8
1

16
1+ + +

 5 32
1  2

1
4
1

8
1

16
1

32
1+ + + +

 ... ... ...
 n 

2
1

n  ...2
1

2
1

2
1

2
1

2
1

2
1

n2 3 4 5+ + + + +

 ... ... ...
இேகனப் பலார்க்கும்தபலாது “முடிவில்” (finally) ேடடு A இல ஒனறுமிருக்ைலாது, B இல ஒரு முழு 

அப்பமும் இருக்கும் எனத் தேலானறும். அேலாவது A  ேடடில இருப்பது 0, B ேடடில இருப்பது 1 எனத் 
தேலானறும். 

அேலாவது , , , , , ...1 2
1

4
1

8
1

16
1

32
1 எனபது பூஜ்ஜியத்கே தநலாக்கி "தைல்கி்றது" (goes) என 

உண்ர்லாம்.  

மற்றும் , , , , ...2
1

2
1

4
1

2
1

4
1

8
1

2
1

4
1

8
1

16
1+ + + + + +  எனபது 1 ஐ தநலாக்கி "செலகி்றது" என 

உண்ர்லாம்

அேலாவது, ...2
1

4
1

8
1

16
1+ + + + -ன மதிப்பு 1.

இப் பிரிவில ‘முடிவில்‘ மற்றும் ‘தைல்கி்றது‘ என்ற செலாற்ைள் எநே முக்றயில பயனபடுத்ேப்படடுள்ளன 
எனபகேயும், இதுதபலால முடிவற்்ற உறுப்புைளின கூடுேல ைலாண்பது பற்றியும் அறிதவலாம்.  
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, , , , , ...1 2
1

4
1

8
1

16
1

32
1  பூஜ்ஜியத்கே “தநலாக்கிச் செலகி்றது” என உண்ர்லாம்.

இதே தபலால , , , , , , ...1 10
1

100
1

1000
1

10000
1

100000
1  பூஜ்ஜியத்கே தநலாக்கிச் செலகி்றது. என 

உண்ர்லாம். 

an] gஒரு சேலா்ர்முக்ற மற்றும் a ஒரு எண் எனை.

சைலாடுக்ைப்பட் எநே ஒரு மிைச் சிறிய மிகை எண்ணுக்கும், ஏதேலா ஒரு குறிப்பிட் நிக்யில 
an -க்கும் a-க்கும்  இக்யில உள்ள தூ்ரம் அநே எண்கணவி் குக்றவலாை இருப்பின,  
n ஆனது 3-ஐ சநருங்கும் தபலாது, an ஆனது a-ஐ சநருங்குகி்றது என்லாம். நுடபமலாை கூ்ற 
தவண்டுமலாயின n " 3  எனில a an " என்லாம்.

தவறுவகையில கூறுவேலாயின an -ஆனது எலக்வழியலாை a-ஐ அக்கி்றது என்லாம். 
அல்து n " 3  எனும் தபலாது an -ன எலக் a ஆகும். இேகன, சேலா்ர்முக்ற an] g  எனபது a க்கு 
ஒருங்குகி்றது எனவும் கூ்ற்லாம். இேகனதய குறியீடடில n

lim a an" 3 =  என எழுே்லாம்,

அதே ெமயம் 1, 0, 1, 0, 1, 0, 1 ...  என்ற சேலா்ர்முக்ற ஏதேலா ஒரு எண்ணுக்கு செலகி்றது எனக் 
கூ்ற இய்லாது.  இது எநே ஒரு எலக் மதிப்பிற்கும் ஒருங்ைலாை செல்விலக்.  எனதவ, இநே சேலா்ர் 
முக்றக்கு எலக் மதிப்பும் இலக். அப்படி ஒரு எலக்கய தநலாக்கி நைரும் சேலா்ர் முக்றயின 
மதிப்பு ஒருகமத் ேனகம உக்யேலாகும். .

5.்.1 பிபுனொக்கி தேொடர் முற்ற (Fibonacci Sequence)

பிபுனலாக்கி சேலா்ர்முக்ற எனபது முேல இ்ரண்டு எண்ைள் 1, 1 ஆைவும் 
அடுத்ே எண்ைள் அேற்கு முனனர் உள்ள இரு எண்ைகள கூடடி கிக்க்கின்ற 
ஒரு எண்ைளின சேலா்ர் ஆகும்.  இது, 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, ...  எனறு 
செலகி்றது.  

இேன விதி ,x x x n 3n n n1 2 $= +- - , மற்றும் ,x x1 11 2= = ஆகும். 
பிபுனலாக்கி என்ற ைணிேதமகேயின சபய்ரலால இத்சேலா்ர் பிபுனொக்கி தேொடர்முற்ற (Fibonacci 
Sequence) என அகைக்ைப்படுகி்றது.  இது லியனர்த்லா பிெலா அல்து லியனர்த்லா பிெலாதனலா எனவும் 
அகைக்ைப்படும்.  பிபுனலாக்கி சேலா்ர் 1202 இல முேன முேலில லிபர் அபலாசி என்ற புத்ேைத்தில 
அறிமுைப்படுத்ேப்பட்து.  பிென நை்ர வணிைரின மைனலான பிபுனலாக்கி, ப் இ்ங்ைளுக்கு பயணம் 
செய்து விரிவலாை வணிைம் செய்ேவர்.  வர்த்ேை சேலாழிலில இருப்பவர்ைளுக்கு ைணிேம் மிை 
முக்கியமலானது எனபேலால பிபுனலாக்கி ேனது சிறு வயது முேற்சைலாண்த் எண்ைளின மீேலான 
தப்ரலார்வத்கே வளர்த்துக் சைலாண்்லார்.

இநது – அ்ரலாபிக் எண்ைணிே முக்றயில ேலான முேன முேலில எண்ைகளப் பற்றிய ைருத்துக்ைள் 
உருவலானது எனபர்.  பிபுனலாக்கி வ் ஆப்பிரிக்ைலாவில இருநே தபலாது இவற்க்ற ைற்்றறிநேலார்.  லிபர் 
அபலாசி புத்ேைம் சவளிவருவேற்கு முனபு ்த்தீன தபசும் உ்கிற்கு ேெம எண் முக்ற 
அறிமுைப்படுத்ேப்ப்லாமல இருநேது.  இவர் வடிவியல, வணிை எண்ைணிேம் மற்றும் விகிேமு்றலா 
எண்ைள் பற்றி ப் புத்ேைங்ைள் எழுதியுள்ளலார்.  இவர் பூஜ்ஜியம் பற்றிய ைருத்து உருவலாவதிலும் 
பங்ைளித்துள்ளலார். 

n  =  1  2  3  4   5   6  7  8  9  10  11  12  13  14   .  .  .
xn   = 1  1  2  3  5  8  13  21  34  55  89  144  233  377 .  .  .
எடுத்துக்ைலாட்லாை, 6 ஆவது மற்றும் 7 ஆவது இ்த்து மதிப்புைகளக் கூட் 8 ஆவது இ்த்தின 

மதிப்பு கிக்க்கி்றது அேலாவது  x 8 13 218 = + =
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குறிப்பு: பிபுனலாக்கி சேலா்ர்முக்றயின ஆர்வமுள்ள முக்றைகளக் ைலாண்லாம்.

பினவருவனவற்க்ற ைவனியுங்ைள்

(i)  ஒவசவலாரு மூன்றலாவது எண்ணும் 3 ஆவது உறுப்பின ம்ங்ைலாை இருக்கும். t 23 =] g
(ii)  ஒவசவலாரு நலானைலாவது எண்ணும் 4 ஆவது உறுப்பின ம்ங்ைலாை இருக்கும்.  t 34 =] g

(iii)  ஒவசவலாரு ஐநேலாவது எண்ணும் 5 ஆவது உறுப்பின ம்ங்ைலாை இருக்கும்.  t 55 =] g
(iv)  ஒவசவலாரு n ஆவது எண்ணும் n ஆவது உறுப்பின ம்ங்ைலாை இருக்கும்.

1

1

2

3

5

8

13

ப்ம் 5.4

19

1

72135352171

1 6 15 20 15 6 1

1

1

1

1

1

1

1

1

21

1 33

1 44 6

5

55
34

21
13

8
5

3
2

1
1

51 1010

8285670562881

3684126126843691

ப்ம் 5.5

முடிவு்றொ தேொடர் (Infinite Series)

an] gஎனபது ஒரு முடிவற்்ற சேலா்ர்முக்ற எனில, ...a a1 2+ +  எனபது முடிவற்்ற சேலா்ர் 
எனப்படும்.  இேகன, ak

k 1

3

=

/ எனக் குறிக்ை்லாம்.

இப்பகுதியின சேலா்க்ைத்தில ...2
1

4
1

8
1

16
1+ + + +  என்ற ஒரு முடிவு்றலா சேலா்க்ரப் பலார்த்தேலாம்.  

இேன கூடுேல 1  என உண்ரப்பட்து அப்பம் ைணக்கில B ேடடில உள்ள அப்பம் ஒவசவலாரு நிக்யிலும் 
பினவருமலாறு இருநேது.  

, , , , ...2
1

2
1

4
1

2
1

4
1

8
1

2
1

4
1

8
1

16
1+ + + + + +

இேன n ஆவது உறுப்பு, ...2
1

4
1

8
1

16
1

2
1

n+ + + + +  மற்றும் அேன மதிப்பு 
2

2 1
n

n -  ஆகும்.

இநே கூடுேல sn  எனில, n
lim s 1n" 3 =  ஆகும்.

ஆே்லால, ...2
1

4
1

8
1

16
1+ + + +  எனபது 1 என உண்ரப்பட்து.

இதுதபலால an] g  எனபது சமய் எண் சேலா்ர் முக்ற மற்றும், ...s a a a an n1 2 3= + + + + எனில 
சேலா்ர் ஒரு குறிப்பிட் எலக் s-க்கு ஒருங்குமலானலால சேலா்ர்முக்ற an] g  கூட்த்ேக்ைது எனறும் 
அேன கூடுேல s எனறும் சைலாள்ள்லாம்.

இகே, ...a a a s1 2 3+ + + =  என எழுே்லாம்.  எனதவ, இநநிக்யில இத்சேலா்ர் s-க்கு  
ஒருங்குகின்றது என கூறுவது வைக்ைம்.
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வறையற்ற 5.் : an
n 1

3

=

/ , ஒரு சமய்சயண்ைளின சேலா்ர் எனை. 
... ,s a a a a n Nn n1 2 3 != + + + +  எனை.

sn] g  என்ற சேலா்ர் முக்ற, an
n 1

3

=

/   என்ற தேொடரின் பகுதிக் கூடடல் (Partial Sum) 

எனப்படும். sn] g   ஆனது ஒருங்ைகமவு உக்யேலாைவும், n
lim s sn" 3 =  எனில, an

n 1

3

=

/  என்ற சேலா்ர் 
ஒருஙகுத்தேொடர் (Convergent Series) எனவும் அேன மதிப்பு s  எனவும் அகைக்ைப்படும்.

a sn
n 1

=
3

=
/  என எழுே்லாம். சி் எடுத்துக் ைலாடடுைகளக் ைலாண்தபலாம்.  1 n

n

1

1
-

3
+

=

] g/ என்ற சேலா்ர் 

ஒருங்கு சேலா்்ரலாை இருக்ைலாது, ஏன எனில 1, 0, 1, 0, 1,. . . எனபேன பகுதிக் கூட்ல ஒருங்கு 
ேனகமயற்்றது.

குறிப்பு:  முடிவுறு கூடடுத் சேலா்ர்ைளுக்ைலான இயற்ைணிே விதிைகள நலாம் அப்படிதய முடிவு்றலா 
சேலா்ர்ைளுக்கும் பயனபடுத்ே முடியலாது.

 ...1 1 1 1 1n

n

1

1
- = - + - +

3
+

=

] g/  என்ற சேலா்க்ர எடுத்துக்சைலாள்தவலாம்.

 S = 1 - 1 + 1 - 1 + ...  எனில, ஒருவர் S-ன மதிப்புைள் முக்றதய 0 அல்து 1 அல்து 

2
1  என பினவரும் வகையில எடுத்துக்சைலாண்டு ேர்க்ைம் செய்ய்லாம். 

 அேலாவது, ...S 1 1 1 1= - + - +] ]g g , ...S 1 1 1 1 1= + - + + - + +] ]g g  அல்து   
   ...S S1 1 1 1 1 1- = - + - + - + =] g

xn

n 0

3

=
/  என்ற சேலா்ர் x 2

1= -க்கு ஒருங்குகி்றது.  ஆனலால, x = 2 எனில, இநே சேலா்ர் 

ஒருங்ைவிலக்.  இதிலிருநது, a xn
n

n 0

3

=
/ என்ற சேலா்ர் x-ன சி் மதிப்புைளுக்கு ஒருங்குகின்றது 

எனவும் x-ன சி் மதிப்புைளுக்கு ஒருங்ைவிலக் எனபதும் சேரிகி்றது.  x-ன எநே மதிப்புைளுக்கு 
இது தபலான்ற சேலா்ர்ைள் ஒருங்குகின்றது எனபது இநேப் புத்ேைத்திற்கு அப்பலாற்பட்து.  எனினும், இநே 
அ்கின பினவரும் பகுதியில சி் சேலா்ர்ைள் x-ன எநே மதிப்புைளுக்கு ஒருங்குகின்றது எனபகேயும் 
அப்படி ஒருங்குமலானலால அேன மதிப்பும் ே்ரப்படடுள்ளன.

5.்.2 முடிவு்றொ தபருக்குத் தேொடர் (Infinite Geometric Series) 

xn/ என்ற சேலா்ர் சபருக்குத் சேலா்ர் எனப்படும். ,x x 1n

n 0
!

3

=
/  என்ற சேலா்க்ர 

எடுத்துக்சைலாள்தவலாம்.  ...s x x xn n0 1= + + + எனில, ,s x
x x1

1 1<n

n
; ;= -

-  என இருக்கும்தபலாது, xn  
பூஜ்ஜியத்கே தநலாக்கிச் செலவேலால sn  எனபது x1

1
-   எனபகே தநலாக்கி செலகி்றது என்லாம்.

 z x 1<; ;  எனபகே நிக்றவு செய்யும் எல்லா சமய்சயண் x-க்கும் xn

n 0

3

=
/  என்ற சேலா்ர்  

ஒருங்கும் ேனகமயுக்யேலாைவும். அேன கூடுேக் x1
1
-    எனவும், எழுே்லாம் அேலாவது, 

x 1<; ;  எனவுள்ள எல்லா சமய்சயண் x-க்கும் ...x x x x1
1 1 2 3
- = + + + +  ஆகும்.
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 z x 1<; ; எனவுள்ள எல்லா சமய்சயண் x-க்கும் x1 n n

n 0
-

3

=

] g/  என்ற சேலா்ர் ஒருங்கும் 

ேனகமயுக்ேலாைவும் அேன கூடுேக்  x1
1
+  எனவும் எழுே்லாம்.  

அேலாவது, x 1<; ;  எனவுள்ள எல்லா சமய்சயண் x-க்கும்  

   ...x x x x1
1 1 2 3
+ = - + - +  ஆகும்.

 z x 2
1<; ; எனவுள்ள எல்லா சமய்சயண் x-க்கும் x2 n

n 0

3

=

] g/  என்ற சேலா்ர் ஒருங்கும் 

ேனகமயுக்யேலாைவும் அேன கூடுேக் x1 2
1

-  எனவும் எழுே்லாம்.  
அேலாவது x 2

1<; ;  எனவுள்ள எல்லா சமய்சயண் x-க்கும்     

   ...x x x x1 2
1 1 2 4 82 3

- = + + + +  ஆகும்.

 z எல்லா சமய்சயண் x-க்கும் !n
xn

n 0

3

=
/  என்ற சேலா்ர் ஒருங்கும் ேனகமயுக்யேலாைவும் 

அேகன ex  எனவும் எழுே்லாம்.
அேலாவது எல்லா சமய்சயண் x-க்கும் ! ! ! ! ...e x x x x1 1 2 3 4

x
2 3 4

= + + + + +  ஆகும்.
 z x = 0-க்கு மடடும் x1 n

n 0
-

3

=

] g/  ஒருங்கு ேனகமயுக்யது.

சி் சி்றப்புத் சேலா்ர்ைகளக் ைலாண்தபலாம்.  அநே சேலா்ர்ைள் ஒருங்குகின்றது என்ற அடிப்பக்யில 
சி் ைணக்குைளுக்குத் தீர்வு ைலாண்லாம்.

5.்.3 முடிவு்றொ கூடடு – தபருக்குத் தேொடர்.  (Infinite Arithmetico- Geometric Series)

 z a n d r1 n 1R + - -^^ ] g hh   என்ற கூடடு - சபருக்குத் சேலா்ரின கூடுேல 

     ;S n
lim S r

a
r

dr r1 1
1 1< <n 2" 3= = - +

-
-] g  ஆகும்.

எடுத்துக்கொடடு 5.1் ...1 5
4

25
7

125
10+ + + + -ன கூடுேல ைலாண்ை.

தீர்வு:

இங்கு, a = 1 , d = 3 மற்றும் r 5
1=  .

 S3  = r
a

r
dr

1 1 2- +
-] g

  = 
1 5

1
1

1 5
1

3 5
1

2

#

-
+

-b l
  = 4

5
5
3

16
25+ b bl l

  = 16
35

5.்.் முடிவு்றொ தேொடருக்கொன தேொறலத�ொக்கி கூடுேல்  
 (Telescopic Summation for Infinite Series)

இேற்கு முனனர் 5.5.2 இல, ஒரு முடிவுறு சேலா்ரின கூடுேக் சேலாக்தநலாக்கி கூடுேல 
முக்றயில பலார்த்துள்தளலாம்.  எனதவ, இதே முக்றயில முடிவு்றலா சேலா்ரின கூடுேலும் ைலாண இயலும்.
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எடுத்துக்கொடடு 5.2ட 
n n5 6

1

n
2

1 + +

3

=
/ -ன மதிப்பு ைலாண்ை.

தீர்வு:

சைலாடுக்ைப்பட் சேலா்ரின n ஆவது உறுப்பு an  எனை.  அேனலால, a
n n5 6

1
n 2=

+ +
 பகுதி 

பினனத்கே பயனபடுத்தி a n n2
1

3
1

n = + - +  என அறிய்லாம்.

இநே சேலா்ரின முேல n உறுப்புைளின கூடுேல sn  எனை.

... ...s a a a n n n3
1

4
1

4
1

5
1

5
1

6
1

2
1

3
1

3
1

3
1

n n1 2= + + + = - + - + - + + + - + = - +b b b bl l l l

n ஆனது முடிவிலிகய தநலாக்கி செலலும்தபலாது n 3
1
+  ஆனது பூஜ்ஜியத்கே தநலாக்கிச் 

செலலும்.  எனதவ, n3
1

3
1- +  "  3

1  அல்து s 3
1

n "  என்லாம்.  அேலாவது 
n n5 6

1
3
1

n
2

1 + +
=

3

=
/

5.்.5 ஈருறுப்புத் தேொடர் (Binomial Series)

சபருக்குத் சேலா்ரில நலாம் பலார்த்ே சி் சேலா்ர்ைள் x-ன சபலாருத்ேமலான மதிப்புைளுக்கு 

...x x x x1
1 1 2 3
- = + + + +  , 

...x x x1
1 1 2

+ = - + -  மற்றும் 

...x x x1 2
1 1 2 4 2

- = + + + , 

அேனலால x1
1
- , x1

1
+  மற்றும் x1 2

1
-  தபலான்றகவைகள x1 1- -] g  , x1 1+ -] g  மற்றும் 

x1 2 1- -] g  எனவும் எழுே்லாம்.  இேன மூ்ம் , ...x x1 1+ -] ]g g  தபலான்றவற்றிற்கு அடுக்குைள் குக்ற 
எண்ணலாை வலாய்ப்புள்ளது எனத் சேரிகி்றது.  அேலாவது அடுக்ைலானது குக்ற, மிகை முழு எண்ைளலாைதவலா 
அல்து விகிேமுறு எண்ணலாைதவலா இருக்ை்லாம், தமலும் (1+x)-ன அடுக்கு ஒரு விகிேமு்றலா எண்ணலாை 
கூ் இருக்ை்லாம், ஏற்ைனதவ நலாம் தேற்்றம் 5.1 மூ்ம், அடுக்கு, மிகை எண்ணலாை இருக்கும் தபலாது 
ஈருறுப்புத் தேற்்றத்திகன நிரூபித்துள்தளலாம். இப்தபலாது விகிேமுறு அடுக்குைளுக்ைலான ஈருறுப்புத் 
தேற்்றத்கே ைலாண்தபலாம்.

விகிேமுறு அடுக்கிறகொன ஈருறுப்புத் தேற்றம் (Binomial Theorem for Rational Exponent)

தேற்றம் 5.4 

ஏதேனும் ஒரு விகிேமுறு எண் n-க்கு, x 1<  ஐ நிக்றவு செய்யும் எல்லா சமய்சயண் x-க்கும்

! ! ...x nx
n n

x
n n n

x1 1 2
1

3
1 2n 2 3+ = + +

-
+

- -
+] ] ] ]g g g g  ஆகும்.  இேற்ைலான நிரூபணமலானது உயர் 

ைணிே தைலாடபலாடுைகள உள்ள்க்கியது எனபேலால தேற்்றத்கே நிரூபணம் இல்லாமல 
எடுத்துக்சைலாண்டு சி் குறிப்பிட் நிக்ைகளக் ைலாண்லாம் தமலும் அவற்றின மூ்ம் சி் 
ைணக்குைளுக்குத் தீர்வு ைலாண்தபலாம்.  இநே தேற்்றத்தில 

1.  x ஐ -x ஆை பி்ரதியி்,

 ! ! ...x nx
n n

x
n n n

x1 1 2
1

3
1 2n 2 3- = - +

-
-

- -
+] ] ] ]g g g g    x 1<^ h
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2. n-க்குப் பதி்லாை -n ஐப் பி்ரதியி், 

 ! ! ...x n x
n n

x
n n n

x1 1 2
1

3
1 2n 2 3+ = + - +

- - -
-

- - - - -
+-] ] ] ] ] ] ]g g g g g g g

அேலாவது, 

 ! ! ...x nx
n n

x
n n n

x1 1 2
1

3
1 2n 2 3+ = - +

+
-

+ +
+-] ] ] ]g g g g    x 1<^ h  

3. x-க்கும் n-க்கும் பதி்லாை முக்றதய -x மற்றும் -n எனப் பி்ரதியி்,

 ! ! ...x nx
n n

x
n n n

x1 1 2
1

3
1 2n 2 3- = + +

+
+

+ +
+-] ] ] ]g g g g    x 1<^ h

தேற்்றத்தில, n ஒரு விகிேமுறு எண் என சவளிப்பக்யலாை குறிப்பி்ப்படடிருநேலாலும், 

சபலாதுவலான விகிேமுறு எண் வடிவம் q
p

q 0!^ h  ஆகும். எனதவ, n q
p

=  என எடுத்து விரிவலாக்ைத்திகன 

எழுே்லாம்.

  x1 q
p

+] g  = ! ! ...q
p

x
q
p

q
p

x
q
p

q
p

q
p

x1 2

1

3

1 2
2 3+ +

-
+

- -
+

c c cm m m

   = 
! !

...q
p

x
q

p p q
x

q
p p q p q

x1
2 3

2
2

2
3

3+ +
-

+
- -

+
^ ^ ^h h h   x 1<^ h

  x1 q
p

-] g  = 
! !

...q
p

x
q

p p q
x

q
p p q p q

x1
2 3

2
2

2
3

3- +
-

-
- -

+
^ ^ ^h h h   x 1<^ h

x1 n+] g ஐ ைணக்கி் ஏதுவலான சூத்தி்ரங்ைள் தமத் சைலாடுக்ைப்படடிருநேலாலும், சி் எண்ணியல 
ைணக்குைளுக்கு எளிகமயலாை தீர்வு ைலாண தந்ரடியலான சி் விரிவலாக்ைங்ைள் தேகவப்படும்.

இவவலா்றலான ஒவசவலாரு விரிவிலும் சைழுக்ைகள உற்று தநலாக்குேல, ைணக்குைகளத் 
தீர்ப்பேற்கு மிைவும் எளிேலாை இருக்கும்.  சி்வற்க்ற நலாம் படடியலிடுதவலாம்.

1. ...x x x x1 11 2 3+ = - + - +-] g
2. ...x x x x1 11 2 3- = + + + +-] g
3. ...x x x x x x1 1 2 3 4 5 62 2 3 4 5- = + + + + + +-] g
4. ...x x x x x x1 1 2 3 4 5 62 2 3 4 5+ = - + - + - +-] g

இகவ அகனத்து விரிவலாக்ைங்ைளும் x 1<  எனும்தபலாது மடடுதம சபலாருநதும்.

எடுத்துக்கொடடு 5.21 x 1<  என்ற மதிப்பிற்கு, x1 3
2

+] g  ஐ முேல நலானகு உறுப்புைள் வக்ர 
விரிவுபடுத்தி எழுதுை.

தீர்வு:

இங்கு, n 3
2=

 !
n n

2
1-] g  = !2

3
2

3
2 1-b l

  = 2
3
2

3
1-b l
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  = 9
1-

 !
n n n

3
1 2- -] ]g g  = !3

3
2

3
2 1 3

2 2- -b bl l

  = 6
3
2

3
1

3
4- -b bl l

  = 81
4

இேனலால,  ...x x x x1 1 3
2

9
1

81
4

3
2 2 3+ = + - + +] g

எடுத்துக்கொடடு 5.22 
x1 3

1
2+] g  ஐ x-ன அடுக்குைளலாை விரிவலாக்ைம் செய்ை.  அநே விரிவலாக்ைம் 

ெரியலாை இருப்பேற்ைலான x-ன நிபநேகனகயக் ைலாண்ை.

தீர்வு:

3x = y எனில, 
x y1 3

1
1

1
2 2+

=
+] ^g h

இப்தபலாது, 
y1

1
2+^ h  ஐ ஈருறுப்புத் தேற்்றத்தின மூ்ம் y-ன அடுக்குைளலாை எழுே்லாம் y 1<  

எனவுள்ள எல்லா y மதிப்புைளுக்கும் இது சபலாருநதும்.  பினபு y-க்கு 3x எனப் பி்ரதியி், x3 1<  
எனவுள்ள எல்லா x மதிப்புைளுக்கும் 

x1 3
1

2+] g -ன விரிவு ஏற்புக்யேலாகும்.  x 3
1<  ஐ நிக்றவு 

செய்யும் x-ன மதிப்புைளுக்கு மடடுதம இநே விரிவு சபலாருநதும்.

 
x1 3

1
2+] g  = x1 3 2+ -] g

  = ! !x x x1 2 3 2
2 2 1 3 3

2 2 1 2 2 32 3- +
+

-
+ +] ] ] ] ] ]g g g g g g

     ! ...x4
2 2 1 2 2 2 3 3 4+

+ + +
-

] ] ] ]g g g g
எனதவ, ...,

x
x x x x x

1 3
1 1 6 27 108 405 3

1<2
2 3 4

+
= - + - + -] g

எடுத்துக்கொடடு 5.23  
x3 2

1
2+] g  ஐ x-ன அடுக்குைளலாை விரிவலாக்ைம் செய்ை.  அநே விரிவு 

ஏற்புக்யேலாை  இருப்பேற்ைலான x-ன நிபநேகனகயக் ைலாண்ை.

தீர்வு:

இங்கு நலாம் x1 2+ -] g -ன விரிவலாக்த்திகனப் பயனபடுத்துதவலாம்.  

அேற்கு x3 2+] g  ஐ x3 1 3
2+b l  என எழுதுதவலாம்.

எனதவ  
x3 2

1
2+] g  = 

x3 1 3
2

1
2

2
+b l

  = x
9
1 1 3

2 2
+

-b l
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  = y9
1 1 2+ -^ h  ( x y3

2 =  எனை)

  = ... ,y y y y y9
1

1 2 3 4 5 1<2 3 4- + - + -_ i

  = ... ,x x x x x
9
1

1 2 3
2 3 3

2 4 3
2 5 3

2
3

2 1<
2 3 4

; ;- + - + -c b b b bl l l l m

  = ...,x x x x x9
1 1 3

4
3
4

27
32

81
80

2
3<2 3 4- + - + -b l...,x x x x x9

1 1 3
4

3
4

27
32

81
80

2
3<2 3 4- + - + -b l...,x x x x x9

1 1 3
4

3
4

27
32

81
80

2
3<2 3 4- + - + -b l...,x x x x x9

1 1 3
4

3
4

27
32

81
80

2
3<2 3 4- + - + -b l

எனதவ,  
x3 2

1
2+] g  = ...,x x x x x9

1
27
4

27
4

243
32

729
80

2
3<2 3 4- + - + -

இநே விரிவு ஏற்புக்யேலாை இருக்ை x 2
3<  ஆை இருக்ைதவண்டும்.

மிகை எண்ைளுக்ைலான வர்க்ை மூ்ம், மூன்றலாம்படி மூ்ம் தபலான்றகவைகள ஈருறுப்புத்தேற்்றம் 
மூ்ம் ைலாண்லாம்.  அது தபலான்ற ைணக்கிகனக் கீதை ைலாண்தபலாம்.

எடுத்துக்கொடடு 5.2் 653 -ன மதிப்பு ைலாண்ை.

தீர்வு:

x 1<  எனில, x1 n+] g  = ! ! ...nx
n n

x
n n n

x1 2
1

3
1 22 3+ +

-
+

- -
+

] ] ]g g g

 653  = 65 3
1

  = 64 1 3
1

+] g  

  =  64 1 64
1

3
1 3

1

+b l  

  =  4 1 64
1 3

1

+b l

  = 
! ...4 1 3

1
64
1

2
3
1

3
1 1

64
1 2

# #+ +
-

+f b
b

l
l p

  = ...4 48
1 4 9

1
64
1

64
1# # #+ - +

  = ...4 48
1

36864
1+ - +1

9216 ...36864
1 +

  .  .4 0 02+  (ஏசனனில, 1
9216 ...36864
1 +  மிைச்சிறிய எண்) 

 எனதவ, 653  = 4.02 (தேலா்ரலாயமலாை)

எடுத்துக்கொடடு 5.25 x ஒரு சபரிய எண் எனில, x x7 433 33+ - + -ன மதிப்பு தேலா்ரலாயமலாை 
x
1

2  
என நிறுவுை.

தீர்வு:

 x 733 +  = x 73 3
1

+] g

  = x x
1 73

3

3
1

+c m; E   (x சபரிய எண் எனபேலால x
7

1<3 )

  = x x
1 7

3

3
1

+c m
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  = 
! ...x

x x1 3
1 7

2
3
1

3
1 1 7

3 3

2

#+ +
-

+f b
b
l

l p

  = ...x x x
1 3

7 1
9

49 1
3 6# #+ - +b l

  = ...x
x x3

7 1
9

49 1
2 6# #+ - +1

x5 ...36864
1 +

 x 433 +  = x 43 3
1

+] g

  = x x
1 43

3

3
1

+c m; E   (x சபரிய எண் எனபேலால x
4

1<3 )

  = x x
1 4

3

3
1

+c m

  = 
! ...x

x x1 3
1 4

2
3
1

3
1 1 4

3 3

2

#+ +
-

+f b
b
l

l p

  = ...x x x
1 3

4 1
9

16 1
3 6# #+ - +b l

  = ...x
x x3

4 1
9

16 1
2 6# #+ - +1

x5 ...36864
1 +

 x ஒரு சபரிய எண் எனபேலால x
1  மிைச் சிறிய எண்ணலாை இருக்கும்.  எனதவ, x

1 -ன உயர் 
அடுக்குைள் நீக்ைப்ப்்லாம்.

எனதவ, x x
x

7 3
7 133

2#+ = +  மற்றும் x x
x

4 3
4 133

2#+ = +  .

அேனலால, x x7 433 33+ - +  = x
x

x
x x3

7 1
3
4 1 1

2 2 2# #+ - + =b bl l

குறிப்பு: எல்லா சமய்சயண் n க்கும் ஈருறுப்புத் தேற்்றம் உண்கம.  எடுத்துக்ைலாட்லாை, n 2=  

எனில, ! ! ... .x x x x x1 1 2 2
2 2 1

3
2 2 1 2 2

1<2 2 3+ = + +
-

+
- -

+] ^ ^ ^g h h h

5.்.் அடுக்குக்குறித் தேொடர் (Exponential Series)

!n
xn

n 0

3

=

/ என்ற சேலா்ர் அடுக்குக்குறித் தேொடர் (Exponential Series) எனப்படும்.  இநே சேலா்ர் 
x-ன எல்லா மதிப்புைளுக்கும் ஒருங்கும் என நிறுவ்லாம்.

எல்லா சமய்சயண் மதிப்பு x-க்கும் !n
x e

n

n

x

0

=
3

=

/  இங்கு,

   ! ! ! ! ...e 1 1
1

2
1

3
1

4
1= + + + + +

   ! ! ! ! ...e x x x x1 1 2 3 4
x

2 3 4

= + + + + +  ஆகும்.     (5.1)

எல்லா x-ன மதிப்பிற்கும் (5.1) இல x ஐ -x என பி்ரதியி்,

   ! ! ! ! ...e x x x x1 1 2 3 4
x

2 3 4

= - + - + +-   என கிக்க்கி்றது.     (5.2)

குறிப்பலாை,  ! ! ! ! ...e e1 1 1
1

2
1

3
1

4
11= = - + - + --  

! ! ... .x x x x x1 1 2 2
2 2 1

3
2 2 1 2 2

1<2 2 3+ = + +
-

+
- -

+] ^ ^ ^g h h h
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5.1 மற்றும் 5.2 ஆகியகவைளிலிருநது 

   ! ! ! ...e e x x x
2 1 2 4 6

x x 2 4 6+ = + + + +
-

 மற்றும் ! ! ! ...e e x x x
2 1 3 5

x x 3 5- = + + +
-

என கிக்க்கும்.  குறிப்பலாை,

    ! ! ! ...e e
2 1 2

1
4
1

6
11+ = + + + +

-

 மற்றும் ! ! ! ...e e
2 1

1
3
1

5
11- = + + +

-

 ஆகும்.

(5.1) இல x-க்கு பதி்லாை 2x ஐ பி்ரதியி், 

   ! ! ! ! ...e x x x x
1 1

2
2
2

3
2

4
2x2

2 3 4

= + + + + +
] ] ]g g g

சுருக்கும்சபலாழுது நமக்கு கிக்ப்பது, 

   ! ! ! ! ...e x x x x1 1
2

2
4

3
8

4
16x2

2 3 4

= + + + + +

5.்.் மடக்றகத் தேொடர் (Logarithmic Series)

n
x1 n

n

n

1

1

-
3

+

=

] g/ என்ற சேலா்ர் மடக்றகத் தேொடர் (Logarithmic Series) எனப்படும்.  இநே சேலா்ர் 
x 1<  எனவுள்ள x-ன எல்லா மதிப்புைளுக்கும் ஒருங்குகின்றது.  x 1= -க்கும் இநே சேலா்ர் 

ஒருங்குகின்றது.

x 1<  எனவுள்ள எல்லா x மதிப்புைளுக்கும் இநே சேலா்ரின கூடுேல log(1+x) ஆகும்.  இேனலால 
...log x x x x x1 2 3 4

2 3 4

+ = - + - +] g
x 1< எனவுள்ள எல்லா x மதிப்புைளுக்கும் x -க்கு பதி்லாை -x என பி்ரதியி், 

...log x x x x x1 2 3 4

2 3 4

- =- - - - -] g  எனக் கிக்க்கின்றது.

x 1< எனவுள்ள எல்லா x மதிப்புைளுக்கும் log log logx
x x x1

1 1 1-
+ = + - -b ] ]l g g  இேகனப் 

பயனபடுத்ே, நமக்கு கிக்ப்பது, ...log x
x x x x

1
1 2 3 5

3 5

-
+ = + + +b l : D  .

உேலா்ரணமலாை, log x1 2+] g  ஐ ஒரு சேலா்்ரலாை எழுேதவண்டுமலானலால, 2x-க்கு பதி்லாை y –ஐப் 

பி்ரதியி், y 1<  என்ற எல்லா y க்கும் ...log y y
y y y

1 2 3 4

2 3 4

+ = - + - +^ h  எனக் கிக்க்கும்.  

ஆனலால, y 1<  எனபது x2 1<  ஆகும்.  எனதவ, x 2
1<  க்கு, 

...log x x
x x x

1 2 2 2
2

3
2

4
22 3 4

+ = - + - +] ] ] ]g g g g  ஆகும்.

எனதவ, ...log x x x x x1 2 2 2
4

3
8

4
162 3 4

+ = - + - +] g  x 2
1< எனவுள்ள x-ன எல்லா 

மதிப்புைளுக்கும் சபலாருநதும்.

  பயிறசி 5.4
1.  பினவருவனவற்க்ற x-ன ஏறுவரிகெ அடுக்குைளலாை விரிவலாக்ைம் செய்ை. அநே விரிவு 

ஏற்புக்யேலாை இருப்பேற்ைலான x -ன நிபநேகனகயக் ைலாண்ை.

 (i)  x5
1
+   (ii) 

x3 4
2

2+] g  

 (iii)  x5 2 3
2

+] g  (iv)  x 2 3
2

+ -] g  
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2.  10013 -ன மதிப்கபத் தேலா்ரலாயமலாை ைலாண்ை.  (இரு ேெமத்திருத்ேமலாை)

3.  x ஒரு தேகவயலான அளவி்லான சபரிய எண் எனில, x x6 333 33+ - + -ன மதிப்கபத் 
தேலா்ரலாயமலாை  

x
1

2  என நிறுவுை.

4.  x மிைச் சிறியது எனில, x
x

1
1

+
-  எனபது தேலா்ரலாயமலாை x x1 2

2

- +  என நிறுவுை.

5.  பினவரும் அடுக்குக்குறித் சேலா்ரில முேல 6 உறுப்புைகளக் ைலாண்ை.  

(i)  e x5   (ii)  e x2-   (iii)  e x2
1

6.  பினவரும் ம்க்கைத் சேலா்ர்ைளின முேல 4 உறுப்புைகளக் ைலாண்ை.    

(i)  log x1 4+] g   (ii)  log x1 2-] g   (iii)  log x
x

1 3
1 3

-
+b l   (iv) log x

x
1 2
1 2

+
-b l

இநே விரிவுைள் ஒவசவலானறும் எநே இக்சவளியில ஏற்புக்யது எனவும் ைலாண்ை.

7.  ...y x x x x
2 3 4

2 3 4

= + + + +  எனில, ! ! ! ...x y
y y y
2 3 4

2 3 4

= - + - +  என நிறுவுை.

8. p மற்றும் q ஐ ஒப்பிடும்தபலாது p - q சிறியது எனில, q
p

n p n q
n p n q

1 1
1 1n

- - + +
+ + -]

]
]
]

g
g

g
g  என நிறுவுை.  

இேன மூ்ம் 16
158 -ன மதிப்பிகனக் ைலாண்ை.

9. 
e
x x3 4

x2

2- + -ன விரிவில x4 -ன சைழுகவக் ைலாண்ை.

10.  மதிப்புக் ைலாண்ை: n2 1
1

9
1

9
1

n n
n

1 2 1
1

- +
3

- -
=

b l/  

  பயிறசி 5.5

ைரியொன அல்லது மிகவும் ஏறபுறடய விறடறயத் தேர்தேடுக்கவும்.

1. ... n2 4 6 2+ + + + -ன மதிப்பு

(1)  n n
2

1-] g  (2)  n n
2

1+] g  (3) n n
2

2 2 1+] g   (4)  n n 1+] g   

2.  x2 2 10+] g  இல x6 -ன சைழு.

(1)  C10
6  (2)  26   (3)  C 210

6
6  (4)  C 210

6
10   

3.  x y2 3 20+^ h என்ற விரிவில x y8 12 -ன சைழு

(1)  0 (2) 2 38 12   (3)  2 3 2 38 12 12 8+  (4)  C 2 320
8

8 12   

4.  r-ன எல்லா மதிப்புக்கும் C C>n n
r10  எனில, n-ன மதிப்பு

(1)  10 (2)  21 (3)  19 (4)  20  

5.  இரு எண்ைளின கூடடுச்ெ்ரலாெரி a மற்றும் சபருக்குச் ெ்ரலாெரி g எனில,

(1)  a g#   (2)  a g$  (3)  a g=   (4)  a g>   

6.  ...x x a a x a x x1 1 n n2 2
0 1 2

2 4+ + = + + + + +] ]g g மற்றும் , ,a a a0 1 2 ஆகியகவ கூடடுத் சேலா்ர் 
முக்ற எனில, n-ன மதிப்பு

(1)  1 (2)  5 (3)  2 (4)  4
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7.  a, 8, b எனபன கூடடுத் சேலா்ர் முக்ற, a, 4, b எனபன சபருக்குத் சேலா்ர் முக்ற மற்றும் a, x, b 
எனபன இகெத் சேலா்ர் முக்ற எனில, x-ன மதிப்பு

(1)  2 (2)  1 (3)  4 (4)  16

8.  , , , ...
3

1
3 2

1
3 2 2

1
+ +

என்ற சேலா்ர்முக்ற

(1)  கூடடுத் சேலா்ர் முக்ற  (2)  சபருக்குத் சேலா்ர் முக்ற

(3)  இகெச் சேலா்ர் முக்ற  (4)  கூடடு சபருக்குத் சேலா்ர் முக்ற

9.  இரு மிகை எண்ைளின கூடடுச் ெ்ரலாெரி மற்றும் சபருக்குச் ெ்ரலாெரி முக்றதய 16 மற்றும் 8 எனில, 
அவற்றின இகெச்ெ்ரலாெரி

(1)  10 (2)  6 (3)  5 (4)  4

10.  சபலாது வித்தியலாெம் d ஆை உள்ள ஒரு கூடடுத் சேலா்ரின முேல n உறுப்புைளின கூடுேல  
Sn எனில, S S S2n n n1 2- +- - -ன மதிப்பு

(1)  d (2)  2d (3)  4d (4)  d2   

11. 3815  ஐ 13 ஆல வகுக்ைக் கிக்க்கும் மீதி

(1)  12 (2)  1 (3)  11 (4)  5

12. 1, 2, 4, 7, 11, .  .  .  என்ற சேலா்ர் முக்றயின n ஆவது உறுப்பு 

(1)  n n n3 23 2+ +  (2)  n n n3 33 2- +  (3)  n n n
3

1 2+ +] ]g g  (4)  n n
2

22 - +   

13.  ...
1 3

1
3 5

1
5 7

1
+

+
+

+
+

+  என்ற சேலா்ரின முேல n உறுப்புைளின கூடுேல

(1)  n2 1+  (2)  n
2

2 1+  (3)  n2 1 1+ -  (4)  n
2

2 1 1+ -  

14. , , , , ...2
1

4
3

8
7

16
15  என்ற சேலா்ர் முக்றயின n ஆவது உறுப்பு

(1)  n2 1n - -  (2)  1 2 n- -  (3)  n2 1n + --   (4)  2 n 1-   

15. ...2 8 18 32+ + + + என்ற சேலா்ரின n உறுப்புைளின கூடுேல.

(1)  n n
2

1+] g   (2)  n n2 1+] g  (3)  n n
2

1+] g  (4)  1  

16. ...2
1

4
7

8
13

16
19+ + + + என்ற சேலா்ரின மதிப்பு

(1)  14 (2)  7 (3)  4 (4)  6  

17.  ஒரு முடிவு்றலா சபருக்குத் சேலா்ரின மதிப்பு 18 மற்றும் அேன முேல உறுப்பு 6 எனில சபலாது 
விகிேம்

(1)  3
1  (2)  3

2  (3)  6
1  (4)  4

3   

18. e x2- என்ற சேலா்ரில x5 -ன சைழு

(1)  3
2  (2)  2

3   (3)  15
4-  (4)  15

4   

n 2=
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19. ! ! ! ...2
1

4
1

6
1+ + + -ன மதிப்பு

(1)  e
e

2
12 +   (2)  e

e
2

1 2+] g  (3)  e
e

2
1 2-] g  (4)  e

e
2

12 +   

20. ...1 2
1

3
2

3
1

3
2

4
1

3
22 3

- + - +b b bl l l ...1 2
1

3
2

3
1

3
2

4
1

3
22 3

- + - +b b bl l l3

...1 2
1

3
2

3
1

3
2

4
1

3
22 3

- + - +b b bl l l  -ன மதிப்பு

(1)  log 3
5b l  (2)  log2

3
3
5b l  (3)  log3

5
3
5b l  (4) log3

2
3
2b l

பொடத்தேொகுப்பு (Summary)
இநே ேக்ப்பில நலாம் சேரிநது சைலாண்்கவைள்.

 z n Nd  இக்ைலான ஈருறுப்புத் தேற்்றம் 

    ...a b C a b C a b C a bn n n n n n
n

n
0

0
1

1 1 0+ = + + +-] g
 z ...C C C 2n n n

n
n

0 1+ + + =

 z ... ...C C C C C C 2n n n n n n n
1 3 5 0 2 4

1+ ++ += + ++ += -

 z AM ≥ GM ≥ HM

 z கூடடுத் சேலா்ர் முக்றயின n வது உறுப்பு T a n d1n = + -] g
 z சபருக்குத் சேலா்ர் முக்றயின n வது உறுப்பு T arn

n 1= -

 z கூடடு – சபருக்குத் சேலா்ர் முக்றயின n வது உறுப்பு T a n d r1n
n 1= + - -^ ] g h

 z a மற்றும் b ஏதேனும் இரு மிகை எண்ைள் எனில , ,AM a b GM ab HM a b
ab

2
2= + = = +

 z கூடடுத் சேலா்ரின முேல n உறுப்புைளின கூடுேல S n a n d2 2 1n = + -^ ] g h

 z சபருக்குத் சேலா்ரின முேல n உறுப்புைளின கூடுேல ,S r
a r

r1
1

1n

n

!= -
-^ h  

 z கூடடுப் சபருக்குத் சேலா்ரின n உறுப்புைளின கூடுேல

,S r
a a n d r

dr
r

r r1
1

1
1 1n

n n

2

1

!-
- + -

+
-

-
=

-^ ] d ]
g h

g n  

 z ...k n
n n

1 2 3 2
1

k

n

1
= + + + + =

+

=

] g/

 z ...k n
n n n

1 2 3 6
1 2 1

k

n
2 2 2 2 2

1
= + + + + =

+ +

=

] ]g g/

 z ...k n n n
1 2 3 2

1

k

n
3 3 3 3 3

1

2

= + + + + =
+

=

b ] g l/

 z பிபுனலாக்கி சேலா்ர் 1,1,2,3,5,...

 z விகிேமுறு அடுக்குக்ைலான ஈருறுப்புத் தேற்்றம் 

! ! ...x nx
n n

x
n n n

x x1 1 2
1

3
1 2

1n 2 3 1+ = + +
-

+
- -

+] ] ] ]g g g g  எனவுள்ள 

அகனத்து  x-ன சமய்சயண் மதிப்புக்கும் இது சபலாருநதும்.

e
e

2
1 2-] g
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 z  ...x x x x1 11 2 3+ = - + - +-] g

 z  ...x x x x1 11 2 3- = + + + +-] g

 z  ...x x x x x x1 1 2 3 4 5 62 2 3 4 5- = + + + + + +-] g

 z  ...x x x x x x1 1 2 3 4 5 62 2 3 4 5+ = - + - + - +-] g

 z  ! ! ! ! ...e x x x x1 1 2 3 4
x

2 3 4
= + + + + +  

 z  ! ! ! ! ...e x x x x1 1 2 3 4
x

2 3 4
= - + - + --

 z  ! ! ! ...e e x x x
2 1 2 4 6

x x 2 4 6+ = + + + +
-

மற்றும் ! ! ! ...e e x x x
2 1 3 5

x x 3 5- = + + +
-

 z  x 1< எனவுள்ள அகனத்து x-ன மதிப்புைளுக்கும்

  ...log x x x x x1 2 3 4

2 3 4
+ = - + - +] g  ஆகும்.

 z x 1< எனவுள்ள அகனத்து x-ன மதிப்புைளுக்கும்

  ...log x x x x x1 2 3 4

2 3 4
- =- - - - -] g  ஆகும். 

 z x 1< எனவுள்ள அகனத்து x-ன மதிப்புைளுக்கும் 

   ...log x
x

x x x
1
1 2 3 5

3 5

-
+ = + + +b l ; Eஆகும்.
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படி - 1 :  இகணய உ்லாவியில கீதை சைலாடுக்ைப்படடுள்ள உ்ரலிகய ேட்ச்சு செய்யவும் 
அல்து விக்ரவுக் குறியீடக்ப் பயனபடுத்ேவும். 

படி – 2 :  சேலா்ர் மற்றும் வரிகெக்ைலான பயிற்சித்ேலாள் தி்றக்கும். அதில “Relation between Q.M, 
A.M, G.M and H.M” என்ற பயிற்சிகய தேர்நசேடுத்துச் செய்யவும்.

படி - 3 :  ெ்ரலாெரி சூத்தி்ரத்கேக் சைலாண்டு a மற்றும் b மலாறிைகள மலாற்றி ைணக்கிடடுப் பலார்க்ைவும். 
“Move” என்ற குறிகய நைர்த்தி மலாறிைளின மதிப்கப மலாற்றுவேன மூ்ம் ெ்ரலாெரிைள் 
மதிப்பு மலாறுவகேக் ைவனிக்ைவும்.

படி-1 படி-2

படி-3

தைலாடுைளின சபயர்ைள் ஏன AM, QM, GM மற்றும் HM எனறு கவக்ைப்படடுள்ளது  
எனறு அறியவும். மற்்ற பயிற்சித்ேலாள்ைகளயும் செய்து பலார்க்ைவும்.
*படஙகள் அறடயொைத்திறகு மடடுதம.
தையல்பொடடிறகொன உைலி :  https://ggbm.at/Pmz2QfWD  
விக்ரவுக் குறியீடக்ப் பயனபடுத்ேவும்

இறணயச் தையல்பொடு – 5 (அ)
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படி - 1 :  இகணய உ்லாவியில கீதை சைலாடுக்ைப்படடுள்ள உ்ரலிகயத் ேட்ச்சு செய்யவும் 
அல்து விக்ரவுக் குறியீடக்ப் பயனபடுத்துை. “PASCAL’S TRIANGLE” என்ற பக்ைம் 
தி்றக்கும்.அதில மூனறு சேரிவு சபடடிைள் முக்றதய “View Pascal Triangle”, “View 
Pascal’s Numbers” மற்றும் “View Combination” ைலாணப்படும். பலாஸ்ைல முக்தைலாணம் 
புள்ளிைளலால ைலாட்ப்படும்.

படி – 2 : முேல இ்ரண்டு சபடடிைகளத் சேரிவு செய்து பி்றகு “n” மற்றும் “r” எனனும் 
நழுவுக்தைலாடக் நைர்த்தினலால சிவப்பு நி்றப் புள்ளி நைரும். ஏேலாவது ஒரு எண்ணில 
நிறுத்தி “View Combination” சபடடிகயத் சேரிவு செய்ேலால அநே எண்ணின தெர்க்கை 
தேலானறும்- மீளலாய்வு செய்ை.

படி-1

படி-2

*படஙகள் அறடயொைத்திறகு மடடுதம.
தையல்பொடடிறகொன உைலி : https://ggbm.at/QNga4HQd    
விக்ரவுக் குறியீடக்ப் பயனபடுத்ேவும்

இறணயச் தையல்பொடு – 5 (ஆ)
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“எனது ஆற்றல்கள் சாதாரணமானவைதாம்,  
என் சசயல்களே சைறறிவயத் ளதடி தருகின்்றன.’

        - சர் ஐசக் நியூட்டன்

6.1 அறிமுகம்
பிரான்ாஸ்வைட் (Francois Viete-1540-1603) என்பவைர் 

முதனமுதலில் மு்ையான இயற்ணிதக் குறியீடு்்ைக் ் ண்டறிந்து 
அவைற்ைச் சமன்பாடு்ளின ்ருததாக்்ததில்(Theory of Equation) 
அறிமு்ப்படுததினார். 1630-்ளில் பிரரஞ்சு நாட்டின ்ணித 
மம்த்ளும்-தததுவை அறிஞர்்ளுமான ரெனி ரெகார்ெ மறறும் 
பியரி டி ஃரெர்மரட் இருவைரும் பிரான்ாஸ ்வைட்டின இயற 
்ணிதத்தத தழுவிய ்பகுமு்ை வைடிவிய்ை தனிததனியா் 
்ண்டறிந்தார்்ள். ர்ட்ார்ம்ட அவைர்்ள் ்பகுமு்ை வைடிவியைானது 
“இயற்ணித சூததிரங்்ை ்ப்டமா் சிததரிப்பதற்ான 
வைழிமு்ையா்வும்”மறறும் ஆயதரதா்ை அ்மப்பானது 
“புள்ளி்்ை ஒரு தைததில் குறிப்பதற்ான வைழிமு்ையா்வும்” 
மமம்்படுததினார்.  இயற்ணிதத்த வைடிவியலு்டன ரதா்டர்பு்படுததியமத அவைரு்்டய அரிய 
சாத்னயாகும். இயற்ணித சமன்பாடு்்ை வைடிவியலில் உள்ை வைடிவைங்்ைப ்பயன்படுததி 
எவவைாறு எழுதி விவைரிக்்ைாம் என்ப்த விரிவைா் விைக்கினார்.  ‘்பகுமு்ை வைடிவியல்’ என்பது 
ர்ட்ார்ம்ட ர்பயரில் “்ார்டீசியன வைடிவியல்” (Cartesian Geometry) எனவும் அ்ைக்்ப்படுகிைது.

17ஆம் நூறைாணடிலிருந்து ்ணிதவியைானது அடிப்ப்்ட அல்ைது தூய ்ணிதம் (pure 
mathematics) மறறும் ்பயன்பாட்டு ்ணிதம் (applied mathematics) என இருமவைறு தி்ச்ளில் 
வைைர்ச்சிய்்டந்து வைருகிைது. 17 ஆம் நூறைாணடில், ஒரு மநர்க்ம்ாட்டில் இயஙகும் ஒரு 
ர்பாருளின இயக்்ம் ்பறறி  ்பயன்பாட்டுக் ் ணிதததில் முதனமுதலில் ் ண்டறியப்பட்்ட ்பகுதியாகும். 
வைணி்ம், ர்பாருைாதாரம், சமூ் அறிவியல், இயறபியல் மறறும் மருததுவைம் ஆகிய து்ை்ளில் 
மநர்க்ம்ாட்டின வை்ர்ப்டங்ள் ர்பரிதும் ்பயன்படுகினைன.  அடிப்ப்்ட வைடிவியலில் மி்க் கு்ைந்த 
நீைம் சார்ந்த ம்ாடு்ள் மி்முக்கியப ்பங்ாறறுவைது மட்டுமல்ைாமல் வைரைாறறு முக்கியததுவைம் 
வைாயந்ததா்வும் ்ருதப்படுகிைது.

அனைா்ட வைாழ்வில் ந்்டர்பறும் ஒவரவைாரு ரசயல்்பாட்டி்னயும் ்ணிதவியல் ரமாழிக்கு 
மாறறி அ்மப்பமத நமது முதல் ்பணியாகும்.  ்ணித மாதிரி்்ை உருவைாக்்ப ்பை உததி்ள் 
்பயன்படுததப்படுகினைன.  ர்ாடுக்்ப்பட்்ட த்வைல்்ளின ரதாகுப்்பப ்பயன்படுததி எவவைாறு 
ஒரு்படிச் சமன்பாடு்்ை உருவைாக்குவைது மறறும் அவைற்ைப ர்பாருததமான ்ணிதவியல் 
உததி்்ைப ்பயன்படுததி எவவைாறு தீர்ப்பது என்ப்தயும் ்ாணம்பாம்.  கீமை விைக்்ப்பட்டுள்ை 
சிை ந்்டமு்ை ்ணக்கு்்ைப ்பார்பம்பாம்.

நடெமுடை எடுத்துககாட்டு 6.1 ஒரு மாணவைன, அவைனு்்டய வீட்டிலிருந்து ்பள்ளிக்குச் சராசரியா் 
மணிக்கு 6 கி.மீ. மவை்ததில் ந்டந்து ரசனைால் ்பள்ளி ரதா்டஙகுவைதறகு 10 நிமி்டம் முனனதா்ப 
்பள்ளி்யச் ரசனை்்டகிைான.  அமத மவை்ையில், சராசரியா் மணிக்கு 4 கி.மீ மவை்ததில் ந்டந்து 

இருெரி்மாண ெகுமுடை 
வடிவியல்அததியாயம் 6

ரரனி ர்ட்ார்ம்ட
1596-1650 CE
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ரசல்லும்ம்பாது 5 நிமி்டம் தாமதமா்ப ்பள்ளி்யச் ரசனை்்டகிைான.  அம்மாணவைன தினமும் 

்ா்ை 8.00 மணிக்கு வீட்டிலிருந்து ்பள்ளிக்குப புைப்பட்டுச் ரசனைால் பினவைரும் வினாக்்ளுக்கு 

எவவைாறு வி்்ட்ாணைாம்.

(i) அவைனு்்டய வீட்டிறகும் ்பள்ளிக்கும் இ்்டப்பட்்ட ரதா்ைவு
(ii) சரியான மநரததிறகு அவைன ்பள்ளிக்குச் ரசல்ை ஆகும் கு்ைந்த்பட்சச் சராசரி மவை்ம் 

மறறும் மாணவைன ்பள்ளி்யச் ரசனை்்டய ஆகும் மநரம் 

(iii) ்பள்ளி ரதா்டஙகும் மநரம்
(iv) மாணவைன ந்டந்து ரசல்லும் ்பா்தயின இரட்்்ட மநர்க்ம்ாடு்ளின சமன்பாடு.                                        

(இரு மநர்க்ம்ாடு்ளின மசர்பபுச் சமன்பாடு) 

Q

P

A

B

?

l

்ப்டம் 6.1

நடெமுடை எடுத்துககாட்டு 6.2   A மறறும் B ஆகிய இரு 
கிராமங்ளுக்குச் சிைப்பான மினசாரம் அளிக்் ஒரு து்ண மின 
நி்ையத்த l எனை சா்ையில் அ்மப்பதற்ா் அரசு 
திட்்டமிட்டுள்ைது. A மறறும் B ஆகிய கிராமங்ளுக்கும் l எனை 
சா்ையிலுள்ை மு்ைமய P மறறும் Q எனை ரசஙகுதது அடி 
புள்ளி்ளுக்கும் இ்்டமய உள்ை ரதா்ைவு்ள் மு்ைமய 3 கிமீ 
மறறும் 5 கிமீ ஆகும். P மறறும் Q இவைறறுக்கு இ்்டப்பட்்ட ரதா்ைவு 
6 கிமீ எனில், (i) இரு கிராமங்்ை து்ண மினநி்ையதது்டன இ்ணக்கும் ்ம்பியின மி்க் 
கு்ைந்த நீைம் (கிராமங்்ையும்  து்ண மினநி்ையத்தயும் இ்ணக்கும் சா்ை்ள்) மறறும் 
(ii) மின ்ம்பி ரசல்லும் ்பா்தயின சமன்பாடு்ள் ஆகியவைற்ை எவவைாறு ்ணக்கி்டைாம்.

்ப்டம் 6.2

நடெமுடை எடுத்துககாட்டு 6.3 அடிச்சுறைைவு 24 ரசமீ மறறும் உயரம் 10 ரசமீ ர்ாண்ட ஒரு 

உள்ளீ்டறை உரு்ை வைடிவைக் ்ைனின ரவைளிபபுைததின அடிப்பகுதியில் இருந்து   

4 ரசமீ உயரததில் ஒரு எறும்பு உள்ைது.  அதறகு மநர் எதிமர ்ைனின உட்புைததில் 

மமல்்பகுதியிலிருந்து 3 ரசமீ கீமை மதன துளி ஒனறு உள்ைது.எறும்பு மதன துளி்ய 

அ்்டய ந்ர்ந்து ரசல்லும் மி்க் கு்ைந்த தூரம் எனனவைா் இருக்கும்? எறும்பு 

ந்ர்ந்து ரசல்லும் ்பா்தயின சமன்பாடு எனனவைா் இருக்கும்? (்ப்டம் 6.2 -ல் எறும்பு 

மறறும் மதன துளி உள்ை இ்டங்ளில் ்ாட்்டப்பட்டுள்ைன.)

நடெமுடை எடுத்துககாட்டு 6.4 ஒரு குறிபபிட்்ட வை்் குறுந்த்டு ஒனறின வி்ை 

`8 ஆ் இருக்கும் ம்பாது 22,000 குறுந்த்டு்்ை வைாடிக்்்யாைர்்ள் வைாஙகுவைார்்ள்.  ஒரு 

குறுந்த்ட்டி்ன`30 அல்ைது அதறகு மமல் வி்ை ர்ாடுதது வைாங் மாட்்டார்்ள்.  அமத சமயததில் 

ஒரு குறுந்த்ட்டின வி்ை `6 அல்ைது அதறகுக் கு்ைவைா் இருக்கும் ம்பாது உற்பததியாைர் 

விற்ப்ன ரசயய மாட்்டார். இருபபினும்,  குறுந்த்டு ஒனறின வி்ை `14 ஆ் இருக்கும் ம்பாது 

உற்பததியாைரால் 24,000 குறுந்த்டு்்ை வைைங் இயலும்.  மத்வை மறறும் வைைங்ல் அைவு்ள், 

வி்ைக்கு மநர்விகித சமமா் 

எடுததுக்ர்ாண்டால் பினவைருவைனவைற்ை எவவைாறு ்ாணைாம். 

(i) மத்வைச் சமன்பாடு (Demand Equation)

(ii) வைைங்ல் சமன்பாடு (Supply Equation)

(iii) சந்்த சமநி்ையில் குறுந்த்டு்ளின எணணிக்்் மறறும் வி்ை 

(iv) ஒரு குறுந்த்ட்டின வி்ை `10 எனில் மத்வை மறறும் வைைங்ல் அைவு.
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மமமை விைக்்ப்பட்டுள்ை மநர்ம்ாட்டு ்ணக்கு்ளின சமன்பாடு்ள் ஒரு குறிபபிட்்ட வை்் 
தீர்வு்்ை மட்டும் அளிக்்ாமல், அவைறறிலிருந்து மமலும் ்பை த்வைல்்்ை நாம் ரதரிந்து 
ர்ாள்வைதறகும் உதவுகிைது. மநர்க்ம்ாடு்ள் ்பறறிய ் ருததாக்்த்தப ்பயன்படுததி மமறகுறிபபிட்்ட 
வை்் ்ணக்கு்ளின தீர்வு்்ை பினனர் இப்பா்டப்பகுதியில் ்ாணைாம். மநர்க்ம்ாட்்்டப ்பறறி 
புரிந்துர்ாள்ை, மநர்க்ம்ாட்டு்டன ரதா்டர்பு்்டய  சிை அடிப்ப்்ட ்ருததுக்்்ை நாம் அறிந்து 
ர்ாள்ை மவைணடியது அவைசியமாகிைது. அ்வை ்பறறி இனி விரிவைா் விவைாதிக்்ைாம். 

கறைலின் ்நாககஙகள் (Learning objectives) 

    இந்த இய்ைப ்படிததபின மாணவைர்்ள் அறிந்திருக்் மவைணடிய்வை்ள்
 z ரவைவமவைறு வைடிவைங்ளில் மநர்க்ம்ாட்டின சமன்பாட்டி்ன எழுதுதல்
 z ர்ாடுக்்ப்பட்்ட இரு மநர்க்ம்ாடு்ள் இ்ணயான்வையா அல்ைது 

ரசஙகுததான்வையா  எனக் ்ண்டறிதல்
 z ர்ாடுக்்ப்பட்்ட ம்ாட்டிலிருந்து குறிபபிட்்ட புள்ளிக்கு உள்ை தூரத்தக் ்ாணல் 

மறறும் இருஇ்ண ம்ாடு்ளுக்கு இ்்டப்பட்்ட தூரத்தக் ்ாணல்.

 z ர்ாடுக்்ப்பட்்ட நி்பந்த்ன்ளின்படி மநர்க்ம்ாடு்ளின சமன்பாட்டு ரதாகுதி்்ை 
(Family of Straight Lines) ்ாணல்

 z இரட்்்டக் ம்ாடு்ளின சமன்பாடு்ள், அவைறறுக்கு இ்்டப்பட்்ட ம்ாணம், மறறும் 
அவைறறின ம்ாண இரு சமரவைட்டி ஆகியவைற்ைக் ்ண்டறிதல்

6.2 ஒரு புள்ளியின் நிய்மபொடை (Locus of a point)

வடெயடை 6.1 
ஒரு புள்ளி (point) என்பது ஒரு தைததின மமற்பரபபில் உள்ை ஒரு 

குறிபபிட்்ட இ்டத்த (location) குறிப்பதாகும். புள்ளியானது   ஒரு 
ர்பாரு்ைமயா அல்ைது வைடிவைத்தமயா குறிப்பதல்ை.

இரு்பரிமாண்பகுமு்ை வைடிவியலில் புள்ளி்்ை ஆயதரதா்ை அ்மபபு மு்ையில் 
ரமயரயண்ளின வைரி்சப்படுததப்பட்்ட மசாடி்ைா் அதாவைது (x, y) எனக் குறிபபிடுகிமைாம்.
ர்பாதுவைா், கி்்டமட்்டக் ம்ாட்்்ட  x -அச்சு எனவும் x -அச்சுக்கு ரசஙகுததான ம்ாட்்்ட y-அச்சு 
எனவும் அ்ைக்கிமைாம். இவவிரு அச்சு்ளின ரவைட்டும் புள்ளி்ய ஆதிபபுள்ளி அல்ைது ஆதி என 
அ்ைக்கிமைாம்.  ஒரு தைததின மீது ஏமதனும் ஒரு புள்ளி P-்ய ஒரு தனிதத வைரி்சப்படுததப்பட்்ட 
மசாடி (x, y) எனக் குறிபபி்டைாம்.  இஙகு x என்பது புள்ளி P -க்கும்  y -அச்சுக்கும் இ்்டப்பட்்ட 
ரதா்ைவு மறறும் y என்பது புள்ளி P -க்கும் x -அச்சுக்கும் இ்்டப்பட்்ட ரதா்ைவு ஆகும்.   
y -அச்சின இ்டபபுைததில் x கு்ை மதிபபு ர்ாண்டதா்வும் இமதம்பானறு,  x -அச்சிறகுக் கீழ்புைம் 
y கு்ை மதிப்பா் இருக்கும்.  ்பயன்பாட்டினம்பாது x மறறும் y -க்குப ்பதிைா் மவைறு எழுததுக்்்ையும் 
்பயன்படுததைாம். மமலும், அச்சு்ளுக்கு ரவைவமவைறு அைவுததிட்்டங்்ையும் ்பயன்படுததைாம்.

வடெயடை 6.2   
ஒரு புள்ளியானது சிை குறிபபிட்்ட நி்பந்த்ன்ளுக்கு உட்்பட்டு  இயஙகும்ம்பாது, அபபுள்ளி 

ந்ர்ந்து ரசல்லும் ்பா்த அதன நிய்மபொடை (Locus) எனப்படும்.

 கீழ்்ாணும் விைக்் எடுததுக்்ாட்டு்ளில் நியமப்பா்த மறறும் அதன ்பயன்்ை ்பறறியும் 
அறியைாம்.
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்ப்டம் 6.3

விளகக எடுத்துககாட்டு 6.1 கிரிக்ர்ட் வி்ையாட்டில் ்பந்து வீசு்பவைர்,  ஒரு ்பந்்த வீசும்ம்பாது 

அப்பந்து ரசல்லும் ்பா்த அதன நியமப்பா்தயாகும். ்பந்து வீசு்பவைர் மூைம் வீசிய்பந்்த 

மட்்்டயாைர் ்ாலில் தடுததாடும்ம்பாது, ்பந்து வீசும் அணியினருக்கும் மட்்்டயாைருக்கும், 

இ்்டமய ஏற்படும் பிரச்ச்னக்கு (LBW) தீர்வு்ாண மூனைாவைது நடுவைரின முடிவுக்கு வி்டப்படும். 

அவைர் ்பந்து ரசல்லும் ்பா்த்யத தி்ரயில் 

ரமதுவைா் இயக்்ச் ரசயது அப்பந்து 

மட்்்டயாைர் ்ாலில் ்பட்டு பினனர் ஸ்டம்பில் 

்ப்ட வைாயபபு உள்ைதா எனச் சரி்பார்தது 

பினனர் சரியான முடிவி்ன அறிவிப்பார். 

இஙகு ்பந்து புள்ளியா்வும் அப்பந்து ரசல்லும் 

்பா்த  நியமப்பா்தயா்வும் ் ருதப்படுகிைது. 

இம்மு்ையானது அகிை உை்க் கிரிக்ர்ட் 

ம்பாட்டி்ளில் தறம்பாது 

அனுமதிக்்ப்படுகிைது.  

https://www.hawkeyeinnovations.com/sports எனை இ்ணயதைததில் ்ாணைாம்.

விளகக எடுத்துககாட்டு 6.2  P எனை ஒரு புள்ளியானது ஒரு வைட்்டததின விளிம்பில் உள்ைது என்.  

அந்த வைட்்டமானது ஒரு மநர்க்ம்ாட்டின மீது சறுக்கி (நழுவி) ரசல்ைாமல் உருணடு ரசல்கிைது. 

அவவைாறு உருணடு ரசல்லும்ம்பாது வைட்்டததின விளிம்பில் உள்ை P எனை புள்ளி உருவைாக்கும் 

நியமப்பா்த்ய உருள்வை்ை (cycloid) என அ்ைக்்ைாம்.   இவவை்ைவை்ர்ய www.mathworld.

wolfram.com/cyloid மறறும் www.gogebra.org/b/bd2ADu2I வை்ைதைததில்  ்ாணைாம்.
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்ப்டம் 6.4
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்ப்டம் 6.5

விளகக எடுத்துககாட்டு 6.3  ஒரு இைக்்்த தாக்குவைதறகு இராணுவைக்்ப்பலில் இருந்து ஒரு 

ஏவு்்ண ஏவைப்படுகிைது.  எதிர்வைரும் ஏவு்்ண்ய இ்்டமறிதது அழிக்்த த்ரயில் இருந்து 

மறரைாரு ஏவு்்ண ஏவைப்படுகிைது. ஏவு்்ண்ளின நியமப்பா்த்ள் ்ப்டததில் 

்ாட்்டப்பட்டுள்ைன. இது ம்பானை நி்ழ்வு்ள் ்பை ம்பார்்ளில் முன கூட்டிமய துல்லியமா் 

ந்்டமு்ைப்படுதத நியமப்பா்தயின 

்ருததாக்்ம் மி் முக்கியப ்பஙகு வைகிக்கிைது.  

வை்ைகு்டா ம்பாரின (2 ஆ்ஸட் 1990 முதல் 

28 பிபரவைரி 1991 முடிய) ம்பாது இஸமரலின 

ந்ரங்்ை ஈராக் ஸ்ட் (Scud) ர் 

ஏவு்்ண்்ை ர்ாணடு தாக்கியது. 

அவைற்ை இ்்டமறிதது அழிக்் இஸமரல் 

ம்பட்ரியாட் (Patriot) ர் ஏவு்்ண்்ைப 

்பயன்படுததியது. 
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உை் அரஙகில் விணரவைளி ஆராயச்சியாைர்்ள் ரசயற்்க் ம்ா்ை ரவைறறி்ரமா் 
விணணில் ரசலுததுவைதறகும் அதன சுறறு வைட்்டப ்பா்தயில் நி்ை நிறுததுவைதறகும் 
நியமப்பா்தயின ்ருததாக்்ம் முக்கியப ்பஙகு வைகிக்கிைது.

x மறறும் y எனை இரு மாறி்்ைக் ர்ாண்ட சமன்பாட்்்டச் சாதாரணமா் x மறறும் y 
ஆகிய ரமயமதிபபுக்்்ை ர்ாண்ட எணணறை ம�ாடி்ள் நி்ைவு ரசயகினைன. நி்ைவு ரசயயும் 
ஒவரவைாரு ம�ாடியும் அச்சமன்பாட்டின ரமயரயண தீர்வு எனப்படும். சமன்பாட்டின ஒவரவைாரு 
ரமயரயண தீர்வும் அதனு்்டய வை்ர்ப்டத்தப ர்பறறிருக்கும். இவவை்ர்ப்டங்ளின ரதாகுபபு 
ர்ாடுக்்ப்பட்்ட சமன்பாட்டின நியமப்பா்த எனப்படும்.

்ணிதததில் உள்ை சிை முக்கிய நியமப்பா்த்ள் பினவைரும் அட்்டவை்ணயில் 
ர்ாடுக்்ப்பட்டுள்ைன.

ரகாடுககபெட்ெ நிெநைடைககு உட்ெட்டு 
நகரும் புள்ளி P 

வடெெெம் ொடையின் ரெயர

Pஎனை ஒரு புள்ளி ஆனது இரு நி்ையான 

புள்ளி்ள் A மறறும் B ஆகியவைறறிறகு 

சமதூரததில் இருக்கும்்படி ந்ர்கிைது.

P

A B

்ப்டம் 6.6

AB எனை ம்ாட்டுத 
துணடின ரசஙகுதது 
இரு சமரவைட்டி ஆகும்.

Pஎனை ஒரு புள்ளி ஆனது இரணடு 

நி்ையான ம்ாடு்ள் Ox  மறறும் Oy

ஆகியவைறறுக்குச் சமதூரததில் இருக்கும்்படி 

ந்ர்கிைது.

y

x

P

O

்ப்டம் 6.7

xOy∠ எனை 
ம்ாணததின இரு சம 
ரவைட்டி ஆகும்.

Pஎனை ஒரு புள்ளி ஆனது நி்ையான 

புள்ளி O -விலிருந்து சமதூரததில் 

ந்ர்கிைது.

P

O

r

்ப்டம் 6.8

வைட்்டம்

ஒரு புள்ளியின நியமப்பா்த்ய ்ாணும் வைழிமு்ை்்ைப்பறறி இஙகு விவைாதிக்்ைாம்.  
நியமப்பா்தயின சமன்பாடு என்பது அப்பா்தயில் அ்மந்துள்ை அ்னதது புள்ளி்ளின 
ஆயதரதா்ைவு்ளுக்கு இ்்டமய உள்ை ரதா்டர்பு ஆகும். 

ஒரு புள்ளியின் நிய்மப ொடையின் ச்மன்ொடு காணும் ரசயல்முடைகள்
(i) P எனை புள்ளியின நியமப ்பா்த்யக் ்ாண மவைணடும் எனில் புள்ளி P-ன     

ஆயக்கூறு்்ை (h, k) என எடுததுக் ர்ாள்். 

(ii) ரதரிந்த அைவு்்ையும் மறறும் ரதரியாத து்ணயைகு்்ையும் (Parameter) 
்பயன்படுததிக் ர்ாடுக்்ப்பட்்ட நி்பந்த்ன்்ை சமன்பாடு்ைா் எழுது். 

(iii) ரதரியாத து்ணயைகு்்ை நீக்கி h, k மறறும் ரதரிந்த அைவு்ள் மட்டும் இருக்குமாறு 
சமன்பாட்்்டக் ்ாண்.

(iv) கி்்டக்கும் சமன்பாட்டில் h-க்கு ்பதிைா் x  மறறும் k-க்கு ்பதிைா் y எனப பிரதியி்டக் 
கி்்டக்கும் சமன்பாடு புள்ளி p-ன நியமப்பா்தயின சமன்பா்டாகும். 

எடுத்துககாட்டு 6.1 x -அச்சிலிருந்து உள்ை ரதா்ைவைானது  y -அச்சுலிருந்து உள்ை ரதா்ைவுக்கு 
சமமா் இருக்குமாறு ந்ரும் ஒரு  புள்ளியின நியமப்பா்த்யக் ்ாண்.
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தீரவு

,P h k^ hஎன்பது நியமப்பா்தயின மீது அ்மந்துள்ை ஏமதனும் ஒரு புள்ளி என்.

புள்ளி P-லிருந்து x மறறும் y-அச்சு்ளுக்கு வை்ரயப்படும் ரசஙகுததுக்ம்ாடு்ளின 
அடிபபுள்ளி்ள் மு்ைமய A, B என். 

B

y

y =
 x

x

P(h, k)

AO

்ப்டம் 6.9

புள்ளி P என்பது , , ,OA OB BP AP h k= =^ ^ ^h h h
ர்ாடுக்்ப்பட்்ட நி்பந்த்னயின்படி,

 AP = BP k h& =

    h = x மறறும் k =y ஐப பிரதியி்ட 

P-ன நியமப்பா்த y = x எனை ஆதி வைழிமய ரசல்லும் 
ம்ா்டாகும்.

எடுத்துககாட்டு 6.2   ,ct t
c` j  எனை புள்ளி ந்ர்வைதால் உண்டாகும் ்பா்த்யக் ்ாண்.                                                                  

இஙகு t 0!  என்பது து்ணயைகு மறறும் c என்பது ஒரு மாறிலியாகும்.

தீரவு

மத்வையான நியமப்பா்தயின மீதுள்ை ஏமதனும் ஒரு புள்ளி  ,P h k^ hஎன்.

ர்ாடுக்்ப்பட்்ட விவைரங்ளிலிருந்து,   h = ct மறறும் k t
c=  ஆகும்.

இவவிரு சமன்பாடு்்ைப ர்பருக்கி t-ஐ நீக்்ைாம்.

 h k ct t
c hk c2&= =^ ^ ^ `h h h j  ,  h = x  மறறும் k = y எனப பிரதியி்ட 

`  மத்வையான நியமப்பா்தயின சமன்பாடு xy c2=

எடுத்துககாட்டு 6.3 ,A 1 0^ h  மறறும் 5B ,0^ h  எனை புள்ளி்ளிலிருந்து சம தூரததிலிருக்குமாறு 
ந்ரும் புள்ளியின நியமப்பா்தயின சமன்பாட்்்டக் ்ாண்.

தீரவு 

்ப்டம் 6.10

P(h, k)

x = 3

O A(1, 0) B(5, 0)

y

x

ர்ாடுக்்ப்பட்்ட இரு புள்ளி்ள் ,A 1 0^ h  மறறும் 
5B ,0^ hஆகும்.

,P h k^ h  என்பது மத்வையான ்பா்தயினமீது 
அ்மந்துள்ை ஏமதனும் ஒரு புள்ளி என்.

ர்ாடுக்்ப்பட்்ட நி்பந்த்னயின்படி, AP BP=

அதாவைது  

h k h k1 0 5 02 2 2 2- + - = - + -^ ^ ^ ^h h h h
&  h = 3

எனமவை, புள்ளி ,P h k^ h  -ன நியமப்பா்த, x = 3

இது  y-அச்சிறகு இ்ணயா் உள்ை மநர்க்ம்ாடு ஆகும்.
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எடுத்துககாட்டு 6.4 ,sec tana bi i^ h  எனை ந்ரும் புள்ளியின நியமப்பா்தயின சமன்பாட்்்டக் 
்ாண்.  இஙகு i   என்பது து்ணயைகு ஆகும்.

தீரவு

,P h k^ h  என்பது மத்வையான ்பா்தயின மீது அ்மந்துள்ை ஏமதனும் ஒரு புள்ளி என்.

ர்ாடுக்்ப்பட்்ட நி்பந்த்னயின்படி

  h = seca i  மறறும் k = b tani

&   a
h  = seci  ,             b

k = tani

முக்ம்ாணவியல் சூததிரத்தப ்பயன்படுததி, து்ணயைகு i -ஐ நீக்்ைாம்.

  a
h

b
k2 2

-a ak k  = sec tan2 2i i-

  a
h

b
k2 2

-a ak k  = 1 .            
a
h

b
k

2

2

2

2

& -  = 1

,P h k^ h  எனை புள்ளியின நியமப்பா்த    
a
x

b

y
2

2

2

2

-  = 1.

https://www.geogebra.org/geometry

குறிபபுப து்ணயை்ானது முக்ம்ாணவியல் அ்மபபில் இருபபின கீழ்க்்ாணும் 
முறரைாரு்ம்்ைப ்பயன்படுததி து்ணயைகு்்ை  நீக்்ைாம்.

sin cos 12 2i i+ = ,       sec tan 12 2i i- = ,      cosec cot 12 2i i- =

எடுத்துககாட்டு 6.்  நீைம் 6 அைகு்ள் ர்ாண்ட ஒரு மநரான ்ம்பியின மு்ன்ள் A மறறும் B 
ஆனது மு்ைமய எபம்பாதும் x மறறும் y-அச்சு்்ைத ரதாடுமாறு ந்ர்கிைது.  O-ஐ ஆதியா்க் 
ர்ாண்ட DOAB எனை முக்ம்ாணததின நடுபபுள்ளியின (centroid) நியமப்பா்தயின 
சமன்பாட்்்டக் ்ாண்

தீரவு

,P h k^ h  என்பது மத்வையான ்பா்தயின மீதுள்ை ஏமதனும் ஒரு புள்ளி என். 

்ப்டம் 6.11

B

A
P

O x

y
O,  A மறறும் B  ஆகிய புள்ளி்ளின ஆயக் கூறு்ள் 

மு்ைமய (0, 0), (a,0) மறறும் (0, b) என்.

DOAB -ன நடுபபுள்ளி , ( , ) .a b h k3
0 0

3
0 0+ + + + =a k

  ,a h a h b k b k3 3 3 3& &= = = =

ரசஙம்ாணம் BOAD  -லிருந்து

   OA OB2 2+  = AB2

  ( ) ( )h k3 32 2+  = ( ) h k6 42 2 2& + =

எனமவை, ,P h k^ h   எனை புள்ளியின நியமப்பா்த,  .x y 42 2+ =  
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எடுத்துககாட்டு 6.6  ந்ரும் புள்ளியின ஆயக்கூறு ( sin ), ( cos )a a 1 i i i- -^ h  இஙகு i  என்பது 
து்ணயைகு எனில், இபபுள்ளி ந்ரும் நியமப்பா்தயின சமன்பாட்்்டக் ்ாண்.

தீரவு

,P h k^ h  என்பது மத்வையான நியமப்பா்தயின மீதுள்ை ஏமதனும் ஒரு புள்ளி என். 

்ப்டம் 6.12P

P P

P

  h = ( sin )a i i-  (6.1)

  k = 1( cos )a i-  (6.2)

 மமற்ண்ட சமன்பாடு (6.2) இலிருந்து  
i  மறறும் sini   மதிபபு்்ைக் ்ாணைாம்.

  k = 1( cos )a i-  

  cos cosa
a k

a
a k1&i i= - = -- a k மறறும்  sin a

ak k2 2

i =
-

i  மறறும் sini   மதிபபு்்ை சமன்பாடு (6.1) இல் பிரதியி்ட,

  h = cosa a
a k ak k21 2- - -- a k

எனமவை,    எனை புள்ளியின நியமப்பா்த,

  x = cosa a
a y

ay y21 2-
- -- ` j              (6.3)

https://www.geogebra.org/b/bd2ADu2I#material/zCKMj8kE

குறிபபுப மமறகூறிய சமன்பா்டானது து்ணயைகு வைடிவைததிலிருந்து ்ார்டீசியன வைடிவைததிறகு 
மாறைப்பட்டுள்ைது. ஆனால் சிை மநரங்ளில் ்ார்டீசியன வைடிவைத்தவி்டத து்ணயைகு 
வைடிவைமம ்்யாள்வைதறகு எளிதா் ்பயன்படுகிைது.

 ெயிறசி 6.1

1. கீமை ர்ாடுக்்ப்பட்டுள்ை ஆயதரதா்ை்்ை உ்்டய ந்ரும் புள்ளி P -ன நியமப்பா்தயின 
சமன்பாட்்்டக் ்ாண்.  இஙகு a  ஒரு து்ணயைகு ஆகும்.

(i)  ( cos , sin )9 9a a   (ii)  ( cos , sin )9 6a a

2. (i) x-அச்சிலிருந்து இரணடு அைகு்ள் மறறும் (ii) y -அச்சிலிருந்து மூனறு அைகு்ள் எனை 
மாைாத ரதா்ைவில் ந்ரும் புள்ளி P -ன நியமப்பா்தயின சமன்பாட்்்டக் ்ாண்.

3. iஒரு து்ணயைகு எனில், cos , sinx a y a3 3i i= =  ஆகிய ஆயதரதா்ை்்ை உ்்டய 
ந்ரும் புள்ளியின நியமப்பா்தயின சமன்பாட்்்டக் ்ாண்.

4. x x ky5 02 - + =  எனை நியமப்பா்தயின மீது புள்ளி்ள் P(-3,1) மறறும் Q(2,b) அ்மயும் 
எனில்  k மறறும் b -ன மதிபபு்்ைக் ்ாண்.

5. 8 அைகு்ள் நீைமுள்ை ஒரு மநரான ்ம்பியின மு்ன்ள் A மறறும் B ஆகிய்வை மு்ைமய 
எபம்பாதும்  x மறறும் y-அச்சு்்ைத  ரதாடுமாறு ந்ர்ந்து ர்ாணடு இருக்கிைது, எனில் 
ரவைட்டுததுணடு AB -ன நடுபபுள்ளியின நியமப்பா்தயின சமன்பாட்்்டக் ்ாண்.
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6. (3, 5) மறறும் (1,-1) எனை புள்ளி்ளிலிருந்து ஒரு ந்ரும் புள்ளிக்கு இ்்டப்பட்்ட 
ரதா்ைவு்ளின வைர்க்்ங்ளின கூடுதல் 20-க்கு சமம் எனில் அபபுள்ளியின நியமப்பா்தயின 
சமன்பாட்்்டக் ்ாண்.

7. A(1,-6) மறறும் B(4,-2) எனை புள்ளி்்ை இ்ணக்கும் AB ம்ாட்டுத துண்டானது புள்ளி 
P-ல் தாஙகும் ம்ாணம் ரசஙம்ாணம் எனில், புள்ளி P-ன நியமப்பா்தயின சமன்பாட்்்டக் 
்ாண்.

8. ஆதிபபுள்ளி O என். y x42 =  எனை வை்ைவை்ரயின மீது மாறிபபுள்ளி R அ்மந்துள்ைது 
எனில் ம்ாட்டுததுணடு OR -ன நடுபபுள்ளியின நியமப்பா்தயின சமன்பாட்்்டக் ்ாண்.

9. ந்ரும் புள்ளி P-ன ஆயக் கூறு்ள் cosec cosec( sin ), ( sin )a b
2 2i i i i+ -a kஎனில், P-ன 

நியமப்பா்தயின சமன்பாடு 2 2 2 2 2 2b x a y a b− =  எனக் ்ாட்டு். இஙகு i  என்பது ஒரு 
து்ணயைகு மாறி ஆகும்.

10. Q எனை புள்ளி x y2 9 182 2+ =  எனை வை்ைவை்ரயின மீது அ்மந்துள்ைது. P(2,-7) 
ர்ாடுக்்ப்பட்்ட புள்ளி எனில் ம்ாட்டுததுணடு PQ-ன நடுபபுள்ளியின நியமப்பா்தயின 
சமன்பாட்்்டக் ்ாண்.

11. R மறறும் Q என்பன மு்ைமய x மறறும் y -அச்சு்ளின மீது அ்மந்துள்ை புள்ளி்ள், P எனை 
ந்ரும் புள்ளி RQ-ன மமல் உள்ைது. மமலும் RP = b, PQ = a எனைவைாறு RQ-ன மீது 
அ்மந்துள்ை ந்ரும் P-ன நியமப்பா்தயின சமன்பாட்்்டக் ்ாண்.

12. P(6 , 2) , Q(–2 , 1) மறறும் R என்பன  DPQR-ன மு்னப புள்ளி்ள் மறறும் நியமப்பா்த
y x x3 42= - +  -ன மீது R எனை புள்ளி அ்மந்துள்ைது எனில்,  PQRD -ன ்மயக்ம்ாட்டுச் 
சந்தியின (Centroid) நியமப்பா்தயின சமன்பாட்்்டக் ்ாண்.

13. x y x y4 3 7 02 2+ + - + = எனை நியமப்பா்தயின மீது Q எனை புள்ளி அ்மந்துள்ைது.  P 
எனை புள்ளி ம்ாட்டுத துணடு OQ-ஐ ரவைளிபபுைமா் 3:4 எனை விகிதததில் பிரிக்கும் எனில் 
புள்ளி P-ன நியமப்பா்தயின சமன்பாட்்்டக் ் ாண்.  இஙகு O என்பது ஆதிபபுள்ளியாகும்.

14. ர்ாடுக்்ப்பட்்ட  P(5,1)   புள்ளிக்கு 5 அைகு்ள் மறறும் x-அச்சிலிருந்து 3 அைகு்ள் தூரம் 
ர்ாண்ட ஒரு நியமப்பா்தயின மீது அ்மந்துள்ை புள்ளி்ள் எதத்ன?  மமலும் 
அபபுள்ளி்்ைக் ்ாண்.

15. (-4, 0) மறறும் (4,0) ஆகிய புள்ளி்ளிலிருந்து ஒரு ந்ரும் புள்ளிக்கு இ்்டப்பட்்ட 
ரதா்ைவு்ளின கூடுதல் எபம்பாதும் 10 அைகு்ள் எனில், ந்ரும் புள்ளியின 
நியமப்பா்தயின சமன்பாட்்்டக் ்ாண்

6.3 ்நரக்காடுகள் (Straight Lines)
மநரிய சமன்பாடு்்ை இயற்ணித அடிப்ப்்ட விதி்்ைப ்பயன்படுததிப ்பல்மவைறு 

வைடிவைங்ளில் எழுதைாம்.  இதும்பானை மநரிய சமன்பாடு்்ைப ர்பரும்்பாலும் ”மநர்க்ம்ாடு்ளின 
சமன்பாடு்ள்” எனக் குறிபபி்டப்படுகினைன.  மநரிய சமன்பாடு்ளின ர்பாது வைடிவைத்த

   ax by c 0+ + =      (6.4)

என எழுதைாம். இஙகு a  மறறும் b  இவைறறில் கு்ைந்தது ஒனைாவைது பூச்சியமறைதா் 
இருக்்மவைணடும்.  ஓர் சமன்பாட்டின  தீர்வு்ள் அ்னததும் ஒரு தைததின ஒரு மநர்க்ம்ாட்டில் 
அ்மந்தால் அந்தச் சமன்பாட்்்ட “மநரிய (Linear)” சமன்பாடு எனக் குறிபபி்டைாம்.
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ஒரு மநர்க்ம்ாட்டின சமன்பாட்்்டப ்பை வைடிவைங்ளில் இயற்ணித அடிப்ப்்ட விதி்்ைக் 
ர்ாணடு மாறறி எழுத முடியும். இவவைடிவைங்ளின ர்பயர்்ள், அ்த எழுதுவைதறகுத மத்வையான 
த்வைல்்ளின அடிப்ப்்டயில்  அ்மக்்ப்பட்டுள்ைன. இவைறறில் புள்ளிகள் (Points), சாய்வு (Slope) 
மறறும் ரவட்டுத்துண்டுகள் (Intercepts) ஆகிய்வை முக்கியத த்வைல்்ைாகும்.

6.3.1 ஒரு ்நரக்காட்டின் சாய்வுக ்காணத்திறகும் சாய்வுககும் இடெ்ய உள்ள ரைாெரபு (The 
relationship between the angle of inclination and slope)

வடெயடை 6.3

்ப்டம் 6.13

y

xO

θ θ

y

xO

ஒரு மநர்க்ம்ாட்டின சாய்வுக ்காணம் (Angle 
of Inclination) என்பது அக்ம்ா்டானது ்டி்ார எதிர் 
தி்சயில் (மி்்) x-அச்சு்டன ஏற்படுததும் ம்ாணம் 
ஆகும்.  இத்ன  iஎன குறிபபி்டைாம்.

 

வடெயடை 6.4

ஒரு மநர்க்ம்ாட்டின சாய்வு (slope) என்பது தி்ச மறறும் சரிவு ஆகியவைற்ைக் 
குறிக்கும் ஒரு எண ஆகும். 

x  மறறும் y -அச்சு்்ைக் ர்ாண்ட தைததில் ஒரு ம்ாட்டின சாயவு ர்பாதுவைா் ‘m’ எனை 

எழுததால் குறிபபிடுகிமைாம்.  இந்தச் சாயவு ர்ாடுக்்ப்பட்்ட விவைரங்்ைக் ர்ாணடு ்ாணைாம்.

(i) ஒரு ம்ாடு ்டி்ார எதிர் தி்சயில் x  -அச்சு்டன ஏற்படுததும் சாயவுக் ம்ாணம் i   
எனில் ம்ாட்டின சாயவு (slope)

   tanm i=   

இஙகு i -ன மதிபபு 2
r  எனும்ம்பாது tanm 2

r=  என்பது வை்ரயறுக்்ப்ப்டாத்வை.  

்ப்டம் 6.14

θ

θ

B

A
(x

1
, y

1
)

(x
2
, y

2
)

∆y = y
2
 -   y

1

∆x = x
2
 -  x

1

x

y

O

(ii) ,x y1 1^ hமறறும் ,x y2 2^ h  எனை புள்ளி்ள் ஒரு ம்ாட்டின 
மீது அ்மந்துள்ைது எனில், இக்ம்ாட்டின சாயவு  
y -ஆயததின மாறு்பாட்்்ட x -ஆயததின மாறு்பாட்்டால் 
வைகுக்்க் கி்்டக்கும் எண ஆகும்.  இஙகு x x2 1!  
இத்னக் கீழ்க்்ண்டவைாறு விவைரிக்்ைாம்.

          m x
y

x x
y y

2 1

2 1

D
D

= = -
-

 = 
ரசஙகுதது நி்ைமாறைம்
கி்்டமட்்ட நி்ைமாறைம்

(iii)  மநர்க்ம்ாடு ax by c 0+ + =  எனை ர்பாது வைடிவில் 
ர்ாடுக்்ப்பட்்டால், 

 இக்ம்ாட்டின சாயவு 

   ,m b
a=-  b 0!  

 இஙகு b = 0 எனில், m வை்ரயறுக்்ப்ப்டாத்வை. 
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ஒரு ்காட்டின் மிடக, குடை, பூச்சியம் ்மறறும் வடெயறுககபெொை சாய்வுகள்

்ப்டம் 6.15

O

y

x

(0 ≤ θ < 

θ 

2

π
)

O

y

x

( 
2

π
 < θ < π)

O

y

x

θ = 0

O

y

x

2

πθ = 

θ θ 

மி்் சாயவு கு்ை சாயவு பூச்சிய சாயவு வை்ரயறுக்்ப்ப்டாத 
சாயவு

x-அதி்ரிக்கும்ம்பாது
y-அதி்ரிக்கினைது

x-அதி்ரிக்கும்ம்பாது
y-கு்ைகினைது

x-அதி்ரிக்கும்ம்பாது
y- மாைாது

x-மாைாதம்பாது 
y -மாறுகிைது

வடெயடை 6.்
ஒரு தைததில் மூனறு அல்ைது அதறகு மமற்பட்்ட புள்ளி்ள் ஒமர ம்ாட்டில் அ்மந்தால், 

அபபுள்ளி்்ை ஒ்ெ ்காெட்மப புள்ளிகள் (Collinear) எனக் கூைைாம்.

A, B மறறும் C என்பன ஒரு தைததின மீது அ்மந்துள்ை ஏமதனும் மூனறுப புள்ளி்ள் என். 
AB -ன சாயவு BC (அல்ைது AC) -ன சாயவுக்குச் சமம் எனில், A, B மறறும் C ஆகிய புள்ளி்ள் ஒமர 
ம்ா்ட்மப புள்ளி்ள் ஆகும்.

6.3.2 ்நரக்காட்டின் ரவட்டுத்துண்டுகள் அல்்லது இடெ்மறி  (Intercepts of a Line)

வடெயடை 6.6
ஒரு மநர்க்ம்ாட்டின ரவட்டுத்துண்டுகள் அல்்லது இடெ்மறி (intercepts) என்பது 

x -அச்சு அல்ைது  y -அச்சி்ன ரவைட்டும் புள்ளி ஆகும்.

O

B

Ay-
ெவ

��
��

�
�

x-ெவ������

y

x

்ப்டம் 6.16

y - மதிபபு பூஜ்ஜியம் எனில் கி்்டக்கும் புள்ளி x -ன ரவைட்டு ஆகும்.  மமலும்,  x-ன மதிபபு பூஜ்ஜியம் 
எனில், கி்்டக்கும் புள்ளி y -ன ரவைட்டு ஆகும்.  கி்்டமட்்டம் 

மறறும் மநர்குதது அச்சு்்ை ரவைட்டும் புள்ளி்ள் ஒரு ம்ாட்டின 
ரவைட்டு்ள் எனப்படும்.  இவைறறிலிருந்து, 

(i) x -அச்சின சமன்பாடு y = 0  எனவும்
(ii) y -அச்சின சமன்பாடு x = 0 எனவும்  ரதளிவைாகிைது .  

்ப்டததிலிருந்து OA என்பது  x -ன ரவைட்டுததுணடு 
மறறும் OB என்பது  y -ன ரவைட்டுததுணடு ஆகும்.

x மறறும் y -ன ரவைட்டுததுணடு்ளின ரவைவமவைறு வை்்்ள்

்ப்டம் 6.17

O A A A A

B B

B B

y

x O

y

x O

y

x O

y

x

x -ரவைட்டுததுணடு-மி்்
y -ரவைட்டுததுணடு –மி்்

x -ரவைட்டுததுணடு-கு்ை
y -ரவைட்டுததுணடு –மி்்

x -ரவைட்டுததுணடு-கு்ை
y -ரவைட்டுததுணடு –கு்ை

x -ரவைட்டுததுணடு-மி்்
y -ரவைட்டுததுணடு –கு்ை
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புள்ளிகள், சாய்வு மறறும் ரவட்டுத் துண்டுகள் ஆகியவைறறின வை்ரய்ை மறறும் விரிவைான 
த்வைல்்்ை அறிந்துள்மைாம். இதத்வைல்்்ைப ்பயன்படுததி ரவைவமவைைான வைடிவைமு்்டய 
மநர்ம்ாட்டின சமன்பாட்்்ட நி்னவு கூறுமவைாம்.

6.3.3 ்நரக்காட்டின் ரவவ்வறு வடிவஙகள் (Different forms of a straight line)
மநர்க்ம்ாட்டின சமன்பாட்்்ட அ்மப்பதறகு இரணடு த்வைல்்ள் ம்பாதுமானதாகும். சாய்வு, 

ரவட்டுத்துண்டுகள் மறறும் புள்ளிகள் இ்வை்ளில் ஏமதனும் இரணடு த்வைல்்்ைக் ர்ாணடு 
்பைவை்்யான மநர்க்ம்ாட்டின சமன்பாடு்ளின வை்்்்ை உருவைாக்் முடியும்.

(i) சாயவு மறறும் ரவைட்டுததுணடு வைடிவைம்
(ii) புள்ளி மறறும் சாயவு வைடிவைம்

(iii) இரு புள்ளி்ள் வைடிவைம்
(iv) ரவைட்டுததுணடு வைடிவைம்
மமலும் கீழ்க்்ண்ட இரணடு சிைபபு வை்்ச் சமன்பாடு்ள்.

(v) ரசஙகுதது வைடிவைம்
(vi) து்ணயைகு வைடிவைம்,  மமலும்

(vii) ர்பாது வைடிவைம்
ஆகிய மநர்க்ம்ாடு்ளின வைடிவைங்்ை இரணடு த்வைல்்்ைப ்பயன்படுததிக் ்ாணைாம்.

(i)  சாய்வு ்மறறும் ரவட்டுத்துண்டு வடிவம் (Slope-Intercept form) 

்ப்டம் 6.18

y = mx + b

b

x

y

விகிதச் சமமான மநரிய சார்பு்்ை y = mx எனை 
வைடிவைததில் எழுதைாம்.  இஙகு m என்பது ம்ாட்டின சாயவு. 
விகிதச் சமமறை மநரிய சார்பு்்ை

   , by mx b 0!= +    (6.5)

எனை வைடிவைததில் எழுதைாம். இந்த வைடிவைம் ர்ாண்ட 
சமன்பாடு ஒரு மநர்க்ம்ாட்டின சாயவு– ரவைட்டுததுணடு வைடிவைம் 
ஆகும். ஏரனனில், இஙகுச் சாயவு m மறறும் y ரவைட்டுததுணடு b ஆகும்.

குறிபபுப (i) b = 0 மறறும் m 0!  எனும்ம்பாது மநர்க்ம்ாடு ஆதிபபுள்ளி வைழிமய ரசல்கிைது.  மமலும் 
அதன சமன்பாடு  y = mx

 (ii) b = 0 மறறும் m = 0 எனில் இந்த வை்் மநர்க்ம்ாடு்ள் x -அச்சு்டன ஒனறியிருக்கும்.  
மமலும் அதன சமன்பாடு y = 0  

 (iii) b 0! மறறும் m = 0 எனில் இந்த வை்்யான மநர்க்ம்ாடு x -அச்சிக்கு இ்ணயா் 
இருக்கும்.  அதன சமன்பாடு  y = b  ஆகும்.

(ii)  புள்ளி ்மறறும் சாய்வு வடிவம் 

்ப்டம் 6.19

y − y1 = m(x − x1)

A(x1, y1)

P(x, y)

x

y
 (Point and Slope form)

m என்பது மநர்ம்ாட்டின சாயவு மறறும் ,A x y1 1^ h  
என்பது ம்ாட்டின மீதுள்ை புள்ளி என்.  இக்ம்ாட்டின 
மீது அ்மந்துள்ை A -ஐ தவிர ஏமதனும் ஒரு புள்ளி ,P x y^ h  
எனில், ,A x y1 1^ h  மறறும் ,P x y^ h  ஆகியவைற்ை 
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இ்ணக்கும் மநர்க்ம்ாட்டின சாயவு 

          m x x
y y

1

1
= -

-

&    ( )y y m x x 1 1- = -    (6.6)

இவவைடிவைத்த புள்ளி - சாயவு வைடிவைம் எனக் கூைைாம்.

குறிபபுப y -அச்சிறகு இ்ணயான ம்ாட்டின சாயவு (m) வை்ரயறுக்்ப்ப்டவில்்ை என்பதால், 
,A x y1 1^ h  வைழிச் ரசல்லும் y -அச்சிறகு இ்ணயான ம்ாட்டின சமன்பாட்்்டப புள்ளி - 

சாயவு அ்மபபின மூைம் ர்பை இயைாது.  இருபபினும் அக்ம்ாட்டின மீதுள்ை அ்னததுப 
புள்ளி்ளில் x ஆயத ரதா்ைவு்ள் x

1
 என்பதால் அக்ம்ாட்டின சமன்பாடு x = x

1
  ஆகும்.

(iii)   இரு புள்ளிகள் வடிவம் (Two-points form) 

்ப்டம் 6.20

(x
1
, y

1
)

y − y
1

y
2
 − y

1

(x
2
, y

2
)

O x

y

x − x
1

x
2
 − x

1
=

,x y1 1^ h  மறறும் ( ,x y2 2 ) இவவிரு புள்ளி்்ை 
இ்ணக்கும் ம்ாட்டின சமன்பாட்டின

               சாயவு  m = 
(

( )

x x

y y

 )2 1

2 1

-

-
 ஆகும்

புள்ளி- சாயவு வைடிவைம் ்பயன்படுததி  

               ( )y y x x
y y

x x  1
2 1

2 1

1- = -
-

-

 என எழுதைாம். இஙகு x x2 1!  மறறும் 
மமற்ண்ட சமன்பாட்்்ட

           y y
y y

x x
x x

2 1

1

2 1

1

-
-

= -
-

 (6.7)

எனவும் எழுதைாம். இது இரு புள்ளி்ள் வைடிவை மநர்க்ம்ாட்டின சமன்பா்டாகும். இரு புள்ளி்ள் 
வைடிவை மநர்க்ம்ாட்டின சமன்பாட்்்ட கீழ்க்்ாணுமாறு அணிக்ம்ா்வை வைடிவைததிலும் குறிபபி்டைாம்.

  
x x
x x

y y
y y 01

2 1

1

2 1

-
-

-
- =

(iv)  ரவட்டுத்துண்டு வடிவம் (Intercept Form)  

்ப்டம் 6.21

b

aO

B

A

y

x

x
a

y
b +  = 1

ஒரு ம்ாடு x  மறறும் y -அச்சு்ளில் ஏற்படுததும் ரவைட்டு துணடு்ள் ரதரியும் எனில், அதன 
சமன்பாட்்்ட இஙகுக் ்ாணைாம்.   x -ன ரவைட்டுத துணடு OA = a மறறும் y -ன ரவைட்டுததுணடு OB 
= b என். இஙகு, a, b என்பன பூச்சியமறை மதிபபு்ள் ஆகும்.  ,A a 0^ h  மறறும் ,B b0^ h  எனை 
இவவிரு புள்ளி்ள் வைழிமய ரசல்ைக்கூடிய மநர்க்ம்ாட்டின சமன்பாடு,  

    x
b
y

a
a

0
0

0-
-

= -
-

    a
x

b
y

1+ =    (6.8)

மமற்ண்ட மநர்க்ம்ாட்டின சமன்பாடு ரவைட்டுததுணடு 
வைடிவைம் ஆகும்.

ஒரு மநர்க்ம்ாடு ஆதிபபுள்ளி வைழியா்மவைா, கி்்டமட்்டக் 
ம்ா்டா்மவைா, நி்ைக்குததுக் ம்ா்டா்மவைா அல்ைது a, b இவைறறில் ஏமதனும் ஒனறு பூஜ்ஜியமா் 
இருபபின இந்த வைடிவைததில் (Intercept form) எழுத முடியாது.  வை்ர்ப்டமா் வை்ரவைதறகு இந்த 
வைடிவைததில் சமன்பாடு்்ை அ்மததால் மி் எளிதா் இருக்கும்.
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(v) ரசஙகுத்து வடிவம் (Normal Form) 

ஒரு மநர்க்ம்ாடு ஆயஅச்சு்்ை ரவைட்டும் புள்ளி்ள் A மறறும் B என். p என்பது ஆதிப 
புள்ளியிலிருந்து AB எனை ம்ாட்டிறகு வை்ரயப்படுள்ை OP எனை ரசஙகுததுதம்ாட்டின நீைம் 
என்.  OP எனை ம்ாடு மி்் தி்சயில்  அச்சு்டன ஏற்படுததும் ம்ாணம் a  என். 

ரசஙம்ாண  OPAD -ல்,  cosOA
OP

a=  மறறும் 

x cos    + y sin    = pαα

y

x

P

AO

p

B

α

்ப்டம் 6.22

ரசஙம்ாண OPBD -ல்,  cos sinOB
OP

2
r
a a= - =` j

&    cos
OA p
1 a=  மறறும் sin

OB p
1 a=

மமற்ண்ட மதிபபு்்ை ரவைட்டுததுணடு வைடிவைததில், 
்பயன்படுதத

   OA
x

OB
y

+  = 1

  cos sin
p

x
p

ya a
+  = 1

&          cos sinx y pa a+ =   (6.9)

என்பது மநர்ம்ாட்டின ரசஙகுதது வைடிவைமாகும்.

ஒரு மநர்ம்ாட்டின எல்ைா நி்ையிலும் p ஆனது மி்் ஆகும். மறறும் a  என்பது  
x -அச்சுக்கு மி்் தி்சயில் (Anti clockwise-்டி்ார எதிர் தி்ச) மதிபபி்டப்படுகிைது எனில் எல்ைா 
வை்்்ளிலும் உள்ை ம்ாடு்ள் ரசஙகுதது வைடிவைததில் அ்மக்்ைாம்.  இவைற்ை கீழ்க்்ண்ட 
்ப்டததில் ்ாணைாம்.

்ப்டம் 6.23

y

x

P

A O

p

B

α

y

x

P

AO

p

B

α

y

x

P

A O
p

B

α
y

x

P

AO
p

B

α

(vi)  துடணய்லகு வடிவம் (Parametric Form)

மநர்க்ம்ாட்டின து்ணயைகு சமன்பாட்டின வைடிவைமானது 

்ப்டம் 6.24

Q(
x 1

,�y 1
) P(
x, 

y)

N M

R

x

y

x � x
1

y � y
1

r

�

�

x ar x1= +   மறறும்  y br y1= + . இஙகு a மறறும் b 
என்பன மாறிலி்ள் மறறும் r என்பது து்ணயைகு ஆகும்.

  a
x x

b
y y

r1 1-
=

-
= ,  ,a b0 0! !^ h

ஒரு மநர்க்ம்ாடு ,Q x y1 1^ h  எனை புள்ளி வைழிமய 
ரசல்வைதா் எடுததுக்ம்ாள்மவைாம். இக்ம்ா்டானது  
x -அச்சு்டன ஏற்படுததும் ம்ாணம் iஎன்.

புள்ளி Q -ல் இருந்து r ரதா்ைவில் இக்ம்ாட்டின மீதுள்ை புள்ளி P(x, y) என்.
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P மறறும் Q எனை புள்ளி்ளிலிருந்து x -அச்சுக்கு வை்ரயப்படும் நி்ைக்குததுக் ம்ாடு்ள் 
மு்ைமய QN மறறும் PM ஆகும் மறறும்  QR PM= .

ரசஙம்ாண QRPD -ல்,

                  cos cosx x QR PQ r1 i i- = = =

எனமவை,    
cos
x x

r1

i

-
=     (6.10)

இ்தபம்பானறு, sin siny y RP QP r1 i i- = = =

&      
sin
y y

r1

i

-
=     (6.11)

சமன்பாடு்ள் (6.10) மறறும் (6.11) -லிருந்து

     
cos sin
x x y y

r1 1

i i

-
=

-
=     (6.12)

இஙகு, து்ணயைகு r என்பது ஒரு ம்ாட்டின மீது அ்மந்துள்ை ,x y1 1^ h   மறறும் ,x y^ h  
எனை புள்ளி்ளுக்கு இ்்டப்பட்்ட தூரம் ஆகும்.  மமற்ண்ட வைடிவைததி்னக் ம்ாட்டின சமச்சீர் 
வைடிவைம் அல்ைது து்ணயைகு வைடிவைம் என அ்ைக்்ைாம். 

குறிபபுப ஒரு மநர்க்ம்ாட்டின மீது உள்ை எந்த ஒரு புள்ளி்யயும் ( cos , sin )x r y r  1 1i i+ +  என 
எழுதைாம், இபபுள்ளியின ஆயதரதா்ைவு்ள் து்ணயைகு r -ஐ சார்ந்து இருக்கும் 
என்பதால் cos , sinx x r y y r1 1i i= + = +  எனை சமன்பாடு்ள் மநர்க்ம்ாட்டின 
து்ணயைகு சமன்பாடு எனப்படும்.  r -ஐ மி்்யா்க் ர்ாண்ட புள்ளி்ள் மறறும் r -ஐ 
கு்ையா்க் ர்ாண்ட புள்ளி்ள் மு்ைமய ம்ாட்டின மீது ர்ாடுக்்ப்பட்்ட புள்ளிக்கு 
ரவைவமவைறு ்பக்்ங்ளில் மநர்க்ம்ாட்டினமமல் அ்மயும்.

(vii) ர்பாது வைடிவைம் (General form)
a, b மறறும் c ஆகிய்வை பூஜ்ஜியமறை்வை எனில், ஒரு மநர்க்ம்ாட்டின ர்பாது வைடிவைச் 

சமன்பாடு 

    ax by c 0+ + =  ஆகும்.

ர்ாடுக்்ப்பட்்ட த்வைல்்ள் அடிப்ப்்டயில் மநர்க்ம்ாட்டின சமன்பாடு வை்்்ள்

வ. 
எண் ரகாடுககபெட்ெ ைகவல்கள் ்நரக்காட்டின் ச்மன்ொடு

(i) சாயவு (m) மறறும் y ரவைட்டுததுணடு (b) y mx b= +

(ii) சாயவு (m) மறறும் புள்ளி (x y,  )
1 1

 ( )y y m x x  1 1- = -

(iii) இரணடு புள்ளி்ள் (x y,  )
1 1

 மறறும் ,(x y )2 2 y y
y y

x x
x x

2

1

2 1

1

1-
-

= -
-

(iv)
x -ரவைட்டுததுணடு (a)

y -ரவைட்டுததுணடு (b) a
x

b
y

1+ =

(v)
ரசஙகுதது நீைம் (p) 

ம்ாணம் (α) cos sinx y pa a+ =

(vi) து்ணயைகு வைடிவைம் : து்ணயைகு (r)
cos sin

x x y y
r

    1 1

i i

-
=

-
=

(vii) ர்பாது வைடிவைம் ax by c 0+ + =
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இரணடு மாைக்கூடிய ்ணியங்ள் (quantities), ஒவரவைான்ையும் மாறி்ைா்க் (variable) 
குறிபபி்டைாம்.  ஒரு மாறி்யப ர்பாறுதது மறரைாரு மாறி மாறும் வீதமானது, ஒரு மாறிலி எனில் 
அதரதா்டர்பு ஒரு மநரிய ரதா்டர்்பாகும்.

மநரிய (Linear) சமன்பாட்டில் ஒரு மாறி சார்்பறை மாறியா்வும், மறரைாரு மாறிச் சார்பு 
மாறியா்வும் இருக்கும்.  ர்பாதுவைா் சார்்பறை மாறி (Independent Variable) கி்்ட அச்சிலும் 
(x-அச்சு) மறறும் சார்பு மாறி்்ை ரசஙகுதது அச்சிலும் (y-அச்சு) குறிக்்ப்படும்.  அதாவைது  x-ன 
மதிபபு எபம்பாதும் சார்்பறைதா்வும், y -ன மதிபபு x -ன மதிப்்பச் சார்ந்ததா்வும் இருக்கும்.

இரு அச்சு்ளின அைவுத திட்்டங்ள் (Scale) ஒனைா் இருக்்த மத்வையில்்ை.  ்பை 
ந்்டமு்ை ்ணக்கு்ளில் ரவைவமவைறு அைவு்ள்  x  மறறும் y  எனை மாறி்ைால் குறிபபி்டப 
்படுகினைன. 

எடுததுக்்ாட்்டா், x என்பது விற்ப்ன ரசயயப்பட்்ட ்்பம்பசி்ளின எணணிக்்் 
(Mobile phones) மறறும் y என்பது விற்ப்னயால் கி்்டக்கும் ரமாதத வைருமானம் எனக் 
ர்ாள்ைைாம்.  ரவைவமவைறு ்ணியங்ள் ரவைவமவைறு அைவு திட்்டங்ளில் குறிபபி்டப்படுகினைன. 
எனினும் இரு்பரிமாண ஆய அச்சு்ளின அ்மபபில் இரு அைவு திட்்டமும் பூச்சியமாகும்ம்பாது 
ஆதியில் சந்திக்கினைன.

மநர்க்ம்ாடு்்ைப ்பயன்படுததித தீர்வு ்ாணும்ம்பாது ர்ாடுக்்ப்பட்்ட த்வைல்்ள் 
அடிப்ப்்டயில் ர்பாருததமான வைடிவைத்த மமற்ண்ட அட்்டவை்ணயிலிருந்து சமன்பாடு்்ை 
மதர்ந்ரதடுக்் மவைணடும்.

எடுத்துககாட்டு 6.்  (5, 7) மறறும் (7, 5) எனை புள்ளி்ள் வைழிமய ரசல்ைக்கூடிய மநர்க்ம்ாட்டின 
சாய்வைக் ்ாண்.  மமலும்  x-அச்சு்டன ஏற்படுததும் சாயவுக் ம்ாணத்தக் ்ாண்.

தீரவு
,x y1 1^ h  மறறும் ,x y2 2^ h  என்பன மு்ைமய (5, 7) மறறும் (7, 5) என். 

்ப்டம் 6.25

(5, 7)

(7, 5)

3π

O

y

x
4

i  என்பது  x -அச்சு்டன ஏற்படுததும் சாயவுக் ம்ாணம் என்.

ம்ாட்டின சாயவு  m = x x
y y

7 5
5 7 1

2 1

2 1
-
-

= -
- =-

மமலும்,   m = tani

    tan 1 4
3

&i i
r= - =  அல்ைது  135c

சாயவு மறறும் சாயவு ம்ாணம் மு்ைமய,

     m = -1 மறறும்  4
3

i
r=    

எடுத்துககாட்டு 6.்  ஒரு மநர்க்ம்ாடு x-அச்சு்டன ஏற்படுததும் ம்ாணம் 150c  மறறும் y -அச்்சக் 
கு்ை தி்சயில் 5 அைகு ரதா்ைவில் ரவைட்டுகிைது எனில், மநர்க்ம்ாட்டின சமன்பாட்்்டக் 
்ாண்.

தீரவு
ர்ாடுக்்ப்பட்்ட y -ன கு்ை ரவைட்டுததுணடு = 5,   

                                           அதாவைது            b = -5
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ம்ாணம் i  = 150c  

்ப்டம் 6.26

150°

−5

O

y

x

சாயவு        m  = tan 150c  = tan (180-30) 

   = –tan 30  = 
3

1-

மநர்க்ம்ாட்டின சாயவு மறறும் ரவைட்டுததுணடு வைடிவைம்:   
       y mx b= +

அதாவைது, y = x
3

1 5- -

  x y3 5 3+ +  = 0

எடுத்துககாட்டு 6.் , , ( , )0 2
3 1 1- -a k  மறறும் ,2 2

1-a k  எனை புள்ளி்ள் ஒரு ம்ா்ட்மப புள்ளி்ள் 
என ்ாட்டு்.

தீரவு
A, B மறறும் C எனை புள்ளி்ள் மு்ைமய , , ( , )0 2

3 1 1- -a k  மறறும் ,2 2
1-a k  என்.

  ம்ாட்டின சாயவு m = x x
y y

2 1

2 1

-
-

  AB -ன சாயவு  = 1 0

1 2
3

2
1

-

- +
=

  BC -ன சாயவு =   2 1
2
1 1

2
1

-

- +
=

AB -ன சாயவும், BC -ன சாயவும் சமம்.  எனமவை, ர்ாடுக்்ப்பட்்ட புள்ளி்ள் A, B, C ஒரு 
மநர்க் ம்ாட்டில் அ்மகிைது.

குறிபபுப ஒரு மாறி மறரைாரு மாறி்யப ர்பாறுதது மாறும் வீதம் ஒரு மாறிலி எனில், அத்னச் 
சாயவு எனக் ர்ாள்ைைாம். (எடுததுக்்ாட்டு, மவை்ம், சீரா் அதி்ரிததல் அல்ைது கு்ைதல்...)
வை்ரயறுக்்ப்படும் ஆய அச்சு்்ைப ர்பாறுதது மநர்க்ம்ாட்டின சமன்பாடு அ்மகிைது.  
உண்ம நி்ழ்வு்ளில் ம்ாட்டின சமன்பாடு்ள் ஒனறும்பால் இருக்் மவைணடும் 
என்பதில்்ை.  ஆனால், அதன ்பா்த மறறும் தூரம் ஆகிய்வை ஒதத்வையா் இருக்கும்.

எடுத்துககாட்டு 6.1ட ்பாக் நீரி்ணபபின மீது அ்மக்்ப்பட்டுள்ை ரதா்டர்வைணடிக்்ான ்பாம்்பன 
்்டல் ்பாைம் சுமார் 2065 மீட்்டர் நீைததில் ்ட்்டப்பட்டுள்ைது. இப்பாைம் தீவு ந்ரமான 
இராமமஸவைரத்தயும் இந்திய நிைப்பகுதியில் உள்ை மண்ட்பத்தயும் இ்ணக்கிைது.  
இப்பாைததின மீது ரதா்டர்வைணடி ரசல்வைதறகுச் சிை ் ட்டுப்பாடு்ள் உள்ைன. அதன சீரான மவை்ம் 
12.5 மீ/வி எனத தீர்மானிக்்ப்பட்டுள்ைது.  மண்ட்பததில் உள்ை ்பாைததின துவைக்்ப 
்பகுதியிலிருந்து, 560 மீட்்டர் நீைம் ர்ாண்ட ரதா்டர்வைணடி ந்ரத ரதா்டஙகுகிைது எனில்,

(i) ரதா்டர்வைணடி ரசல்லும் இயக்்ச் சமன்பாட்்்டக் ்ாண்.

(ii) எபம்பாது இராமமஸவைரத தீவில் ரதா்டர்வைணடி இயந்திரமானது நு்ையும்?

(iii) எபம்பாது ரதா்டர்வைணடியின ்்்டசி ர்பட்டி ்பாைததின ரதா்டக்்ப ்பகுதி்யக் 
்்டக்கும்?

(iv) ்பாம்்பன ்்டல் ்பாைத்தத ரதா்டர்வைணடி ்்டந்து ரசல்வைதறகு எடுததுக் ர்ாள்ளும் 
மநரம் எனன?
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தீரவு  

்ப்டம் 6.27

y = 12.5x –560

O x

y

–560

ேநர� �னா�க��

�
ர�

 �
�ட

��

x -அச்சில் மநரத்த வினாடியிலும், 

y -அச்சில் ரதா்ை்வை மீட்்டரிலும் குறிக்கினைது 
என்.

ரதா்டர்வைணடி இயந்திரம் ஆதிபபுள்ளி O-ல் உள்ைது 
என். எனமவை ரதா்டர் வைணடியின நீைம் 560 மீ.  y -அச்சின 
கு்ை ரவைட்டுததுண்டாகும்.

 எனமவை, b = - 560

ரதா்டர்வைணடியின இயக்்ததின சீரான மவை்ம்  
12.5 மீ/வி என்ப்தச் சாயவைா்க் ்ருதைாம்.

  m = 12.5      (மவை்ம்=
ரதா்ைவு

மநரம் )

சாயவு மறறும் ரவைட்டுததுணடு ர்ாடுக்்ப்பட்்டால் மநர்க்ம்ாட்டின சமன்பாடு
  y = mx + b   (6.13)

(i)   m = 12.5  மறறும் b = -560 என்பதால்
 ரதா்டர்வைணடியின இயக்்ச் சமன்பாடு

  y = . x12 5 560-

(ii) ்பாைததின எதிர்பபுை மு்ன்யத ரதா்டர்வைணடியின இயந்திரம் ரதாடும் மநரம்
    y = 2065  மறறும் b  = 0

  2065 = 12.5x

  x = 165.2 வினாடி்ள்
(iii) ரதா்டர்வைணடியின ்்்டசி ர்பட்டியானது ்பாைததின ரதா்டக்் மு்ன்ய 

அ்்டயும்ம்பாது 

  y = 0 &  0 = 12.5x – 560

   எடுததுக்ர்ாள்ளும் மநரம், x  = 44.8 வினாடி்ள்
(iv) ரதா்டர்வைணடி ்பாம்்பன ்பாைத்தக் ்்டந்து ரசல்வைதற்ா் எடுததுக்ர்ாண்ட மநரம்
     y = 2065 &  2065 = 12.5x – 560

      x = 210 வினாடி்ள்

குறிபபுப ரதா்டர்வைணடியின முடிவுப புள்ளி ஆதியில் இருப்பதா்வும் ர்ாணடு மநர்க்ம்ாட்டின 
சமன்பாட்்்டக் ்ாண். அது மமமை உள்ை சமன்பா்டா் இருக்்ாது. ஆனால், ரதா்டர்வைணடி 
ரசல்லும் ்பா்த, தூரம், மநரம் ம்பானை்வை ஒனைா் இருக்கும். (முயறசி ரசய்)

எடுத்துககாட்டு 6.11  y -அச்சின ரவைட்டுததுணடு 7 மறறும் மநர்ம்ாட்டிறகும் y -அச்சுக்கும் 
இ்்டப்பட்்ட ம்ாணம் 30cஎனில், மநர்க்ம்ாடு்ளின சமன்பாடு்்ைக் ்ாண்.
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தீரவு

y -அச்சு்டன ம்ாணம்  30cஏற்படுததும் ம்ாடு்ள் இரணடு உள்ைன.

்ப்டததிலிருந்து  அக்ம்ாடு்ள்  x -அச்சு்டன  60c   மறறும்  120c  ஆகிய  ம்ாணங்்ை 
ஏற்படுததுகினைன எனத ரதளிவைாகிைது.

  m
1
 = tan 60c  = 3   மறறும்  

்ப்டம் 6.28

O
C

A

B

7

60°

30°

30°

120°

x

y

  m
2
 = tan120c  = tan(180c– 60c )                                                                                                  

    = –tan 60c  = – 3  

  m
1 

= 3  ,    m
2
 = – 3  மறறும் b = 7

மத்வையான மநர்க்ம்ாடு்ளின சமன்பாடு்ள்

  y = m
1
x + b  மறறும் y = m

2 
x + b

  y = 3 x + 7  மறறும் y = – 3 x + 7

குறிபபுப இரணடு புள்ளி்ள் ர்ாடுக்்ப்பட்்டால், இருபுள்ளி வைடிவைம் அல்ைது புள்ளி-சாயவு வைடிவை  
சமன்பாட்்்டப ்பயன்படுததைாம். இரணடு ரவைட்டுததுணடு்ள் ர்ாடுக்்ப்பட்்டால் 
ரவைட்டுததுணடு வைடிவைத்தமயா அல்ைது இருபுள்ளி வைடிவைத்தமயா ்பயன்படுததி 
மநர்க்ம்ாடு்ளின சமன்பாடு்்ை அ்மக்்ைாம்.

கீழ்க்்ண்ட எடுததுக்்ாட்டு இயல் 5-ல்,ரதா்டர்மு்ையும் ரதா்டரும் ்ருத்தப ்பயன்படுததி 
தீர்வு ்ாணப்பட்டுள்ைது. இருபபினும் இமத எடுததுக்்ாட்டுக் ்ணக்்் மநர்க்ம்ாடு்ளின 
்ருத்தப ்பயன்படுததி இஙகு தீர்வு ்ாணைாம்.

எடுத்துககாட்டு 6.12  ஒரு கூட்டுதரதா்டர் மு்ையில் (A.P.) 7 ஆவைது உறுபபு 30 மறறும் 10 ஆவைது 
உறுபபு 21 எனில்,

(i) A.P.-ல் முதல் மூனறு உறுபபு்்ைக் ்ாண்.

(ii) எபம்பாது கூட்டுதரதா்டரின உறுபபு பூச்சியமாகும்.

(iii) மநர்ம்ாட்டின சாயவுக்கும் கூட்டுதரதா்டரின ர்பாது விததியாசததிறகும் உள்ை 
ரதா்டர்பு ஆகியவைற்ைக் ்ண்.

தீரவு
ஒரு கூட்டுத ரதா்டர் மு்ையானது ஒரு மநரிய சார்பு ஆகும்.  x என்பது உறுபபு்ளின 

எணணிக்்் மறறும் y என்பது அந்த உறுபபின மதிபபு என்.

,x y1 1^ h  மறறும் ,x y2 2^ h  மு்ைமய (7, 30)  மறறும்  (10, 21) என்.

 – –( )y y m x x1 1=  எனை சமன்பாட்டிலிருந்து

   y – y
1
 = ( )x x

y y
x x  

2 1

2 1

1-
-

-a k

  y – 30  = ( )x10 7
21 30 7-

- -a k
   y = – 3x + 51    (6.14)
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(i)  x = 1, 2 மறறும் 3 எனச் சமன்பாடு (6.14) -ல் பிரதியி்ட A.P. -ன முதல் மூனறு 
உறுபபு்ள் மு்ைமய 48, 45 மறறும் 42 ஆகும்.

(ii)  y = 0 எனச் சமன்பாடு (6.14) -ல் பிரதியி்ட
        x x0 3 51 17&=- + =

 அதாவைது,  கூட்டுதரதா்டர் மு்ையில் ்பதிமனைாவைது உறுபபு பூச்சியமாகும்.

(iii)  இந்மநர்ம்ாட்டின சாயவு -3, கூட்டுத ரதா்டரின ர்பாது விததியாசததிறகுச் சமம் 
என்பது ரதளிவைாகியது.(கூட்டுதரதா்டரின ர்பாது விததியாசமும், அதன ம்ாட்டின 
சாயவும் ஒனமை என நிரூபிக்் முயறசிக்்வும்).

எடுத்துககாட்டு 6.13 ஒரு குறிபபிட்்ட வை்் குறுந்த்டு ஒனறின வி்ை `8 ஆ் இருக்கும் ம்பாது 
22,000 குறுந்த்டு்்ை வைாடிக்்்யாைர்்ள் வைாஙகுவைார்்ள்.  ஒரு குறுந்த்ட்டின வி்ை `30 
அல்ைது அதறகு மமல் வி்ை ர்ாடுதது வைாங் மாட்்டார்்ள்.  அமத சமயததில் ஒரு குறுந்த்ட்டின 
வி்ை `6 அல்ைது அதறகு கு்ைவைா் இருக்கும் ம்பாது உற்பததியாைர் விற்ப்ன ரசயய 
மாட்்டார். இருபபினும்,  குறுந்த்டு ஒனறின வி்ை `14 ஆ் இருக்கும் ம்பாது உற்பததியாைரால் 
24,000 குறுந்த்டு்்ை வைைங் இயலும்.  மத்வை மறறும் வைைங்ல் அைவு்ள், வி்ைக்கு 
மநர்விகித சமமா் எடுததுக்ர்ாண்டால் பினவைருவைனவைற்ை எவவைாறு ்ாணைாம். 

(i) மத்வைச் சமன்பாடு (Demand Equation)
(ii) வைைங்ல் சமன்பாடு (Supply Equation)

(iii) சந்்தயின சமநி்ையில் குறுந்த்டு்ளின எணணிக்்் மறறும் வி்ை 

(iv) ஒரு குறுந்த்ட்டின வி்ை `10 எனில் மத்வை மறறும் வைைங்ல் அைவு.

தீரவு
x -அச்சானது ஓர் அைகு ஆயிரம் அைகு்ள் ர்ாண்ட குறுந்த்டு்ளின எணணிக்்்்யயும்,  

y -அச்சு ஓர் அைகு ஒரு ரூ்பா்யயும் குறிக்கிைது என்.

(i) மத்வைச் சமன்பாடு (Demand equation) 

( , )x y1 1  மறறும் ( , )x y2 2  எனை புள்ளி்ள் மு்ைமய (22, 8) மறறும் (0, 30) என 
எடுததுக்ர்ாள்மவைாம்.

 இரு புள்ளி வைடிவை மநர்க்ம்ாட்டின சமன்பாட்்்டப ்பயன்படுதத,

்ப்டம் 6.29

yD � �x � 30

O x

y

 x � 6yS � 
1

3

எ���ைக

�
ை

ல
 �

பா
�

�

  
y

30 8
8

-
-

 = x
0 22

22
-
-

 &  y
D

 = x 30- +

(ii) வைைங்ல் சமன்பாடு (Supply function) 

( , )x y1 1  மறறும் ( , )x y2 2 எனை புள்ளி்ள் மு்ைமய 
(0, 6) மறறும் (24,14) என எடுததுக்ர்ாள்மவைாம்.

இரு புள்ளி வைடிவை மநர்க்ம்ாட்டின சமன்பாட்்்டப 
்பயன்படுதத,

  
y

14 6
6

-
-

 = x
24 0

0
-
-

 &  yS  = x3
1 6+
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(iii)  சந்்த சமநி்ையில் மத்வை மறறும் வைைங்ல் சமநி்ை்ய அ்்டயும்.

   அதாவைது, yD  = y
S

  x 30- +  = x3
1 6+

   &  x = 18  மறறும்  y  = 12

சந்்த சமநி்ையில் ஒரு குறுந்த்ட்டின வி்ை `12 மறறும் குறுந்த்டு்ளின 
எணணிக்்் 18,000 ஆ் இருக்கும்.

(iv)   ஒரு குறுந்த்ட்டின வி்ை `10 இருக்கும்ம்பாது
 மத்வை சமன்பாட்டில்,  
  y =  10  y x 30D& =- +

  &  x = 20

 அதாவைது, மத்வையான குறுந்த்டு்ளின எணணிக்்் 20,000 ஆகும்.

 இ்தபம்பால், வைைங்ல் சமன்பாட்டில்,

  y =  10  ,y x3
1 6S& = +

             &  x = 12

 இஙகு, வைைங்ப்படும் குறுந்த்டு்ளின எணணிக்்் 12,000 ஆகும்.

எடுத்துககாட்டு 6.14 ஒரு மநர்க்ம்ாட்டின ஆய அச்சு்ள் சமமா்வும், எதிர்ம்ை குறி்்ையும் 
ர்ாண்ட ரவைட்டுத துணடு்்ை உ்்டய மறறும் (-1, 1) எனை புள்ளி வைழிமய ரசல்ைக்கூடிய 
ம்ாட்டின சமன்பாட்்்டக் ்ாண்.

தீரவு
x -அச்சின ரவைட்டுததுணடு = a மறறும் 

்ப்டம் 6.30

2

−2 O x

y

y -அச்சின ரவைட்டுததுணடு = –a என்.  

எனமவை,  மத்வையான மநர்க்ம்ாட்டின சமன்பாடு

   a
x

a
y

-  = 1

 &  x – y = a

 மமற்ண்ட சமன்பா்டானது (-1, 1) வைழிமய ரசல்வைதால், 

     (–1) – (1) = a &  a  =  – 2

மத்வையான மநர்க்ம்ாட்டின சமன்பாடு,  

  x – y + 2 = 0

எடுத்துககாட்டு 6.1் (9, 4) எனை புள்ளி வைழியா்ச் ரசல்லும் கு்ை சாய்வைக் ர்ாண்ட L எனை 
ஒரு மநர்க்ம்ாடு P மறறும் Q எனை புள்ளியில் மி்் ஆய அச்சு்்ை ரவைட்டுகிைது. L ஆனது 

மாைக்கூடியதாயின OP OQ+  -ன மீச்சிறு மதிப்்பக் ்ாண்.  இஙகு O என்பது ஆதிபபுள்ளி 
ஆகும்.
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தீரவு
L எனை மநர்க்ம்ாட்டின சாயவு m என். மமலும் இக்ம்ா்டானது (9, 4) எனை புள்ளி 

வைழிமய ரசல்கிைது எனில் L -ன சமன்பாடு

  y – 4 = ( )m x 9- .     (m < 0)

P மறறும் Q எனை புள்ளி்ள் மு்ைமய ,m9 4 0-b l  மறறும் (0, 4–9m) ஆகும். 

  OP OQ+  = m m9 4 4 9- + -

   = k k9 4 4 9+ + +   (am  < 0 எனில் ,m k k 02=-   என்) 

   = ( )k k9 4 4 9+ + +b l   (aஎல்ைா உறுபபு்ளும் மி்் ஆகும்)

   = ( ) k k4 9 4 9+ + +b l
   k k13 2 4 9#$ +  (A.M. $  G.M.)

     |OP| + |OQ| ≥ 25

எனமவை,      |OP| + |OQ| -ன மீச்சிறு மதிபபு 25 ஆகும்.

எடுத்துககாட்டு 6.16 ஒரு மநர்க்ம்ாட்டிறகு ஆதியிலிருந்து வை்ரயப்படும் ரசஙகுததின நீைம் 12 
மறறும் x -அச்சு்டன மி்் தி்சயில் ஏற்படுததும் ம்ாணம் 150cஎனில், ம்ாட்டின சமன்பாட்்்டக் 
்ாண்.

தீரவு
இஙகு p = 12 மறறும் ம்ாணம் 150ca =

எனமவை, மத்வையான மநர்க்ம்ாட்டின சமன்பாடு,

   cos sinx ya a+  =  p

அதாவைது,      cos sinx y150 150c c+  =  12

 &  x y3 24- +  =  0 

எடுத்துககாட்டு 6.1் ஒரு ம்ாடு ஆய அச்சு்ளு்டன ஏற்படுததும் முக்ம்ாணததின ்பரபபு 36 சதுர 
அடி மறறும் ஆதியிலிருந்து அக்ம்ாட்டிறகு வை்ரயப்படும் ரசஙகுதது ம்ாடு மி்் x -அச்சு்டன 
ஏற்படுததும் ம்ாணம் 45c  எனில், மநர்க்ம்ாட்டின சமன்பாட்்்டக் ்ாண்.

தீரவு
P என்பது ஆதியிலிருந்து ம்ாட்டிறகு வை்ரயப்படும் ரசஙகுதது ரதா்ைவு என்.

x -அச்சு்டன ரசஙகுததுக் ம்ாடு ஏற்படுததும் ம்ாணம் = 45c

மத்வையான மநர்க்ம்ாட்டின சமன்பாடு

  cos sinx ya a+  = p 

&   cos sinx y45 45c c+  = p

  x + y = p2
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இந்தச் சமன்பாடு ஆய அச்சு்ளு்டன ரவைட்டும் புள்ளி்ள் ,A p2 0^ h  மறறும் ,B p0 2^ h
 DOAB -ன ்பரப்பைவு =  p p2

1 2 2 36# # =

&   p = 6 (இஙகு p ஒரு மி்் எண)

அதாவைது, மத்வையான மநர்க்ம்ாட்டின சமன்பாடு  

  x + y = 6 2

எடுத்துககாட்டு 6.1் ஒரு மநர்க்ம்ா்டானது மி்்  x -அச்சு்டன ஏற்படுததும் ம்ாணம் 60c  
மறறும் (4,7) எனை புள்ளியிலிருந்து 5 2   அைகு்ள் ரதா்ை்வைக் ர்ாண்ட x y 3 0- + =  
எனை ம்ாட்டின வைழிமய ரசல்லும் மநர்க்ம்ாட்டு்ளின சமன்பாட்்்டக் ்ாண்.

தீரவு
x y 3 0- + =  எனை ம்ாட்டின சாயவுக் ம்ாணம் 45c  மறறும் புள்ளி (4,7) ம்ாட்டின மீது 

உள்ைது.

து்ணயைகு வைடிவைததிலிருந்து,

   
cos sin

x x y y    1 1

i i

-
=

-
 = r

மமற்ண்ட சமன்பாட்்்ட இவவைடிவைததில் எழுதைாம்.

   x y4 7    

2
1

2
1

- =
-

 = 5 2!

 (ம்ாட்டினமீது (4,7) - க்கு ரவைவமவைறு ்பக்்ங்ளிலிருந்து தூரம் r 5 2!= )

அதாவைது, x y4 7- = -  = 5!

இதன மூைம், ம்ாட்டின மீது அ்மந்துள்ை (4,7) எனை புள்ளிக்கு ஏமதனும் ஒரு 
்பக்்ததிலிருந்து 5 2 அைகு்ள் தூரததில் உள்ை புள்ளி்ள் ( , )4 5 7 5+ +  மறறும் ( , )4 5 7 5- - .

மத்வையான புள்ளி்ள் (9, 12), (–1, 2) மறறும் சாயவு 

  m = tan 60 3c =

மமற்ண்ட மதிபபு்்ை ்பயன்படுததி சாயவு-புள்ளி வைடிவைததில் எழுத,

     ( )x y3 12 9 3- + -  = 0   மறறும்  

         ( )x y3 2 3- + +  = 0

6.3.4 ஒரு ்நரக்காட்டின் ரொது வடிவத்டை ்மறை வடிவஙகளுககு ்மாறறுைல் (General form to 
other forms)
ஒரு மநர்க்ம்ாட்டின ர்பாது வைடிவைம் Ax By C 0      + + =

இஙகு A, B மறறும் C என்பன ரமய எண்ள் மமலும் இரணடும் ஒமர மநரததில் பூச்சியம் 
ஆ்ாது.  மமற்ண்ட ர்பாது வைடிவைத்த மறை வைடிவைங்ளில் மாறைைாம்.

(i)  சாய்வு ்மறறும் ரவட்டுத்துண்டு வடிவம் (B !  0) (Slope-intercept form)
ர்ாடுக்்ப்பட்்ட சமன்பாட்்்டக் கீழ்க்்ாணுமாறு எழுதைாம்.

–y B
A x B

C–=  &  சாயவு m = B
A-   மறறும் y-ன ரவைட்டுததுணடு = B

C-
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(ii)  ரவட்டுத்துண்டு வடிவம் (Intercept form)
ர்ாடுக்்ப்பட்்ட சமன்பாட்்்டக் கீழ்க்்ண்டவைாறு எழுதைாம்.

   
A
C
x

B
C
y

-
+

-a ak k  = 1

(A, B மறறும் C இ்வை அ்னததும் பூஜ்ஜியமறை ரமயரயண்ள்)

ரவைட்டுததுணடு வைடிவைதது்டன ஒபபிடும் ம்பாது,

x -ன ரவைட்டுததுணடு ( )a A
C = - ,   y -ன ரவைட்டுததுணடு  ( )b B

C  = -

(iii)  ரசஙகுத்து வடிவம் (Normal form)

Ax By C 0      + + =  இஙகு A , B என்பன பூஜ்ஜியமறை மதிபபு்ள்.

மமற்ண்ட சமன்பாட்்்ட cos sinx y pi i+ =  எனை சமன்பாட்டு்டன ஒபபிடும்ம்பாது

             
| |

A B
A x

A B
B y

A B

C      2 2 2 2 2 2
+

- +
+

- =
+

 இவவைாறு ர்பைைாம்.

இஙகு       cos
A B

A
2 2a =
+

- , sin
A B

B 2 2a =
+

-  மறறும் 
| |

p
A B

C
2 2=
+

எடுத்துககாட்டு 6.1் x y3 4 0- + =  எனை ம்ாட்்்ட கீழ்க்்ாணும் சமான வைடிவைததிறகு 
மாறறு்.

(i)  சாயவு மறறும் ரவைட்டுததுணடு வைடிவைம்
(ii)  ரவைட்டுததுணடு வைடிவைம்

(iii)  ரசஙகுதது வைடிவைம்
தீரவு

(i) சாயவு மறறும் ரவைட்டுததுணடு வைடிவைம்
 ர்ாடுக்்ப்பட்்ட சமன்பாடு x y3 4 0- + =

              &  y  = x3 4+   (6.15) -ஐ

        y mx b= +   எனை சமன்பாட்டு்டன ஒபபிடும்ம்பாது

           சாயவு 3=  மறறும்  y -ன ரவைட்டுததுணடு  = 4

(ii)  ரவைட்டுததுணடு வைடிவைம்
  x3 – y + 4 = 0

  x3 – y = – 4

 &  x
y

4
3

4
-

+  = 1

 &  x y
4

3
4-

+a k  =  1   (6.16) -ஐ

                          a
x

b
y

1+ =  எனை சமன்பாட்டு்டன ஒபபிடும் ம்பாது

  x -ன ரவைட்டுததுணடு 
3

4=-  , மறறும் y -ன ரவைட்டுததுணடு = 4
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(iii) ரசஙகுதது வைடிவைம்
   x y3 4- +  = 0

  &  x y3- +^ h  = 4   (6.17) -ஐ

         Ax By C 0      + + =  எனை சமன்பாட்டு்டன ஒபபிடும் ம்பாது

                A = 3–  மறறும்  B = 1   A B 2
2 2

` + =

        சமன்பாடு (6.17) -ஐ  இருபுைமும் 2 ஆல் வைகுக்்

 &        x y2
3

2
1- +  = 2   (6.18) -ஐ

     x cos a  + y sin a  = p இச்சமன்பாட்டு்டன ஒபபிடும் ம்பாது

            cosa  = 2
3-

,  sin a  = 2
1   மறறும் p = 2  என்.

 &          a  = 150c   = 6
5r   மறறும் p = 2

 ரசஙகுதது வைடிவைததின சமன்பாடு 

            cos sinx y6
5

6
5 2r r+ =  ஆகும்.

குறிபபுப ர்ாடுக்்ப்பட்்ட சமன்பாட்்்டத மத்வையான வைடிவைததிறகு மாறை ஒதத ர்ழுக்்ளின 
சமவிகித விதி்யப ்பயன்படுததைாம்.

எடுத்துககாட்டு 6.2ட x y3 4 0 + + =  எனை ம்ாட்்்டச் ரசஙகுதது வைடிவைததிறகு மாறறு்.

தீரவு

மத்வையான வைடிவைம்         x cos a  + y sin a  = p

ர்ாடுக்்ப்பட்்ட சமன்பாடு,   ( )x y3- -  = 4      (a  p என்பது எபம்பாதும் மி்் எண)

இரணடு சமன்பாடு்ளும் ஒமர மநர்க்ம்ாட்்்டக் குறிக்கினைன. எனமவை ஒதத குண்ங்ள் 
சமவிகிதததில் இருக்கும்.

  cos sin p
3 1 4
a a

-
= - =

 cos sin cos sinp
3 1 4 3 1 2

1
2 2

2 2

a a a a

-
= - = =

- + -

+
=^ ^h h

  cos , sin2
3

2
1

a a=
-

= -   மறறும் p 2
4=

        210 7
6ca
r= =   மறறும்  p = 2

ரசஙகுதது வைடிவைததின சமன்பாடு 

 cos sinx y6
7

6
7 2r r+ =  ஆகும்.

குறிபபுப ஒரு வை்ைந்த தைததின மீது இரு புள்ளி்ளுக்கு இ்்டமய மி்ச்சிறு ்பா்த்யக் 
்ாணுதல் ்டினமானது. இருபபினும், உரு்ையின வை்ைந்த தைததின மமற்பரபபில் 
உள்ை ்பா்தயின வை்ைதைத்த சமதைமா் உருமாறறும்ம்பாது நீைம் மாைாது. 
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உள்ளீ்டறை உரு்ையின வை்ைந்த தைததின மமற்பரப்்ப ரவைட்டிச் ரசவவை் வைடிவில் 
தட்்்டயாக்குவைதன மூைம் கீமை ர்ாடுக்்ப்பட்்ட ்ணக்கில் எறும்பு ரசல்லும் ்பா்த்ய 
எளிதா்த தீர்மானிக்் முடியும்.

எடுத்துககாட்டு 6.21 

்ப்டம் 6.31

10 ரசமீ உயரம் மறறும் 24 ரசமீ வைட்்டச் சுறைைவு ர்ாண்ட உள்ளீ்டறை 
உரு்ை வைடிவை ்ைனின அடிப்பா்ததிலிருந்து ரவைளிபபுைமா் 4 ரசமீ உயரததில் ஒரு எறும்பு 
உள்ைது.  அதறகு மநர் எதிர்பபுைம் மமல் ்பகுதியிலிருந்து 3ரசமீ கீமை ்ைனின 
உட்புைமா்த மதன துளி ஒனறு உள்ைது எனில்,  

(i) எறும்பு மதன துளி்ய அ்்டய ந்ர்ந்து ரசல்லும் மி்க் கு்ைந்த 
ரதா்ைவு எவவைைவு? 

(ii) எறும்பு ரசல்லும் ்பா்தயின சமன்பாடு எனன?

(iii) எறும்பு உரு்ைக்குள் எந்த இ்டததில் நு்ைகிைது? 

தீரவு

உள்ளீ்டறை உரு்ை்ய ரவைட்டிச் ரசவவை் வைடிவில் தட்்்டயாக்்ப்பட்டு மமலும் ஒரு 
பிரதி்பலிபபு ரசயயும்ம்பாது எறும்பு ரசல்லும் ்பா்த்ய எளிதா் ்ாண முடியும். ்ப்டததில் 
்ண்டவைாறு, உரு்ையின அடிப்பக்்த்த x -அச்சா்வும், எறும்பு உள்ை ரதா்டக்்பபுள்ளி A 
வைழிமய ரசல்லும் குததுக்ம்ாட்்்ட y -அச்சா்வும் ர்ாள்். இஙகு H என்பது மதனதுளி இருக்கும் 
இ்டம் ஆகும்.  E என்பது எறும்பு உரு்ையின உள்மை நு்ையும் ரதா்டக்் இ்டம்.  ர்ாடுக்்ப்பட்்ட 
்ணக்கின்படி,  

A(0, 4)
10

12

A

E

H

A

H

H(12, 13)

3

்ப்டம் 6.32

 

( , )A x y1 1  மறறும் ( , )H x y2 2  மு்ைமய 
(0, 4) மறறும் (12, 13) என்.

(i) A -க்கும், H -க்கும் இ்்டப்பட்்ட 
மீச்சிறு ரதா்ைவு

 AH  = x x y y2 1
2

2
2

1- + -^ ^h h

     = 12 9 15
2 2
+ =

எறும்்பானது மதன துளி்யச் 
ரசனை்்டய எடுததுக் ர்ாள்ளும் மீச்சிறு தூரம் 15 ரசமீ ஆகும்.

(ii)  AH ்பா்தயின சமன்பாடு,

     
y x

13 4
4

12 0
0

-
-

= -
-   

 &    y = 0.75x + 4  (6.19)

(iii) நு்ைவுப புள்ளி E -ல் y = 10  &   x = 8 

 &    E = (8, 10) ஆகும்.

குறிபபுப ஆதிபபுள்ளி்ய ரவைவமவைறு இ்டங்ளில் அ்மப்பதால் ரவைவமவைறு சமன்பாடு்்ை 
உருவைாக்் முடியும். ஆனால், ்பா்த மறறும் ரதா்ைவு ஒனைா் இருக்கும்.
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 ெயிறசி 6.2
1. கீழ்க்்ாணும் விவைரங்ளுக்கு, (1, 1) எனை புள்ளி வைழிமய ரசல்ைக்கூடிய மநர்க்ம்ாட்டின 

சமன்பாட்்்டக் ்ாண்.

(i) y -ன ரவைட்டுததுணடு (-4)

(ii) சாயவு 3

(iii) (- 2, 3) எனை புள்ளி 

(iv) ஆதிபபுள்ளியிலிருந்து ம்ாட்டிறகு வை்ரயப்படும் ரசஙகுதது ம்ாடு x -அச்சு்டன 
ஏற்படுததும் ம்ாணம் 60c .

2. ஆய அச்சு்ளுக்கு இ்்டமய ஒரு ம்ாட்டுத துணடின ்மயப புள்ளி p(r, c) எனில் அந்த 
மநர்க்ம்ாட்டின சமன்பாடு r

x
c
y

2+ =  எனக் ்ாட்டு்.

3. (1, 5) எனை புள்ளி வைழியா்வும், ஆய அச்சு்்ை 3:10 எனை விகிதததில் பிரிக்்க்கூடிய 
ம்ாட்டின சமன்பாட்்்டக் ்ாண்.

4. ஆதியிலிருந்து ம்ாட்டிறகு இ்்டமய உள்ை ரசஙகுதது ரதா்ைவு p ஆகும். a மறறும் b 
என்பன ஆய அச்சு்ளின ரவைட்டுததுணடின நீைங்ள் எனில், 

   
p a b
1 1 1

2 2 2= +  என நிறுவு்.

5. நீரின இயல்்பான ர்ாதிநி்ை 100cC அல்ைது 212cF மறறும் அதன உ்ைநி்ை 0cC 
அல்ைது 32cF ஆகும். 

(i) ரவைப்பநி்ை C -கும் F-கும் இ்்டமயஉள்ை மநரிய ரதா்டர்பின சமன்பாட்்்டக் 
்ாண்.  மமலும்,

(ii) ரவைப்பநி்ை .98 6cF எனில் C-இன மதிபபு எனன?

(iii) ரவைப்பநி்ை 38cC எனில் F-இன மதிபபு எனன?

6. ஒரு ர்பாருள் P எனை இ்டததிலிருந்து ஒரு இைக்்்த தாக்்ச் சீரான மவை்ததில் 
ஏவைப்படுகிைது. அது இைக்்்த தாக்குவைதறகு 15 வினாடிக்கு முன 1400 மீட்்டர் தூரததிலும் 
மறறும் 18 ஆவைது வினாடியில் 800 மீட்்டர் தூரததிலும் இருக்கிைது எனில்,

(i) இைக்கிறகும் அந்த இ்டததிறகும் இ்்டப்பட்்ட ரதா்ைவு எனன?

(ii) 15ஆவைது வினாடியில் எவவைைவு ரதா்ைவு ்்டந்திருக்கும்?

(iii) இைக்்்த தாக்் எடுததுக் ர்ாள்ளும் மநரம் எவவைைவு?

7. ஒரு ந்ரததில் மக்்ள் ரதா்் 2005 மறறும் 2010 ஆம் ஆணடு்ளில் மு்ைமய 1,35,000 
மறறும் 1,45,000 எனில், 2015 ஆம் ஆணடு மக்்ள் ரதா்்்ய மதாராயமா்க் ்ாண். 
(மக்்ள் ரதா்்யின வைைர்ச்சி ஒரு மாறிலி)

8. ஒரு மநர்க்ம்ாட்டிறகு ஆதியிலிருந்து வை்ரயப்படும் ரசஙகுததுக்ம்ாட்டின நீைம் 12 
அைகு்ள், அச்ரசஙகுததுக்ம்ாடு x -அச்சு்டன ஏற்படுததும் ம்ாணம் 30cஎனில், அந்த 
மநர்க்ம்ாட்டின சமன்பாட்்்டக் ்ாண்.

9. (8, 3) எனை புள்ளி வைழிமய ரசல்ைக்கூடியதும் ஆய அச்சு்ளின ரவைட்டுததுணடு்ளின 
கூடுதல் 1 எனில், மநர்க்ம்ாட்டின சமன்பாட்்்டக் ்ாண்.
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10. (1,3),  (2,1) மறறும் ,2
1 4b l  ஆகிய புள்ளி்ள் ஒரு ம்ா்ட்ம புள்ளி்ள் என

(i) சாயவு மு்ையில்     (ii) மநர்க்ம்ாட்டு மு்ை மறறும்
(iii) மவைறு ஏமதனும் மு்ையில் ்ாணபி.

11. A(1, 2) எனை புள்ளி வைழியா்வும் 12
5  சாய்வைக் ர்ாண்ட மநர்க்ம்ாட்டின மீது, A எனை 

புள்ளியிலிருந்து 13 அைகு்ள் தூரததில் மநர்க்ம்ாட்டின மமலுள்ை புள்ளி்்ைக் ்ாண்.

12. 150 மீட்்டர் நீைமுள்ை ரதா்டர் வைணடி வினாடிக்கு 12.5மீ நி்ையான தி்சமவை்ததில் 
ரசல்கிைது. 

(i) ரதா்டர் வைணடி இயக்்ததின சமன்பாடு எனன?  

(ii) ஒரு ்ம்்பத்தக் ்்டந்து ரசல்ை எடுததுக்ர்ாள்ளும் மநரம் எனன?

(iii) 850 மீட்்டர் நீைம் ர்ாண்ட ்பாைத்தக் ்்டந்து ரசல்ை எடுததுக்ர்ாள்ளும் மநரம் 
எனன?

13. ஒரு அறிவியல் மசாத்னக்்ா், ஒரு சுருள் வை்ை ்ம்பி (Spring), ஒரு ர்ாக்கியில் ்ட்டித 

ரதாங்வி்டப்பட்டுள்ைது.  சுருள் வை்ை ்ம்பியில் ரவைவமவைறு எ்்ட்ள் இ்ணக்் சுருள் 

வை்ை ்ம்பியின நீைம் அட்்டவை்ணயில் உள்ைவைாறு நீளுகிைது எனில்,

எ்்ட(கிகி) 2 4 5 8
நீைம்(ரசமீ) 3 4 4.5 6

(i) வி்ைவு்்ை ்ாட்டும் வை்ர்ப்டம் வை்ர்.

(ii) சுருள் வை்ை ்ம்பியின நீைம் மறறும் எ்்டக்கு உள்ை ரதா்டர்பு்்டய சமன்பாட்்்டக் 
்ாண்.

(iii) சுருள் வை்ை ்ம்பியின உண்மயான நீைத்தக் ்ாண்.

(iv) சுருள் வை்ை ்ம்பி 9 ரசமீ நீைம் அ்்டய மவைணடும் எனில் எவவைைவு எ்்ட இ்ணக்் 
மவைணடும்?

(v) 6 கி.கி. எ்்ட்ய இ்ணக்் சுருள்வை்ைக் ்ம்பியின நீைம் எனன?

14. ஒரு குடும்்பம் 14.2 கிகி எ்்ட ர்ாண்ட ச்மயல் எரிவைாயுவி்ன (LPG) (உரு்ையின 
எ்்டயு்டன 29.5 கிகி)  சீரான மு்ையில் ்பயன்படுததும்ம்பாது 24 –வைது நாளில் ச்மயல் 
எரிவைாயு தீர்ந்துவிடுகிைது. உ்டனடியா் புதிய எரிவைாயு உரு்ை இ்ணக்்ப்படுகிைது.     
(i) உரு்ையிலுள்ை ச்மயல் எரிவைாயுவின அைவிறகும் மறறும் ்பயன்படுததப்பட்்ட 
நாட்்ளுக்கும் உள்ை ரதா்டர்பு்்டய சமன்பாட்்்டக் ் ாண்.   (ii) ச்மயல் எரிவைாயுவி்ன 
முதல் 96 நாட்்ள் ்பயன்படுததுவைதற்ான வை்ர்ப்டம் வை்ர்.

15. 

்ப்டம் 6.33

800×800×720 அைகு்ள் ்பரிமாணம் ர்ாண்ட ்னரசவவை் வைடிவைம் ர்ாண்ட ஒரு 

ம்பரங்ாடியில், ்ப்டததில் ்ண்டவைாறு புள்ளியிட்்ட ்பா்தயில் ந்ரும் 

்படிக்்ட்டு (escalator) அ்மக்்  உதமதசிக்்ப்பட்டுள்ைது எனில்,  

(i) ந்ரும் ்படிக்்ட்டின ரமாதத மீச்சிறு நீைததி்னக் ்ாண்.

(ii) எந்ரதந்த உயரததில் ந்ரும் ்படிக்்ட்்டானது திரும்புகினைது 
எனக் ்ாண்.

(iii) ந்ரும் ்படிக்்ட்டு்ள் திரும்பும் இ்டங்ளில் அதன சாயவு்்ைக் 
்ாண்.
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6.4 இரு ்நரக்காடுகளுககு இடெபெட்ெ ்காணம்  
(Angle between two straight lines)

ஒரு தைததில் இரணடு ம்ாடு்ள் இ்ணயா்மவைா அல்ைது ஒனறிமயா அல்ைது 
ஒன்ைரயானறு ரவைட்டிக்ர்ாள்ளும்்படிமயா அ்மயைாம். இவவிரு ம்ாடு்ள் ரவைட்டிக்ர்ாள்ளும் 
புள்ளியில் இரு ம்ாணங்ள் உருவைாகுகிைது. அதில் ஒனறு  குறுஙம்ாணம் (acute angle) 
மறரைானறு விரிம்ாணம் (obtuse angle) அல்ைது இரணடும் சமம்ாணங்ைா் இருக்்ைாம். 

இவவிரு ம்ாணங்ளும் மி்் நிரபபுக் ம்ாணங்ைா் (ம்ாணங்ளின கூடுதல்180c ) 
இருக்கும். மமலும், வை்ரய்ையின்படி இரணடு ம்ாடு்ளுக்கு இ்்டப்பட்்ட ம்ாணம் என்பது 
குறுஙம்ாணத்த மட்டுமம குறிக்கும். y

x

1θ

φ

2θ

O

்ப்டம் 6.34

y m x c1 1= +  மறறும் y m x c2 2= +  என்பன இரு 
மநர்க்ம்ாடு்ளின சமன்பாடு்ள் என். 

1i  மறறும் 2i  என்பன  x -அச்சு்டன ஏற்படுததும் ம்ாணங்ள் 
எனில்,  tanm1 1i=   மறறும்  tanm2 2i= .  

z  என்பது இரு மநர் ம்ாடு்ளுக்கு இ்்டப்பட்்ட ம்ாணம் 
எனில், 

2 1z i i= -  &  tanz  = tan 2 1i i-^ h
   &  tanz  = m m

m m
1 2 1

2 1

+
-

  z  = tan m m
m m

1
1

2 1

2 1

+
--

குறிபபுப (i) m m
m m

1 2 1

2 1

+
-

 -ன மதிபபு மி்் (positive) எனில்,  z  என்பது ஒரு குறுஙம்ாணம் ஆகும்.

  (ii) m m
m m

1 2 1

2 1

+
-

 -ன மதிபபு கு்ை (negative) எனில், z  என்பது ஒரு விரிம்ாணம் ஆகும்.

ஆ்மவை, குறுஙம்ாணம் z  = tan
 


1 2 1

1 2
1

m m
m m

6.4.1 இடண ்காடுகளுககாை நிெநைடை (Condition for parallel lines)

ஒன்ைரயானறு ரவைட்டிக் ர்ாள்ைாமல், ஒமர தைததில் அ்மயும் இரு மநர்ம்ாடு்ள் 
இ்ணம்ாடு்ைாகும்.

 y m x c1 1= +  மறறும் y m x c2 2= +

எனை ம்ாடு்ள் இ்ண எனில், இக்ம்ாடு்ளுக்கு இ்்டப்பட்்ட ம்ாணம் பூஜ்ஜியம்  
அல்ைது r . 

்ப்டம் 6.35

y

xO

இரணடு ம்ாடு்ளுக்கு இ்்டப்பட்்ட ம்ாணம்  z  = 0 எனில்

&   tanz  = 0

&   m m
m m

1 2 1

2 1

+
-

 = 0   

&                          m m m m0
2 1 2 1

&- = =

இ்ண ம்ாடு்ளின சாயவு்ள் சமம் ஆகும்.
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ரசஙகுதது அல்ைாத (non-vertical) ம்ாடு்ளின சாயவு்ள் சமம் எனில் அக்ம்ாடு்ள் 
இ்ணயாகும். எல்ைா ரசஙகுதது ம்ாடு்ளும் இ்ணம்ாடு்ள் ஆகும்.

a x b y c 01 1 1+ + =  மறறும் a x b y c 02 2 2+ + =  எனை ம்ாடு்ளின ர்பாது வைடிவைம் எனில்,   
இவவிரு ம்ாடு்ள் இ்ணயா் இருப்பதற்ான நி்பந்த்ன 

  a
a

b
b

2

1

2

1=  அல்ைது  a b a b1 2 2 1=

குறிபபுப (i) ax by c 0+ + =  எனை ம்ாட்டிறகு இ்ணயா் உள்ை ம்ாடு்ளின வைடிவைம் ax by k+ =

   (ii) ,x y(  )
1 1

 எனை புள்ளி வைழியா், ax by c 0+ + =  எனை ம்ாட்டிறகு இ்ணயா் உள்ை 
மநர்க்ம்ாட்டின சமன்பாடு ax by ax by1 1+ = + ஆகும்.

6.4.2 ரசஙகுத்துக ்காடுகளுககாை நிெநைடை (Condition for perpendicular lines) 

்ப்டம் 6.36

y

O x
θ1 θ2

y m x c1 1= +  மறறும் y m x c2 2= +  எனை ம்ாடு்ள் 
ரசஙகுதது எனில், இவவிரு ம்ாடு்ளுக்கு இ்்டப்பட்்ட ம்ாணம் 

90c  அல்ைது 2
r .

z  என்பது இரணடு ம்ாடு்ளுக்கு இ்்டப்பட்்ட ம்ாணம் 
எனில்,

  tanz  = m m
m m

1 2 1

2 1

+
-

                      cot m m
m m1

2 1

2 1& z = -
+

  cot 2
r  = m m

m m1

2 1

2 1

-
+

 m m1 01 2& + =

&   m
1 
m

2
 = –1

மமலும், a x b y c 01 1 1+ + =  மறறும் a x b y c 02 2 2+ + =  ம்ாடு்ளின ர்பாது வைடிவைம் எனில், 

இவவிரு ம்ாடு்ள் ரசஙகுததா் அ்மவைதற்ான நி்பந்த்ன 

               a a b b 01 2 1 2+ =

குறிபபுப (i)  ax by c 0+ + =  எனை ம்ாட்டிறகுச் ரசஙகுததுக் ம்ாட்டின வைடிவைம்  bx ay k- =

   (ii) ,x y1 1^ h  எனை புள்ளி வைழியா்வும் ax by c 0+ + =  எனை ம்ாட்டிறகுச் ரசஙகுததா்வும் 
உ்்டய மநர்க்ம்ாட்டின சமன்பாடு, bx ay bx ay1 1- = -   ஆகும்.

்காட்டின் வடிவம் இடணயாக 
இருபெைறகாை நிெநைடை

ரசஙகுத்ைாக 
இருபெைறகாை நிெநைடை

y m x c1 1= +  மறறும்
y m x c2 2= + m m2 1= m m 11 2 =-

a x b y c 01 1 1+ + =  மறறும்
a x b y c 02 2 2+ + = a

a
b
b

2

1

2

1=  (அ) a b a b1 2 2 1= a a b b 01 2 1 2+ =
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முககியக குறிபபு
m m 11 2 = -  எனில், இரு ம்ாடு்ள் ரசஙகுததாகும்.  ஆனால் இதன மறுத்ை ரமயயா்ாது.  

ஏரனனில், ஆய அச்சு்ளுக்கு இ்ணயான ம்ாடு்ள் ஒனறுக்ர்ானறு ரசஙகுததான்வை, 
எனினும் m m 11 2 = -  -ஐ ்பயன்படுதத இயைாது.

6.4.3 ஒரு ்நரக்காட்டெப ரொறுத்து ஒரு புள்ளியின் நிட்ல  (Position of a point with respect to 
a straight line)

( )ax by c c0 0!+ + =  எனை எந்த ஒரு ம்ாடும் ஒரு தைத்த இரணடு ்பகுதி்ைா்ப 
பிரிக்கிைது. 

(i) ஒரு ்பகுதி ஆதி்ய உள்ை்டக்கியதா் இருபபின அத்ன ஒரு ம்ாட்டின ஆதிப்பக்்ம் 
எனறும்

(ii) மறை்வை ஆதி்ய உள்ை்டக்கியது அல்ை எனில் அப்பகுதி்ய ஆதி அல்ைாத ்பக்்ம் 
எனறும் அ்ைக்்ைாம்.

ஒரு புள்ளி ,P x y1 1^ h  ஆனது , ( ),ax by c c0 0!+ + =  எனை ம்ாட்டிறகு  ஆதிப்பக்்மா்மவைா 
அல்ைது ஆதி அல்ைாத ்பக்்ததிமைா இருந்தால் ax by c1 1+ +  மறறும் c மு்ைமய ஒமர குறி அல்ைது 
எதிர்க்குறிக்கு இணங் அ்மயும்.

c > 0 எனில், ,P x y1 1^ h  எனை புள்ளி ax by c 0+ + =  எனை ம்ாட்டிறகு ஆதிப்பக்்ததின மீது 
அல்ைது ஆதி அல்ைாத ்பக்்ததில் அ்மயும் எனில், ax by c1 1+ +  என்பன மு்ைமய ஒரு மி்் 
அல்ைது கு்ை ஆ் அ்மயும்.

குறிபபுப a x b y c 01 1 1+ + =  மறறும் a x b y c 02 2 2+ + =   எனை சமன்பாடு்ளில் c
1
 > 0 மறறும் c

2
 > 0 

என மாறறி அ்மததபின,

(i) a a b b 01 2 1 2 1+  எனில், இக்ம்ாடு்ளுக்கு இ்்டப்பட்்ட ம்ாணம் குறுஙம்ாணம் 
ஆகும்.

(ii) a a b b 01 2 1 2 2+  எனில் இ்வை்ளுக்கு இ்்டப்பட்்ட ம்ாணம் ஒரு விரிம்ாணம் ஆகும்.

6.4.4 ரைாட்லவு வாய்பொடுகள் (Distance Formulae)

கீழ்க்ர்ாடுக்்ப்பட்டுள்ை 

(i)  இரணடு புள்ளி்ளுக்கு
(ii)  ஒரு புள்ளியிலிருந்து ஒரு மநர்க்ம்ாட்டிறகு

(iii)  இரு இ்ண ம்ாடு்ளுக்கு
இ்்டப்பட்்ட ரதா்ைவு்்ைக் ்ாணச் சூததிரத்த (வைாயப்பாடு்்ை)  உருவைாக்்ைாம்.

(i) ,x y1 1^ h  மறறும் (x
2 
, y

2
)  இவவிரு புள்ளி்ளுக்கு இ்்டப்பட்்ட ரதா்ைவு

          D x x y y2 1
2

2 1
2= - + -^ ^h h  (முந்்த வைகுபபு்ளில் நிரூபிக்்ப்பட்்டது)

(ii) ,P x y1 1^ h  எனை புள்ளியிலிருந்து ax by c 0+ + =  எனை ம்ாட்டிறகு இ்்டமயயான 

ரதா்ைவு 
ax by c

a b
2 2

1 1

+

+ +
.   

நிரூெணம்

AB என்பது ர்ாடுக்்ப்பட்்ட ம்ாடு ax by c 0+ + =  என்.   (6.20)
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்ப்டம் 6.37

A

B

C

D

P�x
1
, y

1
�

M

R

α
O

Q

x

y

ர்ாடுக்்ப்பட்்ட புள்ளி ,P x y1 1^ h  வைழியா் AB எனை ம்ாட்டிறகு இ்ணயா் CD எனை 
ம்ாட்்்ட வை்ர்.  புள்ளி ,P x y1 1^ h  -லிருந்து AB-க்கு 
ரசஙகுததுக் ம்ாடு வை்ர்.  அக்ம்ாடு AB -ஐ M -ல் சந்திக்கிைது.  
மமலும் ஆதியிலிருந்து AB-க்குச் ரசஙகுததுக் ம்ாடு வை்ர்.  
அது AB -ஐ  R-லும் , CD -ஐ  Q -லும் சந்திக்கிைது. 

  BOR+  = a  என்.

இதன ரசஙகுதது வைடிவைம்

   cos sinx ya a+  = p, (p = OR) (6.21)

சமன்பாடு்ள் (6.20) மறறும் (6.21), ஒமர மநர்ம்ாட்்்ட 
குறிக்கினைன.  எனமவை, ஒதத குண்ங்ள் சமவிகிதததில் 
இருக்கும்.

  cos sin
a b
a a=  = c

p
-     cos sin cos sin

a b c
p

a b
2 2

2 2

&
!

a a a a
= = - =

+

+

cos , sin
a b

a
2 2

!
a a=

+
 = 

a b
b

2 2

!
+

   மறறும்  p
a b

c
 2 2

!=
+

ம்ாடு CD -ன  ரசஙகுதது வைடிவைம்.

      cos sinx ya a+  = pl ,   ( p OQ=l )  

 புள்ளி ,P x y1 1^ h  வைழிமய ரசல்வைதால்  

 &   pl  = cos sinx y1 1a a+  (6.22) 

P எனை புள்ளி, மநர்க்ம்ாடு AB -க்கு ஆதி்ய உள்ை்டக்கிய ்பகுதியிமைா அல்ைது ஆதி்ய 
உள்ை்டக்்ாத ்பகுதியிமைா அ்மயைாம்.  ஆதைால்,

  மத்வையான ரதா்ைவு = PM QR OQ OR= = -

   = p p-l

   = ( )cos sinx y p1 1a a+ -

   = 
a b

ax

a b

by

a b

c

a b

ax by c
2 2

1
2 2

1
2 2 2 2

1 1! ! ! !
+ + +

=
+

+ +

   மத்வையான ரதா்ைவு =  
a b

ax by c
2 2

1 1

+

+ +

(iii) a x b y c 01 1 1+ + =  மறறும் a x b y c 01 1 2+ + =   எனை இரு இ்ண ம்ாடு்ளுக்கு 

இ்்டமய உள்ை ரதா்ைவு,

                       D
a b

c c
2 2

2 1=
+

-

(புள்ளி ,x y1 1^ h  ்பதிைா் ஆதி்யப ்பயன்படுததி முனபு நிரூ்பணம் ரசயயப்பட்்ட 
முடி்வைப ம்பால் இந்தச் சூததிரத்தயும் நிரூபிக்் இயலும்)
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குறிபபுப 

ெயன்ொட்டிறகாை சி்ல முடிவுகள் 
 z P( , )x y1 1  எனை புள்ளியிலிருந்து, ax by c 0+ + =  எனை ம்ாட்டின மீது அ்மயும் 

ரசஙகுததுக் ம்ாட்டின அடிபபுள்ளி Q -ன ஆயத ரதா்ைவு்்ை, (து்ணயைகு 
வைடிவைத்தப ்பயன்படுதத)  

ax+by–c=0

P(x1,y1)

Q

P

 
( )

a
x x

b
y y

a b

ax by c1 1
2 2

1 1-
=

-
= -

+

+ +
 எனக் ்ாணைாம்(6.23)

 z P( , )x y1 1  எனை புள்ளியின ax by c 0+ + =  எனை ம்ாட்்்டப 
ர்பாறுததுப பிம்்பப புள்ளி P -ன ஆயத ரதா்ைவு்்ை,

 
( )

a
x x

b
y y

a b

ax by c21 1
2 2

1 1-
=

-
= -

+

+ +
 -ன மூைமா்வும்  ்ாணைாம் (6.24).

எடுத்துககாட்டு 6.22 x y3 4 7+ =  எனை மநர்க்ம்ாட்டிறகு (1, 2) எனை புள்ளி வைழிமய ரசல்ைக் 
கூடிய இ்ண ம்ாடு மறறும் ரசஙகுதது ம்ாடு்ளின சமன்பாடு்்ைக்  ்ாண்.

தீரவு

x y3 4 7+ =  எனை ம்ாட்டிறகு இ்ணயான ம்ாட்டின சமன்பாடு

                       x y3 4+  = x y3 41 1+

இஙகு  ,x y1 1^ h  என்பது (1, 2)  என்.

 &  x y3 4+  = 3(1) + 4(2)

  x y3 4+  = 11

மமலும்,  x y3 4 7+ =  எனை ம்ாட்டிறகுச் ரசஙகுதது ம்ாட்டின சமன்பாடு

  x y4 3–  = x y4 3–1 1

மமற்ண்ட சமன்பாடு ,x y1 1^ h  = (1 , 2) எனை புள்ளி வைழிமய ரசல்கிைது எனில்

 &  x y4 3–  = 4(1) – 3(2)

  x y4 3–  = – 2 

எனமவை மத்வையான இ்ணம்ாடு மறறும் ரசஙகுதது ம்ாடு்ளின சமன்பாடு்ள் மு்ைமய

  x y3 4+  = 11

  x y4 3–  = – 2  ஆகும்.

எடுத்துககாட்டு 6.23 கீழ்க்்ாண்பவைறறிறகு தீர்வு ்ாண்.

(i) (5,4)  மறறும்  (2,0) எனை புள்ளி்ளுக்கு இ்்டமய உள்ை தூரம்
(ii)  5x + 12y – 3 = 0   எனை ம்ாட்டிறகும்  (1,2) புள்ளிக்கும் இ்்டமய உள்ை தூரம்.

(iii) 3x + 4y = 12  மறறும்  6x + 8y + 1 = 0  இ்்டமய உள்ை தூரம்.

்ப்டம் 6.38
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தீரவு
(i) ,x y1 1^ h  மறறும் ,x y2 2^ h  என்ப்த (5, 4) மறறும் (2, 0) என்.

 புள்ளி்ளுக்கு இ்்டப்பட்்ட தூரம்

  D = x x y y– –2 1
2

2 1
2+^ ^h h

   =  3 4
2 2

+  = 5 

(ii) ax by c 0+ + = எனை ம்ாட்டிறகும்  ,x y1 1^ h   எனை புள்ளிக்கும் இ்்டமய உள்ை 
தூரம்

  D = 
a b

ax by c
2 2

1 1

+

+ +

அதாவைது, x y5 12 3 0+ - =  எனை ம்ாட்டிறகும்  (1 , 2) எனை புள்ளிக்கும் இ்்டமய 
உள்ை தூரம்

  D = 
5 12

5 1 12 2 3
2 2+

+ -] ]g g
 = 2

(iii) a x b y c 01 1 1+ + = மறறும் a x b y c 01 1 2+ + =   இவவிரு ம்ாடு்ளுக்கு இ்்டமய 
உள்ை தூரம்        

  D = 
a b

c c–

1
2

1
2

1 2

+

ர்ாடுக்்ப்பட்்ட சமன்பாடு்்ை x y3 4 12 0–+ =  மறறும்  x y3 4 2
1 0+ + =  என 

எழுதைாம்.

   இஙகு,   , , ,a b c c3 4 12 2
1

1 1 1 2= = =- =

  D = 
a b

c c–

1
2

1
2

1 2

+
 = 

3 4

12 2
1

2 5
25

2 2 #
+

- -
=  = 2.5 அைகு்ள்.

எடுத்துககாட்டு 6.24 ஆதியிலிருந்து x y2 5+ =  எனை ம்ாட்டின மீது மி் அண்மயில் 
அ்மந்துள்ை புள்ளி்யக் ்ாண்.

தீரவு
ஆதியிலிருந்து x y2 5+ =  எனை ம்ாட்டிறகு வை்ரயும் ரசஙகுததுக் ம்ாட்டின அடிபுள்ளிமய 

மத்வையான புள்ளியாகும். ஆதிபபுள்ளி வைழிமய ரசல்லும் ர்ாடுக்்ப்பட்்ட ம்ாட்டிறகு 
ரசஙகுததுக்ம்ாடு   x – 2y = 0.

2x + y = 5 , x – 2y = 0  இக்ம்ாடு்ளின தீர்வு்ள் x = 2,  y = 1 மத்வையான ம்ாட்டின 
மீது,  ஆதிக்கு அரு்்மபபுள்ளி  (2, 1)   ஆகும்.

்மாறறு முடை
          ர்ாடுக்்ப்பட்்ட (6.23)  சூததிரத்தப ்பயன்படுதத,

    
( )

a
x x

b
y y

a b
ax by c    1 1

2 2
1 1-

=
-

=-
+

+ +

              
( ( ) ( ) )x y

2
0

1
0

2 1
2 0 1 0 5    

2 2

- =
-

= -
+

+ -

  &          x y
2 1 1  

= =  &     (2, 1)
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எடுத்துககாட்டு 6.2் 3x + 4y + 2 = 0  மறறும் 5x + 12y – 5 = 0 எனை இரு ம்ாடு்ளுக்கு 

இ்்டப்பட்்ட குறுஙம்ாணததின இருசமரவைட்டியின சமன்பாட்்்டக் ்ாண்.

தீரவு

ர்ாடுக்்ப்பட்்ட சமன்பாடு்ள் 3x + 4y + 2 = 0 மறறும் 5x + 12y – 5 = 0

முதலில்,  இரு சமன்பாடு்ளின மாறிலி்ய மி்்யா் மாறை,

  3x + 4y + 2 = 0  மறறும் -5x -12y +5 = 0 ஆகும்.

இரு ம்ாடு்ளின இரு சமரவைட்டியின சமன்பாடு,

         
x y

3 4

3 4 2
2 2+

+ +
 = 

x y

5 12

5 12 5
2 2

!
+

- - +
  

    (ந்ரும் புள்ளி ம்ாட்டிலிருந்து சமதூரததில் இருக்கும்)

               a a b b1 2 1 2+  = – 15 – 48 < 0, என்பதால்

இரு ம்ாடு்ளுக்கு இ்்டப்பட்்ட குறுஙம்ாணததின இரு சமரவைட்டி்ளின  சமன்பாடு,

        5
x y3 4 2

 
+ +

 = 
y( )x

13
5 12 5

 +
- - +

 &     64 x + 112y + 1 = 0

எடுத்துககாட்டு 6.26 x y 5+ =  எனை ம்ாட்டின மீது அ்மயும் x y4 3 12 0+ - =  எனை 

ம்ாட்டிலிருந்து 2 அைகு்ள் ரதா்ைவில் உள்ை புள்ளி்்ை ்ாண்.

தீரவு

x + y = 5 -ன மீது அ்மந்துள்ை எந்த ஒரு புள்ளியும்  x = t, y = 5- t ஆகும். 

(t, 5 - t) எனை புள்ளியிலிருந்து x y4 3 12 0+ - =  எனை ம்ாட்டுக்கு இ்்டப்பட்்ட ரதா்ைவு 
2 அைகு்ள் எனில்,

எனமவை  
( ) ( )t t

4 3

4 3 5 12

  2 2+

+ - -
 =  2

 &  
t

5
3  +

 =  2

 &                              t 3  + = 10 !    &     t = –13, t = 7

எனமவை மத்வையான புள்ளி்ள் (–13, 18) மறறும் (7, –2)

எடுத்துககாட்டு 6.2்  ஒரு நி்ையான புள்ளி A(6, 8) வைழிமய ரசல்லுகினை மநர்க்ம்ாட்டின மமல், 

ஆதியிலிருந்து அக்ம்ாட்டிறகு வை்ரயப்படும் ரசஙகுததுக் ம்ாட்டின அடிபபுள்ளியின 

நியமப்பா்த்யக் ்ாண்.
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தீரவு

( , ) ( , )x y 6 8 1 1 =  மறறும் ஆதியிலிருந்து (O-லிருந்து) அக்ம்ாட்டிறகு வை்ரயப்படும் 

ரசஙகுததுக் ம்ாட்டின அடிபபுள்ளியின நியமப்பா்தயிலுள்ை புள்ளி ( , )P h k  என்.

நி்ையான புள்ளி A(6, 8) -ன வைழிமய, m எனை சாய்வைக் ர்ாண்ட மநர்ம்ாடு்ளின 
சமன்பாடு

   ( ) ( )y y m x x y m x8 61 1 &- = - - = -   (6.25)

ரசஙகுததுக் ம்ாடு OP-ன சாயவு h
k

h
k

0
0

-
- =a k

இஙகு OP என்பது சமன்பாடு (6.25) -க்கு ரசஙகுததா் உள்ைது.

  m h
k# b l  = –1   &   m k

h=-

மமலும்,  ( , )P h k  ஆனது சமன்பாடு (6.25) -ல் அ்மந்துள்ைதால், m k
h=-  -ஐ பிரதியி்ட 

  k–8 = ( )k
h h 6- -

  &   k(k–8) = – h(h–6)  &   h k h k6 8 02 2+ - - =

( , )P h k -ன நியமப்பா்த 

  x y x y6 82 2+ - -  = 0

ஒரு அ்ர வைட்்டததின உள்ை்மக் ம்ாணம், ஒரு ரசஙம்ாணம் எனை உண்ம இதன 
மூைம் அறியைாம்.

6.4.் ்நரக்காடுகளின் ரைாகுபபு (Family of Lines)
ஒரு  குறிபபிட்்ட  நி்பந்த்ன்ய  நி்ைவு ரசயயும்  அல்ைது  பின்பறறும்  எல்ைா 

மநர்க்ம்ாடு்ளும், ஒரு மநர்க்ம்ாட்டின ரதாகுபபு எனப்படும். கீமை ர்ாடுக்்ப்பட்டுள்ை 
எடுததுக்்ாட்டு்ள் மூைம் சிை ம்ாடு்ளின ரதாகுப்்பக் ்ாணைாம்.

இஙகு m, k மறறும் h என்பன மாைததக்் மாறிலி்ள்

x = h

x

y

y = k

x

y

y = mx

x

y

O
O

்ப்டம் 6.39

ax by c 0   + + =  எனை மநர்க்ம்ாட்டின ர்பாது வைடிவைச் சமன்பாட்டில்  a , b மறறும் c  என 
மூனறு மாைததக்் மாறிலி்ள் இருப்பதா்த மதானறுகிைது.  ஆனால் உண்ம அதுவைல்ை.  
சமன்பாட்்்ட  b  ஆல் வைகுக்் (அல்ைது a,  இவைறறில் எது  பூச்சியமறைதா் உள்ைமதா அ்த 
எடுததுக்ர்ாள்்),
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  b
a x y b

c  + +  = 0  இத்ன Ax y C 0    + + =  எனவும் எழுதைாம்.   

இஙகு     .A b
a C b

c
     ,     = =

மமமை ்ண்ட சமன்பாட்்்டச் சாயவு மறறும் ரவைட்டுததுணடு வைடிவில் எழுத இயலும். 

இதிலிருந்து மநர்க்ம்ாட்டின சமன்பாடு இரணடு மாைததக்் மாறிலி்்ை ர்ாணடிருக்கும் 

எனவும், அந்த மாைததக்் மாறிலியின எணணிக்்்்ய மமலும் கு்ைக்் இயைாது எனவும், 

ரதளிவைாகிைது.  ஆ்்யால், எல்ைா மநர்க்ம்ாடு்ளும் இரணடு மாைததக்் மாறிலி்்ை 

ர்ாணடிருக்கும்.  இதன வி்ைவைா் ஒரு மநர்க்ம்ாட்டின சமன்பாட்்்ட தீர்மானிக்் இரணடு 

நி்பந்த்ன்ள் மத்வைப்படுகிைது.

மநர்க்ம்ாட்டின சமன்பாட்டில் ஒரு நி்பந்த்ன்யப பிரதியிடும்ம்பாது இரணடு மாைததக்் 

மாறிலி்ளுக்கு இ்்டமய ஒரு ரதா்டர்பு கி்்டக்கும்.  இபம்பாது ஒரு மாைததக்் மாறிலி மறை 

மாைததக்் மாறிலி்யத தீர்மானிக்கும். எனமவை, ஒரு நி்பந்த்ன்ய நி்ைவு ரசயயும் ம்ாடு்ள் 

ஒரு மாைததக்் மாறிலி்ய ர்பறறிருக்கும்.  அதத்்ய ம்ாடு்ளின ரதாகுபபு ஒறடைத் 
துடணய்லகு ்நரக்காடுகளின் ரைாகுபபு (one parameter family of lines)  எனப்படும்.  மமலும், 

அந்த ரதரியாத மாைததக்் மாறிலியானது து்ணயைகு (Parameter) என அ்ைக்்ப்படுகிைது.

y = mx + b எனை சமன்பாட்்்டப ்பயன்படுததி மநர்க்ம்ாட்டு ரதாகுபபின மூனறு வை்்்்ை 

நாம் இஙகு விவைாதிக்்ைாம். முதல் இரணடு வை்்்ள் ஒற்ைத து்ணயைகு ரதாகுபபு்ைாகும்  

(one parameter family of lines) மறறும் மூனைாவைது வை்் இரணடு து்ணயைகு்ள் ர்ாண்ட 

ரதாகுபபு்ைாகும் (two parameters family of lines). 

(i)  m என்பது மாைததக்் மாறிலி மறறும்  b என்பது ஒரு நி்ையான மாறிலி.

(ii) b என்பது ஒரு மாைததக்் மாறிலி மறறும் m என்பது ஒரு நி்ையான மாறிலி.

(iii) m மறறும் b இவவிரணடும் மாைததக்் மாறிலி்ள்.

6.4.6 ஒரு துடணய்லகுத் ரைாகுபபுகள் (One Parameter families)

(i)  m என்ெது ்மாைத்ைகக ்மாறிலி ்மறறும்  b   என்ெது நிட்லயாை ்மாறிலி என்க. 

y

xO

y = mx +5 

m = −1

m = −2

1

3
m = 

m = 1m = 4

5

்ப்டம் 6.40

y = mx + b  எனை மநர்க்ம்ாடு சமன்பாடு்ளின 
ரதாகுபபில் b = 5 என்.  இஙகு m ரவைவமவைறு ரமய 
மதிபபு்்ை எடுததுக் ர்ாண்டால், 5 அைகு்ள் உ்்டய  
y -அச்சு ரவைட்டுத துண்்டக் ர்ாண்ட ம்ாடு்ளின ரதாகுபபு 
கி்்டக்கினைது. 

எடுததுக்்ாட்்டா் m -ன மதிபபு்ள் , , ,1 2 3
1 1- - மறறும் 

4 என இருக்கும் ம்பாது, மநர்க்ம்ாடு்ளின ரதாகுபபின சிை 
உறுபபு்்ைப (ம்ாடு்்ை) ்ப்டததில் ்ாணைாம். 

எடுத்துககாட்டு 6.2் y = mx + 2 எனை மநர்க்ம்ாட்டுத ரதாகுபபிலுள்ை ம்ாடு்ளும், 2x + 3y = 0   

எனை மநர்க்ம்ாடும் ரவைட்டிக்ர்ாள்ளும் புள்ளியின x -ன ஆயதரதா்ை மறறும் சாயவு m 

ஆகியன  முழு எண்ள் எனில், அந்மநர்க்ம்ாட்டுத ரதாகுபபில் உள்ை ம்ாடு்ளின 

சமன்பாடு்்ைக் ்ாண்.
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தீரவு

y = mx + 2 எனை மநர்க்ம்ாட்டுத ரதாகுபபில் உள்ை மத்வையான ம்ாடு்ளின  
சமன்பாடு்்ைக் ்ாண,  து்ணயைகு m -ன மதிபபு்்ைக் ்ாண மவைணடும்.

y = mx + 2 மறறும் 2x + 3y = 10  ஆகிய இரு ம்ாடு்ள் ரவைட்டும் புள்ளி

           ,m m
m

3 2
4

3 2
10 4

+ +
+a k   ஆகும்.                       

இஙகு, சாயவு m மதிபபு மறறும் x -ன ஆயக்கூறு்ள் முழு எண்ள் என ர்ாடுக்்ப்பட்டுள்ைன.

எனமவை x -ன மதிபபு m3 2
4
+   என்பது ஒரு முழு எண ஆகும்.

&    3m + 2 என்பது 4 -ஐ வைகுக்கும் முழு எண்ைா் இருக்்மவைணடும்.  

         (அதாவைது, ,1 2! !  மறறும் 4! )  

எனமவை , ,m m m3 2 1 3 2 2 3 2 4! ! !+ = + = + =

இஙகு  m   என்பது ஒரு முழு எண, மமலுள்ை சமன்பாடு்்ைத தீர்ப்பதால்,  

   m = {–2, –1, 0}  எனக் கி்்டக்கும்.

மத்வையான சமன்பாடு்ள்  – –,y x y x2 2 2= + = +  மறறும் y = 2 ஆகும்.    

 

y

x

y = −2x + b

b =
−
1

b =
−
3

b =
0

b =
2

b =
4

்ப்டம் 6.41

(ii) b ஒரு ்மாைத்ைகக ்மாறிலி ்மறறும் m ஒரு நிட்லயாை ்மாறிலி என்க.

m எனை நி்ையான மாறிலி்ய m = – 2  எனக் 

ர்ாண்டால் y = mx + b  என்பது y = –2x + b  என மாறைம்்டயும்.  

b -ன ்பல்மவைறு ரமய மதிபபு்ளுக்குச் சாயவு -2 உள்ை மநர்ம்ாட்டு 

ரதாகுபபி்னப ர்பைைாம். அவைறறில் சிைவைறறின ரதாகுப்்பப 

்ப்டததில் ்ாணைாம்.  எடுததுக்்ாட்்டா்,   b -ன மதிபபு -3, -1, 0, 

1, 2, 3 மறறும் 4 என இருக்கும் ம்பாது, மநர்க்ம்ாடு்ளின 

ரதாகுபபின சிை உறுபபு்்ை (ம்ாடு்்ை) ்ப்டததில் ்ாணைாம்.

இடண ்காடுகளின் ரைாகுபபு ்மறறும் ரசஙகுத்துக ்காடுகளின் 
ரைாகுபபு ஆகிய சிைபபு வடககடளக காண்்ொம்.

இடண்காடுகளின் ரைாகுபபு ப  ax by c 0+ + =  எனை ம்ாட்டிறகுச் இ்ணயா் உள்ை 

ம்ாடு்ளின ரதாகுபபு ax by 0m+ + =  எனை வைடிவில் இருக்கும்.  

m (lambda)-ன ரவைவமவைறு மதிபபு்ளுக்கு  ax by c 0+ + = -க்கு இ்ணயான ரவைவமவைறு 

ம்ாடு்்ைப ர்பைைாம்.

ரசஙகுத்துக ்காடுகளின் ரைாகுபபு ப  ax by c 0+ + =  எனை ம்ாட்டிறகுச் ரசஙகுததா் 

உள்ை ம்ாடு்ளின ரதாகுபபு bx ay 0m- + =  எனை வைடிவில் இருக்கும்.    

m -ன ரவைவமவைறு மதிபபு்ளுக்கு   ax by c 0+ + =  எனை ம்ாட்டிறகுச் ரசஙகுததான 

ம்ாடு்்ைப ர்பைைாம்.
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6.4.் இெண்டு துடணய்லகுகள் ரகாண்ெ ரைாகுபபு (Two parameters families)

(iii)   m ்மறறும் b ஆகியடவ ்மாைத்ைகக ்மாறிலிகள் என்க. 

்ப்டம் 6.42

y

P(x
1
, y

1
)

xO

m = −4 m = −2

1

3
m = 

m = 1m = 3
y = mx+b -ல் m மறறும் b ஆகிய்வை மாைததக்் 

மாறி்ைாகும்.    இதரதாகுபபின வை்ர்ப்டத்த எளிதில் 
வை்ரய இயைாது.  ஆனால், m -ன ரவைவமவைறு ரமய 
மதிபபு்ளுக்கு y–y

1
 = m(x–x

1
) எனை ரதாகுபபின வை்ர்ப்டத்த 

வை்ரய இயலும்.  எடுததுக்்ாட்்டா், x = x
1
 எனை ரசஙகுததுக் 

ம்ாட்்்டத தவிர ( , )x y1 1  எனை நி்ையான புள்ளி  

வைழிச்ரசல்லும் , , ,2 4 3
1 1- -  மறறும் 3 ஆகிய m-ன 

மதிபபு்்ையு்்டய ம்ாடு்்ைப ்ப்டததில் ்ாணைாம். 

y

xO

 = 5

2

5
 = 

 = 2

L
1
 = 0

L
2
 = 0

λ

 = −2λ

λ

λ

P(x
0
, y

0
)

்ப்டம் 6.43

6.4.் இெண்டு ்காடுகளின் ரவட்டும் புள்ளி வழிச் ரசல்லும் ்காடுகளின் ரைாகுபபின் ச்மன்ொடு

L a x b y c 01 1 1 1= + + = மறறும் L a x b y c 02 2 2 2= + + =   
ஆகிய சமன்பாடு்்ைக் ர்ாண்ட ம்ாடு்ள் ரவைட்டும் புள்ளி 
வைழிச் ரசல்லும் ம்ாடு்ளின ரதாகுபபின சமன்பாடு 

         L L 01 2m+ =   ஆகும்.

a x b y c a x b y c 02 2 21 1 1 m+ + + + + =^ ^h h  

 இஙகுm (lambda) என்பது து்ணயைகு ஆகும்.  

ரவைவமவைறு m -ன மதிபபு்ளுக்கு ரவைவமவைறு ம்ாடு்ளின 

சமன்பாடு்ள் கி்்டக்கும்.

எடுத்துககாட்டு 6.2் x y3 2 5 0+ + =  மறறும் x y3 4 6 0- + =  ஆகிய ம்ாடு்ள் ரவைட்டும் புள்ளி 
வைழியா்வும் (1, 1) எனை புள்ளி வைழியா்வும் ரசல்லும் ம்ாட்டின சமன்பாட்்்டக் ்ாண்.

தீரவு
இரணடு ம்ாடு்ள் ரவைட்டும் புள்ளி வைழிச் ரசல்லும் ம்ாடு்ளின ரதாகுபபின சமன்பாடு

                  ( ) ( )a x b y c a x b y c 01 1 1 2 2 2m+ + + + + =  எனை அ்மபபில் இருக்கும். 

எனமவை,     ( ) ( )x y x y3 2 5 3 4 6 0m+ + + - + =

மத்வையானம்ாடு (1, 1) வைழி ரசல்வைதால், மமமை உள்ை சமன்பாட்்்ட நி்ைவு ரசயயும்.

எனமவை,  { ( ) } { ( ) ( ) }3 2 1 5 3 1 4 1 6 0m+ + + - + =   2& m =-

2& m =-  -ஐ மமலுள்ை சமன்பாட்டில் பிரதியி்டக் கி்்டக்கும் சமன்பாடு,

    x y3 10 7 0- + =

(இரு புள்ளி வைடிவைத்தப ்பயன்படுததி இக்்ணக்்்ச் சரி்பார்க்்)

XI_Maths_Ch-6_V-1_TM.indd   324 15-12-2021   14:37:10

www.tntextbooks.in



இருபரிமாண பகுமுறை வடிவியல்325

எடுத்துககாட்டு 6.3ட 

Q

P

A

B

?

l

்ப்டம் 6.44

  A மறறும் B ஆகிய இரு கிராமங்ளுக்குச் சிைப்பான மினசாரம் அளிக்் 

ஒரு து்ண மினநி்ையத்த l எனை சா்ையில் அ்மப்பதற்ா் அரசு திட்்டமிட்டுள்ைது.  

A மறறும் B -க்கு மு்ைமய l எனை சா்ையில் P மறறும் Q எனை ரசஙகுதது அடிபுள்ளி்ளுக்கு 

இ்்டப்பட்்ட ரதா்ைவு்ள் மு்ைமய 3 கிமீ மறறும் 5 கிமீ ஆகும். P 

மறறும் Q -க்கு இ்்டமயயுள்ை தூரம் 6 கிமீ எனில்,  

(i) இரு கிராமங்்ைத து்ண மினநி்ையதது்டன 
இ்ணக்கும் ்ம்பியின மி்க் கு்ைந்த நீைம் ்ாண். 
(கிராமங்்ையும் து்ண மினநி்ையங்்ையும் 
இ்ணக்கும் சா்ை்ள்) மறறும்

(ii) மின ்ம்பி ரசல்லும் ்பா்தயின சமன்பாடு்ள் ஆகியவைற்ை ்ாண். 

தீரவு y

x

A

B

A

P R Q

3 �
.�

.

5 �
.�

.

்ப்டம் 6.45

பிரதி்பலிபபுத தததுவைத்தப ்பயன்படுததி தீர்வு ்ாணல்:

PQ-ஐ இ்ணக்கும் மநர்ம்ாட்்்ட x -அச்சா்வும், 

PA -ஐ இ்ணக்கும் மநர்ம்ாட்்்ட  y -அச்சா்வும், 

P -ஐ ஆதிபபுள்ளியா்வும் ர்ாள்்.  

எனமவை, P(0, 0), A(0, 3) மறறும் B(6, 5) ஆகிய்வை 

கி்்டக்கும். 

x -அச்்சப ர்பாருதது A -ன பிம்்பம் A   எனில்,   A  என்பது (0, –3) ஆகும்.  

A B மறறும் x -அச்சு ஆகிய்வை ரவைட்டும் புள்ளிமய மத்வையான R ஆகும். 

AR மறறும் BR ஆகிய்வை ்ம்பி ரசல்லும் ்பா்தயாகும்.  

மி்க் கு்ைந்த ்ம்பியின நீைம் 

    =  AR + BR = AR + RB = AB

    = 6 0 5 32 2- + +] ]g g  = 10 கிமைாமீட்்டர்

A B -ன சமன்பாடு  y - (–3) = 
( )

( )x6 0
5 3

0-
- -

-c m
             4x– 3y  = 9

   y = 0  எனில் ,R 4
9 0a k  ஆகும்.

எனமவை,  து்ண மின நி்ையம் P -லிருந்து 2.25 கிமீ தூரததில் இருக்கும்.

,R 4
9 0a k  மறறும் A(0, 3) ஆகிய இரு புள்ளி்்ை இ்ணக்கும்

RA -ன சமன்பாடு     4x + 3y = 9

RA மறறும் RB (அல்ைது A B ) ஆகிய இரு ்ம்பி்ள் ரசல்லும் சமன்பாடு்ள் மு்ைமய

  4x + 3y = 9   மறறும்  –x y4 3 9=
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எடுத்துககாட்டு 6.31 ஒரு மகிழுந்தில், முதல் 1.8 கிமீ வை்ர ்பயணம்  ரசயய வைா்ட்் `25 மறறும் 
அதறகு மமல் ்பயணததிறகு ஒவரவைாரு கிமைாமீட்்டருக்கும் `12 வைா்ட்் வைசூலிக்்ப்படுகிைது. 
்பயண தூரம் x கிமைா மீட்்டருக்கும் அதன வைா்ட்் `y -க்கும் உள்ை ரதா்டர்பின சமன்பாட்்்டக் 
்ாண்.  மமலும் 15 கிமைாமீட்்டர் ்பயணததிற்ான வைா்ட்் ்ாண்.

தீரவு 

y

x

25

1.8

�ேலா ��ட�

�
பா

�

்ப்டம் 6.46

1.8 கிமைாமீட்்டர் வை்ர மாைாத வைா்ட்் `25.  எனமவை, அதன சமன்பாடு 

  y = 25,   .x0 1 8# #    (6.26)

கிமைாமீட்்டர் 1.8-க்கு மமல் ஒவரவைாரு கிமைாமீட்்டருக்கும் 
வைா்ட்் `12.  இதன சமன்பாடு,

  ( . ), .y x x25 12 1 8 1 82= + -   (6.27)

சமன்பாடு்ள் (6.26) மறறும் (6.27) ஆகியவைறறிலிருந்து,

  
,

.
.

.
y

x
x

x
25
25 12 1 8

0 1 8
1 8>
# #

=
+ -] g)   (6.28)

x = 15 எனில், சமன்பாடு (6.27) -லிருந்து 

  1( . )y 25 12 5 1 8= + -  = 183.40.

`  15 கிமீ ்பயணம் ரசயய வைா்ட்் `183.40.

நீங்ள் இருக்கும் ்பகுதியில் வைா்ட்் மகிழுந்து மச்வை 
(call taxi) இருக்குமானால், உங்ள் ்்ம்பசி மூைம் வைா்ட்் 
மகிழுந்து ஒனறி்ன அ்ைக்கும்ம்பாது, உங்ள் அ்ைபபு 
தானா்மவை உங்ளுக்கு அரு்ா்மயிலுள்ை மகிழுந்து்டன 
ரதா்டர்புர்ாள்கிைது. பிைகு தங்ள் விருப்பததிறம்ற்ப 
நீங்ள் அ்ைக்கும் இ்டததிறகு வைந்து நீங்ள் ரசல்ைமவைணடிய 
இ்டததிறகு தானா்மவை வைழி்ாட்டிச் ரசல்லும்.  இவவைாறு 

நீங்ள் அ்ைதத இ்டம், ரசல்ைமவைணடிய இ்டம், ்பா்த, தூரம்... அ்னததும் அறிந்துர்ாள்ை 
எவவை்்யான ஆயதரதா்ை அ்மபபு இஙகு ்பயன்படுகிைது?  
இத்ன அறிந்துர்ாள்ை : www.mapbox.com எனை வை்ைதைத்த ்பயன்படுதது்.

எடுத்துககாட்டு 6.32 (3, 0) மறறும் (5, 2) ஆகிய புள்ளி்்ை இ்ணக்கும் ம்ாட்்்ட (3, 0)-ஐ 
்மயமா்க் ர்ாணடு 15c  ்டி்ார எதிர்சுறறில் சுைறறும்ம்பாது புதிய நி்ையில் மநர்க்ம்ாட்டுச் 
சமன்பாட்்்டக் ்ாண். 

்ப்டம் 6.47

y

x

15�

P(3, 0)

Q(5, 2)

தீரவு
P(3, 0)  மறறும்  Q(5, 2)  ர்ாடுக்்ப்பட்்ட புள்ளி்ள் என்.

  PQ -ன சாயவு = x x
y y

2 1

2 1

-
-

   = 5 3
2 0 1-

- =

  PQ -ன ம்ாணம் = tan ( )11-

   = 4
r  அல்ைது 45c
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புதிய நி்ையில் உள்ை ம்ாட்டின சாயவு = m = tan( 45c  + 15c )

   = tan 60c  =  3

புள்ளி (3, 0) வைழியா்வும் சாயவு  3  -ஐக் ர்ாண்ட மநர்க்ம்ாட்டின சமன்பாடு
  y – 0 = x3 3–] g
  x y3 3 3- -  = 0

 ெயிறசி 6.3
1. x y3 2 9 0+ + = மறறும் x y12 8 15 0+ - =     ஆகிய்வை இ்ணம்ாடு்ள் எனக் ்ாட்டு்.

2. 5x – 4y +3 = 0  எனை ம்ாட்டிறகு இ்ணயா்,  x -அச்சின ரவைட்டுததுணடு 3 எனக் ர்ாண்ட 
மநர்க்ம்ாட்டின சமன்பாட்்்டக் ்ாண்.

3. 4x+3y+4=0 எனை ம்ாட்டிறகும் மறறும் (i) (-2, 4)   (ii) (7, -3) எனை புள்ளிக்கும் இ்்டமய 
உள்ை ரதா்ை்வைக் ்ாண்.

4. (1, -1 ) எனை புள்ளி வைழிமய ரசல்லும் 

(i)  x +3y – 4 = 0-க்கு இ்ணயான
(ii)  3x +4y = 6-க்கு ரசஙகுததான, 

 மநர்க்ம்ாட்டின சமன்பாட்்்ட  ்ாண்.

5. சாயசதுரததின ஒரு மு்ன புள்ளி (-4, 7), மமலும் x y5 7 0- + =   எனை ம்ாடு ஒரு மூ்ை 
விட்்டததின சமன்பாடு எனில், மறரைாரு மூ்ைவிட்்டததின சமன்பாட்்்டக்  ்ாண்.

6. x y4 3 0- + = மறறும் x y5 2 7 0+ + =  எனை இவவிரு ம்ாடு்ள் ரவைட்டிக் ர்ாள்ளும் புள்ளி 
வைழிமய ரசல்ைக்கூடியதும் மறறும்

(i)  (-1 , 2 )  எனை புள்ளி வைழிமய ரசல்லும்
(ii) x - y +5 = 0 எனை ம்ாட்டிறகு இ்ணயான 

(iii) x - 2y + 1 = 0 எனை ம்ாட்டிறகுச் ரசஙகுததான 

  மநர்க்ம்ாட்டின சமன்பாட்்்டக் ்ாண்.

7. x y12 5 2 0+ + =  எனை ம்ாட்டிறகு இ்ணயா், (1, -1) எனை புள்ளியிலிருந்து ஒரு அைகு 
ரதா்ைவில் உள்ை இரு ம்ாடு்ளின சமன்பாடு்்ைக் ்ாண்.

8. x y3 4 6 0–+ =  எனை ம்ாட்டிறகுச் ரசஙகுததா், (2, 1) எனை புள்ளியிலிருந்து 4 அைகு்ள் 
ரதா்ைவில் உள்ை மநர்க்ம்ாடு்ளின சமன்பாட்்்டக் ்ாண்.

9. x y2 3 10+ =  எனை ம்ாட்டிறகு இ்ணயான ம்ாட்டின ஆய அச்சு்ளின 
ரவைட்டுததுணடு்ளின கூடுதல் 15 எனில், அக்ம்ாட்டின சமன்பாட்்்டக் ்ாண்.

10. ( , )10 2- -  எனை புள்ளியிலிருந்து x y 2 0+ - =  எனை ம்ாட்டிறகு வை்ரயப்படும் ரசஙகுததுக் 
ம்ாட்டின நீைத்தயும் அதன அடிபபுள்ளி்யயும் ்ாண்.

11. sec cosecx y a2i i+ =  மறறும் cos sin cosx y a 2i i i- =  எனை ம்ாடு்ளுக்கு 
ஆதியிலிருந்து ரசஙகுததுத தூரங்ள் மு்ைமய p1   மறறும் p2  எனில் p p a

1
2

2
2 2+ =   என 

நிறுவு்.
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12. கீழ்க்்ாணும் இ்ணக் ம்ாடு்ளுக்கு இ்்டப்பட்்ட  தூரத்தக் ்ாண்.   

(i) x y12 5 7+ =  மறறும் x y12 5 7 0+ + =

(ii) x y3 4 5 0- + =  மறறும்   –x y6 8 15 0– =

13. 3x + 4y - 12 = 0  எனை மநர்க்ம்ாட்டிறகு  
(i) ரசஙகுததான    (ii) இ்ணயான     மநர்க்ம்ாடு்ளின ரதாகுபபி்னக் ்ாண்.  

14. A(2, 0) மறறும் B(3, 1) ஆகிய புள்ளி்்ை இ்ணக்கும் ம்ாட்்்ட, புள்ளி A -ஐ ர்பாறுததுக் 

்டி்ார எதிர்தி்சயில் 15c  ம்ாணததில் சுைறறுவைதால் கி்்டக்கும் புதிய நி்ையில் உள்ை 

மநர்க்ம்ாட்டின சமன்பாட்்்டக் ்ாண்.

15. (1, 2) எனை புள்ளியிலிருந்து வைரும் ஒரு ஒளிக் ்திர்  x -அச்சின மீதுள்ை புள்ளி  

A-ல் பிரதி்பலிதது, (5 ,3) எனை புள்ளி வைழிமய ரசல்கிைது எனில் புள்ளி A-ன 

ஆயதரதா்ை்்ைக் ்ாண்.

16. 5x = y + 7  எனை ம்ாட்டிறகு ரசஙகுததா் வை்ரயப்படும் ம்ாடு ஆய அச்சு்ளு்டன 

ஏற்படுததும் முக்ம்ாணததின ்பரபபு 10 ச. அைகு்ள் எனில் அக்ம்ாட்டின சமன்பாட்்்டக் 

்ாண்.

17. x + 2y - 9 = 0  எனை ம்ாட்்்டப ர்பாருதது (-2 , 3 ) எனை புள்ளியின பிம்்பப புள்ளி்ய 
்ாண்.

18. ஒரு பு்்ப்ப்ட ந்ை்ததில் முதல் 10 பிரதி்ளுக்கு ஒரு பிரதிக்கு `1.50 வீதம் 

வைசூலிக்்ப்படுகிைது. 10 பிரதி்ளுக்கு மமல் அடுததடுதத பிரதி்ளுக்கு `1 வீதம் ்ட்்டணம் 

வைசூலிக்்ப்படுகிைது. x என்பது பிரதி்ளின எணணிக்்்்யயும், y என்பது ந்ல்்ளின 

்ட்்டணத்தயும் குறிக்கிைது என்.

(i) x -ன மதிபபு 0 முதல் 50 ந்ல்்ள் வை்ர உள்ை ்ட்்டணத்தக் குறிக்கும் வை்ர்ப்டம் 
வை்ர்.   

(ii) 40 பிரதி்ள் எடுப்பதறகு ஆகும் ்ட்்டணம் எவவைைவு?

19. y = 5x + b இஙகு b மாறைததக்் மாறிலி மறறும் 3x - 4y = 6 எனை ம்ாட்டு்டன ரவைட்டும் 

புள்ளியின x -ஆயதரதா்ை மறறும் b ஆகிய்வை முழுக்்ள் எனில், அந்த மநர்க்ம்ாட்டின 

ரதாகுபபில் கு்ைந்த்பட்சம் இரணடு மநர்க்ம்ாடு்ளின சமன்பாட்்்டக் ்ாண்.

20. y = mx - 3 எனை மநர்க்ம்ாட்டு ரதாகுபபிலுள்ை ம்ாடு்ளும் x - y = 6 எனை மநர்க்ம்ாடும், 

ரவைட்டிக்ர்ாள்ளும் புள்ளியின x -ன ஆயதரதா்ை மறறும் சாயவு m ஆகியன  முழுக்்ைாகும் 

எனில், y = mx - 3 -ன மநர்க்ம்ாட்டு ரதாகுபபில் உள்ை ம்ாடு்ளின சமன்பாடு்்ைக் 

்ாண்.

6.் இெட்டெ ்நரக்காடுகள் (Pair of Straight lines)
இரணடு அல்ைது அதறகு மமற்பட்்ட சமன்பாடு்்ை ஒனைா் இ்ணதது உயர்்படி உ்்டய 

சமன்பாடு்ைா் விவைரிக்் முடியும்.   x மறறும் y -ல் உள்ை மநரிய சமன்பாடு ஒரு மநர்க்ம்ாட்்்டக் 
குறிக்கும் என்ப்த நாம் அறிமவைாம்.  இரணடு மநரிய சமன்பாடு்ளின ர்பருக்்ற்பைன ஒரு 
இரட்்்ட மநர்க்ம்ாட்்்டக் குறிக்கிைது. இரட்்்ட மநர்க்ம்ாட்்்ட x மறறும் y -ல் ஒரு இரு்படிச் 
சமன்பா்டா்க் ்ாணைாம்.
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L a x b y c 01 1 1 1/ + + =  மறறும் L a x b y c 02 2 2 2/ + + =  என்பன இரு தனிததனி 
மநர்க்ம்ாடு்ள் என்.  ( , )P x y1 1  எனை புள்ளி L

1
 -ன மீது அ்மந்துள்ைது எனில் L

1
 = 0  எனை 

சமன்பாட்்்ட நி்ைவு ரசயகிைது.

இமதம்பால், ( , )P x y1 1   எனை புள்ளி L
2
 -ன மீது அ்மந்துள்ைது எனில், L

2
 = 0 எனை 

சமன்பாட்்்ட நி்ைவு ரசயகிைது. 

( , )P x y1 1   புள்ளியானது L
1
 = 0   அல்ைது  L

2
 = 0  இவைறறில் ஏமதனும் ஒனறில் அ்மந்திருக்கிைது 

எனில்,  (L
1
) (L

2
) = 0 எனை சமன்பாட்்்ட நி்ைவு ரசயகிைது.  மமலும், மவைறு எந்த புள்ளியும்   

L
1
 . L

2
 = 0 -ஐ நி்ைவு ரசயயாது.  எனமவை, L

1
 . L

2
 = 0 என்பது L

1
 = 0 மறறும் L

2
 = 0 எனை 

ம்ாடு்ளின இரட்்்ட மநர்க்ம்ாடு்்ைக் குறிக்கிைது. 

்ப்டம் 6.48

3x ��0

3x ��0

y

x

y ���

y ���

இர�ைட ேந�ேகா�க�   y2 ��3x2 ��0

எடுத்துககாட்ொக,
y x3 0+ =  மறறும் .y x3 0- =

மமற்ண்ட இரணடு சமன்பாடு்ளும் ஆதி வைழிமய 
ரசல்ைக்கூடியதாகும். இரணடு மநர்க்ம்ாடு்ளின சாயவு்ள் 
மு்ைமய  3-    மறறும்  3     எனக் குறிக்கிைது.

மமற்ண்ட சமன்பாடு்ளின மசர்பபுச் சமன்பாடு

 y x y x3 3+ -_ _i i  = 0

 &              y x32 2-  = 0     என்பது ஒரு இரட்்்ட மநர்க்ம்ாட்்்டக் குறிக்கிைது.

6.்.1 ஆதிவழி்ய ரசல்லும் இெட்டெ ்நரக்காடுகள் (Pair of lines passing through the origin)
நாம் முதலில் ஒரு எளிய வை்் சமன்பாடு்்ை எடுததுக்ர்ாள்ைைாம்.  இரு ம்ாடு்ள் ஆதி 

வைழிமய ரசல்ைக்கூடிய்வை எனில், அவைறறின சமன்பாடு்ள்   

்ப்டம் 6.49

y

O x

y ��m
1
x ��0

y ��m
2
x ��0

இர�ைட ேந�ேகா�க�

                  y – m
1
x = 0  மறறும் y – m

2
x = 0 என்

இவைறறின ஒருஙகி்ணந்த (மசர்பபு) சமன்பாடு

  y m x y m x1 2- -^ ^h h   =  0 (6.29)

y m m xy m m x2

1 2 1 2

2- + +^ h  = 0                      

மமமை உள்ை சமன்பாட்்்ட ax hxy by2 02 2+ + =  எனை 
இரண்டாம் ்படி சம்படிததான சமன்பா்டா் எழுதைாம்.  இஙகு 
ஒவரவைாரு உறுபபின ்படியும் இரண்டாகும்.

மமலும்  m m1 2+  = b
h2-  மறறும் m m b

a
1 2 =   ஆகும்.

குறிபபுப சம்படிததான சமன்பாட்டின ம்ாடு்ள்  ஆதி வைழிச் ரசல்லும்

எடுத்துககாட்டு 6.33 x xy y5 6 02 2+ + =  எனை இரட்்்ட மநர்க்ம்ாட்டின தனிததனிச் 
சமன்பாடு்்ைக் ்ாண்.

தீரவு
ர்ாடுக்்ப்பட்்ட சமன்பாடு  x xy y5 62 2+ +  = 0 

மமற்ண்ட சமன்பாட்்்ட ்ாரணி்படுதத,

  x xy xy y5 52 2+ + +  = 0
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  x x y y x y5 + + +^ ^h h  = 0

  x y x y5 + +^ ^h h  = 0

எனமவை, மத்வையான ம்ாடு்ள், ,x y x y5 0 0+ = + =

்மாறறுமுடை
ர்ாடுக்்ப்பட்டுள்ை சமன்பாடு சம ்படிததான சமன்பாடு

  x xy y5 62 2+ +  = 0

 இருபுைமும்  x2 ஆல் வைகுக்்,

  x
y

x
y

5 6
2

+ +` `j j  = 0

                   x
y

 = m (சமப்படிததான சமன்பாட்டின சாயவு)

மமற்ண்ட சமன்பா்டானது
  m m6 52 + +  = 0

்ாரணி்படுதத கி்்டப்பது,

  m m1 5+ +^ ^h h  = 0

  &   ,m m1 5=- =-

  &   ,x
y

x
y

1 5=- =-

மத்வையான சமன்பாடு்ள்   x+y = 0,  5x+y = 0

எடுத்துககாட்டு 6.34 x xy y2 2 02 2+ + =  எனை சமன்பாட்்்ட இயலுமானால் இரட்்்ட 
மநர்க்ம்ாட்டின தனிததனிச் சமன்பாடு்ைா்ப பிரிக்்வும்.

தீரவு

x xy y2 2 02 2+ + =  என்பது சமப்படிததான சமன்பாடு எனமவை,  x2 ஆல் வைகுதது                         

        x
y

m=  என பிரதியி்ட, m m2 2 02 + + =   எனக் கி்்டக்கும்.

இஙகு  m -ன (சாயவு) மதிப்பானது ரமயரயண அல்ை B AC4 4 8 4 0<2a D = - = - = -^ h  
(்ைபர்பண) எனமவை,     

x xy y2 2 02 2+ + =   எனை சமன்பாடு்்டய எந்த மநர்க்ம்ாடு்ளும் அ்மயவில்்ை.  சிை 
மநரங்ளில் இந்த சமன்பாட்்்ட ்ற்ப்னக் ம்ாடு்ள் எனக் கூைைாம்.  குறிப்பா் முழு 
தைததிலும் (0, 0) மட்டுமம சமன்பாட்்்ட நி்ைவு ரசயகிைது.

6.்.2 இெட்டெ ்நரக்காடுகளுககு இடெபெட்ெ ்காணம் (Angle between pair of straight lines)

ஆதிவைழிச் ரசல்லும் இரட்்்ட மநர்க்ம்ாடு்ளின சமன்பாடு
   ax hxy by2 02 2+ + =    (6.30)

m
1
 மறறும் m

2
  என்பன இவவிரு ம்ாடு்ளின சாயவு்ள் என்.

சமன்பாடு (6.30) -ஐ x2 -ஆல் வைகுதது  x
y

m=   என பிரதியி்ட,
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   bm hm a2 02 + + =   எனக் கி்்டக்கும்.

இச்சமன்பாடு m -ல் இரு்படி சமன்பா்டாகும்.

இதன மூைங்ள்  m
1
  மறறும் m

2
 எனில்

  m m b
h2

1 2+ = - மறறும் m m b
a

1 2 =

i  என்பது இவவிரு ம்ாடு்ளுக்கு இ்்டப்பட்்ட ம்ாணம் எனில்,

               tani  = m m
m m

1 2 1

2 1

+
-

   = m m
m m m m

1
4

2 1

1 2
2

1 2

+
+ -^ h

   = 

b
a

b
h

b
a

1

2 4
2

+

- -a k

  tani  = a b
h ab2 2

+
-

மத்வையான ம்ாணம்  i  = tan a b
h ab21

2

+
--

சூத்திெத்திலிருநது முடிவு ரசய்யக கூடியடவ

1. m
1
 மறறும் m

2
  ஆகிய்வை ரமய மறறும் ரவைவமவைைான்வை எனில் ம்ாடு்ள் ரமய மறறும் 

ரவைவமவைைான்வை்ைாகும், மமலும், h ab 02 2- . 

2. m
1
 மறறும் m

2
  ஆகிய்வை ரமய மறறும் சமம் எனில் ம்ாடு்ள் ரமய மறறும்  ஒனறியிருக்கும் 

(coincide), மமலும், h ab 02 - =  

3. m
1 

மறறும் m
2
 ஆகிய்வை ரமய அல்ை எனில் ம்ாடு்ள் ரமயயல்ை (்ற்ப்ன), மமலும், 

h ab 02 1- .

ax hxy by2 02 2+ + = -ஐ குறிக்கும் இரட்்்டக் ம்ாடு்ள் ஆதி வைழிமய ரசல்கிைது. 
இக்ம்ாடு்ள் இரணடும் இ்ண அல்ைது ஒனறியிருக்கும்  எனில், 

tan 0i = . அதாவைது, h ab 02 - =  .  மமலும், 

 இக்ம்ாடு்ள் ரசஙகுதது எனில், cot 0i =  .

   `   a+b = 0 .

இெட்டெ ்நரக்காடுகள் இடணயாக 
இருபெைறகாை நிெநைடை

ரசஙகுத்ைாக 
இருபெைறகாை நிெநைடை

ax hxy by2 02 2+ + = h ab 02 - = a b 0+ =

எடுத்துககாட்டு 6.3் ax hxy by2 02 2+ + =  எனை இரட்்்ட மநர்க்ம்ாட்டிறகு ரசஙகுததா்வும், 
ஆதி வைழிச் ரசல்லும் இரட்்்டக் ம்ாடு்ளின சமன்பாட்்்டக் ்ாண்.
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தீரவு
m

1
 மறறும் m

2
 என்பன ax hxy by2 02 2+ + =  எனை ம்ாடு்ளின சாயவு்ள் என்.

  y – m
1
x = 0 மறறும் y - m

2
x = 0   (6.31)

என்பன மமற்ண்ட சமன்பாட்டின தனிததனிச் சமன்பாடு்ள் என்.  இவவிரு 
சமன்பாடு்ளின மசர்பபு (ஒருஙகி்ணந்த) சமன்பாடு

  y m x y m x1 2- -^ ^h h  =  0

  y m m xy m m x2

1 2 1 2

2- + +^ h  =  0  (6.32)

ர்ாடுக்்ப்பட்்ட்வை, ax hxy by22 2+ +  =  0  (6.33)

எனமவை,  m m b
h2

1 2+ = -  மறறும்   m m b
a

1 2 =   (6.34) 

சமன்பாடு (6.31) -க்கு ரசஙகுதது ம்ாடு்ள் 

      y m x1 0
1

+ =  மறறும் y m x1 0
2

+ =

இச்சமன்பாடு்ளின மசர்பபு சமன்பாடு,

   m y x m y x1 2+ +^ ^h h  = 0

  m m y m m xy x1 2

2

1 2

2+ + +^ h  = 0

சமன்பாடு (6.34) –ஐ  ்பயன்படுதத,

  b
a y b

h xy x22 2- +  = 0

மத்வையான சமன்பாடு ay hxy bx2 02 2- + =     (6.35) 

6.்.3 ax hxy by2 02 2+ + =  என்ை ்காடுகளுககு இடெபெட்ெ ்காணத்தின்  இருச்மரவட்டியின் 
ச்மன்ொடு காணுைல்.  (Equation of the angle bisectors of pair of straight lines)

       y m x 01- =  மறறும்  y m x 02- =

என்பன இரணடு மநர்க்ம்ாடு்ளின சமன்பாடு என்.

     எனமவை m m b
h2

1 2+ = -  மறறும் m m b
a

1 2 =

ஒரு புள்ளியிலிருந்து இரு ம்ாடு்ளுக்கு வை்ரயப்படும் ரசஙகுததுக் ம்ாடு்ளின நீைம் சமம் 
எனில், அபபுள்ளியின நியமப ்பா்த அக்ம்ாடு்ளுக்கு இ்்டப்பட்்ட ம்ாணததின ம்ாண இருசம 
ரவைட்டி ஆகும்.

P(p,q) என்பது இரு சமரவைட்டியின நியமப்பா்தயின மீது அ்மந்துள்ை ஏமதனும் ஒரு 
புள்ளி என்.

y–m
1
x = 0 எனை ம்ாட்டிறகு P(p, q) இருந்து வை்ரயப்படும் ரசஙகுததுக் ம்ாட்டின 

நீைமானது y–m
2
x = 0 எனை ம்ாட்டிறகு அபபுள்ளியிலிருந்து வை்ரயப்படும் ரசஙகுததுக் ம்ாட்டின 

நீைததிறகு சமம்.

  
m

q m p

1 1

2

1!
+

-
 = 

m

q m p

1 2

2

2!
+

-
                                                     

அதாவைது, q m p m11
2

2

2- +^ ^h h  = q m p m12
2

1

2- +^ ^h h
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எளிதாக்குவைதால்,

  p q pq m m
m m

2
12 2

1 2

1 2- = +
-c m  &  p q pq2

1

b
h
b
a

2 2

2- =
-

-f p

 அதாவைது a b
p q2 2

-
-

 = h
pq

`  P(p, q) -ன நியமப்பா்த,  a b
x y2 2

-
-

 = h
xy

  (6.36)

எடுத்துககாட்டு 6.36 x xy y4 02 2- + =  மறறும் x+y = 3 ஆகிய மநர்க்ம்ாடு்ள் ஒரு சமப்பக்் 
முக்ம்ாணத்த  அ்மக்கும் எனக் ்ாட்டு்.

தீரவு

x+y = 3 எனை ம்ாடு x xy y4 02 2- + =  எனை இரட்்்டக் ம்ாட்்்ட A மறறும் B-ல்  
ரவைட்டுகிைது என். மமலும் x xy y4 02 2- + =  ஆதிபுள்ளியில் O ரவைட்டிக்ர்ாள்ளும் 

x xy y4 02 2- + =  எனை ம்ாடு்ளுக்கு இ்்டப்பட்்ட ம்ாணம்.

A

x

30O
30O

y

O

B
x–y=0

x+y=3

்ப்டம் 6.50

  tani  = 
a b
h ab2

2
2 4 1

3
2

+
- =

-
=

 &  AOB+  = i  = tan 3 601 c=-

D AOB இன ம்ாண இருசமரவைட்டியின சமன்பாடு,

      a b
x y2 2

-
-

 = h
xy

 &  x2-y2 = 0    &  x y x y 0–+ =^ ^h h
 &  x + y = 0  மறறும்  x – y = 0

x – y = 0 -ன ம்ாண இருசமரவைட்டி ர்ாடுக்்ப்பட்்ட ம்ாடு AB, அதாவைது x+y = 3 -க்கு 
ரசஙகுததா் உள்ைது.

எனமவை D AOB என்பது இரு சமப்பக்் முக்ம்ாணம் ஆகும்.

 &    +ABO = +BAO = 60c , மமலும் AOB+  = 60c

எனமவை, ர்ாடுக்்ப்பட்்ட ம்ாடு்ள் ஒரு சம்பக்் முக்ம்ாணத்த அ்மக்கினைது.

எடுத்துககாட்டு 6.3் x cxy y2 0 2 2- - =  மறறும் x dxy y2 02 2- - =  ஆகிய்வை இரட்்்டக் 
ம்ாடு்்ை குறிக்கினைன. ஒவரவைாரு இரட்்்டக்ம்ாடு்ள் மறை இரட்்்டக்ம்ாடு்ளுக்கு 
இ்்டமய உள்ை ம்ாணத்த சமமா்ப பிரிக்கிைது எனில், cd = -1  என நிறுவு்.

தீரவு
ர்ாடுக்்ப்பட்்ட இரட்்்டக் ம்ாடு்ளின சமன்பாடு
  x cxy y22 2- -  = 0   (6.37)

  x dxy y22 2- -  = 0   (6.38)

சமன்பாடு (6.37) -ன ம்ாண இரு சமரவைட்டி்ளின சமன்பாடு

   
x y

2

2 2-
 = c

xy
-
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  cx xy cy22 2+ -  = 0   (6.39)

சமன்பாடு (6.38) சமன்பாடு (6.37)-ன ம்ாண இருசமரவைட்டி என்பதால் சமன்பாடு (6.38) 
மறறும் (6.39)  

  x dxy y22 2- -  = 0

  cx xy cy22 2+ -  = 0

ஒமர சமன்பா்டா் அ்மகிைது.

எனமவை, மமற்ண்ட சமன்பாடு்்ை ஒபபி்ட, 

      c
d

c
1

2
2 1= - = -

-

  &        cd = -1

6.்.4 இெட்டெ ்நரக்காடுகளின் ரொது வடிவம் (General form of pair of straight lines)  

l x m y n 01 1 1+ + =  மறறும்  l x m y n 02 2 2+ + =

என்பன  ஏமதனும்  இரு  மநர்க்ம்ாடு்ள்  எனக்  ்ருதுமவைாம் .   இக்ம்ாடு்ளின 
ஒருஙகி்ணந்த சமன்பாடு,

  l x m y n l x m y n1 1 1 2 2 2+ + + +^ ^h h  = 0

இவவிரு ்ாரணி்்ை ர்பருக்குவைதால், கி்்டக்கும் இரட்்்ட மநர்க்ம்ாட்டின ர்பாது 
வைடிவைமானது

  ax hxy by gx fy c2 2 22 2+ + + + +  = 0  (6.40) 

மமற்ண்ட சமன்பாடு, அசம்படிததான இரு்படிச் சமன்பா்டாகும்.

இஙகு, a = l
1
l
2
 2g = l

1
n

2
 + l

2
n

1  

  b = m
1
m

2
 2f = m

1
n

2
 + m

2
n

1 

  c = n
1
n

2
 2h = l

1
m

2
 + l

2
m

1 

மமற்ண்ட சமன்பாடு (6.40) -ஐ  l x m y n 01 1 1+ + =   மறறும்  l x m y n 02 2 2+ + =

என இரு மநரிய ்ாரணி்ைா்ப பிரிக்் முடியுமானால் சமன்பாடு (6.40)-ஐ எபர்பாழுதும் 
இரட்்்ட மநர்க்ம்ாடு்ளின சமன்பாடு்ள் எனக் குறிபபி்டைாம்.

ர்பாதுவைான ஓர் இரு்படிச் சமன்பாடு 

 ax hxy by gx fy c2 2 2 02 2+ + + + + =

இரட்்்ட மநர்க்ம்ாடு்்ைக் குறிப்பதற்ான ்ட்டுப்பாட்்்டக் ்ாணம்பாம்.

ர்ாடுக்்ப்பட்்ட இரட்்்ட மநர்க்ம்ாடு்்ை 

ax hxy by gx fy c2 2 2 02 2+ + + + + =  என்ப்தக் கீழ்க்்ாணுமாறு x -ன இரு்படிச் சமன்பா்டா் 
மாறறி எழுதைாம்.
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       ax hy g x by fy c2 2 02 2+ + + + + =^ ^h h

 இதன தீர்வு,   x = a
hy g hy g a by fy c22 2!- + + - + +^ ^ _h h i

  ax hy g+ +  = hy g a by fy c22 2! + - + +^ _h i
அதாவைது,  ax hy g+ +  = h ab y gh af y g ac22 2 2! - + - + -^ ^h h
மமற்ண்ட இருசமன்பாடு்ள் ஒரு மநர்க்ம்ாட்்்டக் குறிக்கிைது.  எனமவை, இச்சமன்பாடு்ள்   

x மறறும் y -ல் ஒரு்படிததான சமன்பாடு்ைாகும்.  ஆ்்யால் மமற்ண்ட விரிவைாக்்ததில்  
்படி மூைக்குறியில் உள்ை y -ன சார்்்ப வைர்க்்மா் (perfect square) மாறை இயலும்.  அதற்ான 
நி்பந்த்ன்ய ்பயன்படுதத 

  gh af h ab g ac4 42 2 2- - - -^ ^ _h h i  = 0    ( B AC4 02a D = - = )

இத்ன விரிவு்படுததிப பினனர் ஒழுஙகு்படுததி, a -யினால் வைகுததால்,

  abc fgh af bg ch2 2 2 2+ - - -  = 0 எனக் கி்்டக்கும்.

மமலும் இத்ன                          
a
h
g

h
b
f

g
f
c

0=  என எழுதைாம்.

(இந்த அணிக் ம்ா்வையின விரி்வை அடுதத இயலில் ்ாணம்பாம்)

நிருெணமின்றிப ெயன்ொட்டிறகாை சி்ல முடிவுகள்
(i) ax hxy by gx fy c2 2 2 02 2+ + + + + =  எனை இரட்்்டக்ம்ாடு்ளில் உள்ை இரணடு 

ம்ாடு்ளும் இ்ணயா் உள்ைது எனில்,

    h
a

b
h

f
g

= =   அல்ைது  bg a f2 2=

(ii) ax hxy by gx fy c2 2 2 02 2+ + + + + =  எனை இரட்்்ட இ்ண மநர்ம்ாடு்்ை 
குறிததால், அவவிரு ம்ாடு்ளுக்கு இ்்டப்பட்்ட ரதா்ைவு,

        
( )

( )
a a b
g ac

2
2

+
-

 அல்ைது  
( )

( )
b a b
f bc

2
2

+
-

 ஆகும்.

ரொது ்மறறும் திட்ெ இெட்டெ ்நர்காடுகளுககு இடெ்ய உள்ள ரைாெரபு (The relation between 
the equations of pair of straight lines)

  ax hxy by22 2+ +  = 0   (6.41)

  ax hxy by gx fy c2 2 22 2+ + + + +  = 0   (6.42) 

y

ax2 + 2hxy + by2
 + 2gx + 2fy + c = 0

ax2 + 2hxy + by2
 = 0

O

P

x

்ப்டம் 6.51

  இவவிரு இரட்்்ட மநர்க் ம்ாடு்ளின 
சாயவு்ள் ,x xy2  மறறும் y2  -ன குண்ங்்ை 
மட்டுமம சார்ந்திருக்கும்.

(iii) சமன்பாடு (6.41)-ன 
ரவைட்டிக்ர்ாள்ளும் புள்ளி (0, 0) 
மறறும் சமன்பாடு (6.42)-ன 
ரவைட்டிக்ர்ாள்ளும் புள்ளி  

   P ,
ab h
hf bg

ab h
gh af

2 2-
-

-
-c m  ஆகும்.
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(iv) ம்ாணம் iஎன்பது ax hxy by2 02 2+ + = மறறும்
     ax hxy by gx fy c2 2 2 02 2+ + + + + =  ஆகிய இரு இரட்்்ட மநர்ம்ாடு்ளின 
ம்ாணம் சமமாகும். ஆ்மவை,           

  i  = 
a b
h ab2

tan  

2
1

+
--

(v) ax hxy by2 02 2+ + =  மறறும் ax hxy by gx fy c2 2 2 02 2+ + + + + =  எனை இரணடு  
இரட்்்ட மநர்ம்ாடு்ள், ரசஙகுததும்ாடு்ள் எனில், a + b = 0

எடுத்துககாட்டு 6.3் x xy y x y10 12 5 16 3 0– – –2 2m + + =  என்பது ஒரு இரட்்்ட மநர்க்ம்ாட்்்ட 
குறிக்கும் எனில்,  

(i) m -ன மதிபபு மறறும் தனிததனிச் சமன்பாடு்்ைக் ்ாண்.

(ii) இவவிரு ம்ாடு்ள் ரவைட்டும் புள்ளி்யக் ்ாண்.

(iii) இரு ம்ாடு்ளுக்கு இ்்டப்பட்்ட ம்ாணம் ்ாண்.

தீரவு
(i)  ர்பாதுச் சமன்பாடு   ax hxy by gx fy c2 2 22 2+ + + + +  = 0

 ர்ாடுக்்ப்பட்்ட சமன்பாடு,    x xy y x y10 12 5 16 3– – –2 2m + + = 0

 மமற்ண்ட சமன்பாடு்்ை ஒபபி்ட,
  a = m ,  b = 12,  c = – 3,  h = –5,  g = 2

5 ,   f = – 8

       இம்மதிபபு்்ை இரட்்்டக் ம்ாட்டிற்ான ்ட்டுப்பாட்டில் பிரதியி்ட,

                          abc fgh af bg ch2 – – –2 2 2+  = 0

 அதாவைது,   12 3 2 8 2
5 5 8 12 2

5 3 5– – – – – – – – –2
2

2m m+^ ^ ^ b ^ ^ b ^ ^h h h l h h l h h  = 0

 &  –36m  + 200 – 64m– 75 + 75 = 0

 &  m  = 2

 எனமவை, மத்வையான சமன்பாடு,  2x2 – 10xy + 12y2 + 5x – 16y – 3 = 0.

மமற்ண்ட சமன்பாட்டில் இரு்படி உறுபபு்ள்  2x2 – 10xy + 12y2  -ஐ எடுததுக்ர்ாணடு 
்ாரணிப்படுதத,    

   x xy y2 10 12–2 2+  /  x y x y2 2 6– –^ ^h h
 எனமவை x xy y x y2 10 12 5 16 3– – –2 2+ + /  x y c x y c2 2 6– –1 2+ +^ ^h h
 ஒமர மாதிரியான ர்ழுக்்்ைச் சமப்படுதத,

   2c
1
 + c

2
 = 5,   3c

1 
+ c

2
 = 8 ,   c

1
c

2
 = –3

 முதல் இரணடு சமன்பாடு்்ைத தீர்வு ்ாண்பதன மூைம் 

  c
1
 = 3, c

2
 = - 1 எனக் கி்்டக்கும்.

 எனமவை, தனிததனிச் சமன்பாடு்ள் 

  x - 2y + 3 = 0 , 2x - 6y - 1 = 0
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(ii) இரட்்்டக் ம்ாடு்ளின ரவைட்டும் புள்ளி்யக் ்ாண,

        தனிததனிச் சமன்பாடு்்ைத தீர்ப்பதன மூைம்  (x,  y)  = ,10 2
7- -a k

        அல்ைது ,
ab h
hf bg

ab h
gh af

2 2-
-

-
-c m  எனை சூததிரத்தயும் ்பயன்படுததிக் ்ாணைாம்.

(iii)  ம்ாடு்ளுக்கு இ்்டப்பட்்ட ம்ாணம்

  tani  = –
a b
h ab2 2

+

   = –
2 12

2 25 24
7
1

+ =

 எனமவை, i  = tan 7
11- b l

எடுத்துககாட்டு 6.3் ஒரு மாணவைன, அவைனு்்டய வீட்டிலிருந்து ்பள்ளிக்குச் சராசரியா் 
மணிக்கு 6 கி.மீ. மவை்ததில் ந்டந்து ரசனைால் ்பள்ளி ரதா்டஙகுவைதறகு 10 நிமி்டம் முனனதா்ப 
்பள்ளி்யச் ரசனை்்டகிைான.  அமத மவை்ையில், சராசரியா் மணிக்கு 4 கி.மீ மவை்ததில் ந்டந்து 
ரசல்லும்ம்பாது 5 நிமி்டம் தாமதமா்ப ்பள்ளி்யச் ரசனை்்டகிைான.  அம்மாணவைன தினமும் 
்ா்ை 8.00 மணிக்கு வீட்டிலிருந்து ்பள்ளிக்குப புைப்பட்டுச்  ரசனைால் பினவைரும் வினாக்்ளுக்கு  
வி்்ட ்ாண்.

(i) அவைனு்்டய வீட்டிறகும் ்பள்ளிக்கும் இ்்டப்பட்்ட ரதா்ைவு
(ii) சரியான மநரததிறகு அவைன ்பள்ளிக்குச் ரசல்ை ஆகும் கு்ைந்த்பட்சச் சராசரி மவை்ம் 

மறறும் மாணவைன ்பள்ளி்யச் ரசனை்்டய ஆகும் மநரம் 

(iii) ்பள்ளி ரதா்டஙகும் மநரம்
(iv) மாணவைன ந்டந்து ரசல்லும் ்பா்தயின இரட்்்ட மநர்க்ம்ாடு்ளின சமன்பாடு.  

தீரவு
x -அச்சானது மநரத்த மணியிலும், y -அச்சானது தூரத்த கிமைாமீட்்டரிலும் குறிபபிடுகிைது 

என்.ர்ாடுக்்ப்பட்்ட த்வைலின்படி,

   ( )y x y x6 60
10 6 1&= - = -   (6.43)

   ( )y x y x4 60
5 4 3

1
&= + = +  (6.44)

மமற்ண்ட சமன்பாடு்ள் (6.43) மறறும் (6.44) தீர்க்் , ,x y 3
2 3=^ ah k

     x 3
2=  மணி்ள் = 40 நிமி்டங்ள்,  y = 3 கிமீ

(i) அவைனது ்பள்ளிக்கும் வீட்டிறகும் உள்ை ரதா்ைவு 3 கிமீ

(ii) ்பள்ளிக்கு மநரததிறகுச் ரசல்ை எடுததுக் ர்ாள்ளும் கு்ைந்த்பட்ச சராசரி 

   மவை்ம்  = .40
60 3 4 5# = கிமீ / மணி

 மறறும் ்பள்ளி்ய அ்்டய ஆகும் மநரம் = 3
2   மணி அல்ைது 40 நிமி்டம்

(iii) ்பள்ளி ரதா்டஙகும் மநரம் ்ா்ை 8.40 ஆகும்.
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(iv) ந்்ட்பா்தயின இரட்்்ட மநர்ம்ாடு்ளின சமன்பாடு
  x y x y6 1 4 3

1- - - +^ ah k  = 0

  x xy y x y72 30 3 6 2 12 2- + - + -  = 0  (6.45)

கீமை ர்ாடுக்்ப்பட்்ட வை்ைதைததின மூைம் வை்ைவை்ர்ய வை்ரயைாம்.  
 https://www.geogebra.org/graphing,     https://www.geogebra.org/m/fhS6HUtP

எடுத்துககாட்டு 6.4ட ax hxy by2 02 2+ + =  எனை இரட்்்டக்ம்ாடு்ளில் ஒரு ம்ாடு  
          px qy 0+ = -க்கு ரசஙகுததா் உள்ைது எனில் ap hpq bq2 02 2+ + =  என நிறுவு்.

தீரவு

m
1
 மறறும் m

2
 என்பன ax hxy by2 02 2+ + =  எனை இரட்்்ட மநர்க்ம்ாட்டின சாயவு்ள் 

மறறும்  m என்பது px qy 0+ =  எனை ம்ாட்டின சாயவு என்.

எனமவை, m m b
h2

1 2+ = - ,  m m b
a

1 2 =   மறறும்  m q
p

=-

ax hxy by2 02 2+ + =  எனை இரட்்்டக் ம்ாடு்ளில் ஒரு ம்ாடு, px qy 0+ = -க்கு 
ரசஙகுததா் உள்ைதால், ரசஙகுததுக் ம்ாடு்ளின நி்பந்த்ன்்ைப ்பயன்படுதத, 

  mm
1
 = –1  அல்ைது  mm

2
 =  –1

&   ( )mm 1 01 + =  அல்ைது ( )mm 12 +  =  0

&   ( )( )mm mm1 11 2+ +  =  0 

&   ( ) ( )m m m m m m 11 2

2

1 2+ + +  =  0

&   b
a

q
p

b
h

q
p2 1

2

- + - - +` a a aj k k k  =  0

&   ap hpq bq22 2+ +  =  0 என நிரூபிக்்ப்பட்்டது.

எடுத்துககாட்டு 6.41  x y3 2 2 0- + =  எனை ம்ாடு, x xy y x y3 5 2 4 5 02 2+ - + + =  எனை 
இரட்்்டக் ம்ாடு்்ை ரவைட்டும் இரு புள்ளி்்ை ஆதியு்டன இ்ணக்கும் ம்ாடு்ள் 
ரசஙகுததான்வை எனக் ்ாண்.

தீரவு

ர்ாடுக்்ப்பட்்ட ம்ாடு்ள் ரவைட்டும் புள்ளி்்ை ஆதியு்டன இ்ணக்்க் கி்்டக்கும் 
ம்ாடு்ளின சமன்பாடு ஒரு இரண்டாம் ்படி சம்படிததான சமன்பா்டாகும்.

x xy y x y3 5 2 4 5 02 2+ - + + = மறறும் x y3 2 2 0- + =  எனக் ர்ாடுக்்ப்பட்்ட இரணடு 
சமன்பாடு்்ையும் ்பயன்படுததி சம்படிததான சமன்பாட்்்டக் ்ாணம்பாம். 

  ( )( )x xy y x y3 5 2 4 5 12 2+ - + +  = 0  மறறும்  
( )x y

2
3 2

1-
-

=

  ( )x xy y x y
x y

3 5 2 4 5 2
3 22 2+ - + + -

-a k  = 0

அதாவைது, ( )( ) ( )( )x xy y x y x y2 3 5 2 4 5 3 22 2- + - + + -  = 0

இத்னச் சுருக்குவைதால்  x xy y2 22 2+ -x xy y2 22 2+ -x xy y2 22 2+ -  = 0  எனப ர்பைைாம்.
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இஙகு   x2  மறறும் y2 -ன ர்ழுக்்ளின கூடுதல் பூச்சியமாகும்.

அதாவைது,   , ( , )a b a b0 2 2a+ = = =-

எனமவை, ம்ாடு்ள் ஒன்ைரயானறு ரசஙகுததா் அ்மகிைது.

 ெயிறசி 6.4
1. x y2 3 0- - =  மறறும் x y 5 0+ + =  எனை தனிததனிச் சமன்பாடு்்ைக் ர்ாண்ட 

ம்ாடு்ளின ஒருஙகி்ணந்த சமன்பாட்்்டக் ்ாண்.

2. x xy y x y4 4 6 3 4 02 2+ + - - - =  என்பது ஒரு இ்ண இரட்்்ட மநர்க்ம்ாட்டின 
சமன்பாட்்்டக் குறிக்கும் எனக் ்ாட்டு்.

3. x xy y x y2 3 2 3 1 02 2+ - + + + =  எனை ம்ாடு ஒரு ரசஙகுதது இரட்்்ட மநர்க்ம்ாடு எனக் 
்ாட்டு்.

4. x xy y x y2 3 6 19 20 02 2- - - + - = என்பது ஒன்ைரயானறு ரவைட்டிக் ர்ாள்ளும் ம்ாடு்ள் 
எனவும், அதறகு இ்்டப்பட்்ட ம்ாணம் tan ( )51-   என நிறுவு்.

5. y = x எனை ம்ாட்டு்டன a  ம்ாணத்த உ்்டய, ஆதி வைழிச் ரசல்லும் இரட்்்டக் 
ம்ாடு்ளின சமன்பாடு secx xy y2 2 0 2 2a- + =  என ்ாணபி.

6. x y2 3 1 0- + =  மறறும் x y5 3 0+ - =   எனை ம்ாடு்ளுக்குச் ரசஙகுததா்வும், (1,3) எனை 
புள்ளி வைழியா்வும் ரசல்ைக்கூடிய இரட்்்ட மநர்க்ம்ாடு்ளின சமன்பாட்்்டக் ்ாண்.

7. கீமை ர்ாடுக்்ப்பட்டுள்ை இரட்்்ட மநர்க்ம்ாடு்ளின தனிததனி மநர்க்ம்ாடு்ளின 
சமன்பாடு்்ைக் ்ாண்.

(i) x xy y3 2 02 2+ - =            (ii)  6 – ––( )( )x x y y1 5 1 2 4 2 0– 2 2+ - =] ^g h
 (iii) x xy y x y2 3 6 19 20 02 2- - - + - =

8. ax hxy by2 02 2+ + =  எனும் இரட்்்ட மநர்க்ம்ாடு்ளில் ஒனறின சாயவு மறைதின 
சாய்வைபம்பால் இரணடு ம்டஙகு எனில் h ab8 92 =   என நிறுவு்.

9. ax hxy by2 02 2+ + =  எனும் இரட்்்ட மநர்ம்ாடு்ளில் ஒனறின சாயவு மறைதின சாய்வைப 
ம்பால் மூனறு ம்டஙகு எனில்  h ab3 42 =  எனக் ்ாட்டு்.

10. x xy y4 02 2- + =  எனை இரட்்்டக் ம்ாடும் x y 2 0+ - =  எனை சமன்பாட்்்டக் ர்ாண்ட 
PQ ம்ாடும், OPQD  -ஐ உருவைாக்குகிைது எனில், O -லிருந்து வை்ரயப்படும் OPQD  -ன 
நடும்ாட்டின சமன்பாட்்்டக் ்ாண். 

11. –x xy py x qy6 5 7 5 0–2 2+ + + =  என்ப்வை ஒனறுக்ர்ானறு ரசஙகுததா் இருக்கும் 
இரட்்்ட மநர்க்ம்ாடு்ள் எனில், p  மறறும் q  -ன மதிபபு்்ைக் ்ாண்.

12. x xy y x y k12 7 12 7 0– –2 2+ + + =  எனை சமன்பாடு இரட்்்ட மநர்ம்ாட்டு்ளின 
சமன்பாட்்்டக் குறிததால் k -ன மதிப்்பக் ்ாண்.  மமலும் அ்வை இ்ணயா? அல்ைது 
ரவைட்டிக் ர்ாள்்ப்வையா? எனக் ்ாண்.

13. x kxy y x y12 2 2 11 5 2 0–2 2+ + + + =  எனை சமன்பாடு இரட்்்ட மநர்க்ம்ாட்டின 
சமன்பாட்்்டக் குறிததால்  k -ன மதிப்்பக் ்ாண்.  
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14. x xy y x y9 24 16 12 16 12 0– – –2 2+ + = என்பது இ்ணயான இரட்்்ட மநர்க்ம்ாடு்ள் 
என நிறுவு்.  மமலும் இவவிரு ம்ாடு்ளுக்கு இ்்டப்பட்்ட தூரத்தக் ்ாண்.

15. x xy y x y4 4 6 3 4 02 2+ + - - - =  எனை இரட்்்டக் ம்ாடு்ள் இ்ணயான்வை எனக் 
்ாட்டு்.  மமலும், இவவிரு ம்ாடு்ளுக்கு இ்்டப்பட்்ட தூரத்தக் ்ாண்.

16. ax hxy by2 02 2+ + =  இவைறறில் ஒரு ம்ாடு ஆய அச்சு்ளுக்கு இ்்டப்பட்்ட ம்ாணததின  
இருசமரவைட்டி எனில் ( )a b h42 2+ =  என நிறுவு்.

17. x kxy y2 0– –2 2 =  எனை இரட்்்ட மநர்க்ம்ாடு – –x lxy y2 02 2 =  -ன ம்ாணங்ளின 
இருசமரவைட்டி எனில், இரண்டாவைதா்க் குறிபபிட்்ட ம்ாடு்ளும் முதைாவைதா்க் குறிபபிட்்ட 
ம்ாடு்ளின ம்ாணங்ளின இருசமரவைட்டி எனக் ்ாணபி.

18. x y3 2 1 0- - =  எனை மநர்க்ம்ாடு x xy y x y3 5 3 2 3 02 2+ - + + =  எனை இரட்்்டக் 
ம்ாடு்்ை ரவைட்டும் இருபுள்ளி்்ை ஆதியு்டன இ்ணக்கும் ம்ாடு்ள் ரசஙகுததான்வை 
எனக் ்ாண்.

 ெயிறசி 6.்

சரியாை அல்்லது மிகவும் ஏறபுடெய விடெயிடைத் ்ைரநரைடுககவும்

1. ஒரு புள்ளிக்கும் y அச்சிறகும் இ்்டப்பட்்ட தூரமானது, அபபுள்ளிக்கும் 
ஆதிக்கும் இ்்டப்பட்்ட தூரததில் ்பாதி எனில் அபபுள்ளியின நியமப்பா்த
(1) x y3 02 2+ =  (2) x y3 02 2- =  (3) x y3 02 2+ =  (4)  x y3 02 2- =

2. ( , )at at22 எனை புள்ளியின நியமப்பா்த 
(1) 

a
x

b
y

12

2

2

2

- =  (2) 
a
x

b
y

12

2

2

2

+ =  (3) x y a2 2 2+ =  (4) y ax42 =     

3. x y x y3 3 8 12 17 02 2+ - - + = எனை நியமப்பா்தயின மீது அ்மந்திருக்கும் புள்ளி
(1) (0,0)          (2)  (-2, 3)  (3)  (1, 2)  (4)   (0, -1)

4. x y
k16 25

2 2

- =  எனை நியமப்பா்தயின மீது (8,-5)  எனை புள்ளி உள்ைது எனில், k -ன 
மதிபபு
(1)  0           (2)  1    (3)  2    (4)   3

5. (2, 3) மறறும் (-1, 4) எனை புள்ளி்்ை இ்ணக்கும் மநர்க்ம்ாட்டின மீது  ( , )a b   எனை 
புள்ளி இருந்தால்
(1) 2 7a b+ =  (2) 3 9a b+ =  (3) 3 11a b+ =  (4) 3 11a b+ =

6. x y3 5– –=  எனை ம்ாட்டு்டன 45c   ம்ாணம் ஏற்படுததும் ம்ாட்டின சாயவு்ள்
(1)  1, –1 (2) 2

1 , –2 (3) 1, 2
1   (4) 2, – 2

1  

7. 4 2 2+  எனை சுறைைவு ர்ாண்ட முதல் ்ால் ்பகுதியில் ஆய அச்சு்ளு்டன அ்மயும் 
இருசம்பக்் முக்ம்ாணத்த உருவைாக்கும் ம்ாட்டின சமன்பாடு
(1) x + y + 2 = 0 (2) x y 2 0–+ =  (3) x y 2 0–+ =  (4) x y 2 0+ + =
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8. (–2, 4), (–1, 2),  (1,2)  மறறும் (2, 4) எனை வைரி்சயில் நாற்ரததின நானகு மு்னபபுள்ளி்்ை 
எடுததுக் ர்ாள்்.  ஒரு ம்ாடு (–1, 2) எனை புள்ளி வைழிமய ரசல்கிைது.  மமலும் அது 
நாற்ரத்த சம்பரப்பா் பிரிக்கிைது எனில், அதன சமன்பாடு,
(1) x  + 1 = 0      (2) x + y = 1      (3)  x + y + 3 = 0      (4) x – y + 3 = 0 

9. (1, 2) மறறும் (3, 4) ஆகிய புள்ளி்்ை இ்ணக்கும் ம்ாட்டுததுணடின ரசஙகுதது 
இருசமரவைட்டியானது ஆய அச்சு்ளு்டன ஏற்படுததும் ரவைட்டுத துணடு்ள்
(1)  5, –5     (2) 5 , 5    (3) 5, 3      (4) 5, –4

10. சாயவு 2 உ்்டய ம்ாட்டிறகு ஆதியிலிருந்து வை்ரயப்படும் ரசஙகுததுக் ம்ாட்டின நீைம்   
5 எனில், அக்ம்ாட்டின சமன்பாடு

(1) x y2 5+ =x xy y2 22 2+ -x y2 5+ =  (2) x y2 5+ =x xy y2 22 2+ -x y2 5+ =  (3) x y2 5+ =x xy y2 22 2+ -x y2 5+ =  (4) x y2 5 0+ - =x xy y2 22 2+ -x y2 5 0+ - =

11. 5x – y = 0 எனை ம்ாட்டிறகுச் ரசஙகுததுக் ம்ாடு ஆய அச்சு்ளு்டன அ்மக்கும் 
முக்ம்ாணததின ்பரபபு 5 ச. அைகு்ள் எனில் அக்ம்ாட்டின சமன்பாடு
(1) x  + 5y 5 2 0! =   (2)  x – 5y 5 2 0! =

(3) 5x  + y 5 2 0! =                           (4) 5x–y 5 2 0! =

12. x y 5 0– + = எனை ம்ாட்டிறகுச் ரசஙகுததா்வும் y அச்்ச ரவைட்டும் புள்ளி வைழிமய 
ரசல்ைக்கூடியதுமான மநர்க்ம்ாட்டின சமன்பாடு
(1) x y 5 0– – =  (2) x y 5 0–+ =  (3) x y 5 0+ + =  (4) x y 10 0+ + =

13. ஒரு சம்பக்் முக்ம்ாணததின ஒரு மு்ன (2, 3) மறறும் இபபுள்ளிக்கு எதிர்பபுைம் அ்மயும் 
்பக்்ததின சமன்பாடு x + y = 2   எனில் ்பக்்ததின நீைம்
(1) 2

3  (2) 6 (3) 6  (4) 3 2

14. p மறறும் q ஆகியவைறறின எந்த மதிபபு்ளுக்கும் –( ) ( )p q x p q y p q2 3–+ + =  எனை 
ம்ாட்டின மீது அ்மயும் புள்ளி
(1) ,2

3
2
5a k  (2) ,5

2
5
2a k  (3) ,5

3
5
3a k  (4) ,5

2
5
3a k

15. (1, 2) மறறும் (3, 4) ஆகிய இரு புள்ளியிலிருந்து சமத ரதா்ைவிலும், x y2 3 5- =   எனை 
ம்ாட்டின மீதும் அ்மந்துள்ை புள்ளி
(1) (7, 3) (2) (4, 1) (3) (1, –1) (4) (–2, 3)

16. y = –x எனை ம்ாட்டிறகு (2, 3) எனை புள்ளியின பிம்்பபபுள்ளி
(1)  (–3, –2)           (2) (–3, 2 )       (3) (–2, –3) (4) ( 3, 2 )

17. x y
3 4 1- = எனை ம்ாட்டிறகு ஆதியிலிருந்து ரசஙகுததுத ரதா்ைவு

(1)   5
11    (2) 12

5  (3)   5
12  (4) 7

5

18. x y2 3 1 0– + =  எனை ம்ாட்டிறகுச் ரசஙகுததா்வும் (1, 3) எனை புள்ளி வைழிமய ரசல்லும் 
மநர்க்ம்ாட்டின y ரவைட்டுததுணடு
(1) 2

3  (2) 2
9  (3) 3

2  (4) 9
2                                    
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19. ( )x k y2 7 3 0+ - + =  மறறும்  kx y3 9 5 0+ - =  இவவிரு ம்ாடு்ள் ரசஙகுததான்வை 
எனில்  k -ன மதிபபு
(1) k  = 3 (2) k = 3

1  (3) k = 3
2  (4) k = 2

3

20. ஒரு சதுரததின ஒரு மு்ன ஆதியா்வும் மறறும் அதன ஒரு ்பக்்ம் x y4 3 20 0+ - =  எனை 
ம்ாட்டின மீதும் அ்மந்திருந்தால், அந்தச் சதுரததின ்பரபபு
(1) 20 சஅ    (2) 16 சஅ (3) 25 சஅ (4) 4 சஅ

21. x xy y6 41 7 02 2+ - = எனை இரட்்்டக் ம்ாடு்ள் x -அச்சு்டன ஏற்படுததும் ம்ாணங்ள் a
மறறும்  b  எனில்,  tan tana b  = ?

(1) 7
6-  (2) 7

6  (3) 6
7-  (4) 6

7

22. x y4 02 2- =  மறறும் x = a எனை ம்ாடு்ைால் உருவைாக்்ப்படும் முக்ம்ாணததின ்பரபபு
(1) a2 2  (2) a2

3 2  (3) a2
1 2  (4) a

3
2 2

23. x xy cy6 4 02 2- + =  எனை ம்ாடு்ளில் ஒரு ம்ா்டானது x y3 4 0+ =  எனில் c -ன மதிபபு
(1) –3 (2) –1 (3) 3 (4) 1

24. x xy y6 02 2- - =  எனை ம்ாடு்ளுக்கு இ்்டப்பட்்ட குறுஙம்ாணம் i  எனில் 

sin cos
cos sin

4 5
2 3
i i
i i

+
+   -ன மதிபபு

(1) 1 (2) 9
1-  (3) 9

5  (4) 9
1

25. cotx xy y2 02 2i+ - =  எனை இரட்்்ட மநர்க்ம்ாட்டின சமன்பாடு்ளில் ஒரு சமன்பாடு 
(1) cotx y i-  = 0   (2) tanx y i+  = 0 
(3) cos (sin )x y 1 0i i+ + =  (4) sin (cos )x y 1 0i i+ + =

ொெத் ரைாகுபபு (Summary)

 z  ர்ாடுக்்ப்பட்்ட த்வைல்்ளின அடிப்ப்்டயில் மநர்க்ம்ாட்டின சமன்பாடு வை்்்ள் 
வை.  

எண ர்ாடுக்்ப்பட்்ட த்வைல் மநர்க்ம்ாடு்ளின 
சமன்பாடு

(i) சாயவு (m ) மறறும் y -ரவைட்டுததுணடு (b ) y mx b= +

(ii) சாயவு (m ) மறறும் புள்ளி 1 1( , )x y 1 1   (   )y y m x x− = −

(iii) இரணடு புள்ளி்ள் x y1 1( , )   மறறும் 2 2( , )x y 1 1

2 1 2 1

y y x x
y y x x

− −=
− −

(iv) x -ரவைட்டுததுணடு (a) மறறும் y  -ரவைட்டுததுணடு(b) 1x y
a b

+ =

(v) ரசஙகுதது நீைம் (p) மறறும் ம்ாணம் (α) cos sinx y pα α+ =

(vi) து்ணயைகு வைடிவைம் :  து்ணயைகு (r) 1 1 -   -  
cos sin
x x y y r

θ θ
= =

(vii) ர்பாது வைடிவைம் 0ax by c+ + =
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z மநர்க்ம்ாட்டின வைடிவைம் இ்ணக்்ான 
நி்பந்த்ன

ரசஙகுததுக்்ான 
நி்பந்த்ன

y m x c1 1= +   மறறும்    y m x c2 2= + m m2 1= m m 11 2 =-

a x b y c 01 1 1+ + = மறறும்  a x b y c 02 2 2+ + = a b a b1 2 2 1= a a b b 01 2 1 2+ =

z ஒரு புள்ளி ,P x y1 1^ h   ஆனது  , ( )ax by c c0 0!+ + =  எனை ம்ாட்டிறகு  ஆதிப்பக்்மா்மவைா 
அல்ைது ஆதி அல்ைாத ்பக்்ததிமைா இருந்தால் ax by c1 1+ +  மறறும் c மு்ைமய ஒமர குறி 
அல்ைது எதிர்க்குறிக்கு இணங் அ்மயும்.

 z ,x y1 1^ h  மறறும்  ,x y2 2^ h  இவவிரு புள்ளி்ளுக்கு இ்்டப்பட்்ட ரதா்ைவு, 
   D x x y y– –2 1

2
2 1

2= +^ ^h h
 z ,P x y1 1^ h  எனை புள்ளியிலிருந்து ax by c 0+ + = -க்கு உள்ை ரதா்ைவு 

a b

ax by c
2 2

1 1

+

+ +

 z a x b y c 01 1 1+ + =  மறறும் a x b y c 01 1 2+ + =  எனை இ்ண ம்ாடு்ளுக்கு இ்்டப்பட்்ட 
ரதா்ைவு   

a b

c c
2 2

2 1

+

-

 z ax by c 0+ + =  எனை மநர்க்ம்ாட்டிறகு 
(i) இ்ணயான ம்ாடு்ள் ax+by = k

(ii) ரசஙகுததான ம்ாடு்ள் bx - ay = k

 z ஒரு புள்ளி ,x y(  )1 1   வைழிமய ax by c 0+ + =  எனை மநர்க்ம்ாட்டிறகு   
(i) இ்ணயா் உள்ைது எனில், ax by ax by1 1+ = +  மறறும்  

(ii) ரசஙகுததா் உள்ைது எனில், bx ay bx ay1 1- = -   ஆகும்.
 z ax by c 0+ + =  எனை மநர்க்ம்ாட்்்டப ர்பாருதது ( , )x y1 1  புள்ளியின பிம்்பபபுள்ளியின 

(image of point) ஆயதரதா்ை்ள்  ( )
a

x x
b

y y
a b

ax by c21 1
2 2

1 1-
=

-
=-

+
+ +

z இரட்்்ட மநர்க்ம்ாடு்ள் இ்ணக்்ான நி்பந்த்ன ரசஙகுததுக்்ான நி்பந்த்ன
ax hxy by2 02 2+ + = h ab 02 - = a b 0+ =

 z ax hxy by2 02 2+ + =  எனை இரட்்்ட மநர்க்ம்ாட்டின ம்ாணததின  இருசமரவைட்டியின 
சமன்பாடு   a b

x y
h
xy2 2

-
-

=

 z இரண்டாம் ்படி ர்பாது சமன்பாடு ax hxy by gx fy c2 2 2 02 2+ + + + + =                        
(i)  மமற்ண்ட சமன்பாடு ஓர் இரட்்்ட மநர்க்ம்ா்டா் இருப்பதற்ான நி்பந்த்ன 

(்ட்டுப்பாடு)  abc fgh af bg ch2 02 2 2+ - - - =

(ii) இவைறறிறகு இ்்டப்பட்்ட ம்ாணம் i =
a b
h ab2

tan

2
1

+
-- .  இஙகு a + b = 0 எனில், 

ம்ாடு்ள் ரசஙகுததுக் ம்ாடு்ள் ஆகும். 
(iii)  ரவைட்டிக் ர்ாள்ளும் புள்ளி்ள்  

h

bg
,P

ab

hf
ah h
gh af

22=
-
-

-

-c m
 z ax hxy by gx fy c2 2 2 02 2+ + + + + =  எனை இரட்்்ட மநர்க்ம்ாடு்ள் இ்ணயா் அ்மயும் 

எனில், h
a

b
h

f
g

= =   அல்ைது  bg af2 2=

 z ax hxy by gx fy c2 2 2 02 2+ + + + + = எனை இ்ணயா்ச் ரசல்லும் இரு மநர்ம்ாடு்ளுக்கு 

இ்்டமய உள்ை ரதா்ைவு 
( )

( )
a a b
g ac

2
2

+
-   அல்ைது 

( )
( )
b a b
f bc

2
2

+
- .

h

bg
,P

ab

hf
ah h
gh af

22=
-
-

-

-c m
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ெடி-1 
இ்ணய உைாவியில் கீமை ர்ாடுக்்ப்பட்டுள்ை உரலி்யத தட்்டச்சு ரசயயவும் அல்ைது வி்ரவுக் 
குறியீட்்்டப ்பயன்படுதது்.

ெடி-2
“XI STD Analytical Geometry” எனை Geogebra ்பக்்ம் மதானறும். அதில் ர்ாடுக்்ப்பட்டுள்ை 5 
ரசயல்்ளில் ஏமதனும் ஒன்ைத மதர்ந்ரதடுதது ரசயது ்பார்க்்வும். எ.்ா: “Locus: Angular Bisector”
ெடி-3
“Locus: Angular Bisector” எனை ்பயிறசிததாளில் “D” எனை புள்ளி்ய அதன நியமப்பா்தயில் 
ந்ர்ததவும்.
ெடி-4
“D” எனை புள்ளி இரணடு ம்ாடு்ளுக்கும் சமமான ரசஙகுதது தூரததில் ந்ர்ந்து ம்ாண 
ரவைட்டியா்ச் ரசல்வை்த அறியவும்.

ெடி-1 ெடி-2

 
ெடி-3 ெடி-4

இமத ம்பானறு ரசஙகுதது இருசமரவைட்டி, ்பரவை்ையம், மநர்க்ம்ாட்டின சமன்பா்டான  
y = mx + c ம்பானை ரசயல்்பாடு்்ைச் ரசயது ்பார்க்்வும்.

*்ப்டங்ள் அ்்டயாைததிறகு மட்டுமம.
ரசயல்்பாட்டிற்ான உரலி : https://ggbm.at/QNaNghJZ

இடணயச் ரசயல்ொடு – 6 (அ)
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ெடி-1 
இ்ணய உைாவியில் கீமை ர்ாடுக்்ப்பட்டுள்ை உரலி்யத தட்்டச்சு ரசயயவும் அல்ைது வி்ரவுக் 
குறியீட்்்டப ்பயன்படுததவும். “XI STD Analytical Geometry” எனை Geogebra ்பணிப புதத்ம் 
திைக்கும். அதில் உங்ளுக்குத மத்வையான ்பயிறசி்ய ரதரிவு ரசயது ்பார்க்்ைாம். இபர்பாழுது 
“Pair of Straight Line in Double End Cone” எனனும் ்பயிறசி்யத மதர்ந்ரதடுக்்வும்..

ெடி-2
முப்பரிமாணததில் உள்ை ஒரு சமதைத்த இரணடு மு்ன ர்ாண்ட கூம்பு அதன உச்சி வைழிமய 
ரவைட்டிச் ரசல்லும் ம்பாது ஓர் இ்ண மநர்ம்ாடு அ்மவை்தக் ்ாணைாம். மமலும் E மறறும் D 
ஆகிய புள்ளி்்ை ந்ர்ததியும் மீைாயவு ரசயயைாம்.

ெடி-1

ெடி-2

*்ப்டங்ள் அ்்டயாைததிறகு மட்டுமம.
ரசயல்்பாட்டிற்ான உரலி : https://ggbm.at/QNaNghJZ 

இடணயச் ரசயல்ொடு – 6 (ஆ)
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பயிற்சி 1.1
 (1) (i) {2, 3, 5, 7} (ii) {1} (iii) {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10} 

 (iv) {−5} (2) { x  ∈ℝ : x2 = 1} (3) (i) முடிவுறு கணம்
 (ii) முடிவுறாக் கணம்   (iii) முடிவுறாக் கணம்  (iv) முடிவுறாக் கணம்
 (v) முடிவுறாக் கணம் (5) உண்மை அல்ல (6) 0     

 (7) 128  (8) {0, 1, 2, 3} (9) A = {x , y, z}  மைற்றும் B = {1,2}  

 (10) {(−1, 0), (−1, 1), (0, 2), (1, 2)}

பயிற்சி 1.2
 (1)(i) தற்சுட்டு ; சமைச்சீர் அல்ல ; கடப்பு (ii) தற்சுட்டு அல்ல ; சமைச்சீர் ; கடப்பு அல்ல
 (iii) தற்சுட்டு ; சமைச்சீர் அல்ல ; கடப்பு அல்ல  (iv) தற்சுட்டு ; சமைச்சீர் 

 (v) ℝ  ஒரு வெற்றுக் கணம் ; தற்சுட்டு அல்ல ; சமைச்சீர் ; கடப்பு
 (2) (i) (c , c) மைற்றும் (d , d)         (ii) (c , a )

 (iii) சசர்க்க செணடியதில்்ல   (iv) (c , c) , (d , d) , (c , a ) சசர்க்கப்்படசெணடும்
 (3) (i) (c , c)   (ii) (c, a )   (iii) ஏதுமில்்ல  (iv) (c, c) மைற்றும் (c, a )

 (5) {(3, 8), (6, 6), (9, 4), (12, 2)}   தற்சுட்டு அல்ல ; சமைச்சீர் அல்ல ; கடப்பு ; சமைானத் வதாடர்பு அல்ல
 (7) R ={(1,1), (1,2), (1,3), (1,4), (1,5), (2,1), (2,2), (2,3), (2,4), (3,1), (3,2), (3,3),

             ( 4,1), (4,2), (5,1)} தற்சுட்டு அல்ல ; சமைச்சீர் ; கடப்பு அல்ல ; சமைானத் வதாடர்பு அல்ல
 (8) மீச்சிறு கணம் =  {(a , a ), (b, b), (c, c)}. மீப்வ்பரு கணம் = A × A

பயிற்சி 1.3
 (1) ஆம்; சேர்மைாறு சார்பு அல்ல 

 (2) f ( )−4  = 8,  f ( )1  = 0,   f �� �2  = 6,   f ( )7  = 0,     f ( )0  = 0

 (3) f �� �3  = 1,  f ( )5  = 38,   (2)f  = 1,  f ( )−1  = −5, f ( )0  = −3 

 (4) (i) சார்பு; ஒன்றுக்வகான்று அல்ல, சமைற்சகார்த்தல அல்ல  (ii) சார்பு அல்ல . 

 (5) (i) f  = {(1, a ), (2, a ), (3, a ), (4, a )}   (ii) இய்லாது         

 (iii) இய்லாது	 	  (iv) {(1, a), (2, b), (3, c), (4, d)}

 (6) { ( 1) },
6

nn nππ− + − ∈   (7) ∅ (8) (−¥ , −1
3

 ]∪[1, ¥ )   

 (9) ℝ − {0}, ℝ − {0}   (10) எல்லா x -க்கும் ( f g ) = 0, ( g f ) = 0  

 (12) f x x� �
�1 5
3

( )    (13) x  > 0

 (15) வமைாத்த கட்டணம்  = 0.43 மீ + 50, ்பயண கட்டணம் = ` 738

 (16) (A + S)(x) = 55, 000 + 0.09 x ,   வமைாத்த ெருமைானம் = `14, 05, 000

 (17) ( g f ) ( x ) = 62.115 x

விடைகள்
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விடைகள்347

 (18) ெருமைானம் = `(200 − x ) x ;   வமைாத்த வச்லவு = `100(200 − x );

  இ்லா்பம் = `(200 − x ) x  − 100(200 − x )

 (19) 1 9( ) 32
5
xf x− = +    (20) f x x� �

�1 4
3

( )

பயிற்சி 1.5
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13

(3) (2) (4) (1) (1) (4) (2) (2) (3) (2) (2) (3) (3)

14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25

(2) (4) (3) (4) (3) (2) (4) (4) (1) (4) (2) (3)

பயிற்சி 2.1
 (1) 7 � �� �,   � �

1
4

,   0∈� �, ,     3.14 ,∈    4∈� � �, , ,  22
7

∈     

 (3) ஆமைாம், 4 3+ ,  2 3+    (4) ஆமைாம், 2 3+ ,  2 3−   

 (5) 1
21001

பயிற்சி  2.2
 (1) (i) −4 < x  < 10 (ii) ℝ (iii) 11

3
13
3

≤ ≤x  (iv) −7 < x  < 7

 (2) ���
�
�

�
�
� � ��

�
�

�
�
�, ,5

12
7

12
    (3) ��

��
�
�

�
��
� ��
��

�
�
�, ,7

3
7
3

 (4) �
� �

15
2

11
2

x  (5) �
� �

3
10

7
10

x       (6)  தீர்வு இல்்ல

பயிற்சி 2.3
 (1) (i) [−1, 4)   (ii) [−3, 5]  (iii) (−¥, 3) (iv) (−¥, 5) 

 (2) (i) 1, 2, 3, 4     (ii) . . . , −3, −2, −1, 0, 1, 2, 3, 4

 (3)(i) �� ��
�
�

�
��

,
9

2
     (ii) . . . , −7, −6, −5 (iii) தீர்வு இல்்ல

 (4)(i) (−¥, 2] (ii) 34

5
,  ��

�
�

�
�
�  (5) 93            

 (6) 120 லிட்டர், 300 லிட்டருக்கும் இ்டசய    

 (7) (11, 13), (13, 15), (15, 17), (17, 19)   (8) t = 9 வினாடிகள், 11 வினாடிகள்   

 (9) 10 மைணிக்கு கு்றொக    (10) < `	21,000 அல்லது > `	33,000.

பயிற்சி 2.4

 (1)  x x2 4 21 0� � �    (2) ( )22 2 4
5

x x− − −   (3)  x x2 2
3

1
3

0� � �  

 (6) (i) b = 0    (ii)  3 162b ac=     (iii) c = a
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 (8) (i) வமைய் மைற்றும் சமைமைற்றது  (ii) வமைய் மைற்றும் சமைமைற்றது     (iii) வமைய் மைற்றும் சமைமைற்றது 

 (9) (i) சந்திக்காது            (ii) 2 புள்ளிகளில சந்திக்கும்   (iii) ஒரு புள்ளியில வதாடும்

 (10) x ��
�
�

�
�
� � �

�
�

�
�
�

5
2

3
2

2 2

பயிற்சி 2.5
 (1) ��

��
�
��

3 5
2

,      (2) [1, 2]  

பயிற்சி 2.6

 (1) −
5
2

 மைற்றும் 5
2

     (2) 3 53
2

+  மைற்றும் 3 53
2

−  

 (3) 2x = ±    (4) x � �
3
5

 அல்லது −1

பயிற்சி 2.7
 (1) x x x x2 22 1 2 1� �� � � �� �    (2) a = 5

பயிற்சி 2.8
 (1) (0, 1) ∪  (2, ¥)   (2) ���

�
�

�
�
� � � �, ,3

2
2 4    (3) ( ] [ )3, 2 2, 5− − ∪

பயிற்சி 2.9
 (1) 1

2
1

2a x a a x a( ) ( )�
�

�
  (2) 7

3 2
2

3 1( ) ( )x x�
�

�

 (3) 1
6 1

2
15 2

3 1
10 12( ) ( ) ( )x x

x
x�

�
�

�
� �

�
   (4) 1

1
1
12 3( ) ( )x x�

�
�

  

 (5) 1
4 1

1
4 1

1
2 12( ) ( ) ( )x x x−

−
+

−
+

 (6) 2

1 2
1x x

−
+

 

 (7) 1 13
3

7
2

�
�

�
�x x

    (8) ( )
( ) ( )

x
x x

� �
�

�
�

5 32
3

11
2

 

 (9) 2

14 11 14
9( 1) 3( 1) 9( 2)x x x

− − +
+ + −

   (10) 4
1

2 3
12x

x
x�

�
�
�

 

 (11) 2 2
3

1
1

�
�

�
�

�
�
�

�
�
�x x

  (12) 3
1

4 3
12x
x

x�
�

�
�

 

பயிற்சி 2.11
 (1) (i) 25  (ii) 1

8
   (iii) 1

100
  (iv) 1

9
         (v) 1

3

 (2) 8  (3) 1
2

  (4)  1

2
 (5) 2

 (6) 21 7 2 3 6 2 3

7

+ + +  (7) 5  (8) 2 2 6
5

+
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பயிற்சி 2.12
 (1) logb y x= , (0, ¥), ( , )�� �   (2) 5

6
 

 (3) 64  (4) 2   (11) 2 2   (12) −10    

பயிற்சி 2.13
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

(2) (1) (2) (3) (2) (2) (3) (1) (2) (2)

11 12 13 14 15 16 17 18 19 20

(2) (3) (3) (2) (3) (1) (3) (1) (1) (4)

பயிற்சி 3.1
 (1) (i) முதல காற்்பகுதி        (ii) இரணடாம் காற்்பகுதி 

 (iii) ோன்காம் காற்்பகுதி  (iv) ோன்காம் காற்்பகுதி
 (v) இரணடாம் காற்்பகுதி
 (2) (i) 35 (ii) 165 (iii) 70 (iv) 90 (v) 270

 (8) k !  [−1, 1]  (9)  sec ;� �
�p
p

2 1
2

 tan ;� �
�p
p

2 1
2

sin� �
�
�

p
p

2

2

1
1

 (10) c bd ad cb ac b2 2 2 2 2�� � � � � �( ) ( )

பயிற்சி 3.2
 (1) (i) π

6
 சரடியன்கள்  (ii)  3

4
π  சரடியன்கள்  (iii) 41

36
π−  சரடியன்கள்  

 (iv) 5
6
π  சரடியன்கள்  (v) 

11
6
π

 சரடியன்கள்

 (2) (i) 60c  (ii) 20c  (iii) 72c  (iv) 420c  (v) 200c
 (3) r ≈ 31 82. � மீட்டர்கள்  (4) s �

20
3
�  = 20.95 வச.மீ 

 (5) 12 36i = c l   (6) s = 7 16.  அடி  (7) r r1 2 5 4: :=

 (8) ெட்டக் சகாணப் ்பகுதியின் ்மையக் சகாணம் 65 27 16. c l m  

 (9) 6000c   (10) 14°  (11) 3
4
π

பயிற்சி 3.3

 (1) (i) 3
2

  (ii) −
1
2

  (iii) 1
2

  (iv) −
1
3

 

 (v) −
1
3

  (vi) 3   (vii) 3
2

 (2) sin ;� �
2 6

7
cos ;� �

5
7

tan ;� �
2 6

5
 cosec� ;� �

7
2 6

 sec ;� �
7
5

 cot� �
5

2 6
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 (3) (i) 
3in
2

 s ;θ = −  cosec  � ;� � �
2
3

 sec ;� � �2  tan ;� � 3  cot� �
1
3

 

 (ii) 5sin ;
3

θ =
 
cosec� ;� �

3
5

 sec ;� �
3
2

 tan ;� �
5
2

 cot� �
2
5

 

 (iii) cos ;� �
5
3

 
3cosec   ;
2

θ = −  sec ;� �
3
5

 tan ;� � �
2
5

 cot� � �
5
2

 (iv) sec ;� � � 5  cos ;� � �
1
5

 cot ;� � �
1
2

 sin ;� �
2
5

 5cosec 
2

θ =  

 (v) cos ;� �
5

13
 sin ;� � �

12
13

 cosec� ;� � �
13
12

 tan ;� � �
12
5

 cot� � �
5

12
 (5) ,60 120ci = c , 240°, 300°

பயிற்சி 3.4

 (1) (i) sin( )x y� �
220
221

  (ii) cos( )x y� �
171
221

   (iii) tan x y�� � � 220

21
  

 (2) (i) sin( )A B� �
187
205

 (ii) cos( )A B� �
156
205

 

 (3) cos( )x y� �
4
5

   (4)  87sin( )
425

x y− = −  

 (5) ;cos sin105
2 2

1 3 105
2 2
3 1

c c=
-

=
+

; tan ( )7
12

2 3��
�
�

�
�
� � � � 

 (7) 4 2 6 1 02x x� � �   (16) 0   (22) 1  (24) 2
11  

பயிற்சி 3.5

 (1) (i) 161
289

  (ii) −
7
25

  (iii) 3713
4225

  (2)(i) 
2 3

5
 (ii) 

1
3 2

பயிற்சி 3.6

 (1) (i) sin sin2
1 63 7c c+6 @  (ii) 1

2
6 2sin sinx x�� �   (iii) 1

2
12 8sin sin� ��� �       

 (iv) 1
2

7 3cos cos� ��� �   (v) 1
2

9cos cos� ��� �
 (2) (i) cos sin2 55 20c c   (ii) cos cos2 40 25c c  

       (iii) sin cos2 45 5c c  (iv) sin sin2 55 20c c

பயிற்சி 3.8

 (1) (i) � �
� �

4
;  � �

�
� � �� � ��

�
�

�
�
� �n nn1

4
,    (ii) ;

6
πθ =  � �

�
� �n

6
,  n ∈  

 (iii) � �
� �

6
;  � �

�
� � ��

�
�

�
�
� �n n

6
, �   
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 (2)(i) x � 0
2

3
2

, , ,�
�

�   (ii) x �
2
3

4
3

� �
�, ,   (iii) x �

� � �
2 6

5
6

, ,   (iv) 0,x π=

 (3)(i) x n� �( )2 1
6
�  அல்லது x n n� � �� �� �

2
1

12
,  n∈

 (ii) � �
�

� � �� �n n1
6

 அல்லது � �
�

� � �� �n n1
2

,  n∈  

 (iii) � �
� �( )2 1

4
n  அல்லது � �� 2n , n∈

 (iv) 3
n

i
r=  அல்லது � �

�
� �n

3
,  n∈    (v) 2nθ π=  அல்லது � � �

� � ��
�
�

�
�
�

2
3 6
n ,  n ∈

 (vi) � �
� �( ) ,8 1

4
n  n ∈   (vii) 2 ,

6 3
n nπ πθ π= + ± ∈

 (viii) � �
� �

� � � �2
3

2
3

n n,     (ix) � � �
� � �

n n
3 18

,    

 (x) � �
�

� �n
10

,  n ∈   (xi) x n n� � �2
3

�
� , 

பயிற்சி 3.9
 (2) � � �A 75   (9) 40 மீ, 40 மீ, 4மீ   (10) 4மீ,  4மீ, 4மீ மைற்றும் 4 3�ச.மீ

பயிற்சி 3.10
 (1) முக்சகாணம் கி்டக்காது  (3)  A 15 , B 01 5c c+ += = , C = 6

 (7) 5 2
3 1−

 கி.மீ   (8) 2 13  கி.மீ  (9) 3 73+  கி.மீ  (10) 7  கி.மீ

 (11) வமைாத்த வச்லவு : `155800 மைற்றும் சுற்றளவு 180 20 27+  அடி 

 (12) x =100  கி.மீ   (13) 5 2 2−  கி.மீ  (14) 2 6 2 3 3+ +( ) கி.மீ  

 (15) 10 13  கி.மீ

பயிற்சி 3.11
 (1) (i) θ = π

4
  (ii) � �

�
6

   (iii) 
2
πθ = −   (iv) � �

�
3
4

 (v) � �
�

3
பயிற்சி 3.12

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

(4) (1) (1) (1) (4) (4) (1) (2) (4) (2)

11 12 13 14 15 16 17 18 19 20

(3) (2) (3) (3) (2) (4) (1) (1) (1) (1)

பயிற்சி 4.1
 (1) (i) 17 (ii) 6 (iii) 20 (iv) 720 (v)  120
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 (2) (i) 151200         (ii) 24      (3) (i) 12  (ii) 24 

   (4) (i) 64       (ii) 24  (5) (i) 90 (ii) 64     

 (6) (i) 144  (ii) 80    (7) (i) 48  (ii) 90 

 (8) (i) 9000             (ii) 4536      (iii) 4464 (9) (i) 36         (ii)  60   

 (10) 13  (11) 400        (12) (i) 42  (ii) 78             

 (13) (i) 46                (ii) 310  (iii) 1012  (14) (i) 720  (ii) 144

  (iii) 4      (iv) 144  (v) 220 (vi) ( )( )n n+ +3 2

 (15) (i) 15   (ii) 120  (iii) n n( )−1
2

  (16) (i) 4             (ii)  100

பயிற்சி 4.2
 (1) 10            (2) 4    (3) (i) 336         (ii) 172800  (4)  720

 (5) (i) 410   (ii) 3 54 6×    (iii) 11!           (6) (i) 45              (ii) 155  

 (7) 144    (8) (i) 14!               (ii) 9! × 6! (iii) 8 9
6! × P   

 (9) 34650 (10) 1260 (11) 6912  (12) 60        

 (13) (i) 28  (ii) 28 (14) (i) 43200     (ii) 151200

 (iii) 19807200  (iv) 151200  (15) (i) 180  (ii) 60  (iii)  30           

 (16) (i) 379        (ii) 135   (17) 120, NIGHT (18) 7 

 (19) 399960   (20) 571956

பயிற்சி 4.3
 (1) 1 (2) 3     (3) 10, 3  (6) 20

 (9) (i) 14
7 3432C =  (ii) 15

2 105C =   (iii) 20
2 190C =   (iv) 100

5C

 (v) 5
3

4
2

2
1 120C C C� � �  (10) (i) 2 164 =     (ii) 2 325 =     (iii)   2n

 (11) (i) 25
3C  (ii) 25

3P  (12) 10
2

8
4P C  × = 6300    

 (13) (i) 10
3 120C =   (ii) 10

5 252C =  (14) 5
2

20
3 11400C C� �

 (i) 4 20
1 3 4560C C× =   (ii) 5

2
19

3 9690C C� �   (15)  7
3 35C =

 (16) 4512   (17) 546    (18) (i) 280     (ii) 336      (iii)  736 

 (19) 485     (20) 64         (21) 2454 (22) 15
3 455C =

 (23) 364   (24) (i) 50 (ii) 161  (25) 15

பயிற்சி 4.5
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13

(2) (2) (1) (2) (4) (2) (1) (4) (2) (2) (3) (4) (2)

14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25

(3) (1) (4) (2) (3) (4) (3) (2) (2) (2) (1) (2)
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பயிற்சி 5.1
 (1) (i) 8 36 54 276 3

3x x
x

� � �  (ii) 216 216 1 8118 4 2 2 2[ ( ) ( ) ]x x x x� � � �

 (2) (i) 108243216  (ii) 96059601 (iii) 4782969  

 (3) ( . )1 01 10000106

>   (4) 10

 (5) 15 6,x  என்ற உறுப்பு சாத்தியமில்்ல. (6) 26235  (7) −
40
27

 (8) 01 (13) n =15  (14) n = 55  (15) n = 7  அல்லது 14

பயிற்சி 5.2
 (1) (i) (G.P.) இ்சத்வதாடர்மு்ற (ii) ஏதுமில்்ல
 (iii) (G.P.) வ்பருக்குத் வதாடர்மு்ற (iv) ஏதுமில்்ல  (v) ஏதுமில்்ல
  (vi) ஏதுமில்்ல   (vii) (A.G.P) கூட்டு-வ்பருக்குத் வதாடர்மு்ற
 (2) (i) 2, 2, 4, 4, 6, 6, . . .  (ii) 1, 2, 3, 5, 8, 13, . . .  
 (iii) 1, 2, 3, 6, 11, 20 , . . . 

 (3)(i) 
;
;

a
n

n
1

n =
+)    (ii) a n

n
nn � �

� �
1

,   

 (iii) a n
n

nn �
�

� �
2 1

2
,               (iv) 

;
;

a
n
n

7
8n =

-
+

)   

 (4) 12 18 27, ,  (5) t
n nn � �

�
1 1

12 2( )
 (8) 5 45,

பயிற்சி 5.3

 (1) a d S� � � �
133
25

2
75

304
320, ,  (2) S17 527=

 (3)(i) S nn
n= −( ) − 

8

81
10 10 1 9  (ii) 

6 [10(10 1) 9 ]
81

n
nS n= − −

 (4) S n
n

n� � �
4
9

4 1
3

( )   (5) 3 2
3

3 3 2
2 3

3 1
4 31 1

1

3

n n
n

n

n

n

n

− − −
⋅

+
−
⋅− −

−

−, ( )

 (6) n =15  (8) 20மைாதஙகள் (9) 2480  மீட்டர்கள்     (10) 120,480,30(2)n

 (11) 500 11
10

1296 87
10





 = .  (12) 15  ஆெது ோள்

பயிற்சி 5.4

 (1) (i) 
2 31 1

5 5 25 125
x x x 

− + − + … 
 

 ;  | |x < 5

 (ii) 2
9

1 2 4
3

3 4
3

4 4
3

2 3

� �
�
�

�
�
� �

�
�
�

�
�
� � �

�
�

�
�
� ��

�

�
�
�

�

�
�
�

x x x ;  | |x <
3
4

 (iii) 5 1 2
15

1
225

4
81 125

2
3 2 4 6
�
�
�

�
�
�

� � �
�

���
��

�
��

( )x x x ;  x2 5<

n	ஒற்்றப்்ப்ட	எனில
n	இரட்்டப்்ப்ட	எனில

n	ஒற்்றப்்ப்ட	எனில
n	இரட்்டப்்ப்ட	எனில
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 (iv) 2 1
3

5
36

5
81

2
3 2 3

��
�
�

�
�
�

� � � ���
��

�
��

x x x  ;  | |x < 2    (2)   ( ) .1001 10 00333
1
3





 ≈ 

 (5) (i) 
2 3 4 525 125 625 6251 5

2 6 24 24
x x x xx+ + + + + + …

 (ii) 1 2 2 4
3

2
3

4
15

2
3 4 5

� � � � � ��x x x x x  (iii) 32 41 1 11
2 8 4

1
8 384

x x x x+ + + + + …

 (6)(i) 4 8 64
3

64
3

2
3 4

x x x x
� � � ��   ;  1| |

4
x <

 (ii) � � � � ��2 4
2

8
3

16
4

2 3 4

x x x x   ;  | |x <
1
2

 (iii) 2 3 27
3

243
5

2187
7

3 5 7

[ ]x x x x
� � � �� ;  | |x <

1
3

 (iv) � � � � ��2 2 8
3

32
5

128
7

3 5 7

[ ]x x x x  ;   | |x <
1
2

 (8) 
15

16
0 99196

1

8




 .   (9) 28

3
 (10) 1

2
10loge

பயிற்சி 5.5
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

(4) (4) (4) (4) (2) (3) (1) (3) (4) (1)

11 12 13 14 15 16 17 18 19 20

(1) (4) (4) (2) (3) (2) (2) (3) (3) (2)

பயிற்சி 6.1 

 (1) (i) x y2 2 81� �  (ii) x y2 2

81 36
1� �  (2) (i) = ±2y  (ii) x = ±3

 (3) x y a2 3 2 3 2 3/ / /� �   (4) k � �24,  b � �
1
4

  (5) x y2 2 16� �

 (6) 2 2 4 4 8 0x y x y+ − − + =  (7) x y x y2 2 5 8 16 0� � � � �

 (8) y x2 2=  (10) 8 36 16 252 431 02 2x y x y� � � � �

 (11) x
a

y
b

2

2

2

2 1� �  (12) 9 33 3 35 0
2x x y− − + =

 (13) x y x y2 2 12 9 63 0� � � � �  (14) ( , ),( , ),( , ),( , )5 21 3 5 21 3 8 3 2 3� � � �

 (15) 
x y2 2

25 9
1+ =

பயிற்சி 6.2
 (1)(i) y x� �5 4  (ii) 3 2x y� �  (iii) 2 3 5x y� �  (iv) x y� � �3 1 3( )
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 (3) 10 3 25x y+ =   (5) (i) C F� �
5
9

32( )  அல்லது F C� �
9
5

32  

 (ii) C 37c=  (iii) F 100.4c=   (6) (i) 4400  மீ  (ii) D = 3000மீ
 (iii) T = 22  வினாடிகள்  (7) 1,55,000P =

 (8) ( )3 24x y� �        (9)  3 4 12 2 2x y x y� � � �,

 (11) ( , ),( , )13 7 11 3− −      (12) (i)  y x� �12 5 150.      (ii) 12 வினாடிகள்
 (iii) 80 வினாடிகள்  (13) (ii) x y� � �2 4 0   (iii) 2 வச.மீ  

 (iv) 14 கி.கி  (v) 5 வச.மீ (14) (i) y x x� � � � �
71

120
14 2 0 24. ,

 (ii) y f x= ( ) கா்லமு்றச் சார்பு, கா்லமு்ற 24, ( ) ( 24)f x f x= +  

 (15)(i) கு்றந்த்பட்ச நீளம்  = 3280 அ்லகுகள்
 (ii) 180, 360 மைற்றும் 540 அ்லகுகள் (iii) சாய்வு = 9

40
பயிற்சி 6.3

 (2) 5 4 15 0x y� � �    (3) (i) 
8
5

 (ii) 23
5

 (4) (i) x y� � �3 2 0  (ii) 4 3 7 0x y� � �   (5) x y� � �5 31 0

 (6)(i) x � �1 0  (ii) x y� � 0  (iii) 2 3 0x y� � �    

 (7) 12 5 6 0x y+ + =  மைற்றும் 12 5 20 0x y+ − =              

 (8) 4 3 15 0x y� � �  மைற்றும் 4 3 25 0x y� � �

 (9) 2 3 18 0x y+ − =    (10)   7 2  மைற்றும் ( , )−3 5  (12) (i) 14
13

       (ii) 5
2

 (13) (i) 4 3 0x y k k− + = ∈,      (ii) 1 13 4 0,x y k k+ + = ∈   

 (14) 3 2 3 0x y− − =   (15) A 13
5

0,�
�
�

�
�
�   (16) 5 10 0x y+ ± =  

 (17) ( , )0 7   (18) (i) y
x x

x x
�

� �
� �

�
�
�

1 50 0 10
5 10

. ,
,

     ( ii) ` 45                       

 (19) y x y x= − = +5 7 5 10,        (20)   y � �3 0 ,2 3 0x y� � �  மைற்றும் 2 3 0x y� � �

பயிற்சி 6.4
 (1) x xy y x y2 22 2 13 15 0− − + − − =  
 (6) 3 13 10 33 73 126 02 2x xy y x y� � � � � �

 (7) (i) x y� � 0 , 3 0x y� �  (ii) 3 4 11 0x y� � � , 2 0x y� �

 (iii) x y� � �5 0 , 2 3 4 0x y� � �  (10) y x=     (11) p q= =6 17, அல்லது − 67
6

 (12) k � �1   (13) k � �5  அல்லது − 35
4

     (14)   8
5

  (15)  5  

பயிற்சி 6.5
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13

(4) (4) (3) (4) (3) (2) (2) (4) (2) (3) (1) (2) (3)
14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25
(4) (2) (1) (3) (2) (1) (2) (1) (3) (1) (3) (4)
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அத்தியாயம் 1 – கணஙகள், த�ாடர்புகள் மற்றும் சார்புகள்
மட்டு சார்பு அல்லது எண்ணளவுச் சார்பு absolute value function  or modulus function
அடிப்படைத் த�ாைர்புகள்  basic relations  
இருபுறச் சார்பு bijective function
தசவதவெணடம  cardinality  
மூடிய இடைதவெளி  closed  interval
துட்ணச் சார்்பகம்  co-domain  
சார்புகளின் சசர்பபு composition  of functions
மாறிலி constant  
மாறிலிச் சார்பு constant function  
சார்ந்� மாறி dependent variable  
விரி�ல dilation  
தவெட்ைாக் க்ணம் disjoint  set
சார்்பகம் domain  
தவெற்றுத் த�ாைர்பு empty relation  
தவெற்றுக்ணம் empty set  
சமானத் த�ாைர்பு equivalence relation  
இரட்டைப ்படைச் சார்பு even function  
அடுக்குக் குறிச் சார்பு exponential function  
உச்சத் த�ாைர்புகள் extreme relations  
முடிவுறு க்ணம் finite set  
மீபத்பரு முழுஎண சார்பு greatest integer function  
கிடை மட்ைக் சகாட்டுச் சசா�டன horizontal line test  
சமனிச் சார்பு identity function  
பிம்்பம் image  
�கா உட்க்ணம் improper subset  
சாரா மாறி independent variable  
முடிவுறா க்ணம் infinite set  
சேர்மாறு inverse  
சேர்மாற்றுத்�ன்டம invertible  
சேரியச் சார்பு linear function  
மைக்டகச் சார்பு logarithmic function  
ஒற்டறப ்படைச் சார்பு odd function  
ஒன்றுக்தகான்றான சார்பு one-to-one function  
சமற்சகார்த்�ல சார்பு onto function
திறந்� இடைதவெளி open  interval 
அடுக்கு க்ணம் power set  
முன் பிம்்பம் pre-image  
�கு உட்க்ணம் proper subset  
வீச்சகம் range  
விகி�முறுச் சார்பு rational function  
தமய்தயண சகாடு real line  
தமய் மதிபபுச் சார்பு real-valued function  
�ட்லகீழ் சார்பு reciprocal function  
பிரதி்பலிபபு reflection  
�ற்சுட்டுத் த�ாைர்பு reflexive  relation
க்ண சவெறு்பாடு set difference  
குறியீட்டுச் சார்பு signum function  
ஓருறுபபு க்ணம் singleton set  

கலைசதசாற்கள்
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மீச்சிறு முழு எண சார்பு smallest integer function  
்படி நிட்லச் சார்புகள் step functions  
உட்க்ணம் subset  
சமச்சீர் சவெறு்பாடு symmetric difference  
கைபபுச் சார்பு transitive  relation
இைபத்பயர்ச்சி translation  
தவெள்ளிடை உட்க்ணம் trivial subset  
சசர்பபுக் க்ணம் union of sets
அடனத்துத் த�ாைர்பு universal relation  
மாறி  variable  
நிட்லக் குத்துக் சகாட்டுச் சசா�டன  vertical line test  
பூஜ்ஜியச் சார்பு zero function  
க்ணம் set  
சமற்க்ணம் அல்லது மிடக க்ணம் super set

அத்தியாயம் 2 - அடிப்பலட இயற்கணி�ம்
இட்ண conjugate
�ன்டம காட்டி discriminant 
வெகுத்�ல சகாட்்பாடு division algorithm
அடுக்குக் குறி exponents
அசமன்்பாடு inequality
்பகுதி பின்னம் partial fraction
்பலலுறுபபுக் சகாடவெ polynomial expression
ோன்காம் ்படி quartic
ஐந்�ாம் ்படி quintic
்படிமூ்லம் radicals
விகி�முறு அசமன்்பாடு rational inequality
மீதித் ச�ற்றம் remainder theorem

அத்தியாயம் 3 – முக்காணவியல்
த�ாைர்புடைக் சகா்ணஙகள் allied angles
திட்ைநிட்லயிலசகா்ணஙகள் angles in standard position
முக்சகா்ணத்தின் உயரம் altitude of a triangle
நூற்றின்  கூறுமுடற centesimal system
ோண chord
வெட்ை முடற அடமபபு circular system
சுற்றுவெட்ை டமயம் circum centre
சுற்றுவெட்ைம் circum circle
சுற்றுவெட்ைத்தின் ஆரம் circum radius
நிரபபுக் சகா்ணஙகள் complementary angles
கூட்டுக் சகா்ணஙகள் compound angles
இட்ணயிய சகா்ணஙகள் conjugate angles
த்பாதுத் தீர்வு general solution
இடைதவெளி interval
சேர்மாறு முக்சகா்ணவியல சார்புகள் inverse trigonometric functions
கா்லமுடறப ்பணபு periodicity
அடுக்குக் குடறபபு முற்தறாருடமகள் power reducing identities
மு�ன்டம தீர்வு principal solution
வீழல projection
காற்்பகுதி quadrant
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ஆடரயன் (சரடியன்) radian
வெட்ைக்சகா்ணப்பகுதி sector
உட்மைஙகுக் சகா்ணஙகள் sub-multiple angles
மிடக நிரபபுக்சகா்ணஙகள் supplementary angles
முக்சகா்ணவியல முற்தறாருடமகள் trigonometric identities
முக்சகா்ணவியல விகி�ஙகள் trigonometric ratios

அத்தியாயம் 4 - ்சர்பபியல் மற்றும் கணி� த�ாகுத்�றி�ல்
குறியாக்கவியல cryptography
காரணியப த்பருக்கம் factorial
எழுசகா்ணம் heptagon
சசர்த்�ல – நீக்கல inclusion-exclusion
த�ாகுக்கும் நிட்ல inductive step
கணி�த் த�ாகுத்�றி�ல முடற mathematical induction
ஐஙசகா்ணம் pentagon
வெரிடசமாற்றம் permutation
்ப்லசகா்ணம் polygon
த்பருக்கலவிதி product rule
கட்டு�ல முடற string method
கூட்ைல விதி sum rule

அத்தியாயம் 5 - ஈருறுபபுத் ்�ற்்றம், த�ாடர்முல்றகள் மற்றும் த�ாடர்கள்
கூட்டுச் சராசரி arithmetic mean
கூட்டுத் த�ாைர்முடற arithmetic progression
கூட்டுத் த�ாைர் arithmetic series
கூட்டுப த்பருக்குத் த�ாைர்முடற arithmetico–geometric progression
கூட்டுப த்பருக்குத்த�ாைர் arithmetico–geometric series
ஈருறுபபுக் தகழுக்கள் binomial coefficients
ஈருறுபபு விரிவு binomial expansion
ஈருறுபபுத் த�ாைர் binomial series
ஈருறுபபுத் ச�ற்றம் binomial theorem
த்பாது வித்தியாசம் common difference
த்பாது விகி�ம் common ratio
ஒருஙகுத் த�ாைர் convergent series
அடுக்குக்குறித் த�ாைர் exponential series
முடிவுறுத் த�ாைர்முடற finite sequence
முடிவுறு த�ாைர் finite series
த்பருக்குச் சராசரி geometric mean
த்பருக்குத் த�ாைர்முடற geometric progression
த்பருக்குத் த�ாைர் geometric series
இடசச் சராசரி harmonic mean
இடசத் த�ாைர்முடற harmonic progression
முடிவுறாத் த�ாைர்முடற infinite sequence
முடிவுறாத் த�ாைர் infinite series
மு�ல உறுபபு initial term
மைக்டகத்த�ாைர் logarithmic series
்பகுதிக் கூடு�ல partial sum
விகி�முறு அடுக்கு rational exponent
த�ாட்லசோக்கிக் கூடு�ல telescopic summation
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அத்தியாயம் 6 - இரு்பரிமாண ்பகுமுல்ற வடிவியல்
சாய்வுக் சகா்ணம் angle of inclination
மாறத்�க்க மாறிலி arbitrary constant
இருசமதவெட்டி bisector
சமநிட்ல equilibrium
நிட்லயான மாறிலி fixed constant
நிட்லபபுள்ளி fixed point
த்பாது வெடிவெம் general form
சமப்படித்�ான சமன்்பாடு homogenous equation
தவெட்டுத்துணடு intercept
நியமப ்பாட� (அ) இயஙகுவெடர locus   
குடற தவெட்டுத்துணடு negative intercept
குடற சாய்வு negative slope
அசமப்படித்�ான சமன்்பாடு non–homogenous equation
தசஙகுத்து வெடிவெம் normal form
துட்ணய்லகு parameter
துட்ணய்லகு வெடிவெம் parametric form
மிடக தவெட்டுத்துணடு positive intercept
மிடக சாய்வு positive slope
சமச்சீர் symmetry
இருபுள்ளிகள் வெடிவெம் two point form

்மற்்காள் நூல்கள்
 z Advanced Mathematics - Merilyn Ryan S.S.J, Marvin E. Doublet, Mona Fabricant Theoran 

D.Rockhill, Prentice Hall

 z Higher Algebra - Bernard and Child.

 z Higher algebra  - Hall and Knight.

 z Algebra and Trigonometry - Marshall D. Hestenes, Richard O. Hill, Jr.

 z A semester course in Trigonometry - Marcel B Finan, Ar Kansas Tech University, U.S.A.,

 z Trigonometry - S.L.Loney

 z Discrete and Combinatorial Mathematics, by Ralph P. Grimaldi, Pearson Education Asia,

 z Discrete Mathematics with Applications,  by Thomas Koshy, Elsevier

 z Discrete  Mathematics and  its  Applications   with  Combinatorics and  Graph theory,  
by Kenneth, H, Rosen, Tata McGraw Hill Education Private Limited, 6th Edition

 z Calculus - James Stewart.

 z Calculus - Robert T.Smith, Roland B. Minton, McGraw Hill

 z Calculus  and  Analytical  Geometry,  George B.Thomas and Ross L. Finney (Ninth 
edition) Addison-Wesley.

 z Differential  and Integral Calculus, N. Piskunov, Mir Publsihers, Moscow.

 z Analytical Geometry for beginners, The straight line and circle Vol-I by Thomas Grenfele 
Vyvyan Classic Reprint Series.

 z Analytical Geometry (The straight line and circle) Arthur Le Sueur – Google books.
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கணி�வியல் – ்மல்நிலை மு�ைாமாண்டு 
்பாைநூல உருவொக்கக் குழு

்பாை ஒருஙகிட்ணப்பாளர்
்பா. �மிழதசல்வி, துட்ண இயக்குேர்,  
மாநி்லக் கலவியியல மற்றும் ஆராய்ச்சி நிறுவெனம், தசன்டன-6.

்பாைநூ்லாசிரியர்கள்
நா. கலைசதசல்வம், முதுகட்ல ஆசிரியர், 
தசன்டனப த்பணகள் சமலநிட்லப ்பள்ளி, தன்டன–600 034.
அ. ்பாைமுருகன், முதுகட்ல ஆசிரியர், 
அதியமான் அரசு ஆணகள் சம.நி.்பள்ளி, �ர்மபுரி – 636 701.
இரா. வில்ைவன்்கால�, முதுகட்லயாசிரியர்,  
அரசு த்பணகள் சம.நி. ்பள்ளி, திருவெள்ளூர் மாவெட்ைம்.
்கா. சு. வீரராகவன், முதுகட்ல கணி� ஆசிரியர்,  
ஸ்ரீகிருஷ்ணா தமட்ரிக் சம.நி.்பள்ளி, சகாயம்புத்தூர் – 641 025.
முலைவர் கி. தவஙக்டஸவரன், கலவி இயக்குேர்,  
AVB தமட்ரிக் சம.நி. ்பள்ளி, சகாயம்புத்தூர் – 641 020.
பி. ்ேமை�ா, துடறத் �ட்லவெர் (கணி�ம்), முதுகட்ல கணி� ஆசிரியர்,  
சவெ்லம்மாள் தமட்ரிக் சம.நி.்பள்ளி, தசன்டன – 600 037.
முலைவர் ்ப. ்ரவதி, துட்ண மு�லவெர்,  
த்ப. சு. சீனியர் உ.நி. ்பள்ளி, தசன்டன – 600 004.
ர. ம்கஸவரி, முதுகட்ல கணி� ஆசிரியர், 
சீ�ாச�வி கசராடியா இந்து வித்யா்லயா சம.நி.்பள்ளி, தசன்டன – 600 059.
ச. சந்தியா, முதுகட்ல கணி� ஆசிரியர், 
வெயவெர் மு. தவெஙகைசுப்பா ராவ, தமட்ரிக் சம.நி. ்பள்ளி, தசன்டன – 600 017.

ஒருஙகிட்ணப்பாளர்
K.P. சுஜா�ா, ்பட்ை�ாரி ஆசிரியர்,  
அரசு த்பணகள் சம.நி. ்பள்ளி, கீ.வெ.குப்பம், சவெலூர் மாவெட்ைம்.
V. ரமாபிர்பா, முதுநிட்ல விரிவுடரயாளர், 
மாநி்லக் கலவியியல மற்றும் ஆராய்ச்சி நிறுவெனம், தசன்டன – 6.

்பாை ஆய்வொளர்கள்
முலைவர் மு.்ப. தஜயராமன், கணி�த் துட்ணப ச்பராசிரியர்,
L.N. அரசு கட்லக் கலலூரி, த்பான்சனரி – 601 204.
்ப. திவய பிர்பா, முதுகட்ல கணி� ஆசிரியர், 
அரசு சம.நி. ்பள்ளி, அரும்்பாக்கம், தசன்டன – 600 106.
முலைவர் கி. கவி�ா , கணி�த் துட்ணப ச்பராசிரியர்,
்பாரதி மகளிர் கலலூரி, தசன்டன – 600 108.

ஒருஙகிட்ணப்பாளர்
S. விஜயைட்சுமி, ்பட்ை�ாரி ஆசிரியர், 
அரசு சம.நி. ்பள்ளி, கூவெத்தூர், காஞ்சிபுரம் மாவெட்ைம்.

இட்ணயச் தசயல்பாடு ஒருஙகிட்ணப்பாளர்
வாசுராஜ். �ா, ்பட்ை�ாரி ஆசிரியர் (கணி�ம்),  
தகாசபுர்,  புழல பிளாக், திருவெள்ளூர்.

்பாை வெலலுேர்கள்
முலைவர் ்கா. ஸ்ரீனிவாசன், ச்பராசிரியர் மற்றும் துடறத்�ட்லவெர் (ஓய்வு), 
கணி�த் துடற, மாநி்லக் கலலூரி (�ன்னாட்சி), தசன்டன – 600 005.
முலைவர் இரா. மூர்த்தி, மு�லவெர் (ஓய்வு), 
அரசுக் கட்ல மற்றும் அறிவியல கலலூரி, உத்திரசமரூர்.
முலைவர் ஏ. சந்திர்சகரன், கணி�த் துடற ச்பராசிரியர், 
சவெல தைக் இரஙகராஜன் முடனவெர் சகுந்�்லா 
அறிவியல மற்றும் த�ாழிலநுட்்ப ஆராய்ச்சி மற்றும் 
சமம்்பாட்டு நிறுவெனம், தசன்டன – 600 062.
முலைவர் G.P. யுவராஜ், இயக்குேர், 
இராமானுஜம் கணி� உயர்கலவி நிறுவெனம், 
தசன்டன ்பலகட்லக்கழகம், தசன்டன– 600 005.
முலைவர் தி.தந. சண்முகம், கணி�ப ச்பராசிரியர் (ஓய்வு), 
அண்ணா ்பலகட்லக் கழகம், தசய்லர், தச.த�. ோயகம் தியாகராய ேகர், 
சமனிட்லப்பள்ளி, தசன்டன – 600 017.
முலைவர் இரா. சிவராமன், இட்ணப ச்பராசிரியர், கணி�த் துடற, 
து.சகா. டவெ்ணவெக் கலலூரி, தசன்டன – 600 106.

்பாை துட்ண வெலலுேர்கள்
முலைவர் இரா. ்வம்பு, இட்ணப ச்பராசிரியர், 
SBK கலலூரி, அருபபுக்சகாட்டை – 626101.
முலைவர் ்கா. ்பழனி, உ�விப ச்பராசிரியர், 
ைாக்ைர் அம்ச்பத்கார் அரசு கட்லக் கலலூரி, தசன்டன-39.
முலைவர் ஸ்ரீ. சிவசுபபிரமணியன், இட்ணப ச்பராசிரியர், கணி�த் துடற, 
அண்ணா ்பலகட்லக் கழக த்பாறியியல கலலூரி, திணடிவெனம்
முலைவர் K. வாசு்�வன், இட்ணப ச்பராசிரியர், கணி�த் துடற, 
மாநி்லக் கலலூரி (�ன்னாட்சி), தசன்டன – 600 005.

ஆச்லாசகர்கள்
முலைவர் P. வீரமணி, ச்பராசிரியர், கணி�த் துடற,
இந்திய த�ாழிலநுட்்ப நிறுவெனம், தசன்டன – 600 036.
முலைவர் அரிந்�மா சிங, ச்பராசிரியர், கணி�த்துடற,
இந்திய த�ாழிலநுட்்ப நிறுவெனம், தசன்டன – 600 036.
முலைவர் ்ஜாைகி B. ்காஷ், ச்பராசிரியர், கலவியியல துடற,
ச்லடி ஸ்ரீராம் காச்லஜ், புதுதிலலி.
முலைவர் லச்ைஷ் ஷிராலி, இயக்குேர், 
சகாயாத்ரி ்பள்ளி - உயர்கலவி, KFI (Krishnamurthi Foundation India),

இந்நூல 80 ஜி.எஸ்.எம். எலிகணட் சமபலித்ச�ா �ாளில அச்சிைப்பட்டுள்ளது. 
ஆபதசட் முடறயில அச்சிட்சைார்:

கட்ல மற்றும் வெடிவெடமபபுக் குழு
வெடிவெடமபபு 
ஜாய் கிராபிக்ஸ், தசன்டன - 600 002. 
ராஜ் கிராபிக்ஸ்,  தசன்டன - 600 002. 
Asknet services,  தசன்டன - 600 017

கட்ல / ஓவியம்
G. அசசு�ன், ஓவிய ஆசிரியர், 
JG இந்து வித்யா்லயா தமட்ரிக் சம.நி. ்பள்ளி, தசன்டன – 600 033.

�ட்ைச்சர் 
P. தஜயந்தி, �ட்ைச்சர், DIET, மன்னார்குடி.
Qc
ம சனாகர் இரா�ாகிருஷ்ணன்
தஜராலடு விலசன். C
அட்டை வெடிவெடமபபு
கதிர் ஆறுமுகம்
ஒருஙகிட்ணபபு
ரசமஷ முனிசாமி
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