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“அதிகபட்சம் அல்லது குறைந்தபட்சம் 
எனப் பபொருளபடொ்த ஏதும் உ்லகில நறடபபறுவதிலற்ல”

-  லய�ோனோர்டு யூலர்

7.1 அறிமுகம் (Introduction)

7.1.1 ஆரம்்பகால முன்னேற்றஙகள் (Early Developments)

	 வகை	 நுணைணிதத்தின்	 முக்கிய	 ந�ோக்ைநே	 சிலவறகறை	 பல	
நுணணியபபகுதிைளோைப	பகுத்து	அதன்	மூலம்	அவறறின்	ேோறுபோடுைகளத்	
தீரேோனிபபதோகும்.	 இத்தகு	 	 ைோரணத்தினோலதோன்	 தறநபோகதய	
வகையிடல	ைணிதம்		உறுநுண்ணளவு வறக நுணகணி்தம் (infinitesimal 
calculus)	 என	 அகைக்ைபபடடது.	 அறிவியலின்	 ஆரம்பைோலத்திலிருநநத		
இயறபியல	 ேறறும்	 வோனியல	 ைணக்குைளில	 வகை	 நுணைணிதம்	
பயன்படுத்தபபடடது.	 18-ஆம்	 நூறறைோணடு	 வகர	 நேறைணட	
பயன்போடுைளுக்ைோைநவ	 வகை	 நுணைணிதம்	 பயன்படடது.	 
18-ஆம்	நூறறைோணடின்	இறுதியில	 நலப்லஸ்	ேறறும்	 ்லக்ரோஞ்சி	
விகைைளின்	ஆய்விகன	வகை	நுணைணிதத்தின்	வரம்பிறகுள்	் ைோணடு	வநத	பிறைகு	வகை	நுணைணிதம்	
புதிய	பரிேோணத்கத	அகடநதது.

	 வகையிடல	பயன்போடடின்	வளரச்சிக்கு	்லஜூநன	டரிச்்லட,	ரீேன்,	்வோன்	நியூ்ேன்,	்ெய்ன்,	
க்நரோ்னைர,	லிபிடசு,	கிறிஸ்நடோ்பல,	கிரக்ெோாஃப,	்பலடரோமி	ேறறும்	பல	இயறபியல	அறிஞரைள்	
முக்கிய	பங்கு	வகித்தனர.

 •  வடிவியல	ேறறும்	இயக்ைவியலில	வகை	நுணைணிதம்	பயன்படுத்தபபடுகிறைது.
 • ்போருடைளின்	ேதிபபு,	திறைன்,	 ்போருடைளின்	இருபபு,	இலோபம்	நபோன்றைவறறின்	ைோரபுைகள	

வகையிடடு	 எழுதுவதோல	 அவறறின்	 ஓரியலபுத்தன்கேகயயும்,	 அறுதி	 ேதிபபுைகளயும்	 
தீரேோனிக்ைலோம்.	

 • ்போறியியல	ேறறும்	அறிவியல	துகறைைளில	உள்ள	ைணித	ேோதிரிைளில	ைோரபின்	வகையிடல	
குறிபபிடத்தக்ை	பங்கு	வகிக்கிறைது.

 • ைமூை	 அறிவியல	 ேறறும்	 ேருத்துவத்	 துகறையிலிலும்	 வகை	 நுணைணிதத்தின்	 பயன்போடு	
உள்ளது.

 ைோரபு f x( ) –ன்		முதலிரணடு	வகைக்	்ைழுக்ைகள	ேடடும்	பயன்படுத்தி,		இநத	அத்தியோயத்தில,	 

y f x= ( )  என்றை	 ைோரபின்	 	இயலபு, வகளவகரகய	வகரதல,	 ேறறும்	 	 f x( ) –ன்	இடஞ்ைோர	அறுதி	

ேதிபபு	 (்பருேம்	 அலலது	 சிறுேம்)	 நபோன்றைகவ	 தீரேோனிக்ைபபடுகின்றைன.	 நேலும்,	 f x( ) –ன்	 சில	 
உயர	வகைக்்ைழுக்ைகள	 	 (அகவ	இருநதோல	 ேடடுநே)	 பயன்படுத்தி,	 ஒரு	 புள்ளிகயப	 ்போறுத்து	

f x( ) –ஐ		்தோடரோை	விரிவோக்ைம்	்ைய்தல	நபோன்றைகவயும்	ஆரோயபபடுகிறைது.

ப�ொடொலஃப் ஓட்டொ 
சிகிஸ்மணட லிப்ஸசிடஸ

(1832-1903)

1

7
வகக நுணகணிதத்தின ்பயன்பாடுகள்
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கற்றலின ்�ாககஙகள்

	 இநத	அத்தியோயத்தின்	முடிவில	ேோணவரைள்	பின்வருவனவறகறை	அறிநதிருபபர.
 ● வடிவியல	ைணக்குைளுக்கு	வகையிடகலப	பயன்படுத்துதல
 ● �கடமுகறை	ைணக்குைளுக்கு	வகையிடகலப	பயன்படுத்துதல
 ● வகளவகரயின்	 இயலபுைளோன	 ஓரியலபுத்	 தன்கே,	 குழிவுத்	 தன்கே,	 ேறறும்	 குவிவுத்	

தன்கே	நபோன்றைவறகறை	இனங்ைோண	பயன்படுகின்றைது.
 ● தினைரி	வோழக்கையில	அறுதிேதிபபு	ைோண	வகைக்்ைழுக்ைகளப	பயன்படுத்துதல.	
 ● பலலுறுபபுக்	நைோகவ		ேறறும்	பலலுறுபபுக்	நைோகவ	அலலோத	ைோரபுைளின்	வகளவகரைகள	

வகரதல.

7.2  வககயிடலின ப்பாருள் (Meaning of Derivatives)
7.2.1 சாய்விகனே வககயிடல் மூலம் காணுதல் (Derivative as slope)
 ஒரு ்கொடடின் ்சொய்வு அல்லது ்சரிவு  : படத்தில	உள்ளது	நபோல	 l  என்பது	்ைங்குத்தறறை	நைோடு	
என்ை.	 	 ்ைோடுக்ைபபடட	 l  நைோடடில	துவக்ைப	 புள்ளியோைக்	 ்ைோணடு	ஏநதனும்	ஒரு	அளவு	 நீளம்	
்ைோணட	 முடிவுறு	 கிகடேடட	 நைோடடுத்	 துணடும்	 இக்கிகடேடட	 நைோடடுத்	 துணடின்	 முடிவுப	
புள்ளியிகன	 துவக்ைபபுள்ளியோைக்	 ்ைோணடு	 	 ்ைோடுக்ைபபடட	
நைோடடிகனத்	 ்தோடுேோறு	 	 வகரயபபடுகிறைது.	 	 ்ைங்குத்து	 நீளமும்	
கிகடேடட	 நீளமும்	 விகிதோச்ைோரபபடி	 ேோறிலியோை	 இருபபகதக்	
ைவனிக்ைலோம்.	 இநத	 விகிதநே	 l  நைோடடின்	 ைோய்வு	 எனபபடும்.	 	 இது	 
m  எனக்	குறிபபிடபபடுகிறைது.
 ஒரு	 நைோடடின்	 ஏறுதல	 அலலது	 இறைங்குதல	 தன்கேகய	 அளவிட	
ைோய்விகனப	 பயன்படுத்தலோம்.	 நைோடு	 ஏறுதல	 அலலது	 இறைங்குதல	
முகறைநய	 m > 0  அலலது	 m< 0   ்போறுத்து	அகேயும்.	 	 m = 0எனில,	
y  ஆனது	ேோறுவதிலகல. நைோடடின்	ைோய்விகன	 m  என்று	குறிபபிடடோல	 XY  தளத்தில	 y mx c� �  
ஒரு	ந�ரக்நைோடகடக்	குறிக்கிறைது	என்பகத	நிகனவுகூரை.		
 ஒரு வறளவற�யின் ்சொய்வு அல்லது ்சரிவு :  y f x= ( )  என்பது	் ைோடுக்ைபபடட	வகளவகர	என்ை.	
( ( )),x f x  ேறறும்	 ( ( )),x h f x h+ +  என்றை	இரு	்வவநவறு	புள்ளிைகள	இகணக்கும்	ஒரு	நைோடடின்	
ைோய்வு
   f x h f x

h
( ) ( )� � . (நியூடடன்	ஈவு). ...(1)

 h → 0  எனும்நபோது	எலகலயோனது

 lim
( ) ( )

( )
h

f x h f x
h

f x
�

� �
� �

0
, (நியூடடனின்	ஈவின்	எலகல) ... (2)

என்பது	 ( , )x y  அலலது	 ( , ( ))x f x  என்றை	புள்ளியில	வகளவகரயின்	ைோய்வோகும்.
குறிப்புகர
 y f x= ( )  என்றை	வகளவகரயில	( , )x y 	எனும்	புள்ளிகயப	் போறுத்து	ஏறபடும்	வகளவகரக்ைோன	
்தோடுநைோடடின்	்தோடுநைோணம்	 θ  எனில	 ( , )x y  புள்ளியில	வகளவகரயின்	ைோய்வு	 � �f x( ) tan�  
ஆகும்.	இங்கு	 θ  ஆனது,	 X -அச்சிலிருநது ைடிைோர	திகைக்கு	எதிர	

திகையில	 	 அளக்ைபபடுகிறைது.	 	  ′f x( )  என்பகத	
dy
dx

 	 எனவும்	

குறிக்ைலோம்.	நேலும்	
dy
dx

 	ஆனது	ைணந�ர	ேோறுபோடடு	வீதத்கதக்	

குறிக்கிறைது.	நியூடடனின்	ஈவோனது	்ைோடுக்ைபபடட	இகட்வளியில	
ைரோைரி	ேோறுபோடடு	வீதத்கதக்	குறிக்கிறைது. படம்	 7.2

படம்	 7.1

l

x

y

x-ன்	ேோறறைம்

y-
ன்
	ே
ோற

றைம்

y f x= ( )

(x, y)

tan(θ)

θ
x

y

்தோ
டுநைோ

டு

வகளவகரயின்	ைோய்வு
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3 வகை நுணைணிதத்தின் பயன்பபாடுைள்

எடுத்துககாட்டு 7.1
 f x x x( ) , [ , ]� �2 0 2  எனும்	ைோரபிறகு		[ ] [ ] [ ] [ ], . , . , , , . , . ,0 0 5 0 5 1 1 1 5 1 5 2  என்றை	உள்	இகட்வளிைளில	
ைரோைரி	 ேோறுபோடடு	 வீதத்கதயும்	 ேறறும்	 x = 0 5 1 1 5 2. , , . ,  புள்ளிைளில	 ஏறபடும்	 ைணப்போழுது	
ேோறுபோடடு	வீதங்ைகளயும்	ைோணை.
தீர்வு

 [ , ]a b  என்றை	இகட்வளியில	ைரோைரி	ேோறுபோடடு	வீதம்	
f b f a
b a

( ) ( )−
−

 ஆகும்.	அநதைேயத்தில	 x  

புள்ளியில	ைணப்போழுது	ேோறுபோடடு	வீதம்	் ைோடுக்ைபபடட	ைோரபிறகு	 ′f x( )  ஆகும்.	அகவ	முகறைநய,					
b a+  ேறறும் 2x  ஆகும்.

்மொறுபொடடு வீ்தஙகள

a b x
்ச�ொ்சரி ்மொறுபொடடு வீ்தம்
f b f a
b a

b a( ) ( )−
−

= +
க்ணப்பபொழுது ்மொறுபொடடு வீ்தம்

′ =f x x( ) 2

0 0.5 0.5 0.5 1

0.5 1 1 1.5 2

1 1.5 1.5 2.5 3

1.5 2 2 3.5 4

அடடவகண	7.1

7.2.2  மாறு்படு வீதத்திகனே வககயிடல் மூலம் காணுதல் (Derivative as rate of change)
 ைோய்கவத்	 தீரேோனிக்ை	எவவோறு	வகையிடல	 பயன்படுகிறைது	என்பகதக்	 ைணநடோம்.	 ஒரு	ேோறி	
ேற்றைோன்கறைப	 ்போறுத்து	 ேோறும்	 வீதத்கதக்	 ைணக்கிடவும்	 வகையிடல	 பயன்படுகிறைது.	 ேக்ைள்	
்தோகை	வளரச்சி	வீதம்,	் போருடைளின்	வளரச்சி	வீதம்,	நீநரோடட	வீதம்,	திகை	நவைம்,	ேறறும்	முடுக்ைம்	
ஆகியகவ	ஒரு	சில	எடுத்துக்ைோடடுைளோகும்.
 ேோறுபோடடு	 வீதத்தின்	 ்போதுவோன	 பயன்போடு	 ஒரு	 ந�ரக்நைோடடில	 �ைரும்	 ஒரு	 ்போருளின்	
இயக்ைத்கத	விவரிபபதோகும்.	அத்தகு	ைணக்குைளில	் போருளின்	இயக்ைபபோகதக்ைோை	ஆதிபுள்ளிகயக்	
்ைோணட	ஒரு	கிகடேடட	அலலது	்ைங்குத்துக்	நைோடடிகனப	பயன்படுத்துவது	வைக்ைம்.	இத்தகைய	
நைோடுைளில,	முன்நனோக்கிய	திகைகய	மிகை	திகை	எனவும்	பின்நனோக்கிய	திகைகய	குகறை	திகை	
எனவும்	்போருள்படும்.
 ஒரு	்போருளின்	நிகலகய	 (ஆதிபபுள்ளிகயச்	ைோரநது)	ந�ரச்	ைோரபோைத்	தரும்	ைோரபு	 s என்பது	
இடச்	ைோரபு	என	அகைக்ைப	படுகிறைது.	அதகன		s f t= ( )  எனக்	குறிபபிடலோம்.  t ந�ரத்தில	திகைநவைம்		

v t ds
dt

( ) = , ேறறும்		முடுக்ைம்	 a t
dv
dt

d s
dt

( ) = =
2

2  ஆகும்.

குறிப்புகர

 பின்வரும்	ைருத்துைக்ைள்	ைவனிக்ை	எளிதோனகவ	:
 (1) திகைநவைத்தின்	 எணணளவு	 நவைம்	 ஆகும்.	 அதோவது	 நவைம்	 திகைகயப	 ்போறுத்து	

அகேவதிலகல.	எனநவ, 

  நவைம்= =v t ds
dt

( ) .

 (2) •  ஒரு	துைள்	ஓய்வு	நிகலயில	இருக்கும்	்போழுது	 v t( ) = 0  ஆகும்.

  •  ஒரு	துைள்	முன்நனோக்கி	�ைரும்்போழுது	 v t( ) > 0  ஆகும்.
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4XII - கணிதவியல்

  •  ஒரு	துைள்	பின்நனோக்கி	�ைரும்்போழுது v t( ) < 0  ஆகும்.

  •  ஒரு	துைள்	அதன் திகைகய	ேோறறும்்போழுது	 v t( ) -ன்	குறியீடு	ேோறும்.

 (3) t1  ேறறும் t2 -க்கு	இகடநய	உள்ள	ந�ரம்	 tc -ஐ	 ( )t t tc1 2< < 	துைள்	திகை	ேோறும்	ந�ரேோைக்	

்ைோணடோல	 t1  ேறறும் t2 -க்கு	இகடநய	உள்ள	 ந�ரத்தில	துைள்	 பயணிக்கும்	 ்தோகலவு	

s t s t s t s tc c( ) ( ) ( ) ( )1 2� � �  எனக்	ைணிக்ைபபடுகிறைது.

 (4) பூமியின்	 தகரயில	 ஒநர	 ேோதிரியோன	 ேோறைோத	 முடுக்ைத்துடன்	 அகனத்து	 ்போருடைளும்	
விழுகின்றைன.	 ைோறறின்	 தகட	அறைநவ	இலலோத	 ைேயத்தில	அலலது	குறிபபிடத்தக்ை	அளவு	
இலலோத	நிகலயில	விழுகின்றை	்போருளின்	நேல	இயங்கும்	ஒநர	விகை	ஈரபபு	விகையோகும்.	
இத்தகைய	விழுதகலக்	ைடடறறை	விைல	என்பர.

 t = 0  ந�ரத்தில	 s0  உயரத்திலிருநது	 	 துவக்ை	 திகைநவைம்	 v0 –உடன்	 எறியபபடும்	 ஒரு	
்போருளோனது	

a g v gt v s gt v t s� � � � � � � � �, ,0

2

0 0
2

 எனும்	ைேன்போடுைகள	நிகறைவு	்ைய்யும்.

 இங்கு, g = 9 8 2. /kP tp அலலது	32 2
mo tp/ .

 எடுத்துக்ைோடடுைள்	சிலவறகறைக்		ைோணநபோம்.
 1. கிறட்மடட நீளதற்தப் பபொறுதது ்மொறும் ப்சஙகுதது நீளததின் வீ்தம் ைோய்வு	எனபபடும்.
 2. ்ந�தற்தப் பபொறுதது இடப்பபயர்ச்சியில ஏறபடும் ்மொறைததின் வீ்தம் திற்ச்வகம் ஆகும்.
 3. ்ந�தற்தப் பபொறுதது திற்ச்வகததில ஏறபடும் ்மொறைததின் வீ்தம் முடுக்ைம்	ஆகும்.
 4. கிறட்மடட தூ�தற்தப் பபொறுதது ்மற்லயின் ப்சஙகுதது ஏறைததில ஏறபடும் வீ்தம் 

ேகலபபகுதியின்	ைோய்வு	ஆகும்.
 கீழக்ைோணும்	இரு	சூழநிகலைகளக்	ைருதுநவோம்:	
 • தரேபுரிக்கு	்ைன்கனயிலிருநது	ஒரு	 �பர	ஒரு	ேகிழுநகத	்தோடரநது	ஓடடிச்	 ்ைலகிறைோர.	

பயணித்த	 தூரம்	 (கிநலோமீடடரோல	 அளவிடபபடுகிறைது)	 ைோலத்தின்	 (ேணி	 ந�ரத்தில	
அளவிடபபடுகிறைது)	ைோரபோை	 D t( )  எனக்	குறிக்ைபபடுகிறைது. � �D ( )3 70  என்பதன்	்போருள்	
என்ன?

  இதன்	்போருள், “t = 3 எனும் ்பொது தூ�ததின் வீ்தம் ்மணிக்கு 70 கி.மீ ஆகும்”.
 • ஒரு	நீர	ஆதோரம்			 t 	ைோலத்கதப	்போறுத்து	வடிகிறைது. t 	�ோடைளில	வடிநத	நீரின்	அளவிகன	 

V t( ) 	 எனக்	 ்ைோணடோல,	 y V t= ( )  எனும்	வகளவகரயின்	 ்தோடுநைோடடின்	 ைோய்வு	 t = 7  
எனும்நபோது	−3 	ஆகும்	என்பதன்	்போருள்	என்ன?

  “ஏழொம் நொளில நொளுக்கு 3 அ்லகுகள வீ்தம் நீர் வடிகிைது” என்பநத	இதன்	்போருளோகும்.
 இநதநபோன்று	 �ம்	 அன்றைோட	 வோழவியல	 ைணக்குைளில	 ேோறுபோடடு	 வீதக்	 ைருத்துக்ைகளப	
பயன்படுத்துகிநறைோம்.	இன்னும்	பல	எடுத்துக்ைோடடுைளின்	வோயிலோை	இதகன	விளக்குநவோம்.

எடுத்துககாட்டு 7.2
 இருமுகனைளிலும்	 ைோபபிடபபடட10மீ	 நீளமுள்ள	 ஒரு	 ைம்பியின்	 ்வபபநிகல	 ்ைலசியஸில	 
நீளம்	 x  ைோரபோை	 	 T x x� �( )10  எனத்	 தரபபடுகிறைது.	 ைம்பியின்	 கேயபபுள்ளியில	 ்வபபநிகல	
ேோறுபோடடு	வீதம்	பூச்சியம்	என்பகத	நிரூபிக்ை.
தீர்வு

 T x x� �10 2 எனக்	் ைோடுக்ைபபடடுள்ளது.	எனநவ	ஒரு	முகனயிலிருநது	எநத	அளவு	தூரத்திலும்	

்வபபநிகல	ேோறுபோடடு	வீதேோனது dT
dx

x� �10 2  ஆகும்.	ைம்பியின்	கேயபபுள்ளி x = 5  –ல	உள்ளது. 

x = 5  எனபபிரதியிட,  dT
dx

= 0  எனக்கிகடக்கும்.

12th_Maths_Vol 2_TM_CH 7_App of Diff Calculus.indd   4 16-12-2021   14:16:03

www.tntextbooks.in



5 வகை நுணைணிதத்தின் பயன்பபாடுைள்

எடுத்துககாட்டு 7.3
 ஒரு	ஆங்கிலத்நதரவிறகு	ஒருவர	100 ்ைோறைகளக்	ைறகிறைோர.	ைறறைபின்,	 	 t  �ோடைளுக்குப	பிறைகு	
அவர	 நிகனவிலிருக்கும்	 ்ைோறைளின்	 எணணிக்கை	 W t t t( ) ( . ) ,� � � � �100 1 0 1 0 102 	 ஆகும்.	
ைறறைபின்,	 2 �ோடைளுக்குப	பிறைகு	அவர	்ைோறைகள	ேறைபபதன்	வீதம்	என்ன?
தீர்வு

  d
dt
W t( )  =  � � �20 1 0 1( . )t .

  எனநவ	 t = 2 	எனும்நபோது	
d
dt
W t( )  =  −16 .

 அதோவது,	ைறறைபின்னர		 2 	�ோடைளுக்குப	பிறைகு	16  ்ைோறைள்/�ோள்	என்றை	வீதத்தில	ேறைபபோர.

எடுத்துககாட்டு 7.4

 s t t t( ) � � �
3

2

3
3 	எனும்	விதிபபடி	ஒரு	துைள்	�ைரும்	தூரம்	அகேகின்றைது.	எந்தநத	ந�ரங்ைளில	

அதன்	திகைநவைமும்	முடுக்ைமும்	பூச்சிய	ேதிபகப	அகடயும்?
தீர்வு

   ' 't  ந�ரத்தில	இடப்பயரச்சி	 s  =  t t
3

2

3
3� � 	ஆகும்.

  ' 't  ந�ரத்தில	திகைநவைம் v  =  ds
dt

t t� �2 2 	ஆகும்.

  ' 't  ந�ரத்தில	முடுக்ைம்	a =  dV
dt

t� �2 2 	ஆகும்.

 t t2 2 0� � 	அதோவது,	  t = 0 2,  எனும்நபோது	திகைநவைம்	பூச்சிய	ேதிபகப	அகடயும்.	 2 2 0t � �  

அதோவது,	 t =1 எனும்நபோது	முடுக்ைம்	பூச்சிய	ேதிபகப	அகடயும்.		
எடுத்துககாட்டு 7.5
  தகரயிலிருநது	நேலந�ோக்கி	சுடபபடும்	ஒரு	துைள்	 s  அடி	உயரத்கத	 t வினோடிைளில	்ைன்று	
அகடகிறைது.	இங்கு	 s t t t( ) � �128 16 2 .
   (i) துைள்	அகடயும்	அதிைபடை	உயரத்கதக்	ைணக்கிடுை?
   (ii) தகரகயத்	்தோடும்நபோது	அதன்	திகைநவைம்	என்ன?
தீர்வு

 (i)  அதிைபடை	உயரத்கத	அகடயும்நபோது	துைளின்	திகைநவைம்	v(t)-ன்	ேதிபபு	பூச்சியேோகும்.
  �ோம்	இப்போழுது,	 t  ந�ரத்தில	துைளின்	திகைநவைத்கதக்	ைோணநபோம்.

  v t
ds
dt

t( ) = = −128 32  

  v t t t( ) � � � � � �0 128 32 0 4 .
  4 வினோடிக்குப	பின்னர	துைள்	அதிைபடை	உயரத்கத	அகடகின்றைது.
  t = 4-ல	உயரேோனது	 s( ) ( ) ( )4 128 4 16 4 2562� � �  அடிைள்	ஆகும்.

 (ii) துைள்	தகரகய	்தோடும்நபோது	 s = 0ஆகும்.
  s t t� � � �0 128 16 02  
    � �t 0 8, 	வினோடிைள்.
  தகரயிகன	துைள்	 t = 8  வினோடிைளில	்தோடுகிறைது. 
   அது	தகரகயத்	்தோடும்நபோது	அதன்	திகை	நவைம்	v(8) = –128 அடி/வி	ஆகும்.
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6XII - கணிதவியல்

எடுத்துககாட்டு 7.6

 t ≥ 0  எனும்	எநந�ரத்திலும்	ஒரு	துைளின்	நிகல	 s t t t t( ) � � � �3 26 9 1 	எனும்படி	கிகடேடடக்	
நைோடடில	ஒரு	துைள்	�ைரகிறைது.	இங்கு	 s  என்பது	மீடடரிலும்	 t  வினோடிைளிலும்	ைணக்கிடபபடுகிறைது.
 (i) துைள்	ஓய்வகடயும்	நபோது	ந�ரம்	என்ன?
 (ii) துைள்	திகை	ேோறும்நபோது	ந�ரம்	என்ன?
 (iii) முதல	இரு	வினோடிைளில	துைள்	பயணிக்கும்	்ேோத்த	தூரம்	எவவளவு?
தீர்வு

 s t t t t( ) � � � �3 26 9 1-ஐ	வகையிட,	v t t t( )= − +3 12 92 	ேறறும்	a t t( ) � �6 12 எனக்	கிகடக்கிறைது.

 (i) v t( ) = 0 	 எனும்நபோது	 துைள்	 ஓய்விகன	 அகடகிறைது.	 எனநவ,	  v t t t( ) ( )( )� � � �3 1 3 0  

என்பதன்	மூலம்,	 t =1ேறறும்	 t = 3 	எனக்கிகடக்கிறைது.

 (ii) v t( )  ஆனது	குறியிகன	ேோறறும்நபோது	துைளின்	திகை	ேோறும்.	இப்போழுது

  0 1� �t  எனில	 ( )t −1  ேறறும்	 ( )t � �3 0  ஆகையோல v t( ) > 0 	ஆகும்.

  1 3< <t  எனில	 ( )t � �1 0  ேறறும்	 ( )t � �3 0  ஆகையோல	 v t( ) < 0 	ஆகும்.

  t > 3  எனில	 ( )t −1  ேறறும்	 ( )t � �3 0  ஆகையோல	 v t( ) > 0 	ஆகும்.

  எனநவ	 t =1 ேறறும்	 t = 3 	எனும்நபோது	துைளின்	திகை	ேோறும்.
 (iii) t = 0  ந�ரத்திலிருநது	 t = 2  	வகர	துைள்	பயணிக்கும்	்ேோத்த	தூரம்,	
  s s s s( ) ( ) ( ) ( ) | | | |0 1 1 2 1 5 5 3 6� � � � � � � �  மீடடரைள்	ஆகும்.

7.2.3  சார்்நத வீதஙகள் (Related rates)

 ைோரநத	 வீதக்	 ைணக்குைளில	 குகறைநததது	 இரணடு	 அளவுைளோவது	 ேோறைத்தக்ைதோை	 அகேயும்.	
நேலும்	 நதகவயோன	 அகனத்து	 அளகவைளும்	 ்ைோடுக்ைபபடட	 நிகலயில	 ஏநதனும்	 ஒன்றின்	
ேோறுபோடடு	 வீதத்திகன	 �ோம்	 ைணக்கிட	 நவணடும்.	 எடுத்துக்ைோடடோை,	 	 இரு	 நவறு	 திகையில	
பயணிக்கும்	 இரு	 வோைனங்ைள்	 விலகிப	 நபோகும்	 நவைத்திகன	 அவறறின்	 நிகல,	 திகைநவைங்ைள்	
அறிநதிருநதோல	ைணக்கிடலோம்.
எடுத்துககாட்டு 7.7
 நைோள	வடிவில	உள்ள	ஒரு	ஊதுகபயில	 ைோறறிகன	வினோடிக்கு	 1000 3

brkP 	 எனும்	வீதத்தில	
�ோம்	ஊதினோல	ஆரம்	7	்ைமீ	எனும்நபோது	ஊதுகபயின்	ஆரத்தின்	ேோறுபோடடு	வீதம்	என்ன?	நேலும்	
நேறபரபபு	ேோறுபோடடு	வீதத்கதயும்	ைணக்கிடுை.
தீர்வு

 r 	ஆரமுள்ள	ஊதுகபயின்	ைன	அளவோனது	 V r�
4

3

3� 	ஆகும்.

 dV
dt

=1000  	எனக்்ைோடுக்ைபபடடுள்ளது.

 
dr
dt

-யிகன r = 7 	எனும்நபோது	ைோணநவணடும்.	

  dV
dt

 =  3 4

3

2� �� r dr
dt

.

 r = 7  ேறறும்	
dV
dt

=1000 	எனபபிரதியிட,	 1000 4 49� � ��
dr
dt

. 

  ஆகையோல, dr
dt

 =  1000

4 49

250

49� �
�

� �
.

படம்	 7.3
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7 வகை நுணைணிதத்தின் பயன்பபாடுைள்

 ஊதுகபயின்	நேறபரபபு	 S r� 4 2� . எனநவ, dS
dt

r dr
dt

� � �8� . 

 dr
dt
�

250

49�
 ேறறும்	 r = 7 	எனப	பிரதியிட,

   dS
dt

 =  8 7
250

49

2000

7
�

�
� � � 	எனப	்பறுகிநறைோம்.

 எனநவ,	ஆரத்தின்	ேோறுபோடடு	வீதம்	
250

49p
  ் ைமீ	/	வினோடி	வீதம்	ேறறும்	பரபபளவின்	ேோறுபோடடு	

வீதம்	 2000

7
 brkP tpdho

2 / ஆகும்.

எடுத்துககாட்டு 7.8
 ஒரு	 ்போருளின்	 விகல	 அதன்	 ைரக்கு	 இருபகபக்	 ்ைோணடு	 	 Px P x� � �3 16 234 	 எனும்	
ைேன்போடடோல	குறிக்ைபபடுகிறைது.	இங்கு	 P  என்பது	்போருளின்	விகல	(ரூபோயில)	ேறறும்	 x 	என்பது	
அலகுைளின்	 எணணிக்கைகயக்	 குறிக்கும்.	 90  அலகுைள்	 இருபபு	 இருக்கும்நபோது,	 வோரத்திறகு	 
15  அலகுைள்	 வீதம்	 ைரக்கு	 அதிைரிக்கிறைது	 எனில	 ைோலத்கதப	 ்போறுத்து	 விகலயின்	 ேோறுபோடடு	
வீதத்கதக்	ைோணை.
தீர்வு

  P  =  234 16

3

+
+

x
x

  எனநவ, dP
dt

 =  �
�

�
186

3 2( )x
dx
dt

.

 x dx
dt

= =90 15, 	எனப	பிரதியிட,	dP
dt

= − × = − ≈ −186

93
15

10

31
0 32

2
. 	ரூபோய்	/	வோரம்	எனக்	கிகடக்கிறைது.	

அதோவது	விகலயில	ேோறறைம்	உணகேயில	வோரத்திறகு	0.32 ரூபோய்	எனும்	வீதத்தில	குகறைகிறைது.

எடுத்துககாட்டு 7.9
 ்ைோணரிபபடகடயிலிருநது	நிமிடத்திறகு	30 ைன	மீடடர	வீதத்தில	் ைோடடபபடும்	உபபு	வடட	வடிவ	
அடிேோனம்	் ைோணட	கூம்பு	வடிவம்	் பறுகிறைது.	நேலும்	கூம்பின்	உயரமும்	அடிேோனத்தின்	விடடமும்	
ைேேோை	உள்ளது.	10 மீடடர	உயரம்	எனும்நபோது	கூம்பின்	உயரம்	எவநவைத்தில	அதிைரிக்கும்?
தீர்வு

 h  ேறறும்	 r  முகறைநய	உயரம்	ேறறும்	அடிேோனத்தின்	ஆரம்	என்ை.	எனநவ	 h r= 2 	ஆகும்.	V  
என்பது	உபபு	கூம்பின்	ைன	அளவு	என்ை.

  V  =  
1

3

1

12
302 3 3� �r h h dV

dt
� �; / kP epkplk;

  எனநவ, dV
dt

 =  1
4

2ph dh
dt

  ஆகையோல, dh
dt

 =  4 1
2

dV
dt h

�
�

 

  அதோவது, dh
dt

 =  4 30
1

100
� �

�

   =  6

5p
 மீ / நிமிடம். படம்	 7.4

h

r
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8XII - கணிதவியல்

எடுத்துககாட்டு 7.10 (இருமாறி சார்்நத வீதக கணககு)

 வடக்கிலிருநது	 ்தறநை	 ்ைலலும்	 போகதயும்	 கிைக்கிலிருநது	 நேறநை	 ்ைலலும்	 போகதயும்	
P  எனும்	புள்ளியில	்வடடுகிறைது.	வடக்கு	ந�ோக்கிச்	்ைலலும்	ேகிழுநது A  முதல	போகத	வழியோைச்	
்ைலகிறைது.	 கிைக்கு	 ந�ோக்கிச்	 ்ைலலும்	ேகிழுநது	 	 B  இரணடோவது	 போகத	வழியோைச்	 ்ைலகிறைது.	
குறிபபிடட	ந�ரத்தில	ேகிழுநது	A 	ஆனது	 P -க்கு	வடக்நை	10 கிநலோமீடடரைள்	் தோகலவில	ேணிக்கு	
80 கி.மீ	நவைத்தில	்ைலகிறைது.	அநத	ைேயத்தில	ேகிழுநது	B  ஆனது	P -க்கு	கிைக்நை	15 கிநலோமீடடர	
்தோகலவில	ேணிக்கு	100 கி.மீ	நவைத்தில	்ைலகிறைது.	இரு	ேகிழுநதுைளுக்கிகடநய	உள்ள	தூரம்	
எவநவைத்தில	ேோறுகிறைது?
தீர்வு

 t 	 ந�ரத்தில	 P -க்கு	வடக்கில	ேகிழுநது	 A  இருக்கும்	தூரத்தின்	

அளவு	 a t( )  என்ை.	ேறறும்		 t 	ந�ரத்தில	 P -க்கு	கிைக்கில	ேகிழுநது	 B  

இருக்கும்	தூரத்தின்	அளவு	b t( )  	என்ை.	நேலும்	 t 	ந�ரத்தில	ேகிழுநது	

A  ேறறும்	ேகிழுநது	 B -க்கு	இகடநய	உள்ள	தூரத்தின்	அளவு	 c t( )  

என்ை.	பிதோைரஸ்	நதறறைத்தின்படி,	 c t a t b t( ) ( ) ( )2 2 2� � 	ஆகும்.	

 வகையிட,	 2 2 2c t c t a t a t b t b t( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )� � � � � 	எனப	்பறுகிநறைோம்.

  எனநவ, ′c  =  aa bb
c

aa bb
a b

� � �
�

� � �

�2 2
 

 நதகவயோன	தருணத்தில	�ேக்கு	்தரிநத	ேதிபபுைகளப	பிரதியிட,

    ′c  =   
( ) ( )

.
10 80 15 100

10 15

460

13
127 6

2 2

� � �

�
� �  கி.மீ/ேணி	ஆகும்.

 
்பயிறசி 7.1

 1. ஆதிபபுள்ளியிலிருநது	 t  வினோடிைளுக்குப	பிறைகு	ஒரு	துைள்	உள்ள	தூரத்தின்	அளவு	 s t t� �2 32  
மீடடர	எனும்படி	ந�ரக்நைோடடில	ஒரு	துைள்	�ைரகிறைது.

   (i) t = 3  ேறறும்	 t = 6 	வினோடிைளுக்கிகடநய	உள்ள	ைரோைரி	திகைநவைம்	என்ன?
   (ii) t = 3  ேறறும்	 t = 6  வினோடிைளுக்கிகடநய	உள்ள	ைணப்போழுது	திகைநவைம்	என்ன?
 2. 400 அடி	உயர	ேகல	உச்சி	முைடடிலிருநது	தவறுதலோை	ஒரு	புகைபபடக்	ைருவி	விழுகிறைது.	 t  

வினோடிைளில	புகைபபடக்	ைருவி	விழும்	தூரம்	 s t=16 2  ஆகும்.
   (i) தகரகயத்	்தோடும்	முன்னர	புகைபபடக்	ைருவி	விை	எடுத்துக்்ைோணட	ந�ரம்	என்ன?
   (ii) கீநை	விழுநத	இறுதி	2 வினோடிைளில	புகைபபடக்	ைருவியின்	ைரோைரி	திகைநவைம்	என்ன?
   (iii) தகரகயத்	்தோடும்நபோது	புகைபபடக்	ைருவியின்	ைணப்போழுது	திகைநவைம்	என்ன?
 3.  s t t t t( ) � � � �2 9 12 43 2 , இங்கு	 t ≥ 0 	எனும்	விதிபபடி	ஒரு	நைோடடில	ஒரு	துைள்	�ைரகிறைது.

   (i) எநந�ரங்ைளில	துைளின்	திகை	ேோறுகின்றைது?
   (ii) முதல	4 வினோடிைளில	துைள்	பயணித்த	தூரம்	என்ன?
   (iii) திகைநவைம்	 பூச்சிய	 ேதிபகப	 அகடயும்	 ந�ரங்ைளில	 எலலோம்	 துைளின்	 முடுக்ைம்																					

ைோணை?
 4. x  பக்ை	 அளவு	 ்ைோணட	 ஒரு	 ைன	 ைதுரத்தின்	 ைன	 அளவு	 v x= 3 	 எனில	  x = 5  அலகுைள்	

எனும்நபோது	 x -ஐப	்போறுத்து	ைன	அளவு	ேோறுவீதம்	ைோணை.
 5. x 	 நீளமுள்ள	 (மீடடரில) ஒரு	்ேலலிய	நைோலின்	நிகறை	 m x( )  (கிநலோகிரோமில), m x x( ) = 3   

எனக்	 ்ைோடுக்ைபபடடுள்ளது	 எனில,	 x = 3  ேறறும்	 x = 27  மீடடர	 எனும்நபோது	 நீளத்கதப	
்போறுத்து	நிகறையின்	ேோறுபோடடு	வீதத்கத	ைோணை.

படம்	 7.5
P

N
(0, a(t))

(b(t), 0)

c(t)

E

A

B
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9 வகை நுணைணிதத்தின் பயன்பபாடுைள்

 6.  ஒரு	 குளத்தில	 விழுநத	 ைலலினோல	 ்போது	 கேய	 வடடங்ைளின்	 வடிவத்தில	 சிறறைகலைள்	
ஏறபடுகின்றைது.	்வளிபபுறை	சிறறைகலயின்	ஆரம்	r வினோடிக்கு	2	்ை.மீ	வீதம்	அதிைரிக்கிறைது.	ஆரம்	
5	்ை.மீ.	எனும்	நபோது	ைலங்கும்	நீரின்	பரபபளவு	ேோறுவீதம்	என்ன?

 7.  ைபபலின்	மீதுள்ள	சுை்லோளி	விளக்கு	ஒவ்வோரு	10 வினோடிைளுக்கு		ஒரு	முகறை	சுறறுகிறைது.	
ைடறைகரயிலிருநது	5	கி.மீ	தூரத்தில	ைபபல	�ங்கூரமிடபபடடுள்ளது.		அவவிளக்கின்	ஒளிக்ைறகறை	
ைடறைகரயுடன்	 45°  நைோணத்கத	 ஏறபடுத்தும்	 நபோது	 ைடறைகரயில	 ஒளிக்ைறகறை	 எவவளவு	
நவைேோை	�ைரும்?

 8. தகலகீைோை	கவக்ைபபடட	ஒரு	ந�ரவடட	கூம்பின்	வடிவில	உள்ள	ஒரு	நீரநிகலத்	்தோடடியின்	
ஆைம்	12	மீடடர	ேறறும்	நேலுள்ள	வடடத்தின்	ஆரம்	5	மீடடர	என்ை.	நிமிடத்திறகு	10	ைன	மீடடர	
நவைத்தில	 நீர	 போய்ச்ைபபடுகிறைது	எனில,	 8	 மீடடர	ஆைத்தில	நீர	இருக்கும்நபோது	 நீரின்	ஆைம்	
அதிைரிக்கும்	நவைம்	என்ன?

 9.  17 மீடடர	நீளமுள்ள	ஒரு	ஏணி	்ைங்குத்தோன	சுவரில	ைோய்த்து	கவக்ைபபடடுள்ளது.	ஏணியின்	
அடிபபக்ைம்	 சுவறறிலிருநது	 விலகிச்	 ்ைலலும்	 வீதம்	 வினோடிக்கு	 5 மீடடர	 எனில	 ஏணியின்	
அடிபபக்ைம்	சுவறறிலிருநது	8 மீடடர	்தோகலவில	இருக்கும்நபோது,

   (i) அதன்	உச்சி	என்ன	வீதத்தில	கீழந�ோக்கி	இறைங்கும்	என்பகதக்	ைோணை.
   (ii) எநத	 வீதத்தில,	 ஏணி,	 சுவர	 ேறறும்	 தகர	 ஆகியவறறைோல	 உருவோகும்	 முக்நைோணத்தின்	

பரபபளவு	ேோறுகிறைது?
 10.  வட	திகையிலிருநது	ஒரு	் ைங்நைோண	ைநதிபகப	அணுகும்	ஒரு	ைோவலதுகறை	வோைனம்	நவைேோைச்	

்ைன்று	திரும்பி	கிைக்கு	 ந�ோக்கிச்	 ்ைலலும்	ஒரு	ேகிழுநகத	துரத்துகிறைது.	 ைோகல	 ைநதிபபின்	
வடக்நை	 0.6 கி.மீ	 ்தோகலவில	 ைோவலதுகறையின்	 வோைனமும்	 கிைக்நை	 0.8 கி.மீ	 ்தோகலவில	
ேகிழுநதும்	 உள்ள	 ்போழுது,	 மின்ைோநத	 அகலக்	 ைருவியின்	 துகண்ைோணடு	 ைோவலதுகறை	
தங்ைளது	 வோைனத்திறகும்	 ேகிழுநதுக்கும்	 இகடபபடட	 தூரம்	 ேணிக்கு	 20 கி.மீ	 வீதத்தில	
அதிைரிக்கிறைது	எனத்	தீரேோனிக்கின்றைனர.	 ைோவலதுகறை	வோைனம்	ேணிக்கு	60 கி.மீ	நவைத்தில	
�ைரகிறைது	எனில	ேகிழுநதின்	நவைம்	என்ன?

7.2.4   பதாடு்காடு மறறும் பசங்காட்டின சமன்பாடுகள்
           (Equations of Tangent and Normal)
 லிபினிடகை	்போருத்தவகர,	்தோடுநைோடு	என்பது	வகளவகரயின்	மீதுள்ள	மிை	்�ருங்கிய	ஒரு	
நஜோடிப	புள்ளிைள்	வழிநய	்ைலலும்	ந�ரக்நைோடு	ஆகும்.

வகரயக்ற 7.1

 ஒரு	 தளத்தில	 உள்ள	 வகளவகரக்கு	
்ைோடுக்ைபபடட	 புள்ளியில	 ்தோடுநைோடு	
என்பது	 வகளவகரயில	 அபபுள்ளிகய	
ப்தொடடுக்பகொணடு ்ைலலும்	 ஒரு	
ந�ரக்நைோடு	ஆகும்.

வகரயக்ற 7.2

 வகளவகர	 மீதுள்ள	 புள்ளியில	
வகளவகரக்கு	 ்ைங்நைோடு	 என்பது	
அபபுள்ளியில	 வகரயபபடட	
்தோடுநைோடடிறகு	 அபபுள்ளியில	
்ைங்குத்தோை	உள்ள	ந�ரக்நைோடு	ஆகும்.
	 ஒரு	வகளவகரக்கு	அதன்	மீதுள்ள	ஒரு	புள்ளியில	் தோடுநைோடு	ேறறும்	் ைங்நைோடு	ஆகியகவ	
எவவோறு	அகேயும்	என்பது	அருகில	உள்ள	படம்	7.6 வோயிலோை	விளக்ைபபடடுள்ளது.

படம்		7.6
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10XII - கணிதவியல்

 y f x= ( ) 	என்றை	வகளவகரகய	ைருதுை.

 வகளவகரயின்	மீதுள்ள	 ( , )a b 	என்றை	புள்ளியில	்தோடுநைோடடின்	ைேன்போடு	என்பது

y b x a dy
dx a b

� � � ��
�
�

�
�
�( )

( , )

 அலலது y b f a x a� � � � �( ) ( ) 	ஆகும்.

 ்ைங்நைோடு	 என்பது	அபபுள்ளியில	வகரயபபடட	 ்தோடுநைோடடிறகு	 ்ைங்குத்து.	 எனநவ,	 ( , )a b  
என்றை	புள்ளியில	் ைங்நைோடடின்	ைோய்வோனது,	் தோடுநைோடடின்	ைோய்வின்	தகலகீழ	எதிரகுறி,	அதோவது	

�
�

�
�

�

�
�

1
dy
dx a b( , )

	ேதிபபோகும்.

 ஆைநவ,	 ( , )a b  என்றை	புள்ளியில	்ைங்நைோடடின்	ைேன்போடு,

( ) ( )

( , )

y b x ady
dx a b

� � �
�

�
�

�

�
� � �

1  அலலது ( ) ( )
( , )

y b dy
dx

x a
a b

� ��
�
�

�
�
� � � � 	ஆகும்.

குறிப்புகர

 (i) வகளவகரக்கு	 ஒரு	 புள்ளியில	 வகரயபபடும்	 ்தோடுநைோடு	 கிகடேடடேோை	 இருநதோல,	

அபபுள்ளியில	 வகைக்்ைழு	 0	 ஆகும்.	 ஆைநவ	 x y1 1,� �  என்றை	 புள்ளியில	 ்தோடுநைோடடின்	
ைேன்போடு	 y y= 1  ேறறும்	்ைங்நைோடடின்	ைேன்போடு	 x x= 1 	ஆகும்.

 (ii) வகளவகரக்கு	 ஒரு	 புள்ளியில	 வகரயபபடும்	 ்தோடுநைோடு	 நிகலகுத்தோை	 இருநதோல,	
அபபுள்ளியில	வகைக்்ைழு	ைோணத்தக்ைது	ேறறும்	முடிவிலி	 �� �  ஆகும்.	ஆைநவ,	 x y1 1,� �  
என்றை	 புள்ளியில	 ்தோடுநைோடடின்	 ைேன்போடு	 x x= 1  ேறறும்	 ்ைங்நைோடடின்	 ைேன்போடு	
y y= 1 	ஆகும்.

எடுத்துககாட்டு 7.11

 y x x� � �2 3 2  என்றை	வகளவகரக்கு	( , )1 2 	என்றை	புள்ளியில	் தோடுநைோடு	ேறறும்	் ைங்நைோடடின்	
ைேன்போடுைகளக்	ைோணை.
தீர்வு

 x-ஐப	்போறுத்து	வகையிட, dy
dx

x� �2 3 . ஆைநவ,	
dy
dx

�
�
�

�
�
� �

( , )1 2

5 . 

 எனநவ,	நதகவயோன	்தோடுநைோடடின்	ைேன்போடு

 ( ) ( )y x x y� � � � � � �2 5 1 5 3 0 	ஆகும்.

 ( , )1 2  என்றை	புள்ளியில	்ைங்நைோடடின்	ைோய்வு	−
1

5
.  

	 எனநவ,	நதகவயோன	்ைங்நைோடடின்	ைேன்போடு

 ( ) ( )y x x y� � � � � � � �2
1

5
1 5 11 0 	ஆகும்.

எடுத்துககாட்டு 7.12
 y x x x= − + −3 23 2  என்றை	வகளவகரக்கு,	 எந்தநத	 புள்ளிைளில	வகரயபபடும்	 ்தோடுநைோடு	
y x= 	என்றை	நைோடடிறகு	இகணயோை	இருக்கும்?

தீர்வு

 y x=  என்றை	 ந�ரக்நைோடடின்	 ைோய்வு	 1	 ஆகும்.	 ்ைோடுக்ைபபடட	 வகளவகரக்கு	 வகரயபபடும்	
்தோடுநைோடு,	 y x=  என்றை	 நைோடடிறகு	 இகணயோை	 இருக்ை	 நவணடும்	 எனில	 ்தோடுநைோடடின்	
ைோய்வும்	1	என	இருக்ை	நவணடும்.

படம்		7.7

y
x

x
�

�
�

2
3

2

�1�2�3�4�5

�4

�3

�2

�1

(1, 2)

3210

1

2

3

4

5

5
3

0
x

y
−

−
=

x y+ − =5 1 1 0

y
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11 வகை நுணைணிதத்தின் பயன்பபாடுைள்

  ஆைநவ,	
dy
dx

 =  3 6 1 12x x− + =

  ⇒   3 62x x−  =  0 .
  ஆைநவ, x  =  0 ேறறும்	x = 2	என்றை	நைோடடிறகு	இகணயோை	இருக்கும்.

 எனநவ,	 (0, –2) ேறறும்	 (2, –4) என்றை	 புள்ளிைளில	வகரயபபடும்	 ்தோடுநைோடு	 y x= 	 என்றை	
நைோடடிறகு	இகணயோை	இருக்கும்.

எடுத்துககாட்டு 7.13

 x t= 2 3cos  ேறறும்	 y t t� �3 2sin ,  	என்றை	லிைநஜோஸ்	வகளவகரயின்	மீதுள்ள	ஏநதனும்	ஒரு	
புள்ளியில	்தோடுநைோடு	ேறறும்	்ைங்நைோடடின்	ைேன்போடுைகளக்	ைோணை.
தீர்வு

 ்ைோடுக்ைபபடட	வகளவகரயோனது	வடடநேோ	அலலது	நீள்வடடநேோ	அலல	என்பகதக்	ைவனிக்ை.	
உங்ைள்	போரகவக்ைோை	இநத	வகளவகர	படம்	7.8-ல	ைோடடபபடடுள்ளது.

  இப்போழுது, dy
dx

 =  
dy
dt

dx
dt

   =  − = −6 2

6 3

2

3

cos

sin

cos

sin

t
t

t
t

.

 எனநவ,	ஏநதனும்	ஒரு	புள்ளியில	்தோடுநைோடடின்	ைேன்போடு

  y t−3 2sin  =  − −
cos

sin
( cos )

2

3
2 3

t
t
x t

 அதோவது, x t y tcos sin2 3+  =  3 2 3 2 2 3sin sin cos cost t t t+ .

 ்ைங்நைோடடின்	ைோய்வு	என்பது	்தோடுநைோடடுச்	ைோய்வின்	எதிரகுறி	தகலகீழ	ேதிபபு	என்பதோல	

்ைங்நைோடடின்	ைோய்வு	
sin

cos

3

2

t
t

. 

ஆைநவ,	்ைங்நைோடடின்	ைேன்போடு	 y t t
t
x t� � �3 2

3

2
2 3sin

sin

cos
( cos ) .

 அதோவது, x t y t t t t t t tsin cos sin cos sin cos sin sin3 2 2 3 3 3 2 2 6
3

2
4− = − = − .

7.2.5  இரணடு வகைவகரகளுககு இகடப்்பட்ட ் காணம் (Angle between two curves)

வகரயக்ற 7.3

 இரணடு	வகளவகரைள்	்வடடிக்	்ைோள்ளும்	புள்ளியில	வகரயபபடும்	்தோடுநைோடுைளுக்கு	
இகடபபடட	 குறுங்நைோணநே,	 ்வடடும்	 புள்ளியில	 இரணடு	 வகளவகரக்கு	 இகடபபடட	
நைோணேோை	வகரயறுக்ைபபடுகின்றைது.

 இரணடு	வகளவகரைளுக்கு	இகடபபடட	நைோணத்திகன,	வகளவகரைள்	் வடடும்	புள்ளியிடத்து	

வகரயபபடும்	 ்தோடுநைோடுைளின்	 ைோய்வுைளின்	 ேதிபபுைகளக்	 ்ைோணடு	 ைோணலோம்.	 y m x c� �1 1  
ேறறும்	 y m x c� �2 2  ஆகிய	இரு	நைோடுைளுக்கு	இகடபபடட	குறுங்நைோணம்	θ  எனில,	

படம்		7.8
Lissajous curve

x t y t= =2 3 3 2cos ; sin

லிைநஜோஸ்	வகளவகர
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12XII - கணிதவியல்

   tanθ  =  m m
m m

1 2

1 21

�
�

  ... (3)

 இங்கு	m1 ேறறும்	m2 ஆகியகவ	முடிவுறறை	எணைள்.

குறிப்புகர

 (i) x y1 1,� � 	என்றை	புள்ளியில	இரணடு	வகளவகரைள்	இகண	எனில,	m m1 2= .

 (ii) x y1 1,� �  என்றை	புள்ளியில	இரணடு	வகளவகரைள்	்ைங்குத்து	ேறறும்	 m1 , m2  ஆகியகவ	
ைோணத்தக்ைகவ	ேறறும்	முடிவுறறை	எணைள்	எனில	m m1 2 1� � .

எடுத்துககாட்டு 7.14

 y x= 2  ேறறும்	 y x� �( )3 2 	என்றை	வகளவகரைளுக்கு	இகடபபடட	நைோணத்கதக்	ைோணை.

தீர்வு

 இப்போழுது	 �ோம்	 ்வடடும்	 புள்ளிகயக்	 ைோணநபோம்.	 ைேபபடுத்த	 x x2 23� �( )  ⇒  x = 3

2
 

எனப்பறைலோம்.	 	எனநவ,	்வடடும்	புள்ளி		
3

2

9

4
,

�
�
�

�
�
� 	ஆகும்.	  θ என்பது	இவவிரு	வகளவகரைளுக்கு	

இகடபபடட	 நைோணம்	 என்ை.	 ்வடடும்	 புள்ளியிடத்து	 வகளவகரயின்	 ைோய்வுைள்	 பின்வருேோறு	
ைணக்கிடபபடுகின்றைன :
  y   =  x2	என்றை	வகளவகரக்கு,

  dy
dx

 =  2x 	ஆகும்.

  m dy
dx1

3

2

9

4

� �
�
�

�
�
�
�
�
�

�
�
�,

  =  3.

  y  =  ( )x −3 2	என்றை	வகளவகரக்கு,

  dy
dx

 =  2 3( )x − 	ஆகும்.

  m dy
dx1

3

2

9

4

� �
�
�

�
�
�
�
�
�

�
�
�,

 =  −3.

 (3)-லிருநது,

  tanθ  =  3 3

1 9

3

4

� �
�

�
( )

	ஆகும்.

  ஆைநவ, θ  =  tan� �
�
�

�
�
�

1 3

4
.

எடுத்துககாட்டு 7.15

 y x= 2  ேறறும்	 x y= 2  என்றை	வகளவகரைளுக்கு	இகடபபடட	நைோணத்திகன	 ( , )0 0 ேறறும்	 ( , )1 1

என்றை	்வடடும்	புள்ளிைளில	ைோணை.
தீர்வு

 இப்போழுது	�ோம்	வகளவகரைளின்	ைோய்வுைகளக்	ைோணநபோம்.
 y x= 2	என்றை	வகளவகரயின்	ைோய்வு	m1 என்ை.

   m1  =  dy
dx

x= 2 .

படம்		7.9
0 2 4

2

4

x

y

–2–4

θ

y =
 (

x –
 3

)2

y =
 x2
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13 வகை நுணைணிதத்தின் பயன்பபாடுைள்

 x y= 2	என்றை	வகளவகரயின்	ைோய்வு	m2 என்ை.

   m2  =  dy
dx y

=
1

2
	.

 (0,0) ேறறும்	(1,1) என்றை	புள்ளிைளிடத்து	வகளவகரைளுக்கிகடபபடட	நைோணங்ைள்	θ1 ேறறும்	
θ2  என்ை.

 ( , )0 0 	என்றை	புள்ளியில,	  tan

( )

�1

2
1

2

1 2
1

2

�
�

�
�

�
�

�

�
�

x
y

x
y

 -ஐ	ைணக்கிடும்நபோது	பகுதியில	 0�� 	என்றை	

நதரப்பறைோத	 வடிவத்கதப	 ்பறுகிநறைோம்.	 எனநவ,	 �ோம்	 எலகல	 ைோணும்	 முகறைகய	
பயன்படுத்துநவோம்.

   tanθ1  =  lim

( )
( , ) ( , )x y

x
y

x
y

�

�

�
�

�
�

�

�
�

0 0

2
1

2

1 2
1

2

  

    =  lim
( )( , ) ( , )x y

xy
y x�

�
�0 0

4 1

2
 

    =  ¥  

  ⇒   θ1 =  tan ( )� � �1

2

� .

 ( , )1 1 	என்றை	புள்ளியில,	m m1 22
1

2
= =,  

   tanθ2  =  
2

1

2

1 2
1

2

�

� �
�
�

�
�
�( )

    =  3

4

   ⇒  θ2  =  tan� �
�
�

�
�
�

1 3

4
.

எடுத்துககாட்டு 7.16

 y x= sin  என்றை	வகளவகரக்கும்	மிகை	 x -அச்சிறகும்	இகடபபடட	நைோணம்	ைோணை.

தீர்வு

 y x= sin  என்றை	வகளவகர	மிகை	 x -அச்கை	்வடடும்நபோது	 y = 0  ⇒    x n n� �� , , , ,1 2 3 .

இப்போழுது,	
dy
dx

x= cos . x = np -ல	ைோய்வு	m1 = cos( ) ( )n n� � �1 , x -அச்சின்	ைோய்வு	m2 = 0 ஆகும்.	

இகவைளுக்கு	இகடபபடட	நைோணம்	θ	எனில,

       tanθ  =  
.

−( ) −
+ −( )

= ∀

⇒ =

1 0

1 1 0
1

4

n

n n
( )

,

θ π

படம்		7.10

0 0.2 0.6 0.8 1

�2

�0 4.

�0 0.

�0 2.�0 4.�0 6.�0 8.

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1.2

( , )0 0

( , )11

y x� 2

1

2

x y� 2

x

y

�

�
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14XII - கணிதவியல்

எடுத்துககாட்டு 7.17

 ax by2 2 1� �  ேறறும்	 cx dy2 2 1� �  	என்றை	வகளவகரைள்	ஒன்கறை	ஒன்று	்ைங்குத்தோை	்வடடிக்	

்ைோணடோல 1 1 1 1
a b c d
� � � 	என	நிறுவுை.

தீர்வு

 ( , )x y0 0  என்றை	 புள்ளியில	 இரணடு	 வகளவகரைளும்	 ்வடடிக்	 ்ைோணடோல	

( ) ( )a c x b d y� � � �0

2

0

2 0 	எனப்பறைலோம்.

 ்வடடும்	புள்ளி	 ( , )x y0 0 	என்றை	புள்ளியில	வகளவகரயின்	ைோய்வுைகளக்	ைோணநபோம்:

  ax by2 2+  =  1	என்றை	வகளவகரக்கு	
dy
dx

ax
by

� � 	ேறறும்	

  cx dy2 2+  =  1	என்றை	வகளவகரக்கு	
dy
dx

cx
dy

� � .

 ( , )x y0 0 	 என்றை	 புள்ளியில	 இரணடு	 வகளவகரைளும்	 ்ைங்குத்தோை	 ்வடடிக்	 ்ைோணடோல	

ைோய்வுைளின்	் பருக்ைல	பலன்	−1	ஆகும்.	ஆைநவ,	( , )x y0 0  என்றை	புள்ளியில	இரணடு	வகளவகரைளும்	

்ைங்குத்தோை	்வடடிக்	்ைோணடோல

  �
�

�
�

�

�
�� �
�

�
�

�

�
�

ax
by

cx
dy

0

0

0

0

 =  −1.

  அதோவது,	acx bdy0

2

0

2+  =  0 ,

    நேலும்	 ( ) ( )a c x b d y� � �0

2

0

2   =  0

  என்பதில	இருநது,	 a c
ac
−  =  b d

bd
−

	எனப	்பறைலோம்.

  எனநவ,  1 1
c a
−  =  1 1

d b
− .

  அதோவது,  1 1
a b
−  =  1 1

c d
− .

குறிப்புகர

நேறைணட	 எடுத்துக்ைோடடில,	 அதன்	 ேறுதகலயும்	 உணகேயோகும்.	 அதோவது	
1 1 1 1
a b c d
� � �  

என்றை	 ைடடுபபோடகடக்	 ்ைோணடு,	 ஒருவர	 எளிதில	 வகளவகரைள்	 ஒன்றுக்்ைோன்று	 ்ைங்குத்தோை	
்வடடிக்	்ைோள்ளும்	எனவும்	நிறுவலோம்.

எடுத்துககாட்டு 7.18

 x y2 24 8� �  என்றை	நீள்வடடமும்	 x y2 22 4� �  என்றை	அதிபரவகளயமும்	்ைங்குத்தோை	்வடடிக்	
்ைோள்ளும்	என	நிறுவுை.
தீர்வு

 ்ைோடுக்ைபபடட	இரு	வகளவகரைளும்	்வடடும்	புள்ளிகய	 ( , )a b 	என்ை.

  ஆைநவ,	 a b2 24+  =  8  ேறறும்	 a b2 22 4� �   ... (4)
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15 வகை நுணைணிதத்தின் பயன்பபாடுைள்

 �ோம்	 ( , )a b  என்றை	புள்ளியில	இவவிரு	வகளவகரைளின்	ைோய்வுைளின்	்பருக்ைல	பலன்	 −1	என	

நிறுவ	நவணடும்.
 x y2 24 8� � -ஐ	 x -ஐப	்போருத்து	வகையிட

  2 8x y dy
dx

+  =  0 .

  எனநவ,	
dy
dx

 =  − x
y4

,

  
dy
dx a b

�
�
�

�
�
�

( , )

 =  m a
b1

4
� � .

 x y2 22 4� � -ஐ x -ஐப	்போருத்து	வகையிட

  2 4x y dy
dx

−  =  0 .

  எனநவ, dy
dx

 =  x
y2

,

  
dy
dx a b

�
�
�

�
�
�

( , )

 =  m a
b2 2

= .

  எனநவ,			m m1 2×  =  ��
�
�

�
�
��
�
�
�

�
�
� � �

a
b

a
b

a
b4 2 8

2

2
 ... (5)

 (4)-ல	விகிதச்	ைேக்	்ைோள்கைகய	பயன்படுத்த, 

  a2

16 16− −
 =  b2

8 4

1

2 4� �
�
� �

	எனப்பறைலோம்.

 எனநவ,	
a
b

2

2

32

4
8= = 	ஆகும்.	இதகன	(5)-ல	பிரதியிட,	�ோம்	m m1 2 1� � � 	எனப	் பறைலோம்.	ஆைநவ,	

இவவிரு	வகளவகரைளும்	்ைங்குத்தோை	்வடடிக்	்ைோள்ளும்.

்பயிறசி 7.2
 1. ்ைோடுக்ைபபடட	 புள்ளிைளில	 பின்வரும்	 வகளவகரைளுக்கும்	 ்தோடுநைோடடின்	 ைோய்விகனக்	

ைோணை.
   (i) y x x x� � �4 22  ; x =1   (ii) x a t y b t= =cos , sin3 3  ; t � �

2
.

 2.  y x x� � �2 5 4  என்றை	வகளவகரக்கு	எபபுள்ளிைளில	வகரயபபடும்	 ்தோடுநைோடு	 3 7x y� �  
என்றை	நைோடடிறகு	இகணயோை	இருக்கும்?

 3.  y x x x� � � �3 26 3  என்றை	 வகளவகரக்கு	 எபபுள்ளிைளில	 வகரயபபடும்	 ்தோடுநைோடு	
x y� �1729 	என்றை	நைோடடிறகு	்ைங்குத்தோை	இருக்கும்?

 4.  y xy x2 24 5� � �  என்றை	வகளகரக்கு	எபபுள்ளிைளில	வகரயபபடும்	் தோடுநைோடு	கிகடேடடேோை	
இருக்கும்?

 5.  கீழக்ைணட	 வகளவகரைளின்	 மீது	 ்ைோடுக்ைபபடட	 புள்ளிைளில	 ்தோடுநைோடு	 ேறறும்	
்ைங்நைோடுைளின்	ைேன்போடுைகளக்	ைோணை.

   (i) y x x� �2 4  ; ( , )1 0  (ii) y x ex� �4 2  ; ( , )0 2  

   (iii) y x x= sin  ;  � �
2 2

,
�
�
�

�
�
�  (iv) x t y t= =cos , sin2 2  ; t � �

3
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16XII - கணிதவியல்

 6.  y x� �1 3  என்றை	 வகளவகரக்கு	 x y� �12 12 	 என்றை	 நைோடடிறகு	 ்ைங்குத்தோை	 உள்ள	
்தோடுநைோடுைளின்	ைேன்போடுைகளக்	ைோணை.

 7.  y x
x

�
�
�

1
1

 என்றை	 வகளவகரக்கு	 x y� �2 6 	 என்றை	 நைோடடிறகு	 இகணயோை	 உள்ள	

்தோடுநைோடுைளின்	ைேன்போடுைகளக்	ைோணை.

 8.  x t= 7cos  ேறறும்	 y t t� �2sin ,   என்றை	 வகளவகரக்கு	 ஏநதனும்	 ஒரு	 புள்ளியில	

வகரயபபடும்	்தோடுநைோடு	ேறறும்	்ைங்நைோடடின்	ைேன்போடுைகளக்	ைோணை.

 9.  xy = 2  என்றை	 ்ைவவை	 அதிபரவகளயத்திறகும்	 x y2 4 0� � 	 என்றை	 பரவகளயத்திறகும்	
இகடபபடட	நைோணத்திகனக்	ைோணை.

 10.  x y r2 2 2� �  ேறறும்	 xy c= 2 	 என்றை	 வகளவகரைள்	 ்ைங்குத்தோை	 ்வடடிக்	 ்ைோள்ளும்	
எனக்ைோடடுை.		இங்கு	 c r,  ஆகியகவ	ேோறிலிைள்.

7.3  சராசரி மதிப்புத் ்தற்றம்  (Mean Value Theorem)

 ஒரு	 வகளவகரயின்	 �ோணுக்கு	 இகணயோை	 வகரயபபடும்	 ஒரு	 ்தோடுநைோடடின்	 ்தோடும்	
புள்ளி,	 �ோணின்	 முகனபபுள்ளிைளுக்கு	 இகடநய	 அகேயும்	 என்பகத	 ைரோைரி	 ேதிபபுத்	 நதறறைம்	
உறுதி	 ்ைய்கிறைது.	 �ோம்	 இபபோடபபகுதிகய	 இகடநிகல	 ேதிபபுத்	 நதறறைத்தின்	 வகரயகரயிலிருநது	
்தோடங்ைலோம்.

்தற்றம்  7.1 (இகடநிகல மதிப்புத் ்தற்றம்)

 f x( ) என்றை	ைோரபு	மூடிய	இகட்வளி	[ , ]a b -ல	்தோடரச்சியோை	உள்ளது	எனவும்	 f a( )  ேறறும்	
f b( )-க்கு	இகடயில	( f a( )  ேறறும்	 f b( ) 	உள்ளடங்கியது)	 c  என்றை	ஏநதனும்	ஒரு	எண	உள்ளது	
எனில,	 [ , ]a b 	 என்றை	 மூடிய	 இகட்வளியில	 குகறைநதபடைம்  x  என்றை	 ஒரு	 எணகணயோவது	
f x c( ) = 	என்றைவோறு	ைோணலோம்.

7.3.1  ்ராலின ்தற்றம் (Rolle’s Theorem)
்தற்றம்  7.2 (்ராலின ்தற்றம்)

 f x( )  என்றை	ைோரபு	மூடிய	இகட்வளி	 [ , ]a b -ல	்தோடரச்சியோனதோைவும்,	திறைநத	இகட்வளி 

( , )a b -ல	வகையிடத்தக்ைதோைவும்	இருக்கிறைது	நேலும்	 f a f b( ) ( )= 	 எனில,	குகறைநதபடைம்	ஒரு	

புள்ளி c a b∈ ( , )  ஆனது		 � �f c( ) 0 	என்றைவோறு	இருக்கும்.

 x a= -யில	இருநது	 x b=  வகர	ஒரு	்தோடுநைோடோனது	

வகளவகர	 மீது	 படம்7.11-ல	 உள்ளவோறு	 �ைரநதோல	

c a b∈( , )  என்றை	 எணணிகன	 c-யில	 வகரயபபடும்	

்தோடுநைோடு	 x -அச்சிறகு	 இகணயோை	 உள்ளவோறு	

ைோணலோம். 

எடுத்துககாட்டு 7.19

 f x x x x( ) ( ) , [ , ]� � �2 21 0 1 	 என்றை	 ைோரபிறகு	 நரோலின்	 நதறறைத்கத	 நிகறைவு	 ்ைய்யும்	 ' 'c -ன்	

ேதிபகபக்	ைணக்கிடுை. 

படம்		7.11

′ =f c( ) 0
y f x

= ( )

x a= x c= x b= x

y
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17 வகை நுணைணிதத்தின் பயன்பபாடுைள்

தீர்வு

 f x( ) 	என்பது	மூடிய	இகட்வளி	 [ , ]0 1 -ல	்தோடரச்சியோனதோைவும்,	திறைநத	இகட்வளி ( , )0 1 -ல	

வகையிடத்தக்ைதோைவும்,	நேலும் f f( ) ( )0 0 1= = ஆைவும்	உள்ளது.

இப்போழுது,	 ′f x( )  =  2 1 1 2x x x( )( )− − .

   எனநவ, ′f c( )  =  0  ⇒   c = 0 1, , ேறறும்	
1

2

   ⇒ c  =  1

2
0 1∈ ( , ) .

எடுத்துககாட்டு 7.20

 f x x
x
x( ) , ,� � ��

��
�
��

1 1

2
2 	 என்றை	 ைோரபிறகு	 	

1

2
2,

�
�
�

�
�
�  என்றை	இகட்வளியில	நரோலின்	நதறறைத்கத	

நிகறைவுச்	்ைய்யும்	ேதிபகப	ைோணை.
தீர்வு

 f x( )  என்பது	 மூடிய	 இகட்வளி	
1

2
2,

�
��

�
��
-ல	 ்தோடரச்சியோனதோைவும்,	 திறைநத	 இகட்வளி	  

1

2
2,

�
�
�

�
�
� -ல	வகையிடத்தக்ைதோைவும்,	நேலும்	 f f1

2

5

2
2

�
�
�

�
�
� � � ( ) 	ஆைவும்	உள்ளது.		எனநவ	நரோலின்	

நதறறைபபடி	 c��
�
�

�
�
�

1

2
2,  என்றை	எணணிகன		 � �f c( ) 0 	எனுேோறு	ைோணலோம்.

 இப்போழுது,	 � � � � � �f c
c

c( ) 1
1

0 1
2

2  ⇒  c � �1,, 1
1

2
2��

�
�

�
�
�, , எனநவ	 c =1 	 என	

நதரந்தடுக்ைலோம்.

எடுத்துககாட்டு 7.21

 f x x
x

( ) log�
��

�
�

�

�
�

2 6

5
 என்றை	ைோரபிறகு	 [ , ]2 3 	என்றை	இகட்வளியில	நரோலின்	நதறறைத்கத	நிகறைவு	

்ைய்யும்	 ' 'c -ன்	ேதிபகபக்	ைணக்கிடுை.

தீர்வு

 f x( ) என்றை	 ைோரபு	 மூடிய	 இகட்வளி	 [ , ]2 3 -ல	 ்தோடரச்சியோனதோைவும்,	 திறைநத	 இகட்வளி	  

( , )2 3 -ல	வகையிடத்தக்ைதோைவும்,	ேறறும்	, f f( ) ( )2 0 3= =  ஆைவும்	உள்ளது.

  இப்போழுது,			 ′f x( )  =  x
x x

2

2

6

6

�
�( )

 

  எனநவ, ′f c( )  =  0  

  ⇒   c
c c

2

2

6

6

�
�( )

 =  0

     ⇒ c  =  ± 6

  இப்போழுது,	 c  =  � �6 2 3( , ) .

 � �6 2 3( , )  எனநவ,	 c � � 6  	ஆனது	நரோலின்	நதறறைத்கத	நிகறைவு	்ைய்கிறைது.

 நரோலின்	 நதறறைத்திகன	 ஒரு	 இயறைணிதச்	 ைேன்போடடிறகு	 ்ைோடுக்ைபபடட	 இகட்வளியில	
எத்தகன	தீரவுைள்	இருக்கும்	என்பதகன	ைேன்போடகடத்தீரக்ைோேல	ைோணவும்	பயன்படுத்தலோம்.
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18XII - கணிதவியல்

எடுத்துககாட்டு 7.22

 x x4 32 2 0� � �  என்றை	 ைேன்போடகடத்	 தீரக்ைோேல	 ( , )0 1 	 என்றை	 இகட்வளியில	 ஒநர	 ஒரு	
தீரவுதோன்	இருக்கும்	எனக்ைோடடு.
தீர்வு

 f x x x( ) � � �4 32 2 	 என்ை.	  f x( )  ஆனது	 [ , ]0 1 -ல	 ்தோடரச்சியோனதோைவும்,	  ( , )0 1 -ல	
வகையிடத்தக்ைதோைவும்	உள்ளது.
  இப்போழுது	 ′f x( )  =  4 63 2x x+ . � �f x( ) 0  எனில,   2 2 32x x( )+  =  0 . 

  எனநவ, x  =  0 3

2
,−  ஆனோல	0

3

2
0 1, ( , )� � .

  ஆைநவ,  ′f x( )  >  0 0 1, ( , )∀ ∈x .

 எனநவ,	நரோலின்	நதறறைத்தின்படி	a b, ( , )∈ 0 1  என்றை	எணைகள	 f a f b( ) ( )= =0 	எனுேோறு	ைோண	

இயலோது.	ஆனோல	 f ( )0 2 0� � �  ேறறும்	 f ( )1 1 0� �  என்பதில	இருநது	 y f x= ( )  ஆவது	இகடநிகல	
ேதிபபு	 நதறறைபபடி,	 0  ேறறும்	 1-க்கு	 இகடயில	 ஒநர	 ஒரு	 முகறை	 x -அச்கை	 ்வடடும்.	 எனநவ,	

x x4 32 2 0� � �  என்றை	ைேன்போடடிறகு	 ( , )0 1 என்றை	இகட்வளியில	ஒநர	ஒரு	தீரவுதோன்	இருக்கும்.

 நரோலின்	நதறறைத்தின்	பயன்போடோை	கீழக்ைணடகத	�ோம்	்பறைலோம்.

எடுத்துககாட்டு 7.23
 நரோலின்	 நதறறைபபடி a x a x a x an

n
n

n� � � ��
�

1

1

1 0  என்றை	 பலலுறுபபுக்	 நைோகவயின்	இரு	 நவறு	
்ேய்	 பூச்சியேோக்கிைளுக்கு	 இகடயில na x n a x an

n
n

n�
�

�� � � �1

1

2

11( )  	 என்றை	 பலலுறுபபுக்	
நைோகவயின்	ஒரு	பூச்சியேோக்கி	அகேயும்	என	நிறுவுை.
தீர்வு

 P x a x a x a x an
n

n
n( ) = + + + +−

−
1

1

1 0 	 என்ை.	  � ��  என்பன	 P x( )-ன்	 பூச்சியேோக்கிைள்	 என்ை.	
எனநவ,	 P P( ) ( )� �� � 0 . P x( )  ஆனது	[ , ]� � -ல	்தோடரச்சியோைவும்,	திறைநத	இகட்வளி	 ( , )� � -ல	

வகையிடத்தக்ைதோைவும்	இருபபதோல	 நரோலின்	 நதறறைபபடி	  � � �� ( , )  ஆனது	 � �P ( )� 0 	 எனுேோறு	

ைோணலோம்.
� � � � � ��

�
�P x na x n a x an

n
n

n( ) ( )1

1

2

11  	என்பதிலிருநது	நதறறைம்	நிரூபணேோகிறைது.

எடுத்துககாட்டு 7.24
 x x x x4 3 26 11 24 28� � � �  என்றை	பலலுறுபபுக்	நைோகவயின்	பூச்சியேோக்கிைள்	2  ேறறும்	7  எனில,	
2 9 11 123 2x x x� � �  என்றை	 பலலுறுபபுக்	 நைோகவயின்	ஒரு	 பூச்சியம்	 ( , )2 7   என்றை	இகட்வளியில	
அகேயும்	என	நிறுவுை.
தீர்வு

 P x x x x x( ) � � � � �4 3 26 11 24 28  என்றை	பலலுறுபபுக்	நைோகவக்கு	 � �� �2 7, 	எனக்்ைோணடு	

எடுத்துக்ைோடடு	7.23-ன்	முடிகவப	பயன்படுத்த	நவணடும்.

இப்போழுது,		
�

� � � � �
P x x x x Q x( )

( )
2

2 9 11 123 2 , (என்ை).

 இதிலிருநது	Q x( )  என்றை	பலலுறுபபுக்	நைோகவயின்	ஒரு	பூச்சியம்	 ( , )2 7 	என்றை	இகட்வளியில	
அகேயும்	என	நிறுவலோம்.
 ைரிபோரத்தல,
  Q( )2  =  16 36 22 12 28 58 30 0� � � � � � � �

  Q( )7   =  686 441 77 12 698 518 180 0� � � � � � �  
 இதிலிருநது	Q x( )  என்றை	பலலுறுபபுக்	நைோகவயின்	ஒரு	பூச்சியம்		 ( , )2 7 	என்றை	இகட்வளியில	
அகேயும்	என்கிநறைோம்.
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19 வகை நுணைணிதத்தின் பயன்பபாடுைள்

x a= x c= x b=

y f x= ( )

f a( )
f b( )

′ =

−
−

f c
f b

f a

b a
( )

( )
( )

x

y

படம்		7.12

குறிப்புகர

 நரோலின்	நதறறைத்கதப	பயன்படுத்த	இயலோத	ைோரபுைள்
 (1) f x x x( ) | |, [ , ]� � �1 1  என்றை	 ைோரபு	 f f( ) ( )� � �1 1 1   என	 இருநத	 நபோதிலும்	 நரோலின்	

நதறறைத்கதப	பயன்படுத்த	இயலோது.	ஏன்	எனில	 x = 0 -வில f x( )  வகையிடத்தக்ைதலல.

 (2) f x
x

x x
( ) �

�
� �

�
�
�

1 0

0 1

vdpy;

 vdpy;
 என்றை	ைோரபு	 f f( ) ( )0 1 1= = 	என	இருநத	நபோதிலும்	நரோலின்	

நதறறைத்கதப	பயன்படுத்த	இயலோது.	ஏன்	எனில	 f x( )  ஆனது	 x = 0 -வில		்தோடரச்சியோனது	

இலகல.
 (3) f x x x( ) sin , ,� ��

��
�
��

0
2

�
 என்றை	 ைோரபு,	 மூடிய	 இகட்வளி	 0

2
,
��

��
�
��
-ல	 ்தோடரச்சியோைவும்,	

திறைநத	 இகட்வளி	 0
2

,
��

�
�

�
�
� -ல	 வகையிடத்தக்ைதோை	 இருநதோலும்	  0 0

2
1� � �

�
�

�
�
� �f f( )

�
 

என்பதோல	நரோலின்	நதறறைத்கதப	பயன்படுத்த	இயலோது.	
 f x( )  ஆனது	மூடிய	இகட்வளி	[ , ]a b -ல	்தோடரச்சியோனதோைவும்,	திறைநத	இகட்வளி	 ( , )a b -ல	
வகையிடத்தக்ைதோைவும்	 இருநது	  f a f b( ) ( )¹  என	 இருக்கும்	 நிகலயிலும்	 நரோலின்	 நதறறைத்கத	
கீழக்ைணடவோறு	்போதுகேபபடுத்தலோம்.

7.3.2  பலகராஞ்சியின சராசரி மதிப்புத் ்தற்றம் (Lagrange’s Mean Value Theorem)

்தற்றம்  7.3
 f x( )  ஆனது	 மூடிய	 இகட்வளி	 [ , ]a b -ல	
்தோடரச்சியோனதோைவும்,	 திறைநத	 இகட்வளி	 ( , )a b -ல	
வகையிடத்தக்ைதோைவும்	  (f (a), f (b)) ஆகியகவ	ைேேோை	இருக்ை	
நவணடிய	 அவசியம்	 இலகல). உள்ளது	 என்ை.	 அபநபோது	
குகறைநதபடைம்	ஒரு	புள்ளி	 c a b∈ ( , ) -யிகன

  ′f c( )  =  f b f a
b a

( ) ( )−
−

  ... (6)

	 எனுேோறு	ைோணலோம்.

குறிப்புகர

 f a f b( ) ( )=  எனில	 ்லக்ரோஞ்சியின்	 ைரோைரி	 ேதிபபுத்	 நதறறைம்	 நரோலின்	
நதறறைத்கதத்	 தரும்.	 ்லக்ரோஞ்சியின்	 ைரோைரி	 ேதிபபுத்	 நதறறைத்திகன	 சுழன்ை 
்�ொலின் ்்தறைம் 	என்கிநறைோம்.
குறிப்புகர

 இத்நதறறைத்தின்	 உள்ளோரநத	 விளக்ைேோனது	 ( , )a b  என்றை	 இகட்வளியில	

f x( ) -ன்	ைரோைரி	ேோறுவீதத்கத		
f b f a
b a

( ) ( )−
−

-யும்	ேறறும்	c-யில	ைணந�ர	ேோறுவீதத்கத	 ′f c( ) யும்	

குறிக்கிறைது.
 ்லக்ரோஞ்சியின்	இகடேதிபபுத்	நதறறைத்தின்	வடிவக்	ைணித	விளக்ைேோனது	ஒரு	இகட்வளியில	
ைரோைரி	 ேோறுபோடடு	 வீதேோனது,	 அநத	 இகட்வளியின்	 உள்ளிருக்கும்	 ஒரு	 புள்ளியில	 ைணந�ர	
ேோறுவீதத்திறகுச்	ைேேோை	இருக்கும்.	இதகன	கீழக்ைணட	எடுத்துக்ைோடடின்	மூலம்	உணரலோம்.
 ஒரு	 ேகிழுநதோனது	 200 மீ	 தூரத்கத	 8 வினோடி	 ைோலத்தில	 ைடக்கிறைது	 எனில	 இதன்	 ைரோைரி	

திகைநவைம்	
200

8
25=  மீ/வி	ஆகும்.	இநத	8 வினோடி	ைோல	இகட்வளியினுள்	ஏநதனும்	ஒரு	ந�ரத்தில	

ேகிழுநதின்	 நவைம்	 ைோடடும்	 ைருவி	 ைரியோை	 25  மீ/வி	 	 அதோவது	 90 கி.மீ/ேணியிகனக்	 ைோடடும்	
என்பகத	ைரோைரி	ேதிபபுத்	நதறறைம்	உறுதி	்ைய்கின்றைது.
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படம்		7.13

்தற்றம்  7.4
 f x( )  என்றை	 ைோரபோனது	 மூடிய	 இகட்வளி	 [ , ]a b -ல	 ்தோடரச்சியோனதோைவும்,	 திறைநத	
இகட்வளி	 ( , )a b -ல	வகையிடத்தக்ைதோைவும்	ேறறும்	 � � � �f x x a b( ) , ( , )0 ஆைவும்	இருநதோல,	
x x a b1 2, [ , ]∈ -க்கு,	 x x1 2<  	எனில	 f x f x( ) ( )1 2< 	ஆகும்.

நிரூ்பணம்

 ைரோைரி	ேதிபபுத்	நதறறைபபடி,	 c x x a b� �( , ) ( , )1 2  ஆனது

  f x f x
x x

( ) ( )2 1

2 1

−
−

 =  ′f c( )  	என்றைவோறு	ைோணலோம்

  ′f c( )  >  0 , ேறறும்	 x x2 1−  >  0  என்பதோல		 f x f x( ) ( )2 1 0� � ஆகும்.

 இதிலிருநது	�ோம்	 x x1 2< 	எனில	 f x f x( ) ( )1 2< 	எனப	்பறைலோம்.

குறிப்புகர

 ′ < ∀ ∈f x x a b( ) , ( , )0 	 ேறறும்	  x x a b1 2, [ , ]Î -க்கு	 x x1 2<  எனில	 f x f x( ) ( )1 2> 	 ஆகும்.	
இதகனயும்	நேறைணட	முகறையிநலநய	நிறுவலோம்.

எடுத்துககாட்டு 7.25

 f x x x( ) � � 2 , 1 2£ £x 	என்றை	ைோரபிறகு	( , )1 2  என்றை	இகட்வளியில	ைரோைரி	ேதிபபுத்	நதறறைத்கத	
நிகறைவு	்ைய்யும்	ேதிபபிகனக்	ைோணை.

தீர்வு

 f x( )  ஆனது	 ்ைோடுக்ைபபடட	 இகட்வளியில	 வகரயறுக்ைபபடடு	 ேறறும்	 1 2< <x 	 என்றை	

இகட்வளியில	 வகையிடத்தக்ைதோைவும்	 உள்ளது.	 நேலும்	 f ( )1 0=  ேறறும்	 f ( )2 2� � . எனநவ,	

ைரோைரி	ேதிபபுத்	நதறறைபபடி	 c∈ ( , )1 2  ஆனது

  ′f c( )  =  f f c( ) ( )2 1

2 1
1 2

�
�

� � 	என்று	இருக்கும்.

  அதோவது,  1 2− c  =  � � �2
3

2
c 	ஆகும்.

வடிவ கணித விளககம்

 y f x= ( )  என்றை	வகளவகரக்கு	ைரோைரி	ேதிபபுத்	நதறறைத்தின்	வடிவ	

ைணித	விளக்ைேோனது	முகனபபுள்ளிைள்	 x a=  ேறறும்	 x b=  வழிநய	

்ைலலும்	 �ோணுக்கு	 இகணயோை	 ஒரு	 ்தோடுநைோடடின்	 ்தோடும்	
புள்ளியிகன	 c a b∈ ( , ) 	என்றைவோறு	ைோண	இயலும்.

லலக்ோஞ்சியின் ச்ோசரி மதிப்புத் யதற்றத்தின் விளளவுகள்

 ைரோைரி	 ேதிபபுத்	 நதறறைத்தின்	வோயிலோை	 �ோம்	 கீழக்ைோணும்	மூன்று	
முக்கிய	முடிவுைகளப	்பறைலோம்.	
 (1) ்ைோடுக்ைபபடட	 ைோரபின்	 ஓரியலபுத்	 தன்கேகய	 தீரேோனம்	 ்ைய்ய	 பயன்படுகிறைது.	 

(நதறறைம்	7.4)

 (2) � �f x( ) 0 ,	∀ x  ∈ ( , )a b 	எனில,	 f  ஆனது	 ( , )a b -ல	ஒரு	ேோறிலி	ஆகும்.
 (3) � � �f x g x( ) ( )  ∀  x 	எனில, f x g x C( ) ( )� �  ஆகும்.	(இங்கு	C 	ஏநதனும்	ஒரு	ேோறிலி)

x a= x c= x b=

y f x= ( )

′ =

−
−

f c
f b

f a

b a
( )

( )
( )

x

y

f a( )
f b( )

்தோ
டுநைோ

டு

�ோண
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7.3.3  ்பயன்பாடுகள் (Applications)
எடுத்துககாட்டு 7.26
 ஒரு	சுகே	ஊரதி	சுங்ைச்	ைோவடி	ைோகலயில	ேணிக்கு	80 கி.மீ	நவைத்தில	்ைலகிறைது.	அநத	சுகே	
ஊரதி	 2 ேணி	ந�ரத்தில	 164 கி.மீ	 பயணத்கத	நிகறைவு	்ைய்கிறைது.	 சுங்ைச்	 ைோவடி	 ைோகல	முடிவில	
நவைக்	ைடடுபபோடகட	மீறியதறைோன	அத்தோடசி	சீடடு	ஓடடுனருக்கு	வைங்ைபபடுகின்றைது.		அவர	நவைக்	
ைடடுபபோடகட	மீறியகத	ைரோைரி	ேதிபபுத்	நதறறைத்தின்	துகண	்ைோணடு	நியோயபபடுத்துை.
தீர்வு

 ' 't  ேணி	ந�ரத்தில	ஓடடுனர	ைடநத	் தோகலவு	 f t( )  என்ை.	 f t( )  ஆனது	[ , ]0 2 -ல	் தோடரச்சியோனது	
ேறறும்	  ( , )0 2  -ல	 வகையிடத்தக்ைது.	 நேலும்,	 f ( )0 0=  ேறறும்	 f ( )2 164= . ைரோைரி	 ேதிபபுத்	

நதறறைத்கதப	பயன்படுத்த,	 c  என்றை	ைோலத்கத � �
�
�

� �f c( )
164 0

2 0
82 80  	எனுேோறு	ைோணலோம்.

 எனநவ,	 அநத	 2 	 ேணி	 ந�ரத்தில	 ஏநதனும்	 ஒரு	 ைண	 ந�ரத்தில	 அநத	 ஓடடு�ர	 80 	 கி.மீ./ே	
நவைத்தில	பயணம்	்ைய்திருக்ை	நவணடும்.	ஆைநவ,	அவருக்கு	நவைக்	ைடடுபபோடகட	மீறியதறைோன	
அத்தோடசி	சீடடு	வைங்கியது	நியோயநே.

எடுத்துககாட்டு 7.27

 f x( )  என்றை	 வகையிடத்தக்ை	 ைோரபு	 � �f x( ) 29  ேறறும்	 f ( )2 17= என்றைவோறு	உள்ளது	 எனில,	

f ( )7 -ன்	அதிைபடை	ேதிபபிகனக்	ைோணை.	

தீர்வு

 ைரோைரி	ேதிபபுத்	நதறறைபபடி	 ' ' ( , )c ∈ 2 7 -ஐ

  f f( ) ( )7 2

7 2

−
−

 =  � �f c( ) 29 	எனக்	ைோணலோம்.

  ஆைநவ, f ( )7 5 29 17� � �  =  162

 எனநவ,	 f ( )7 -ன்	அதிைபடை	ேதிபபு	 162 	ஆகும்.

எடுத்துககாட்டு 7.28

 ைரோைரி	ேதிபபுத்	நதறறைத்கதப	பயன்படுத்தி,
| sin sin | | |, ,� � � � � �� � � � 	என	நிறுவுை.

தீர்வு

 f x x( ) sin=  என்பது	 அகனத்து	 திறைநத	 இகட்வளியிலும்	 வகையிடத்தக்ைதோகும்.	 மூடிய	

இகட்வளி	[ , ]� � -கவ	ைருதுை.	ைரோைரி	ேதிபபுத்	நதறறைத்கதப	பயன்படுத்த	 c� ( , )� � -ஐ

  sin sin� �
� �
�
�

 =  � �f c c( ) cos( ) 	எனக்	ைோணலோம்.

  எனநவ,  sin sin� �
� �
�
�

 =  cos( )c £1 

  ஆைநவ, | sin sin |� ��  £  | |� �� .

குறிப்புகர

 � � 0  எனக்	்ைோணடோல,		 | sin | | |� �� 	என	கிகடக்கும்.
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22XII - கணிதவியல்

எடுத்துககாட்டு 7.29
 ஒரு	 உகறைவிபபோனில	 இருநது	 ஒரு	 ்வபப	 நிகலேோனி	 எடுக்ைபபடடு	 ்ைோதிக்கும்	 நீரில	
கவக்ைபபடடது.	− °10 C-லிருநது	100°C-க்கு	உயரத்த	் வபபநிகலேோனிக்கு	22 வினோடிைள்	ஆகிறைது.	
ஏநதனும்	ஒரு	ந�ரம்	t-யில	் வபபநிகல	ேோறுபோடடு	வீதம்	5°C  / வினோடி	ஆை	இருக்கும்	எனக்ைோடடுை.
தீர்வு

 t	என்றை	ந�ரத்தில	்வபபநிகலகய f t( )  என்ை.	ைரோைரி	ேதிபபுத்	நதறறைத்தின்படி,	

  ¢f c( )  =  
f b f a
b a

( ) ( )−
−

   =  100 10

22

− −( )

   =  
110

22

   =  5°C  / வினோடி.
 ஆைநவ,	ஏநதனும்	ஒரு	ந�ரம்	t-யில	்வபபநிகல	ேோறுபோடடு	வீதம்	 5°C /வினோடி	ஆகும்.

்பயிறசி 7.3
 1. ்ைோடுக்ைபபடட	 ைோரபுைளுக்கு	 ்ைோடுக்ைபபடட	 இகட்வளியில	 நரோலின்	 நதறறைம்	 ஏன்	

பயன்படுத்த	முடியோது	என்பகத	விளக்குை.

     (i) f x
x
x( ) , [ , ]� � �

1
1 1   (ii) f x x x( ) tan , [ , ]� � 0 �

   (iii) f x x x x( ) log , [ , ]� � �2 2 7

 2. நரோலின்	 நதறறைத்கதப	 பயன்படுத்தி	 கீழக்ைோணும்	 ைோரபுைளுக்கு	 x -ன்	 எம்ேதிபபுைளில	
வகரயபபடும்	்தோடுநைோடு	 x -அச்சிறகு	இகணயோை	இருக்கும்?

   (i) f x x x x( ) , [ , ]� � �2 0 1   (ii) f x x x
x

x( ) , [ , ]�
�
�

� �
2 2

2
1 6  

   (iii) f x x x x( ) , [ , ]� � �
3

0 9

 3. ்ைோடுக்ைபபடட	ைோரபுைளுக்கு	்ைோடுக்ைபபடட	இகட்வளியில	்லக்ரோஞ்சியின்	ைரோைரி	ேதிபபுத்	
நதறறைம்	ஏன்	பயன்படுத்த	முடியோது	என்பகத	விளக்குை.

   (i) f x x
x

x( ) , [ , ]�
�

� �
1

1 2   (ii) f x x x( ) | |, [ , ]� � � �3 1 1 3

 4. ்லக்ரோஞ்சியின்	 ைரோைரி	 ேதிபபுத்	 நதறறைத்கதப	 பயன்படுத்தி	 ்ைோடுக்ைபபடட	 ைோரபுைளுக்கு	
்ைோடுக்ைபபடட	இகட்வளியின்	முகனபபுள்ளிைள்	வழிநய	்ைலலும்	 �ோணுக்கு	இகணயோை	
ஒரு	்தோடுநைோடடின்	்தோடும்	புள்ளியின்	 x -ன்	ேதிபகபக்	ைோணை.

   (i) f x x x x( ) , [ , ]� � � � �3 3 2 2 2   (ii) f x x x x( ) ( )( ), [ , ]� � � �2 7 3 11  

 5.  (i) f x
x

( ) =
1  என்றை	ைோரபிறகு	[ , ]a b -கய	மிகை	முழு	எணைளோை	்ைோணட	மூடிய	இகட்வளி	 

[ , ]a b -ல	ைரோைரி	ேதிபபுத்	நதறறைத்தின்படி	இறுதி	ேதிபபு	 ab 	என	நிறுவுை.

   (ii) f x Ax Bx C( ) � � �2  என்றை	 ைோரபிறகு	 எநத	 ஒரு	 மூடிய	 இகட்வளி	 [ , ]a b -ல	 ைரோைரி	

ேதிபபுத்	நதறறைத்தின்படி	இறுதி	ேதிபபு	 a b+
2

	என	நிறுவுை.

 6. ஒரு	பநதய	ேகிழுநது	ஓடடு�ர	20-வது கிநலோமீடடரைலலில	இருக்கிறைோர.	அவரது	ேகிழுநதின்	
நவைம்	 150 கி.மீ/ேணி-கய	 எப்போழுதும்	 தோணடவிலகல	 எனில,	 அடுத்த	 இரணடு	 ேணி	
ந�ரத்தில	அவர	ைடக்கும்	அதிைபடை	கி.மீ	ைல	என்ன?

12th_Maths_Vol 2_TM_CH 7_App of Diff Calculus.indd   22 16-12-2021   14:17:39

www.tntextbooks.in



23 வகை நுணைணிதத்தின் பயன்பபாடுைள்

 7. f x( )  என்றை	ைோரபோனது,	 � �f x( ) 1 ,	1 4£ £x 	எனில,	 f f( ) ( )4 1 3� � 	எனக்ைோடடுை.

 8. f x( )  என்றை	வகையிடத்தக்ை	ைோரபோனது	 f f( ) , ( )0 1 2 4� � �  ேறறும்	 � �f x( ) 2  ∀ x 	என்றைவோறு	

இருக்ை	முடியுேோ?	உனது	பதிலுக்கு	தகுநத	விளக்ைம்	தருை.

 9. f x x x e x( ) ( ) ,� � � � �
�

3 3 02

�

 என்றை	 வகளவகரக்கு	 x -அச்சிறகு	 இகணயோை	 வகரயபபடும்	
்தோடுநைோடடின்	்தோடும்	புள்ளியின்	 x -ேதிபபுத்		 ( , )−3 0 	என்றை	இகட்வளியில	அகேயும்	என	
நிறுவுை.

 10. ைரோைரி	ேதிபபுத்	நதறறைத்கதப	பயன்படுத்தி  a b e e a ba b> > − < −− −0 0, , | | | | 	என	நிறுவுை.

7.4  பதாடரின விரிவுகள் (Series Expansions)
 முடிவிலலோ	 எணணிக்கையிலோன	 முகறை	 வகையிடத்தக்ை	 ைோரபுைளின்	 ்டய்லர	 ேறறும்	
்ேக்லோரின்	விரிவுைள்.

்தற்றம்  7.5
(a) படய்லரின பதாடர்

 f x( )  என்றை	ைோரபோனது	 x a= -யில	முடிவறறை	எணணிக்கையிலோன	முகறை	வகையிடத்தக்ைது	

என்ை.	  ( , )x a x a� � 	 எனும்	 இகட்வளியில	 f x( ) -ஐ	 கீழக்ைோணும்	 வடிவத்தில	 

விரிவோக்ைலோம் : 

  f x( )  =  f a
n

x a f a f a x a f a
n

x a
n

n

n
n

n
( ) ( )( )

!
( ) ( )

( )

!
( )

( )

!
( )

=

∞

∑ − = + ′ − + + − +
0 1

  .

(b) பமகலாரனின பதாடர்

 a = 0 	எனில,	நேறைணட	விரிவின்	வடிவம்

  f x( )  =  f
n

x f f x f
n

x
n

n

n
n

n
( ) ( )( )

!
( )

( )

!

( )

!
.

0
0

0

1

0

0�

�

� � �
�

� � �   

நிரூ்பணம்
 f x( ) -ன்	விரிவு,	 ( )x a− -ன்	அடுக்குைளில,	கீழக்ைோணுேோறு	விரிவோக்ைலோம்:

  f x( )  =  A A x an
n

n
0

1

� �
�

�

� ( )   ... (7)

 x a= 	எனபபிரதியிட	 A f a0 = ( ) 	ஆகும்.	 (7)-ஐ		x-ஐப	்போருத்து	வகையிட,

  ′f x( )  =  1 1

1

2

! ( )A nA x an
n

n
� � �

�

�

�   ... (8)

  x a= 	எனப	பிரதியிட	 A f a1 � �( ) 	ஆகும்.	(8)-ஐ	x-ஐப	்போருத்து	வகையிட,

  ′′f x( )  =  2 12

2

3

! ( ) ( )A n n A x an
n

n
� � � �

�

�

�   ... (9)

  x a=  எனப	பிரதியிட	 A f a
2

2
�

��( )

!
 ஆகும். (9)-ஐப	்போருத்து	வகையிட

  ′′′f x( )  =  3 1 23

3

4

! ( )( ) ( )A n n n A x an
n

n
� � � � �

�

�

�   ... (10)
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24XII - கணிதவியல்

 (10)-ஐ	x-ஐப	்போருத்து	 ( )k −3  முகறை	வகையிட,

  f xk( ) ( )  =  k A n n n k A x ak n
n k

n k
! ( )...( ) ( )� � � � � �

� �

�

� 1 1
1

 ...(11)

 x a=  எனப	பிரதியிட	 A f a
kk

k

=
( ) ( )

!
 .	ஆைநவ	நேறைணட	நதறறைம்	நிறுவபபடடது.

 ஒரு	ைோரகப	 x a= -க்கு	அருகில	விரிவோக்ைம்	்ைய்வதறகு,	அதோவது	  ( )x a− -ன்	அடுக்குைளில	
விரிவோக்ைம்	 ்ைய்வதறகு	 ்ைோடுக்ைபபடட	 ைோரகப	 நதகவயோன	 முகறை	 வகைபபடுத்தி	  x a= -யில	
ேதிபபிகனக்	ைோண	நவணடும்.	இம்ேதிபபுைள்	 ( )x a− -ன்	அடுக்குைளின்	குணைங்ைகளத்	தரும்.

எடுத்துககாட்டு 7.30
 log( )1+ x -ன்	்ேக்லோரனின்	விரிகவ	–1 < x ≤ 1-ல	�ோன்கு	பூச்சியேறறை	உறுபபுைள்	வகர	ைோணை.

தீர்வு

 f x x( ) log( )� �1 	என்ை.	 f x( ) -ன்	் ேக்லோரனின்	விரிவு	 f x a xn
n

n

n
( ) �

�

��� 0
, இங்கு, a f

nn

n

=
( ) ( )

!

0   

f x( ) -ன்	வகைக்்ைழுக்ைள்	ேறறும்	 x = 0 -ல	இதன்	ேதிபபுைள்	அடடவகணபபடுத்தபபடடுள்ளன.

்சொர்பு ்மறறும் அ்தன் 
வறகக்பகழுக்கள

log( )1++ x  ்மறறும் 
அ்தன் வறகக்பகழுக்கள

x = 0 -ல ்மதிப்பு

f x( ) log( )1+ x 0

′f x( )
1

1+ x 1

′′f x( ) �
�
1

1 2( )x −1

′′′f x( )
2

1 3( )+ x 2

f xiv( ) ( ) �
�
6

1 4( )x −6

அடடவகண		7.2

 இம்ேதிபபுைகளப	 பிரதியிடடுச்	 சுருக்ை,	 �ேக்குத்	 நதகவயோன	 விரிவிகன	 கீழக்ைோணுேோறு	
்பறைலோம்:

log( )1
2 3 4

2 3 4

� � � � � �x x x x x
 ; –1 < x ≤ 1.

எடுத்துககாட்டு 7.31

 tan x -ன்	விரிகவ	� � �
p p
2 2

x -ல		 x -ன்	அடுக்குைளோை	 5ஆவது	அடுக்குவகர	ைோணை. 

தீர்வு

 f x x( ) tan= 	என்ை.	 f x( ) -ன்	்ேக்லோரனின்	விரிவு	

f x a xn
n

n

n

( ) �
�

��

�
0

, இங்கு	, a f
nn

n

=
( ) ( )

!

0  .
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25 வகை நுணைணிதத்தின் பயன்பபாடுைள்

 f x( ) -ன்	வகைக்்ைழுக்ைள்	ேறறும்	 x = 0 -ல	இதன்	ேதிபபுைள்	

	 அடடவகணபபடுத்தபபடடுள்ளன:
 இப்போழுது,

  ′f x( )  =  d
dx

x x(tan ) sec ( )= 2

  ′′f x( )  =  
d
dx

x x x x x x(sec ( )) sec sec tan sec tan2 22 2� � � � �
   

  ′′′f x( )  =  d
dx

x x x x x x x x( sec ( ) tan ) sec ( ) sec tan sec sec tan2 2 42 2 2� � � � � � �

   =  2 44 2 2sec sec tanx x x� �
  f xiv( ) ( )

 =  
8 4 2 83 2 2 2sec sec tan sec tan sec sec sec tan tanx x x x x x x x x x� � � � � � � � �

   =  16 84 2 3sec tan sec tanx x x x� �  

  f xv( ) ( )  =  16 64 8 34 2 3 2 2 2sec sec sec sec tan tan sec tan secx x x x x x x x x� � � � � � � �

    � � � �16 3sec sec tan tanx x x x
   =  16 88 166 4 2 2 4sec sec tan sec tanx x x x x� � � � .

்சொர்பு ்மறறும் அ்தன் 
வறகக்பகழுக்கள

tan x   ்மறறும் 
அ்தன் வறகக்பகழுக்கள

x = 0 -ல ்மதிப்பு

f x( ) tan x  0

′f x( ) sec2 x  1

′′f x( ) 2 2sec tanx x  0

′′′f x( ) 2 44 2 2sec sec tanx x x� �  2

f xiv( ) ( ) 16 84 2 3sec tan sec tanx x x x� � �  0

f xv( ) ( ) 16 88 166 4 2 2 4sec sec tan sec tanx x x x x� � � �  16  

அடடவகண		7.3
 இம்ேதிபபுைகளப	பிரதியிடடுச்	சுருக்ை,	�ேக்குத்	நதகவயோன	விரிகவ	கீழக்ைோணுேோறு	் பறைலோம்:

tan x x x x� � � �
1

3

2

15

3 5
 ; � � �

p p
2 2

x .

எடுத்துககாட்டு 7.32

 1
x
-ன்	்டய்லர	்தோடரின்	விரிகவ	 x = 2 -ல	முதல	மூன்று	பூச்சியேறறை	உறுபபுைள்	வகர	ைோணை.

தீர்வு

 f x
x

( ) =
1
	என்ை. f x( ) -ன்	்டய்லரின்	விரிவு

f x a xn
n

n

n

( ) ( )� �
�

��

� 2
0

, இங்கு a f
nn

n

=
( ) ( )

!

2 .
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26XII - கணிதவியல்

 f x( ) -ன்	 வகைக்்ைழுக்ைள்	 ேறறும்	  x = 2 -வில	 இதன்	 ேதிபபுைள்	 அடடவகணப	

படுத்தபபடடுள்ளன..

்சொர்பு ்மறறும் அ்தன் 
வறகக்பகழுக்கள

1
x

 ்மறறும் அ்தன் 

வறகக்பகழுக்கள
x = 2 -ல ்மதிப்பு

f x( )
1
x

 1

2
 

′f x( ) −
1

2x
 −

1

4
 

′′f x( )
2

3x
 1

4
 

′′′f x( ) −
6

4x
 − 3

8
 

அடடவகண		7.4
 இம்ேதிபபுைகளப	பிரதியிடடுச்	சுருக்ை,	�ேக்குத்	நதகவயோன	விரிகவ	கீழக்ைோணுேோறு	் பறைலோம்:

  1
x

 =  1

2

1

4

2

1

1

4

2

2

3

8

2

3

2 3

− − + − − − +( )

!

( )

!

( )

!

x x x
  

  1
x

 =  
1

2

2

4

2

8

2

16

2 3

− − + − − − +( ) ( ) ( )x x x
 

்பயிறசி 7.4
 1. கீழக்ைோணும்	ைோரபுைளுக்கு	்ேக்லோரனின்	விரிகவக்	ைோணை:

   (i) ex    (ii) sin x    (iii) cos x

   (iv) log( )1- x ; –1 ≤ x < 1 (v) tan ( )-1 x  ; –1 ≤ x ≤ 1 (vi) cos2 x

 2. log x , x > 0 என்றை	 ைோரபின்	 ்டய்லர	 ்தோடரின்	விரிகவ	 x =1-ஐ	 ்போருத்து	முதல	மூன்று	
பூச்சியேறறை	உறுபபுைள்	வகர	ைோணை.

 3. sin x -ன்	விரிகவ	 x � �
4
-ன்	அடுக்குைளோை	முதல	மூன்று	பூச்சியேறறை	உறுபபுைள்	வகர	ைோணை.

 4. f x x x( ) � � �2 3 2என்றை	பலலுருபபுக்	நைோகவயின்	வரிகை	x – 1-ன்	அடுக்குைளோை	ைோணை.

7.5  ்தரப்ப்ப்றா வடிவஙகள் (Indeterminate Forms)
 இபபோடபபகுதியில	 எலகல	 ேதிபபிகன	 ைோணும்்போழுது	 நதரப்பறைோ	 வடிவங்ைள்	 வரும்	
நிகலயில	எவவோறு	எலகல	ேதிபபிகனக்	ைணக்கிடுவது	என்பகதப	பறறி	ைோணநபோம்.

7.5.1  எல்கல காணும் முக்ற (A Limit Process)

 R x( )எனும்	ஒரு	ைோரபிறகு  lim ( )
x
R x

��
	எனும்	எலகலகய	ைோணும்்போழுது	�ோம்	

0

0
0 1 00 0, , , , , ,

�
�

�� ��� ��
	ஆகிய	சூழநிகலைகள	ைநதிக்ை	ந�ரலோம்.
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27 வகை நுணைணிதத்தின் பயன்பபாடுைள்

 இம்ேோதிரியோன	 வடிவங்ைளில	 உள்ள	 எணைகள,	 �ோம்	 ைோதோரணேோன	 கூடடல	 ேறறும்	
்பருக்ைலின்	 விதிைகளக்	 ்ைோணடு	 ேதிபபிட	 முடியோது.	 இம்ேோதிரியோன	 வடிவங்ைகள	 �ோம்	
நதரப்பறைோ	 வடிவங்ைள்	 என்கிநறைோம்.	 இவவடிவங்ைகள	 ஒரு	 எணணோை	 ைருத	 முடியோது	
என்றைநபோதிலும்,	 இநத	 நதரப்பறைோ	 வடிவங்ைளின்	 எலகல	 ேதிபபுைள்	 ஒரு	 முக்கிய	 பங்கிகன	
வகிக்கிறைது.
	 ஜோன்	் பரநனோலி	என்பவர	் தோகுதி	ேறறும்	பகுதி	ஆகியகவ	இரணடும்	பூச்சியத்கதநயோ	அலலது	
¥-கயநயோ	்�ருங்கும்நபோது	வகைக்்ைழுக்ைகள	்ைோணடு	எவவோறு	எலகல	ேதிபகப	ைோணபது	
எனும்	முகறைகய	ைணடுபிடித்தோர.	இநத	விதிகய	தறநபோது		நலோபிதோலின்	விதி	என்று	அகைக்கிநறைோம்.	
இவவிதியோனது	குய்லூம்	டி	 நலோபிதோல	 என்றை	 பி்ரஞ்சு	அறிஞர	 எழுதிய	வகை	நுணைணிதத்தின்	
அறிமுைம்		(Introductory Differential Calculus) எனும்	நூலிலதோன்	முதன்	முதலில	அச்சிடபபடடது.	
அதனோநலநய	இவவிதிகய	நலோபிதோலின்	விதி	என்று	அகைக்கிநறைோம்.

7.5.2  ்லாபிதாலின விதி (The l’Hôpital’s Rule)

 f x( )  ேறறும்	 g x( )  ஆகியகவ	வகையிடத்தக்ை	ைோரபுைள்	ேறறும்	 � �g x( ) 0  நேலும்

  lim ( )
x a

f x
→

 =  0 �
�

lim ( )
x a
g x  எனில	 lim

( )

( )
lim

( )

( )x a x a

f x
g x

f x
g x� �

�
�
�

 	ஆகும்.

  lim ( )
x a

f x
→

 =  �� �
�

lim ( )
x a
g x  எனில	 lim

( )

( )
lim

( )

( )x a x a

f x
g x

f x
g x� �

�
�
�

 ஆகும்.

7.5.3  ்தரப்ப்ப்றா வடிவஙகள் (Indeterminate forms)  0

0
0, , ,

�
�

�� ���

எடுத்துககாட்டு 7.33

 ைணக்கிடுை : lim
x

x x
x x�

� �
� �

�

�
�

�

�
�

1

2

2

3 2

4 3
 .

தீர்வு

 x =1  என	ந�ரடியோை	பிரதியிடும்நபோது	 	�ோம்	
0
0
	என்றை	நதரப்பறைோ	வடிவத்கதப	்பறுகிநறைோம்.	

்தோகுதி	 ேறறும்	 பகுதி	 ஆகியகவ	 வரிகை	  2 	 உள்ள	 பலலுறுபபுக்	 நைோகவ.	 ஆைநவ	 எனநவ	
வகையிடத்தக்ைகவ.	ஆைநவ,	நலோபிதோலின்	நதறறைத்கதப	பயன்படுத்த,

  lim
x

x x
x x�

� �
� �

�

�
�

�

�
�

1

2

2

3 2

4 3
 =  lim

x

x
x�

�
�

�
�
�

�
�
�

1

2 3

2 4
 

   =  1
2

.

 எலகல	ேதிபகப	
x x
x x

x x
x x

2

2

3 2

4 3

1 2

1 3

� �
� �

�
� �
� �

( )( )

( )( )
 	என	ைோரணிபபடுத்தல	முகறையிலும்	ைோணலோம்.

எடுத்துககாட்டு 7.34

 ைணக்கிடுை	:	 lim
x a

n nx a
x a�

�
�

�

�
�

�

�
� .

தீர்வு

 x a=  என	ந�ரடியோை	பிரதியிடும்நபோது	�ோம்	
0
0
	என்றை	நதரப்பறைோ	வடிவத்கதப	்பறுகிநறைோம்.	

்தோகுதி	ேறறும்	பகுதி	ஆகியகவ	பலலுறுபபுக்	நைோகவைள்.	ஆதலோல	வகையிடத்தக்ைகவ.	எனநவ,	
நலோபிதோலின்	நதறறைத்கதப	பயன்படுத்த, 
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28XII - கணிதவியல்

  lim
x a

n nx a
x a�

�
�

�

�
�

�

�
�  =  lim

x a

nn x
�

���

�
�

�

�
�

1

1
 

   =  n an� �1 .
எடுத்துககாட்டு 7.35

 ேதிபபு	ைோணை	:	 lim
sin

x

mx
x�

�
�
�

�
�
�

0
 .

தீர்வு

 x = 0  என	ந�ரடியோை	பிரதியிடும்நபோது	�ோம்	
0
0

 என்றை	நதரப்பறைோ	வடிவத்கதப	்பறுகிநறைோம்.	

ஆைநவ,	நலோபிதோலின்	நதறறைத்கதப	பயன்படுத்த,	

  lim
sin

x

mx
x�

�
�
�

�
�
�

0
 =  lim cos

x

m mx
�

��
�
�

�
�
�

0 1

   =  m
 அடுத்த	எடுத்துக்ைோடடில	எலகல	இலலோத்	தன்கேகய	அறியலோம்.

எடுத்துககாட்டு 7.36

 ேதிபபு	ைோணை	:	 lim
sin

x

x
x�

�
�
�

�
�
�

0 2
 .

தீர்வு

 x = 0  என	ந�ரடியோை	பிரதியிடும்நபோது	�ோம்	
0
0

 என்றை	நதரப்பறைோ	வடிவத்கதப	்பறுகிநறைோம்.	

ஆைநவ,	நலோபிதோலின்	நதறறைத்கதப	பயன்படுத்த,

   lim
sin

x

x
x� �

�
�
�

�
�
�

0
2

 =  lim cos

x

x
x� �

�
�
�

�
�
� � �

0 2
 

   lim
sin

x

x
x� �

�
�
�

�
�
�

0
2

 =  lim cos

x

x
x� �

�
�
�

�
�
� � ��

0 2
 

 இடது	ேறறும்	வலது	எலகலைள்	ைேமிலகல	ஆதலோல	எலகல	இலகல.

குறிப்புகர

 lim
cos

x

x
x� �

�
�
�

�
�
�

0 2
-க்கு	ஒருவர	மீணடும்	நலோபிதோலின்	விதிகயப	பயன்படுத்தி

  lim
cos

x

x
x� �

�
�
�

�
�
�

0 2
 =  lim

sin

x

x
→ +

−





=
0 2

0 	எனக்	ைோணபது	ைரியோனது	அலல

 ஏன்	எனில	 lim
cos

x

x
x� �

�
�
�

�
�
�

0 2
என்பது	நதரப்பறைோ	வடிவத்தில	இலகல.

எடுத்துககாட்டு 7.37

 lim
cos

cos�

�
��

�
�

�
�
�

�
�
� �

0

1

1
1

m
n

	எனில,	 m n� � 	என	நிறுவுை.

தீர்வு

 இது	
0
0
�
�
�

�
�
� 	என்றை	நதரப்பறைோ	வடிவத்தில	உள்ளதோல,	நலோபிதோலின்	விதிகய	பயன்படுத்த,

12th_Maths_Vol 2_TM_CH 7_App of Diff Calculus.indd   28 16-12-2021   14:18:12

www.tntextbooks.in



29 வகை நுணைணிதத்தின் பயன்பபாடுைள்

  lim
cos

cos�

�
��

�
�

�
�
�

�
�
�

0

1

1

m
n

 =  lim sin

sin�

�
��

�
�
�

�
�
�

0

m m
n n

 எடுத்துக்ைோடடு	7.35-ஐ	பயன்படுத்த,

  lim
sin

sin�

�
�
�

�
�

�
�

�
�

�

�
�

0

m
n

m

n
 =  m
n

2

2

  ஆைநவ,	m2  =  n2  
  அதோவது,		m  =  ±n .
எடுத்துககாட்டு 7.38

 ேதிபபிடுை	: lim
log( )

cot( )x

x
x� �

��

�
�

�

�
�

1

1

�
 .

தீர்வு

 இது	
¥
¥

 எனும்	நதரப்பறைோ	வடிவில	உள்ளது.	எனநவ,	எலகல	ேதிபகப	ைோண		நலோபிதோலின்	

விதிகய	�ோம்	பயன்படுத்தலோம்.

  lim
log( )

cot( )x

x
x� �

�
1

1

�
 =  lim

( )x

x

x�

�
�

�
�
�

�
�

�

�
�

1

1
1

2� �cosec

�
�
�
�
�

�
�
�totk;

 இதகனச்	சுருக்ை, 
   =  lim sin ( )

( )x

x
x� � �

�

�
�

�

�
�

1

2

1

�
�

      
0
0
totk;

�
�
�

�
�
�

 மீணடும்	நலோபிதோலின்	விதிகய	பயன்படுத்த,

   =  lim sin( ) cos( )

x

x x
� �

�
�

�
�
�

�
�
�

1

2� � �
�

 

   =  lim sin( ) cos( )
x

x x
� �

� �� �
1

2 � �  

   =  0 .
எடுத்துககாட்டு 7.39

 ேதிபபிடுை	: lim
x xx e� �

�
�

�
�
�

�
�
�

0

1 1

1
.

தீர்வு

 இது	��� 	எனும்	நதரப்பறைோ	வடிவில	உள்ளது.	எலகலகய	ேதிபபிட	இதகன	 0
0
�
�
�

�
�
�  வடிவத்திறகு	

ேோறறி,	நலோபிதோலின்	விதிகய	பயன்படுத்த	நவணடும்.

 ஆைநவ, lim
x xx e� �

�
�

�
�
�

�
�
�

0

1 1

1
 =  lim

( )x

x

x

e x
x e� �

� �
�

�

�
�

�

�
�

0

1

1
 

0
0
totk;

�
�
�

�
�
�

 இப்போழுது, lim
( )x

x

x

e x
x e� �

� �
�

�

�
�

�

�
�

0

1

1
 =  lim

x

x

x x

e
xe e� �

�
� �

�

�
�

�

�
�

0

1

1

0
0
totk;

�
�
�

�
�
�

   =  lim
x

x

x x

e
xe e� � �

�

�
�

�

�
� �

0 2

1

2
.
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எடுத்துககாட்டு 7.40
 ேதிபபிடுை	:  lim log

x
x x

� �0
.

தீர்வு

 இது	 ( )0�� 	 எனும்	 நதரப்பறைோ	 வடிவில	உள்ளது.	 எலகலகய	 ேதிபபிட	 �ோம்	இதகன	
�
�
�
�
�

�
�
�  

எனும்	நதரப்பறைோ	வடிவத்திறகு	ேோறறை	நவணடும்.	அதன்	பிறைகு	நலோபிதோலின்	விதிகய	பயன்படுத்த	
நவணடும்.

 ஆைநவ, lim log
x

x x
� �0

 =  lim
log

x x

x
→ +







∞
∞





0 1

form  

   =  lim
x

x

x
� � �

�

�
��

�

�
��0

1

1
2

  =  lim ( )
x

x
� �

� �
0

0 .

எடுத்துககாட்டு 7.41

 ேதிபபிடுை	:  lim
x

x x
x��

� ��

�
�

�

�
�

2

4

17 29 .

தீர்வு

 இது	
�
�
�
�
�

�
�
� 	எனும்	நதரப்பறைோ	வடிவில	உள்ளது.	இநத	எலகலகயக்	ைோண	நலோபிதோலின்	விதிகய	

�ோம்	பயன்படுத்தலோம்.

 ஆைநவ, lim
x

x x
x��

� ��

�
�

�

�
�

2

4

17 29  =  lim
x

x
x��

��
�
�

�
�
�

2 17

4 3

   =  lim
x x��

�
�
�

�
�
�

2

12 2
  =  0 .

எடுத்துககாட்டு 7.42

 ேதிபபிடுை	:  lim ,
x

x

m

e
x

m N
��

�

�
�

�

�
� � .

தீர்வு

 இது	
�
�
�
�
�

�
�
� 	 எனும்	 நதரப்பறைோ	 வடிவில	 உள்ளது.	 ஆைநவ	 m  முகறை	 நலோபிதோலின்	 விதிகய	

பயன்படுத்த	நவணடும்.

 ஆைநவ, lim
x

x

m

e
x��

 =  lim
!x

xe
m��

 

   =  ¥ .

7.5.4  ்தரப்ப்ப்றா வடிவஙகள் (Indeterminate forms) 0 10 0, ¥ ¥kw;Wk; 

 இவவோறைோன	 நதரப்பறைோ	வடிவங்ைகள	ேதிபபிட,	 �ோம்	முதலில	எலகல	ேதிபபிறைோன	 நைரபபு	
ைோரபு	நதறறைத்கத	வகரயறுபநபோம்.

்தற்றம்  7.6

 lim ( )
x
g x

��
 ைோணத்தக்ைது	 ேறறும்	 இதன்	 ேதிபபு	 L  என்ை.	 நேலும்	 f x( )  ஆனது	 x L= -ல	

்தோடரச்சியோனது	என்ை.	ஆைநவ,	
  lim ( ( ))

x
f g x

��
 =  f g x

x
lim ( )
�� ��

.
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31 வகை நுணைணிதத்தின் பயன்பபாடுைள்

எல்கலகய மதிப்பிடும் முக்ற

 (1) A g x
x a

�
�

lim ( ) 	 ேடக்கைச்	 ைோரபின்	 ்தோடரச்சித்	 தன்கேக்ைோை	  A > 0  எனக்்ைோணடு,	

இருபுறைமும்	 ேடக்கை	 எடுக்ை	 log lim log( ( ))A g x
x a

�
�

	 எனப்பறைலோம்.	 எனநவ	  f x x( ) log=

-க்கு	நேறைணட	நதறறைத்கதப	பயன்படுத்த,
   lim log( ( ))

x a
g x

→
 =  log lim ( )

x a
g x

�� � 	ஆகும்.

 (2) �ோம்	 நலோபிதோலின்	 விதிகய	 பயன்படுத்த,	 limlog( ( ))
x a

g x
→

	 ஆனது	
0
0
�
�
�

�
�
�  அலலது	

�
�
�
�
�

�
�
�  

வடிவத்தில	இருக்ை	நவணடும்.
 (3) ேதிபபிடபபடட	எலகல	α 	எனக்்ைோணடோல	நதகவயோன	எலகல	 eα 	ஆகும்.
எடுத்துககாட்டு 7.43

 நலோபிதோலின்	விதிகய	பயன்படுத்தி,	 lim ( )
x

xx e
� �

� �
0

1

1 	என	நிறுவுை.

தீர்வு

 இது	1¥ 	எனும்	நதரப்பறைோ	வடிவில	உள்ளது. g x x x( ) ( )� �1
1

	என்ை.	ேடக்கை	எடுக்ை,

  log ( )g x  =  log( )1+ x
x

 

  lim log( ( ))
x

g x
� �0

 =  lim
log( )

x

x
x� �

��
�
�

�
�
�

0

1 0
0
totk;

�
�
�

�
�
�

   =  lim
x

x

�

�
�

�
�
�

�
�
�

0

1
1

1
         (நலோபிதோலின்	விதியின்படி)

   =  1 .

  ஆனோல, lim log ( )
x

g x
� �0

 =  log lim ( )
x

g x
� �� �

0
 

  எனநவ, log lim ( )
x

g x
� �� �

0
 =  1.

 ஆைநவ	அடுக்குபபடுத்த,	 lim ( )
x

g x e
� �

�
0

.

எடுத்துககாட்டு 7.44

 ேதிபபிடுை	:  lim( ) log

x

xx
��

�1 2

1

2 .
தீர்வு

 இது	¥0 	எனும்	நதரப்பறைோ	வடிவில	உள்ளது.

  g x( )  =  ( ) log1 2

1

2+ x x 	என்ை.

 ேடக்கை	எடுக்ை,

  log ( )g x  =  log( )

log

1 2

2

+ x
x
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32XII - கணிதவியல்

  lim log ( )
x

g x
��

 =   lim
log( )

logx

x
x��

��

�
�

�

�
�

1 2

2

�
�
�
�
�

�
�
�totk;

   =  lim
x

x

x
��

��

�
�

�

�
�

2
1 2

2
    (நலோபிதோலின்	விதிபபடி)

   =  limx

x
x�� �

�
�
�

�
�
�

1 2

�
�
�
�
�

�
�
�totk;

   � �
�
�

�
�
� ���

lim
x

1

2

1

2
  ஆனோல,

  lim log ( )
x

g x
��

 =  log lim ( )
x
g x

��� � .

 ஆைநவ	அடுக்குபபடுத்த,	�ேக்குத்	நதகவயோன	எலகலயிகன	 e 	எனப	்பறைலோம்.

எடுத்துககாட்டு 7.45

 ேதிபபிடுை	:  lim
x

xx
�

�

1

1

1 .

தீர்வு

 x→1  எனில	1¥ 	எனும்	நதரப்பறைோத	வடிவில	உள்ளது.		 g x x x( ) � �
1

1 	என்ை.	ேடக்கை	எடுக்ை

  log ( )g x  =  log x
x1−

.

  எனநவ, lim log ( )
x

g x
→1

 =  lim
log

x

x
x� �

�
�
�

�
�
�

1 1

0
0

totk;
�
�
�

�
�
�

 நலோபிதோலின்	விதிகய	பயன்படுத்த,

  lim
x

x

� �
�
�
�

�
�
�

1

1

1
 =  −1

  ஆனோல,	 lim log ( )
x

g x
→1

 = log lim ( )
x
g x

�� �
1

.

 ஆைநவ,	அடுக்குபபடுத்த	�ோம்	்பறுவது,

  lim
x

xx
�

�

1

1

1  =  e
e

� �1 1 .

்பயிறசி 7.5
கீழக்ைோணும்	எலகலைகள,	நதகவபபடும்	இடங்ைளில	நலோபிதோலின்	விதிகய	பயன்படுத்தி	ைோணை	:

 1. lim
cos

x

x
x�

�
0 2

1   2. lim
x

x
x x��

�
� �

2 3

5 3

2

2
 3. lim

logx

x
x��

 4. lim
sec

tanx

x
x�

��
2

 5. lim
x

xe x
��

�  6. lim
sinx x x�

��
�
�

�
�
�

0

1 1  

 7. lim
x x

x
x� � �

�
�

�
�
�

�
�
�

1
2

2

1 1  
8. lim

x

xx
� �0

 9. lim
x

x

x→∞
+






1

1  

 10. 
lim(sin )tan

x

xx
→

p
2

 11. lim (cos )
x

xx
� �0

1
2
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33 வகை நுணைணிதத்தின் பயன்பபாடுைள்

 12. A0 எனும்	ஆரம்பத்	்தோகையோனது,	ஒரு	வருடத்திறகு	 n  முகறை	 r 	என்றை	வடடி	வீதத்தில	கூடடு	

வடடி	முகறையில	முதலீடு	்ைய்யபபடுகிறைது	எனில,	முதலீடு	்ைய்யபபடடு	 t வருடத்தில	அநதத்	

்தோகையின்	ேதிபபு	 A A r
n

nt

� ��
�
�

�
�
�0 1 .  வடடியோனது	்தோடரச்சியோன	வடடி	முகறையில	(அதோவது	

n �� )	ைணக்கிடபபடடோல,	 t 	ைோலத்திறகுப	பின்னர	அநதத்	் தோகையின்	ேதிபபு	 A A ert= 0 	எனக்	
ைோடடுை.

7.6 முதலாம் வகககபகழுவின ்பயன்பாடுகள்  (Applications of First Derivative)
 முதலோம்	 வகைக்	 ்ைழுவிகனப	 பயன்படுத்தி	 ஒரு	 வகளவகர	 f x( ) -ன்	

ஓரியலபுத்	(ஏறும்	அலலது	இறைங்கும்)	தன்கேகயயும்,	ைோரபைத்தில	ஒரு	குறிபபிடட	
புள்ளியில	இடம்	ைோரநத	அறுதி	(்பறுே	அலலது	சிறுே)	ேதிபபுைகளக்	ைோணை.

7.6.1 சார்புகளின ஓரியல்புத் தனகம (Monotonicity of functions)

 ைோரபுைளின்	ஓரியலபுத்	தன்கே	என்பது	அவவகளவகரயின்	ஏறும்	அலலது	இறைங்கும்	தன்கேகய	
பறறி	கூறுவதோகும்.

வகரயக்ற 7.4

 f x( )  என்றை	 ைோரபு	 I  என்றை	இகட்வளியில	 a b f a f b a b I� � � � �( ) ( ), , 	 என	இருநதோல	

அச்ைோரபு	 I  என்றை	இகட்வளியில	ஏறும்.

வகரயக்ற 7.5

 f x( )  என்றை	 ைோரபு,	 I  என்றை	இகட்வளியில a b f a f b a b I� � � � �( ) ( ), , 	 என	இருநதோல,	
அச்ைோரபு	 I  என்றை	இகட்வளியில	இறைங்கும்.

 f x x( ) =  என்றை	ைோரபோனது	் ேய்	எண	ந�ரக்நைோடு	முழுகேயிலும்	ஏறுகிறைது,	ஆனோல	 f x x( ) � �  
என்றை	ைோரபோனது	்ேய்	எண		ந�ரக்நைோடு	முழுகேயிலும்	இறைங்குகிறைது.	்போதுவோை,	ஒரு	ைோரபோனது	
ஒரு	குறிபபிடட	இகட்வளியில	ஏறும்	ேறறும்	நவ்றைோறு	இகட்வளியில	இறைங்கும்.	உதோரணேோை	
f x x( ) | |=  என்றை	ைோரபு	( , ]�� 0  என்றை	இகட்வளியில	இறைங்கும்	ேறறும்	[ , )0 ¥ 	என்றை	இகட்வளியில	
ஏறும்.	 இச்ைோரபுைளின்	 ஓரியலபுத்	 தன்கேயிகன	 உணரவது	 எளிது.	 ஆனோல	 ஏநதனும்	 ஒரு	
்ைோடுக்ைபபடட	ைோரபிறகு	எவவோறு	ஓரியலபுத்	தன்கேயிகன	் ேய்எண	ந�ரக்நைோடடில	தீரேோனிபபது?	
இதகன	கீழக்ைணட	நதறறைத்கதப	(நிரூபணம்	இலலோேல)	பயன்படுத்தி	்ைய்யலோம்.

்தற்றம்  7.7

 f x( )  என்றை	ைோரபு	 ( , )a b  என்றை	திறைநத	இகட்வளியில	வகையிடத்தக்ைது	என்ை.

 (1)  d
dx

f x( ( ))  ≥  0, ( , )� �x a b  ... (1)

  எனில,		 ( , )a b 	என்றை	இகட்வளியில	ஏறும்.

 (2)  d
dx

f x( ( ))  >  0, ( , )� �x a b  ... (2)

  எனில,		 ( , )a b 	என்றை	இகட்வளியில	 f x( )  திடடேோை	ஏறும்.

  இதன்	நிரூபணத்கத	நதறறைம்	7.3-ல	ைோணலோம்.
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34XII - கணிதவியல்

 (3)  d
dx

f x( ( ))  £  0, ( , )� �x a b  ...(3)

  எனில,	 ( , )a b 	என்றை	இகட்வளியில	 f x( )  இறைங்கும்.

 (4)  d
dx

f x( ( ))  <  0, ( , )� �x a b  ... (4)

  எனில,	 ( , )a b  என்றை	இகட்வளியில	 f x( )  திடடேோை	இறைங்கும்.

குறிப்புகர

 இதில	மிை	முக்கியேோை	ைவனிக்ை	நவணடிய	உணகே	என்ன்வன்றைோல,	 f x( ) 	என்றை	ைோரபு	  I  

என்றை	இகட்வளியில	வகையிடத்தக்ைதோை	இருநது	திடடேோை	ஏறுகிறைது	எனில	 � �f x( ) 0  ∀ x I∈  

எனக்	 கூறுவது	 தவறைோனதோகும்.	 உதோரணேோை,	 y x x� � �� �3, ( , ) 	 என்றை	 ைோரகப	 ைருதுை.	 இது	 
( , )�� � -ல	திடடேோை	ஏறுகிறைது.	இதகன	நிறுவ,	 a b> 	எனக்்ைோணடு	�ோம்	 f a f b( ) ( )> என	நிறுவ	
நவணடும்	.	இதறைோை	�ோம்	a b3 3 0� � 	என	நிறுவ	நவணடும்.	இப்போழுது,	

 a b3 3−  =  ( )( )a b a ab b� � �2 2  =  ( ) ( )a b a ab b� � �
1

2
2 2 22 2  =   ( ) ( )a b a b a b− + + +( )1

2

2 2 2 >  0  

ஏன்	எனில a b� � 0  ேறறும்	அகடபபுக்	குறிக்குள்	உள்ள	உறுபபுைள்> 0 .
 ஆைநவ	 இநத	 இருபடி	 விரிவு	 எபநபோதும்	 மிகை	 (இதன்	 ேதிபபு	 a b= = 0 	 என்றைோல	 ேடடுநே	
பூச்சியேோகும்.	இது	 a b<  	உடன்	முரணபடுகிறைது).	எனநவ	 y x= 3  என்றை	ைோரபு	 ( , )�� � -ல	திடடேோை	
ஏறும்.	ஆனோல	 � �f x x( ) 3 2  -ன்	ேதிபபு	 x = 0 -ல	பூச்சியம்	ஆகும்.

வகரயக்ற 7.6

 f x( )  என்றை	வகையிடத்தக்ை	ைோரபிறகு	 ( , ( ))x f x0 0  ஒரு	நதக்ைநிகலபபுள்ளி	எனில	 � �f x( )0 0  
ஆகும்.

வகரயக்ற 7.7

 f x( )  என்றை	 ைோரபிறகு	 ( , ( ))x f x0 0  ஒரு	 நிகலபபுள்ளி	 எனில	 � �f x( )0 0  அலலது	 ′f x( )0

ைோணத்தக்ைது	அலல.

குறிப்புகர

 f x( )  என்றை	 ைோரபின்	 ைோரபோைத்தில	 உள்ள	 x-க்கு, (x,y) ஒரு	 நதக்ை	 நிகலபபுள்ளி	 அலலது	

நிகலபபுள்ளி	எனில	x–ஐ நதக்ை	நிகல	எண	அலலது	நிகல	எண	என்கிநறைோம்.

 எலலோ	நதக்ை	நிகலபபுள்ளிைளும்	நிகலபபுள்ளிைளோகும்.	ஆனோல	எலலோ	நிகலப	புள்ளிைளும்	
நதக்ை	 நிகலபபுள்ளிைள்	 ஆைோது.	 எடுத்துக்ைோடடோை	 f x x( ) | |� �17  என்றை	 ைோரபிறகு	 ( , )17 0  ஒரு	
நிகலபபுள்ளி.	 ஆனோல	 ( , )17 0  நதக்ை	 நிகலபபுள்ளியலல.	 ஏன்	 எனில	 x =17 -ல	 ைோரபு	
வகையிடத்தக்ைதலல.
எடுத்துககாட்டு 7.46
 f x x( ) � �2 2  என்றை	ைோரபு	 ( , )2 7  என்றை	இகட்வளியில	திடடேோை	ஏறும்	எனவும்,	 ( , )−2 0 	என்றை	
இகட்வளியில	திடடேோை	இறைங்கும்	எனவும்	்ைோள்ை.
தீர்வு
  ′f x( )  =  2 0 2 7x x� � �, ( , )  ேறறும்
  ′f x( )  =  2 0 2 0x x� � � �, ( , )  
 இதிலிருநது	நதகவயோன	முடிகவப	்பறைலோம்.
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எடுத்துககாட்டு 7.47
 f x x x( ) � � �2 2 3  என்றை	ைோரபு	 ( , )2 ¥ 	என்றை	இகட்வளியில	திடடேோை	ஏறும்	என	நிறுவுை.
தீர்வு
 f x x x( ) � � �2 2 3 , � � � � � � �f x x x( ) ( , )2 2 0 2 	 என்பதோல	 f x( )  ஆனது	 ( , )2 ¥ 	 என்றை	
இகட்வளியில	திடடேோை	ஏறும்.

7.6.2  மீப்ப்பரு ப்பருமம் மறறும் மீச்சிறு சிறுமம் (Absolute maxima and minima)
 மீப்பரு	 ்பருேம்	 ேறறும்	 மீச்சிறு	 சிறுேம்	 	 ஆகியகவ	 ்ைோடுக்ைபபடட	 இகட்வளியில	
ைோரபின்	மிைப்பரிய	ேறறும்	மிைச்சிறிய	ேதிபகப	குறிபபிடுவன	ஆகும்.

வகரயக்ற 7.8
 f x( ) 	என்றை	ைோரபின்	ைோரபைம்	D -யில	உள்ள	புள்ளி	 x0 	என்ை.	 f x f x x D0� � � � �� �  எனில	
f x( )0 	என்பது	D-யில	மீப்பரு	்பருேம்		ேறறும்	  f x f x x D0� � � � �� �  எனில	 f x( )0  என்பது	 
D -யில	மீச்சிறு	சிறுேம்	ஆகும்.

 ்போதுவோை	 ஒரு	 ைோரபிறகு	 ்ைோடுக்ைபபடட	 இகட்வளியில	 மீப்பரு	 ்பருேம்	 அலலது	
மீச்சிறு	 சிறுேம்	 இருக்ை	 நவணடிய	 அவசியமிலகல.	 கீழக்ைோணும்	 படங்ைள்	 ்தோடரச்சியோன	
வகளவகரைளுக்கு	 முடிவறறை	 அலலது	 முடிவுறறை	 இகட்வளிைளில	 மீப்பரு	 ்பருேம்	 அலலது	
மீச்சிறு	சிறுேம்	இருக்ைலோம்	அலலது	இலலோேலும்	இருக்ைலோம்	என்பகதக்	ைோடடுகிறைது.

 கீழக்ைோணும்	நதறறைேோனது	ஒரு	்தோடரச்சியோன	ைோரபிறகு	எலலோ	மூடிய	இகட்வளிைளிலும்	
மீப்பரு	்பருேம்	ேறறும்	மீச்சிறு	சிறுே	ேதிபபுைள்	இருக்கும்	என்பகத	கூறுகிறைது.

்தற்றம்  7.8 (அறுதி மதிப்பு ்தற்றம்)

 f x� � 	என்றை	ைோரபோனது	மூடிய	இகட்வளி	 a b,� �-ல	்தோடரச்சியோை	இருநதோல,	 f 	ஆனது	

a b,� �-ல	ஒரு	மீப்பரு	்பருே	ேதிபகபயும்	ேறறும்	ஒரு	மீச்சிறு	சிறுே	ேதிபகபயும்	்பறும்.

 படம்		7.14 படம்		7.15
�� �� �,  என்றை	இகட்வளியில	 f x� � -க்கு	

மீப்பரு	ேறறும்	
மீச்சிறு	அறுதி	ேதிபபுைள்	இலகல

 �� �� �,  என்றை	இகட்வளியில
f x( ) -க்கு	மீப்பரு	்பருேம்	

ேறறும்	மீச்சிறு	சிறுே	
ேதிபபுைள்	உள்ளது

a b,� � 	என்றை	
இகட்வளியில
f x� � -க்கு	மீப்பரு 

அலலது	மீச்சிறு	அறுதி	
ேதிபபுைள்	இலகல.

a,b[ ]  என்றை	இகட்வளியில
f x( ) -க்கு		மீப்பரு	்பருேம்	

அலலது	மீச்சிறு	சிறுே	
ேதிபபுைள்	உள்ளது.

படம்		7.17 படம்		7.18படம்		7.16

�� �� �, 	என்றை	இகட்வளியில	 f x( ) -க்கு	
மீச்சிறு	சிறுேம்	உள்ளது.	

ஆனோல	மீப்பரு	்பருேம்	இலகல. 

x

y

x

y

x

y

x

y

x

y

(a )b [a ]b
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 f x� � -ன்	 மீப்பரு	 அலலது	 மீச்சிறு	 அறுதி	 ேதிபபுைள்	 மூடிய	 இகட்வளி	 a b,� �-ன்	
முகனபபுள்ளிைளிநலோ	அலலது	 a b,� � 	 என்றை	இகட்வளியின்	உடபுறைத்திநலோ	அகேயும்.	 மீப்பறு	
அலலது	மீச்சிறு	அறுதி	ேதிபபுைள்	உடபுறைத்தில	அகேநதோல	அது	நிகலபபுள்ளிைளில	தோன்	அகேயும்.	
ஆைநவ,	 கீழக்ைணட	முகறைகய	 பயன்படுத்தி	மீப்பரு	 ்பருேம்	ேறறும்	மீச்சிறு	சிறுே	ேதிபபுைகள	
மூடிய	இகட்வளி		 a b,� �-ல	ைோணலோம்.
 மூடிய இறடபவளி a b,� �-ல ப்தொடர்ச்சியொன, ்சொர்பு f x� � -க்கு மீப்பபரு ்மறறும் மீச்சிறு 
அறுதி ்மதிப்புகறள கொணும் முறை
 படி 1 : f x� � -க்கு	 a b,� �-ல	நிகல	எணைகளக்	ைோணை.
 படி 2 : f x� � -ன்	 ேதிபபுைகள	அகனத்து	நிகல	எணைள்	ேறறும்	முகனபபுள்ளிைள்	 a

ேறறும்	b -ல	ைோணை.
 படி 3 : படி	 2-ல	 ைோணபபடட	 ேதிபபுைளில	மிைப்பரிய	 எண	 மீப்பரு	 ்பருேம்	 ேறறும்	

மிைச்சிறிய	எண	மீச்சிறு	சிறுேம்	ஆகும்.
எடுத்துககாட்டு 7.48
 f x x x x� � � � �2 3 123 2 	என்றை	ைோரபிறகு	 �� �3 2, 	என்றை	இகட்வளியில	மீப்பரு	்பருே	ேறறும்	
மீச்சிறு	சிறுே	ேதிபபுைகளக்	ைோணை.
தீர்வு
 ்ைோடுக்ைபபடட	ைோரகப	வகைபபடுத்த,

   �� �f x  =  6 6 122x x� �
    =  6 22x x� �� �
   �� �f x  =  6 2 1x x�� � �� �

  ஆைநவ,  �� � � � � � � �� �f x x0 2 1 3 2, , .

 எனநவ,	 x � �2 1, 	 ஆகியகவ	 நிகலபபுள்ளிைள்.	 f x� � -ன்	 ேதிபபுைகள	 முகனபபுள்ளிைள்	
x � �3 2, 	ேறறும்	நிகல	எணைள்	 x � �2 1, -ல	ைோண,	�ோம்	 f �� � �3 9 , f 2 4� � � , f �� � �2 20  ேறறும்	

f 1 7� � � � 	எனப	்பறுகிநறைோம் 

 இம்ேதிபபுைளில	இருநது,	 x � �2-ல	மீப்பரு	்பருேம்		20  ேறறும்	 x =1-ல	மீச்சிறு	சிறுேம்	−7
ஆகும்.
எடுத்துககாட்டு 7.49
 f x x� � � 3cos 	என்றை	ைோரபிறகு	 0 2, �� � 	என்றை	இகட்வளியில	மீப்பரு	்பறுே	ேறறும்	மீச்சிறு	
சிறுே	ேதிபபுைகளக்	ைோணை.
தீர்வு

 ்ைோடுக்ைபபடட	ைோரகப	வகைபபடுத்த,	 �� � � �f x x3sin .

 ஆைநவ, �� � � � � � � �� �f x x x0 0 0 2sin ,� � . f x� � -ன்	 ேதிபபுைகள	 முகனபபுள்ளிைள்	
x � 0 2, � 	ேறறும்	நிகல	எண	 x � � -ல	ைோண,	�ோம்	 f 0 3� � � , f 2 3�� � � , ேறறும்	 f �� � � �3 	எனப	
்பறுகிநறைோம்.
 இம்ேதிபபுைளில	இருநது,	 x � 0 2, � 	ஆகிய	இடங்ைளில	மீப்பரு	்பறுேம்	 3 	ேறறும்	 x � � -ல	

மீச்சிறு	சிறுேம்	−3 	ஆகும்.

7.6.3  ஒரு இகடபவளியில் இடம்சார்்நத அறுதிகள் (Relative Extrema on an Interval)
 f x( )  என்றை	 ைோரபில,	 	 x0 -ஐ	 ்ைோணடிருக்கும்	ஒரு	சிறிய	திறைநத	இகட்வளியில	 f x( )0 தோன்	

மிைப்பரிய	ேதிபபு	எனில x0 -ல	 f x( ) 	என்றை	ைோரபு	இடம்	ைோரநத	் பறுேத்கத	அகடயும்.	இதுநபோலநவ	
x0 -ஐ	் ைோணடிருக்கும்	ஒரு	சிறிய	திறைநத	இகட்வளியில	 f x( )0 தோன்	மிைச்சிறிய	ேதிபபு	எனில x0 -ல		
f x( ) 	என்றை	ைோரபு	இடம்	ைோரநத	சிறுேத்கத	அகடயும்.
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	 முழு	 ைோரபைத்தில	 ஒரு	இடம்	 ைோரநத	 ்பருேம்	 மீப்பரு	 ்பருேேோை	 இருக்ை	 நவணடியதலல,	
இதுநபோலநவ	ஒரு	இடம்ைோரநத	சிறுேம்	மீச்சிறு	சிறுேேோை	இருக்ை	 நவணடியதலல.	ஆைநவ,	ஒரு	
ைோரபிறகு	அதன்	முழு	ைோரபைத்தில	ஒன்றிறகு	நேலோன	இடம்	ைோரநத	்பருேங்ைநளோ	அலலது	இடம்	
ைோரநத	சிறுேங்ைநளோ	இருக்ைலோம்.
	 ஒரு	 ைோரபிறகு	 இடம்	 ைோரநத	 அறுதி	 ேதிபபுைள்	 (்பருேம்	 அலலது	 சிறுேம்)	 என்பது	
f x x I D( ),� � �  -ன்	 ேதிபபுைளில	 அறுதி	 ேதிபபுைள்	 ஆகும்.	 இங்கு	 I  என்பது	 திறைநத	
இகட்வளியோைநவோ	 அலலது	 மூடிய	 இகட்வளியோைநவோ	 இருக்ைலோம்.	 இடம்	 ைோரநத	 அறுதி	
ேதிபபுைள்	அதன்	நிகலப	புள்ளிைளில	அகேயும்.	ேலும்	ஒரு	ைோரபிறகு	ஒரு	நிகலபபுள்ளி	 x c= -ல	

இடம்	ைோரநத	அறுதி	ேதிபபுைள்	அகேயோேலும்	இருக்ைலோம்.	உதோரணேோை	  y x= 3  ேறறும்	 y x=
1

3   
ஆகிய	 ைோரபுைளுக்கு	 ஆதி	 ஒரு	 நிகலபபுள்ளி,	 ஆனோல	 ஆதியில	 இடம்ைோரநத	 அறுதி	 ேதிபபுைள்	
அகேவது	இலகல.

்தற்றம்  7.9 (ஃப்பர்மார்ட்)

 f x( ) -க்கு	  x c= -ல	இடம்	ைோரநத	அறுதி	உள்ளது	எனில	  c  ஒரு	நிகல	எண	ஆகும்.	இநத	
நிகல	எணணிகன	 � �f x( ) 0  என்றை	ைேன்போடகடத்	தீரபபதன்	மூலேோைவும்,	 ′f x( )  ைோணத்தக்ைதோை	
உள்ள		x-ன்	ேதிபபுைகள	ைோணபதன்	மூலேோைவும்	்பறைலோம்.

7.6.4  முதல் வகககபகழு ்சாதகனேகய ்பயன்படுத்தி அறுதிகள்

          (Extrema using First Derivative Test)
 ஒரு	ைோரபிறகு	ஏறும்	அலலது	இறைங்கும்	இகட்வளிைகள	ைணக்கிடட	பின்	அச்ைோரபின்	இடம்	
ைோரநத	 அறுதி	 ேதிபபுைகள	 அறிவது	 அவவளவு	 ைடினேோனதலல.	 y f x= ( ) -ன்	 வகரபடத்திகனக்	
்ைோணடு	அதன்	இடஞ்ைோரநத	அைடடு	ேதிபபுைகள		அறியலோம்.	எனினும்	மிைச்ைரியோை	எவவிடத்தில	
எபபுள்ளியில	 ைோரபிறகு	 இடஞ்ைோரநத	 அறுதிைள்	 அகேகிறைது	 என்பகத	 அறிய	 சில	 நைோதகன	
்ைய்யபபடுகிறைது.	இத்தகைய	நைோதகனைளில	ஒன்று	முதலோம்	வகைக்்ைழு	நைோதகன	ஆகும்.		இது	
பின்வரும்	நதறறைத்தில	கூறைபபடடுள்ளது.

்தற்றம்  7.10 (முதல் வகககபகழு ்சாதகனே)
 f x( )  என்றை	 ்தோடரச்சியோன	
ைோரபிறகு	 c -ஐ	 உள்ளடக்கிய		
திறைநத	 இகட்வளி	 I -யில	
( , ( ))c f c  என்பது	நிகலபபுள்ளி	
என்ை.	 f x( )  ஆனது	 c -ஐத்	
தவிரத்த	 இகட்வளியில	
வகையிடத்தக்ைது	 எனில	 
f c( ) -ஐ	 கீழக்ைோணுேோறு	
வகைபபடுத்தலோம்: (x	 ஆனது	 I  
என்றை	 இகட்வளியில	
இடமிருநது	வலேோை	�ைரும்நபோது)
 (i) ′f x( )  ஆனது	 c -ல	குகறையிலிருநது	மிகைக்கு	ேோறினோல,	 f x( ) -க்கு	  f c( ) 	என்பது	இடம்	

ைோரநத	சிறுேம்	ஆகும்.
 (ii) ′f x( ) 	ஆனது	 c -ன்	மிகையிலிருநது	குகறைக்கு	ேோறினோல,	 f x( ) -க்கு	 f c( )  என்பது	இடம்	

ைோரநத	்பருேம்	ஆகும்.
 (iii) ′f x( )-ன்	 குறியோனது	  c -ன்	 இருபுறைமும்	 மிகையோைநவோ	 அலலது	 c -ன்	 இருபுறைமும்	

குகறையோைநவோ	இருநதோல,	 f c( )  என்பது	இடம்	ைோரநத	சிறுேமும்	இலகல	இடம்	ைோரநத	
்பருேமும்	இலகல	எனலோம்.

படம்		7.19

c1 c2 c3

y f x= ( )
( , ( ))c f c1 1

( , ( ))c f c2 2

( , ( ))c f c3 3

′ =f c( )1 0

′ =f c( )2 0

′f c( )3

f c( )1

f c( )2

f c( )3

0 0++++++++++ ++++++++++– – – – – – ––––––
′ >f x( ) 0 ′ >f x( ) 0′ <f x( ) 0 ′ <f x( ) 0

என்பது	இடஞ்ைோரநத
					்பறுேம்

என்பது
இடஞ்
ைோரநத	
அறுதி	
இலகல

ைோணத்தக்ைது	அலல

என்பது	இடஞ்ைோரநத	சிறுேம்
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எடுத்துககாட்டு 7.50

 f x x x( ) � � �2 4 4 	 என்றை	 ைோரபிறகு	 ஓரியலபு	 இகட்வளிைகளக்	
ைணக்கிடடு		அதிலிருநது	இடம்	ைோரநத	அறுதி	ேதிபபுைகளக்	ைோணை.

தீர்வு

  f x( )  =  ( )x − 2 2 , 
   ′f x( )  =  2 2 0( )x � �  ⇒ x = 2  .

 ஓரியலபு	இகட்வளிைள்	 ( , )�� 2  ேறறும்	 ( , )2 ¥  ஆகும். � �f x( ) 0 , ∀ x� ��( , )2  என்பதோல			
( , )�� 2 -ல	 f x( )  திடடேோை	இறைங்கும்.	இதுநபோலநவ	 � �f x( ) 0 , ∀ x� �( , )2 	என்பதோல	 ( , )2 ¥ -ல	
f x( ) 	திடடேோை	ஏறும்.	 ¢f x( ) -ன்	குறி	x = 2 -ஐ	ைடக்கும்நபோது	(இடமிருநது	வலேோை)	குகறையிலிருநது	
மிகையோை	ேோறுவதோல,	  x = 2 -ல	 f x( ) -க்கு	இடம்	 ைோரநத	சிறுேம்	உள்ளது.	இநத	இடம்	 ைோரநத	
சிறுே	ேதிபபு	 f ( )2 0= 	ஆகும்.

எடுத்துககாட்டு 7.51
 f x x� � �

2
3 	என்றை	ைோரபிறகு	ஓரியலபு	இகட்வளிைகளக்	ைணக்கிடடு	அதிலிருநது	இடம்	ைோரநத	

அறுதி	ேதிபபுைகளக்	ைோணை.

தீர்வு

 f x x� � �
2
3 , எனநவ	 �� � � ��f x x

x
2

3

2

3

1
3

1
3

. ′ ( ) ≠ ∀ ∈f x x0   ேறறும்	 �� �f x  ஆனது	 x = 0 -வில	

ைோணத்தக்ைது	அலல.	எனநவ,	இச்ைோரபிறகு	நதக்ைநிகலப	புள்ளிைள்	இலகல.	ஆனோல	 x = 0 -வில	
நிகலபபுள்ளி	உள்ளது.

இகட்வளி (-∞, 0) (0, ∞)

′ ( )f x -ன்	குறி _ +

ஓரியலபுத்	தன்கே திடடேோை	இறைங்கும் திடடேோை	ஏறும்

 அடடவகண	7.5

 �� �f x -ன்	 குறி	 x = 0 -ஐ	 ைடக்கும்	 நபோது	 குகறையிலிருநது	 மிகையோை	 ேோறுவதோல,	 x = 0 -ல	 

f x� � -க்கு	இடம்	ைோரநத	சிறுேம்	உள்ளது.	இநத	இடம்	ைோரநத	சிறுே	ேதிபபு	 f 0 0� � � 	ஆகும்.	இநத	

இடம்	ைோரநத	சிறுேம்	நிகலபபுள்ளியில	அகேகிறைது.	ஆனோல	இது	நதக்ைநிகலப	புள்ளி	அலல	என்பது	

ைவனிக்ைத்தக்ைது.

எடுத்துககாட்டு 7.52
 f x x x( ) sin� �  என்றை	ைோரபு	் ேய்	எண	நைோடடில	ஏறும்	என	நிறுவுை.	நேலும்	அதன்	இடஞ்ைோரநத	
அறுதி	ேதிபபுைகள	ஆரோய்ை.

தீர்வு

 � � � �f x x( ) cos1 0  நேலும்	 x n n� �2 � ,  -ல	 ′f x( ) 	பூச்சியம்	என்பகவைளில	இருநது	 f x( )  
என்றை	ைோரபு	்ேய்	எண	நைோடடில	ஏறுகிறைது.	

 x n n� �2 � ,  -ஐ	ைடக்கும்நபோது	 ′f x( )-ன்	குறியில	ேோறறைம்	இலலோத	ைோரணத்தோல	முதலோம்	

வகைக்்ைழு	நைோதகனயின்படி	இங்கு	இடஞ்ைோரநத	அறுதி	ேதிபபுைள்	இலகல.

படம்		7.20

x

y
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39 வகை நுணைணிதத்தின் பயன்பபாடுைள்

எடுத்துககாட்டு 7.53

 f x x x
x
x( ) log( ) ,� � �

�
� �1

1
1 என்றை	ைோரபின்	ஓரியலபுத்	தன்கே	ேறறும்	இடஞ்ைோரநத	அறுதி	

ேதிபபுைகள	ஆரோய்ை,	நேலும்	இதிலிருநது log( )1
1

� �
�

x x
x
	என்றைவோறு	அகேயும்	இகட்வளியிகனக்	

ைோணை.
தீர்வு

  f x( )  =  log( )1
1

� �
�

x x
x

  எனநவ,  ′f x( )  =  1

1

1

1 2�
�

�x x( )

   =  x
x( )1 2+

.

 ஆைநவ,

′f x( )  ஆனது	 

� � � �
� �
� �

�

�
�

�
�

0 1 0

0 0

0 0

,

,

,

x
x
x

vdpy;

vdpy;

vdpy;

 எனநவ	 x > 0  எனில	 f x( )  ஆனது	 திடடேோை	 ஏறும்	 x < 0 	 எனில	 f x( ) 	 ஆனது	 திடடேோை	
இறைங்கும்.	 ′f x( )-ன்	குறி	 x = 0 -கவ	ைடக்கும்நபோது	குகறையிலிருநது	மிகையோை	ேோறுவதோல,	முதலோம்	
வகைக்்ைழு	 நைோதகனயின்படி	 x = 0 -ல	 இடஞ்ைோரநத	 சிறுே	 ேதிபபு	  f ( )0 0= 	 ஆகும்.	 நேலும்		 
x > 0 -ல,	 f x f( ) ( )� �0 0  என்பதில	இருநது,	 ( , )0 ¥ -ல

log( ) log( )1
1

0 1
1

� �
�

� � � �
�

x x
x

x x
x

 .

எடுத்துககாட்டு 7.54

 f x x x x( ) log� � 3 	என்றை	ைோரபிறகு	ஓரியலபு	இகட்வளிைள்	ேறறும்	அதிலிருநது	இடஞ்ைோரநத	
அறுதி	ேதிபபுைகளக்	ைோணை.

தீர்வு

 ்ைோடுக்ைபபடட	ைோரபு	 x� �( , )0 -ல	வகரயறுக்ைபபடடு	வகையிடத்தக்ைதோை	உள்ளது.

  f x( )  =  x x xlog + 3 .

  எனநவ,	 ′f x( )  =  log logx x� � � �1 3 4 .

 நதக்ைநிகல	எணைகளக்	ைோண 4+ log x  =  0 -ஐ	தீரக்ை

  �ேக்குக்	கிகடபபது  x  =  e−4 	ஆகும்.

 ஆைநவ,	ைோரபு	 f x( ) -ன்	ஓரியலபு	இகட்வளிைள் ( , )0 4e−  ேறறும்	 ( , )e� �4  ஆகும்.

 x e e� �� �5 40( , ) -ல	 � � � ��f e( )5 1 0  நேலும்	இதிலிருநது	 ( , )0 4e− -ல f x( ) திடடேோை	இறைங்கும்.	

 x e e= ∈ ∞− −3 4( , )-ல	 � � ��f e( )3 1 0 நேலும்	இதிலிருநது	 ( , )e− ∞4 -ல	 f x( ) 	திடடேோை	ஏறும்.	 
′f x( )-ன்	 குறி	  x e� �4 -ஐ	 ைடக்கும்நபோது	 குகறையிலிருநது	 மிகைக்கு	 ேோறுவதோல,	 முதலோம்	

வகைக்்ைழு	நைோதகனயின்படி	 x e� �4 -ல	இடஞ்ைோரநத	சிறுே	ேதிபபு	 f e e( )� �� �4 4 	ஆகும்.
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எடுத்துககாட்டு 7.55

 f x
x

( ) �
�
1

1 2
 என்றை	ைோரபிறகு	ஓரியலபு	இகட்வளிைகளக்	ைணக்கிடடு	இதிலிருநது	இடஞ்ைோரநத	

அறுதி	ேதிபபுைகளக்	ைோணை.
தீர்வு

 ்ைோடுக்ைபபடட	ைோரபு	 x� �� �( , ) -ல	வகரயறுக்ைபபடடு	வகையிடத்தக்ைதோை	உள்ளது.

  f x( )  =  1

1 2+ x
.

  இதிலிருநது	 ′f x( )  =  �
�
2

1 2 2

x
x( )

	எனப்பறைலோம்.

 நதக்ை	நிகல	எணைகளக்	ைோண �
�
2

1 2 2

x
x( )

 =  0 -ஐ	தீரக்ை	�ேக்குக்	கிகடபபது	 x = 0 	ஆகும்.

 ஆைநவ	ைோரபு	 f x( ) -ன்	ஓரியலபு	இகட்வளிைள்	 ( , )−∞ 0 	ேறறும்	 ( , )0 ¥ 	ஆகும்.

 � � � � �f x x( ) , ( , )0 0 என்பதோல	 f x( )  ஆனது	இவவிகட்வளியில	திடடேோை	இறைங்கும்.	நேலும்	
′f x( )-ன்	குறி	 x = 0 -ஐ	ைடக்கும்நபோது	மிகையிலிருநது	குகறைக்கு	ேோறுவதோல,	முதலோம்	வகைக்்ைழு	

நைோதகனயின்படி,	 x = 0 -வில	இடஞ்ைோரநத	்பருே	ேதிபபு f ( )0 1= 	ஆகும்.

எடுத்துககாட்டு 7.56

 f x x
x

( ) �
�1 2

	என்றை	ைோரபிறகு	ஓரியலபு	இகட்வளிைகளக்	ைணக்கிடடு	இதிலிருநது	இடஞ்ைோரநத	

அறுதி	ேதிபபுைகளக்	ைோணை.
தீர்வு

 ்ைோடுக்ைபபடட	ைோரபு	 x� �� �( , ) -ல	வகரயறுக்ைபபடடு	வகையிடத்தக்ைதோை	உள்ளது.

  f x( )  =  x
x1 2+

  ′f x( )  =  1

1

2

2 2

�
�

x
x( )

 நதக்ை	நிகல	எணைகளக்	ைோண  1 2− x  =  0 -ஐ	தீரக்ை	 x � �1 		என	�ேக்கு	கிகடக்கிறைது.
 ஆைநவ	ஓரியலபு	இகட்வளிைள்	 ( , ), ( , )−∞ − −1 1 1 	ேறறும்	 ( , )1 ¥ 	ஆகும்.

இகட்வளி (-∞, -1) (-1, 1) (1, ∞)

′ ( )f x -ன்	குறி _ + _

ஓரியலபுத்	தன்கே திடடேோை	இறைங்கும் திடடேோை	ஏறும் திடடேோை	இறைங்கும்

அடடவகண	7.6

 எனநவ,	 ( , )−∞ −1 	ேறறும்	 ( , )1 ¥ 	இகட்வளிைளில	 f x( ) திடடேோை	இறைங்கும்,	 ( , )-1 1 	 என்றை	

இகட்வளியில	 f x( ) திடடேோை	ஏறும்.
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41 வகை நுணைணிதத்தின் பயன்பபாடுைள்

 ′f x( )-ன்	 குறி	 x � �1-ஐ	 ைடக்கும்நபோது	
குகறையிலிருநது	 மிகைக்கு	 ேோறுவதோல,	 முதலோம்	
வகைக்்ைழு	 நைோதகனயின்படி	 x � �1-ல	
இடஞ்ைோரநத	சிறுேத்கத	அகடயும்.	இநத	இடஞ்ைோரநத	

சிறுே	 ேதிபபு	  f ( )� � �1
1

2
	 ஆகும்.	 இதுநபோலநவ,	 

′f x( )-ன்	குறி	 x =1-ஐ		ைடக்கும்நபோது	மிகையிலிருநது	
குகறைக்கு	 ேோறுவதோல,	 முதலோம்	 வகைக்்ைழு	
நைோதகனயின்படி	 x =1-ல	இடஞ்ைோரநத	்பருே	ேதிபபு	 f ( )1

1

2
= 	ஆகும்.

்பயிறசி 7.6

 1. கீழக்ைோணும்	ைோரபுைளுக்கு	்ைோடுக்ைபபடட	இகட்வளிைளில	மீப்பரு	ேறறும்	மீச்சிறு	அறுதி	
ேதிபபுைகள	ைோணை.

   (i) f x x x� � � � �2 12 10  ; 1 2,� �  (ii) f x x x� � � �3 44 3  ; �� �1 2,

   (iii) f x x x( )= −6 3
4

3

1

3  ; [ , ]-1 1  (iv) f x x x( ) cos sin� �2 2  ; 0
2

,
��

��
�
��

 2. கீழக்ைோணும்	ைோரபுைளுக்கு	ஓரியலபு	இகட்வளிைகளக்	ைணக்கிடடு		அதிலிருநது	இடஞ்ைோரநத	
அறுதி	ேதிபபுைகளக்	ைோணை:

 (i) f x x x x( ) � � �2 3 123 2  (ii) f x x
x

( ) �
�5

 (iii) f x e
e

x

x( ) �
�1

 

 (iv) f x x x( ) log� �
3

3
 (v) f x x x x( ) sin cos , ( , )� � �5 0 2�

7.7  இரணடாம் வகககபகழுவின ்பயன்பாடுகள்

        (Applications of Second Derivative)
 இரணடோம்	வகைக்	்ைழுவோனது	ஒரு	ைோரபின்	குழிவு,	குவிவு,	வகளவு	ேோறறைப	புள்ளி	ேறறும்	
இடம்	ைோரநத	அறுதி	ேதிபபுைகள	தீரேோனிக்ை	பயன்படுகின்றைது.

7.7.1  குழிவு, குவிவு மறறும் வகைவு மாற்றப் புள்ளி (Concavity, Convexity, and Points of Inflection)
 ஒரு	 வகளவகரக்கு	 ஒரு	 புள்ளியில	
வகரயபபடும்	 ்தோடுநைோடு	 வகளவகரக்கு	
நேறபுறைேோை	அகேநதோல	அபபுள்ளியில	வகளவகர	
கீழந�ோக்கி	குழிவு	(நேலந�ோக்கி	குவிவு)	என்கிநறைோம்.	
வகளவகரக்கு	 ஒரு	 புள்ளியில	 வகரயபபடும்	
்தோடுநைோடு	 வகளவகரக்கு	 கீழபுறைேோை	 அகேநதோல	 அபபுள்ளியில	 வகளவகர	 நேலந�ோக்கி	
குழிவு	(கீழந�ோக்கி	குவிவு)	என்கிநறைோம்.	இதகன	அருகில	உள்ள	வகரபடத்தின்	வோயிலோை	எளிதில	
அறியலோம்.

வகரயக்ற 7.8

 f x( )  என்றை	 ைோரபிறகு	 I a b= ( , ) 	 என்றை	 திறைநத	 இகட்வளியில	 இரணடோம்	 வகைக்்ைழு	
ைோணத்தக்ைது	என்ை.	அப்போழுது	 f x( )  ஆனது	கீழக்ைணடவோறு	வகைபபடுத்தபபடுகிறைது.

 (i) ′f x( )  ஆனது	 திறைநத	 இகட்வளி	 	 I-ல	 திடடேோை	 ஏறும்	 எனில,	 f x( )  ஆனது	 I-ல	
நேலந�ோக்கி	குழிவு	ஆகும்.

 (ii) ′f x( )  ஆனது	 திறைநத	 இகட்வளி	 	 I -ல	 திடடேோை	 இறைங்கும்	 எனில,	 f x( )  ஆனது		 
I-ல	கீழந�ோக்கி	குழிவு	ஆகும்..

f x x
x

( ) �
�1 2

0�1�2�3 1 2 3

�1

1
y

x

படம்		7.21

படம்		7.22

நேலந�ோக்கி
குழிவுகீழந�ோக்கி

குழிவு
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42XII - கணிதவியல்

 பகுபபோய்வின்படி,	 y f x= ( ) 	 என்றை	 வகையிடத்தக்ை	 வகளவகரயின்	 குழிவுத்	 தன்கே	
கீழக்ைோணும்	முடிவில	விளக்ைபபடடுள்ளது.

்தற்றம்  7.11 (குழிவுத் தனகம ்சாதகனே)

 (i) திறைநத	இகட்வளி	 I -ல	 �� �f x( ) 0  எனில,	 I -ல	 f x( )  நேலந�ோக்கி	குழிவு	ஆகும்.

 (ii) திறைநத	இகட்வளி	 I -ல	 �� �f x( ) 0  எனில,	 I -ல	 f x( )  கீழந�ோக்கி	குழிவு	ஆகும்.

குறிப்புகர

 (1) [ , ]a b -ல	நேலந�ோக்கி	குவிவு	வகளவகரயின்	எநத	ஒரு	இடஞ்ைோரநத	்பருேமும்	மீப்பரு	
்பருேம்	ஆகும்.

 (2) [ , ]a b -ல	 கீழந�ோக்கி	 குவிவு	 வகளவகரயின்	 எநத	 ஒரு	 இடஞ்ைோரநத	 சிறுேமும்	 மீச்சிறு	
சிறுேம்	ஆகும்.

 (3) எநத	ஒரு	வகளவகரக்கும்	ஒநர	ஒரு	மீப்பரு	்பருேம்	(ேறறும்	ஒநர	ஒரு	மீச்சிறு	சிறுேம்)	
ேடடுநே	உணடு.	ஆனோல	ஒன்றிறகு	நேறபடட	இடஞ்ைோரநத	்பருேம்	அலலது	இடஞ்ைோரநத	
சிறுேம்	இருக்ைலோம்.

வகைவு மாற்றப்புள்ளி

வகரயக்ற 7.9
 ஒரு	ைோரபின்	வகளவகரயோனது	எபபுள்ளிைளில	“்்மல்நொக்கி குழிவில இருநது கீழ்நொக்கி 
குழிவொக்வொ” அலலது	 “கீழ்நொக்கி குழிவில இருநது ்்மல்நொக்கி குழிவொக்வொ” 
ேோறுகிறைநதோ	அபபுள்ளிைகள	 f x( ) -ன்	வறளவு ்மொறைப் புளளிகள என	அகைக்கிநறைோம்.

்தற்றம்  7.12 (வகைவு மாற்றப்புள்ளி ்சாதகனே)

 (i) ′′f c( )  ைோணத்தக்ைது	ேறறும்	 ′′f c( ) -ன்	குறி	ஆனது	 x c= -ஐ	ைடக்கும்நபோது	ேோறுகிறைது,	

எனில	 ( , ( ))c f c 	ஆனது	 f -ன்	வகளவு	ேோறறைப	புள்ளி	ஆகும்.

 (ii) வகளவு	ேோறறைபபுள்ளி	c-யில	 ′′f c( )  ைோணத்தக்ைது	எனில,	 �� �f c( ) 0 	ஆகும்.

குறிப்புகர

 y f x= ( )  என்றை	 வகளவகரயின்	 வகளவு	 ேோறறைப	 புள்ளிைகள	 ைோணபதறகு	 ′′f x( )  ஆனது	
எபபுள்ளிைளில	அதன்	குறிகய	ேோறறுகிறைது	என்பகத	அறிவது	அவசியேோனதோகும்.	 'வைவைபபோன' 
வகளவகரைளில	(கூரமுகனைள்	அறறை)	கீழக்ைோணும்	ஏநதனும்	ஒன்று	�டக்ை	வோய்பபு	உள்ளது :
 (i) �� �f x( ) 0  அலலது

 (ii) ′′f x( )  அபபுள்ளியில	ைோணத்தக்ைது	அலல.

குறிப்புகர

 (1) ′′f c( )  ைோணத்தக்ைதோை	இலலோத	நிகலயிலும்,	 ( , ( ))c f c  வகளவு	ேோறறைப	புள்ளியோை	இருக்ை	

வோய்பபுள்ளது.	உதோரணேோை,	 f x x( ) =
1

3  	எனும்	வகளவகரயில	 c = 0 .
 (2) �� �f c( ) 0  எனும்	நிகலயில	( , ( ))c f c  ஒரு	வகளவு	ேோறறைப	புள்ளியோை	இலலோேலும்	இருக்ை	

வோய்பபுள்ளது.	உதோரணேோை,	 f x x( ) = 4  எனும்	வகளவகரயில	 c = 0 .
 (3) ஒரு	வகளவு	ேோறறைப	புள்ளி	நதக்ை	நிகலப	புள்ளியோை	இருக்ை	நவணடிய	அவசியம்	இலகல.	

உதோரணேோை	 f x x( ) sin= 	எனில,	 � �f x x( ) cos  ேறறும் �� � �f x x( ) sin   நேலும்	இதிலிருநது	
( , )p 0  ஆனது	ஒரு	வகளவு	 ேோறறைப	 புள்ளி.	ஆனோல	அது	 f x( ) -ன்	 நதக்ை	 நிகலபபுள்ளி	
அலல.
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எடுத்துககாட்டு 7.57
 f x x x x( ) ( ) ( ),� � � � �1 53

  என்றை	வகளவகரயின்	குழிவு	இகட்வளிைகளக்	ைோணை	நேலும்	
ஏநதனும்	வகளவு		ேோறறைபபுள்ளிைள்	இருபபின்	அவறகறைக்	ைோணை.

தீர்வு

 ்ைோடுக்ைபபடட	ைோரபு	4-ஆம்	வரிகை	பலலுறுபபுக்	நைோகவ	ஆகும்.	இப்போழுது
  ′f x( )   =  ( ) ( ) ( )x x x� � � � �1 3 1 53 2  
   =  4 1 42( ) ( )x x� � �

  ′′f x( )  =  4 1 2 1 42[( ) ( ) ( )]x x x� � � � �

   =  12 1 3( ) ( )x x� � �

 இப்போழுது,
   ′′f x( )  =  0   � � �x x1 3, .

 குழிவு	இகட்வளிைள்	அடடவகண	7.7-ல	அடடவகணபபடுத்தபபடடுள்ளது.

இகட்வளி (-∞, 1) (1, 3) (3, ∞)

′′ ( )f x -ன்	குறி + _ +

குழிவுத்	தன்கே நேலந�ோக்கி	குழிவு கீழந�ோக்கி	குழிவு நேலந�ோக்கி	குழிவு

அடடவகண	7.7

 ( , )�� 1  ேறறும்	 ( , )3 ¥ 	ஆகிய	இகட்வளிைளில	வகளவகர	நேலந�ோக்கி	குழிவு	ஆகும்.

 ( , )1 3 என்றை	இகட்வளியில	வகளவகர	கீழந�ோக்கி	குழிவு	ஆகும்.

 ′′f x( ) -ன்	குறியோனது		 x =1  ேறறும்	 x = 3 	ஆகியவறகறைக்	ைடக்கும்நபோது	ேோறுகிறைது.	எனநவ,	
( , ( )) ( , )1 1 1 0f = ேறறும்	 ( , ( )) ( , )3 3 3 16f � �  ஆகியகவ	 y f x= ( ) 	 என்றை	 வகளவகரயின்	 வகளவு	

ேோறறைப	புள்ளிைள்	ஆகும்.	குறி	ேோறறைத்கத	அருகில	உள்ள		 ′′f x( ) -ன்	வகரபடத்தின்	மூலம்	அறியலோம்.

எடுத்துககாட்டு 7.58
 y x� �3 sin 	என்றை	வகளவகரயின்	குழிவு	இகட்வளிைகளக்	ைோணை.

தீர்வு

 ்ைோடுக்ைபபடட	 ைோரபோனது	 2p  பிரிவு	 இகட்வளி	 உள்ள	 ைோரபு	 ஆகும்.	 எனநவ	 இநத														
ஒவ்வோரு	பிரிவு	இகட்வளிைளிலும்	நதக்ை	நிகலப	புள்ளிைள்	ேறறும்	வகளவு	ேோறறைப	புள்ளிைள்	
இருக்கும்.	
 y x� �3 sin 	என்பதில	இருநது

  dy
dx

 =  cos x  ேறறும்	
d y
dx

x
2

2
� �sin  

  இப்போழுது,  d y
dx

2

2  =  � � � �sin x x n0 � .

 ( , )�� �  என்றை	இகட்வளியிகன	 ( , )�� 0  ேறறும்	 ( , )0 p 	எனும்	
உள்	இகட்வளிைளோை	பிரிக்ைலோம்.

2.0

2.5

3.0

3.5

4.0

-2π -π 0 π 2π
x

y

படம்		7.24

படம்		7.23

1 2 3 4

20

40

60

80

x

′′f x( )
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44XII - கணிதவியல்

 ( , )�� 0 	எனும்	இகட்வளியில,	 d y
dx

2

2
0> .		நேலும்	இதிலிருநது	 ( , )�� 0 -ல	ைோரபு	நேலந�ோக்கி	

குழிவு.	 ( , )0 p 	 எனும்	இகட்வளியில	
d y
dx

2

2
0< 	 ,	 நேலும்	இதிலிருநது	 ( , )0 p -ல	 ைோரபு	 கீழந�ோக்கி	

குழிவு.	ஆைநவ,	 ( , )0 3  என்பது	வகளவு	ேோறறைபபுள்ளி	ஆகும்	 (படம்	 7.24ஐ	 போரக்ை).	 ( , ( ) )n n� ��1  

என்றை	 ்போதுவோன	 இகட்வளிைகளக்	 ைருதும்நபோது	 ( n  ஒரு	 முழு	 எண),	 இவவிகட்வளிைளில	

குழிவுத்தன்கேகய	ஆரோய	 நவணடும்.	 இதகன	 நேறகூறியவோநறை	ஆரோய	 �ோம்	 ( , )np 3  ஆகியகவ	

வகளவு	ேோறறைபபுள்ளிைள்	என	அறியலோம்.

7.7.2  இரணடாம் வகககபகழு ்சாதகனேகய ்பயன்படுத்தி அறுதி மதிப்புகள்

         (Extrema using Second Derivative Test)
 இ�ணடொம் வறகக்பகழு ்்சொ்தறன: இரணடோம்	 வகைக்்ைழு	 நைோதகனயோனது	
நிகலபபுள்ளிைள்,	அறுதி	ேதிபபுைள்	ேறறும்	குழிவுத்தன்கே	நபோன்றை	ைருத்துைகள	் தோடரபுபடுத்துவது	
ஆகும்.	நேலும்	இது	நிகலபபுள்ளிைளில	ைோரபின்	இடஞ்ைோரநத	்பருே	அலலது	சிறுே	ேதிபபுைகள	
ஆரோய	சிறைநத	ைருவியோை	பயன்படுகிறைது.

்தற்றம்  7.13 (இரணடாம் வகககபகழு ்சாதகனே)

   c  எனும்	நிகலபபுள்ளியில	 � �f c( ) 0 	எனவும்,	c -ன்	அணகேயில	 ′f x( )  ைோணத்தக்ைது	எனவும்,	
'நேலும்	 ′′f c( ) 	 ைோணத்தக்ைது	 எனவும்	 ்ைோணடோல,' �� �f c( ) 0  எனில	 c -யில	  f 	 ஆனது	
இடஞ்ைோரநத	்பருேத்கத	அகடயும்,	 �� �f c( ) 0 	எனில	 c -யில	 f 	ஆனது	இடஞ்ைோரநத	சிறுேத்கத	
அகடயும்.	 	 ′′ =f c( ) 0 	 எனில,	 இநத	 நைோதகனயில	 இடஞ்ைோரநத	 அறுதி	 ேதிபபுைகளப	 பறறிய	
தைவல	இலகல	என்கிநறைோம்.

எடுத்துககாட்டு 7.59

 f x x x( ) � �4 32 	என்றை	ைோரபின்	இடஞ்ைோரநத	அறுதி	ேதிபபுைகளக்	ைோணை.

தீர்வு
  ′f x( )  =  4 32 03x � �  ⇒  x3 8� �  ⇒ x  =  −2

  நேலும் ′′f x( )  =  12 2x .

 ′′ − >f ( )2 0  என்பதோல	  x=−2-ல	 ைோரபு	 இடஞ்ைோரநத	 சிறுே	 ேதிபகப	 அகடயும்.	 இநத	
இடஞ்ைோரநத	சிறுே	ேதிபபு f ( )− =−2 48 	ஆகும்.	எனநவ,	அறுதிப	புள்ளி	 ( , )− −2 48 .

எடுத்துககாட்டு 7.60

 f x x x( )= −4 66 4 	என்றை	ைோரபின்	இடஞ்ைோரநத	அறுதி	ேதிபபுைகளக்	ைோணை.
தீர்வு

 x-ஐப	்போருத்து	வகையிட,

  ′( )f x   =  24 245 3x x-

    =  24 13 2x x −( )

    =  24 1 13x x x+( ) −( )

 ′( )=f x 0 Þ x=−1 0 1, , . 
 ஆைநவ	நிகல	எணைள்	 x = −1 0 1, , 	ஆகும்.

y

x

படம்		7.25

12th_Maths_Vol 2_TM_CH 7_App of Diff Calculus.indd   44 16-12-2021   14:19:49

www.tntextbooks.in
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 இப்போழுது,	 ′′( )= − = −( )f x x x x x120 72 24 5 34 2 2 2 .
 Þ ′′ −( )=f 1 48 , ′′( )=f 0 0 , ′′( )=f 1 48 .   
 �� �� �f 1 மற்றும்  ′′f ( )1  ஆகியவை மிவை. ஆைவை இரண்டாம் ைவைக்ைழு வ�டாதவையின்படி, 
x � �1 1, -ல் இ்ஞ�டார்நத சிறும மதிப்புைள் இருககும். ஆைடால், x = 0 எனில், �� �f ( )0 0 .  
x = 0 -ல் இரண்டாம் ைவைக்ைழுச் வ�டாதவையடாைது இ்ஞ�டார்நத அறுதி மதிப்புைவைப் ்பற்றி 
எ்நத தைைவையும் தருைதில்வை. எைவை, நடாம் முதைடாம் ைவைக்ைழு வ�டாதவைவய ்பயன்படுதத 
வைணடும். ஓரியல்புத தனவம இவ்்ைளிைள் அட்ைவை 7.8-ல் அட்ைவைப்்படுததப்்படடுள்ைது.

இவ்்ைளி ( , )−∞ −1 ( , )−1 0 ( , )0 1 ( , )1 ¥

′f x( ) -ன குறி - + - +

ஓரியல்புத தனவம
திட்மடாை 
இறங்கும்

திட்மடாை 
ஏறும்

திட்மடாை 
இறங்கும்

திட்மடாை 
ஏறும்

அடடவகண	7.8
முதைடாம் ைவைக்ைழு வ�டாதவையின்படி, x = −1-ல் f x( )  ஆைது இ்ஞ�டார்நத சிறுமதவத 

அவ்யும், அ்நத இ்ஞ�டார்நத சிறுமம் −2  ஆகும். x = 0 -ல் f x( ) ஆைது இ்ஞ�டார்நத ்்பருமதவத 
அவ்யும். அ்நத இ்ஞ�டார்நத ் ்பருமம்  0 ஆகும். x = 1-ல்  f x( ) ஆைது இ்ஞ�டார்நத சிறும மதிப்பிவை 
அவ்யும். அ்நத இ்ஞ�டார்நத சிறுமம்  −2  ஆகும்.

குறிப்புகர

 இரண்டாம் ைவைக்ைழு மவறயும் வ்படாது, நடாம் இ்ஞ�டார்நத அறுதி மதிப்புைவைப் ்பற்றிய 
தைைவைப் ்்பற முடியடாது. ஆைவை நடாம் இச்சூழல்ைளில் முதைடாம் ைவைக்ைழு வ�டாதவைவய 
்பயன்படுததைடாம்!

எடுத்துககாட்டு 7.61
 x y2 2 -ன இ்ஞ�டார்நத ்்பறும மற்றும் சிறும மதிப்புைவை  x y� �10  எனற வைடாடடின மீது 
ைடாணை.
தீர்வு

 ்ைடாடுகைப்்பட் �டாரவ்ப  நடாம் f x x x( ) ( )� �2 210  எை எழுதைடாம்.

  இப்்்படாழுது, f x( )  =  x x x x x x2 2 4 3 2100 20 20 100( )� � � � �

  எைவை,  ′f x( )  =  4 60 200 4 15 503 2 2x x x x x x� � � � �( )

  ′f x( )  =  4 15 50 0 0 5 102x x x x( ) , ,� � � � �  

  வமலும்.  ′′f x( )  =  12 120 2002x x� �

 f x( ) -ன வதகை நிவை எணைள்  x = 0 5 10, ,  ஆகும். இவ்ைணைளில் ′′f x( ) -ன மதிப்புைள் 

முவறவய  200 100,−  மற்றும் 200  ஆகும்.  x = 0 -ல், இ்ஞ�டார்நத சிறும மதிப்பு f ( )0 0=  ஆகும். 

x = 5-ல், இ்ஞ�டார்நத ்்பரும மதிப்பு  f ( )5 625=  ஆகும். x =10 -ல், இ்ஞ�டார்நத சிறும மதிப்பு 
f ( )10 0=  ஆகும்.
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்பயிறசி 7.7
 1. கீழகைடாணும் �டாரபுைளுககு குழிவு இவ்்ைளிைள் மற்றும் ைவைவு மடாற்றப் புள்ளிைவைக 

ைடாணை:
   (i) f x x x( ) ( )� � 4 3   (ii) f x x x x( ) sin cos ,� � � �0 2�   (iii) f x e ex x( ) ( )= − −1

2

 2. இரண்டாம் ைவைக்ைழு வ�டாதவைவய ்பயன்படுததி இ்ஞ�டார்நத அறுதி மதிப்புைவைக      
ைடாணை.

   (i) f x x x( ) � � �3 55 3   (ii) f x x x( ) log=    (iii) f x x e x( ) � �2 2  

 3. f x x x x( ) � � � �4 3 6 13 2  எனற �டாரபிற்கு ஓரியல்பு இவ்்ைளிைள், இ்ஞ�டார்நத அறுதி 
மதிப்புைள், குழிவு இவ்்ைளிைள் மற்றும் ைவைவு மடாற்றப் புள்ளிைவைக ைடாணை.

7.8 உகமக கணககுகளில் ்பயன்பாடுகள்

     (Applications in Optimization) 
 உைமக ைைககுைள் என்பது அறுதி மதிப்புைவை (்்பருமம் அல்ைது 
சிறுமம்) குறிப்பிட் ைடடுப்்படாடுைளு்ன ைடாண்பது ஆகும்.
 அறுதி மதிப்பு அல்ைது உைமக ைைககுைவை தீரககும் முவற
 படி 1 : வதவையடாை அைவுைளு்ன கூடிய ்ப்தவத ைவரை.

 படி  2 : எ்நத அைவைவய ்்பருமமடாகை அல்ைது சிறுமமடாகை வைணடுவமடா அதற்ைடாை 
�மன்படாடடிவைக ைடாணை.

 படி  3 : ்ைடாடுகைப்்பட் ைடடுப்்படாடுைளு்ன வதவையடாை அைவை ்்பருமமடாை அல்ைது 
சிறுமமடாகை வைணடும்.

 படி  4 : ைைககில் ்ைடாடுகைப்்பட் ைடடுப்்படாடுைளுககு ஏற்றைடாறு மடாறியின ஏற்ைததகை 
இவ்்ைளிைவை ைடாைவைணடும்.

 படி  5 : அறுதி மதிப்புைவை ைடாணும் முவறயிவை ்ைடாணடு (மீப்்்பரு அல்ைது மீச்சிறு 
அறுதிைள், முதல் ைவைக்ைழு வ�டாதவை அல்ைது இரண்டாம் ைவைக்ைழு வ�டாதவை) 
்்பருமம் அல்ைது சிறுமம் ைடாைவைணடும்.

எடுத்துககாட்டு 7.62

 நம்மி்ம் 12 அைகு ்பகை அைவுவ்ய ்மல்லிய �துர தைடு உள்ைது மற்றும் ்ைளிப்புறததின 
மூவைைளிலிரு்நது சிறிய �துரங்ைவை ்ைடடி ்பகைங்ைவை மடிப்்பதன மூைம் திற்நத ்்படடிவய 
உருைடாகை விரும்புகிவறடாம். வைள்வி எனை்ைனறடால், எ்நத ்ைடடு அதிை்பட� ைை அைவை 
உருைடாககும்?
தீர்வு

   x  =  ்ைடடி எடுகைப்்படும் ஒவ்ைடாரு சிறிய �துரங்ைளின நீைம் எனை.
  V  =  மடிப்்பதன மூைம் ்்பறப்்படும் ்்படடியின ைை அைவு எனை.
 நீைததின இரு மூவைைளிலும் x  நீைமுள்ை �துரதவத ்ைடடிய பின நீைம்  12 2− x .  மடிதத 
பினபு ்்படடியின ஆழம் x .  எைவை, ைை அைவு V x x� � �( )12 2 2  ஆகும். x = 0  அல்ைது 6 -ல் ைை 
அைவு பூச்சியமடாைவதக ைைனிகை. எைவை,  x = 0  அல்ைது 6  எனில் ்்படடி கிவ்கைடாது. எைவை,  

V x x x� � � �( ) , ( , )12 2 0 62 -ஐ ்்பருமப்்படுதத வைணடும்.

இப்்்படாழுது, dV
dx

 =  ( ) ( )12 2 4 12 22− − −x x x

   =  ( )( )12 2 12 6− −x x .
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 dV
dx

= 0  ⇒  x = 2 6, .  6 0 6∉ ( , )  என்பதடால் 

x � �2 0 6( , )  என்பது மடடுவம வதகைநிவை எண. வமலும் 

dV
dx

-ன குறி x = 2 -ஐ ை்ககும்வ்படாது மிவையிலிரு்நது 

குவறககு மடாறுகிறது. எைவை x = 2 -ல்  V  ஆைது 
இ்ஞ�டார்நத ்்பரும மதிப்பிவை அவ்யும். இ்நத 

இ்ஞ�டார்நத ்்பரும ைை அைவு  V =128  அைகுைள். 
எைவை ்்பரும ைை அைவிற்கு  2 அைகுைள் ்ைட் 

வைணடும்.

எடுத்துககாட்டு 7.63

 ( , )1 1  எனற புள்ளியில் இரு்நது, ஓரைகு ைட்ம் x y2 2 1� � -ன மீதுள்ை எப்புள்ளி மிை 

அருைடாவமயிலும், எப்புள்ளி மிை அதிைத ்தடாவைவிலும் இருககும்?
தீர்வு

    ( , )1 1  எனற புள்ளியில் இரு்நது எ்நத ஒரு புள்ளி  ( , )x y -ககு உள்ை தூரம்  d x y� � � �( ) ( )1 12 2 . 

d -ல் ைைககிடுைதற்குப் ்பதில், நம் ை�திகைடாை D d x y= = − + −2 2 21 1( ) ( ) -ல் ைைககிடுவைடாம். 

இங்கு ைடடுப்்படா்டாைடாது  x y2 2 1+ =  ஆகும். இப்்்படாழுது, 
dD
dx

x y dy
dx

= − + − ×2 1 2 1( ) ( )  , இங்கு   

dy
dx

 -யிவை  x y2 2 1+ = -ஐ ைவையிடடு ைைககி்ைடாம். எைவை,  2 2 0x y dy
dx

+ =  ⇒   dy
dx

x
y

=− .

 இதவைப் பிரதியி், நடாம் ் ்பறுைது 
dD
dx

x y x
y

= − + − −







2 1 2 1( ) ( )  

   =  
2[ ]xy y xy x

y
� � �

  எைவை,  
dD
dx  =  2 0

x y
y
��

�
�

�

�
� �

   ⇒  x y=

 ( , )x y  ஆைது x y2 2 1+ =   எனற ைட்ததின மீது அவமைதடால் 

2 12x =  ⇒  x=± 1

2
. ஆைவை அறுதி தூரங்ைள் 

1

2

1

2

1

2

1

2
, , ,









 − −








  எனற புள்ளிைளில் 

கிவ்ககும்.

  இப்்்படாழுது,   
d D
dx

2

2  =  2
2 2

3

y x
y
+

.

 வமலும் 
d D
dx

d D
dx

2

2
1

2

1

2

2

2
1

2

1

2

0 0






>






<






− −





, ,

; .

படம்		7.26

12

12

12 – 2x

x
x x

x

x
xx

x

படம்		7.27

(0,1)

(0,-1)

(-1,0) (1,0)
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y
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48XII - கணிதவியல்

 இரண்டாம் ைவைக்ைழு வ�டாதவையின்படி மிை அருைடாவமயில் மற்றும் மிை ்தடாவைவில் உள்ை 

புள்ளிைள் முவறவய 
1

2

1

2
,

�
�
�

�
�
�  மற்றும் � ��

�
�

�
�
�

1

2

1

2
,  ஆகும்.

 எைவை, மிைககுவற்நத மற்றும் மிை அதிை தூரங்ைள் முவறவய 2 1-  மற்றும் 2 1+  ஆகும்.

எடுத்துககாட்டு 7.64

 ஒரு எஃகு ஆவை ஒரு நடாவைககு குவற்நத தர எஃகு  'x' ்னனும் மற்றும் உயரதர எஃகு  y ்னனும் 

உற்்பததி ்�ய்யும் திறன ்ைடாண்து.  இங்கு  y x
x

=
−
−

40 5

10
.  குவற்நத தர எஃகின �்நவத விவை உயரதர 

எஃகின �்நவத விவையில் ்படாதி எனறடால், அதிை ்பை ைரவைப் ்்பறுைதற்கு குவற்நத தர எஃகு மற்றும் 
உயரதர எஃகு ஆகியைற்றின உை்நத உற்்பததிைள் எனைைடாை இருகை வைணடும்?
தீர்வு

 ஒரு ்ன குவற்நத தர எஃகின விவை ` p எனை. எைவை ஒரு ்ன உயர்நத தர எஃகின விவை `2p 
ஆகும்.

 நடாள் ஒனறிற்கு ்பை ைரவை R px py px p x
x

= + = +
−
−







2 2

40 5

10
.  ஆைவை நடாம் R -ஐ ் ்பருமமடாகை 

வைணடும். R -ஐ  x -ஐப் ்்படாருதது ைவையி்,

   R  =  p
x
x

80

10

2−
−











  dR
dx

 =  p
x x

x

2

2

20 80

10

− +
−









( )

  d R
dx

2

2  =  -
-

40

10 3

p
x( )

  இப்்்படாழுது,  dR
dx

 =  0 20 80 02⇒ − + =x x

                          வமலும் இதிலிரு்நது  x =  10 2 5±  எைப் ்்பறைடாம்.

 x= −10 2 5 -ல் 
d R
dx

2

2
0<  வமலும் இதிலிரு்நது R  ் ்பரும மதிப்வ்ப   x = 10 2 5-  -ல் அவ்யும். 

x = 10 2 5-  எனில் y = 5 5− ஆகும். எைவை, தரம் குவற்நத மற்றும் தரம் உயர்நத எஃகுைவை நடாள் 

ஒனறிற்கு முவறவய  10 2 5-  மற்றும் 5 5−  ்னைள் உற்்பததி ்�ய்ய வைணடும்.

எடுத்துககாட்டு 7.65
 ்ைடாடுகைப்்பட் ்பரப்புவ்ய ்�வைைங்ைளுள் �துரம் மடடுவம குவற்நத சுற்றைவைக ்ைடாணடு 
இருககும் எை நிறுவுை.

தீர்வு

 ்�வைைைததின ்பகை நீைங்ைள்  x y,  எனை. எைவை, ்�வைைததின ்பரப்பு xy k=  

(்ைடாடுகைப்்பட்து). ் �வைததின சுற்றைவு 2( )x y+ .  நடாம் 2( )x y+ -ஐ  xy k= எனற ைடடுப்்படாடவ்க 

்ைடாணடு சிறுமப்்படுதத வைணடும்.
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49 வகை நுணைணிதத்தின் பயன்பபாடுைள்

 P x x k
x

( ) = +





2  எனை.

  �� �P x  = 2 1
2

−








k
x

  �� �P x  = 0� � �x k

 x,y ஆகியவை ்�வைததின ்பகை நீைங்ைள் என்பதடால் x k=  என்பது ஒரு நிவை எண ஆகும்.

 இப்்்படாழுது,

 �� �P x k
x

( )
4

3
மற்றும்  ��� � �P k 0 .

 � �x k -வில் P x( )  சிறும மதிப்வ்ப அவ்யும்.

 x k=  எை xy k= -ல் பிரதியி் y k= எைப் ்்பறைடாம். எைவை, ்ைடாடுகைப்்பட் ்பரப்புவ்ய 
்�வைைங்ைளுள் �துரம் மடடுவம சிறும சுற்றைவிவைப் ்்பற்றிருககும்.

்பயிறசி 7.8

 1. இரணடு மிவை எணைளின கூடடுத ்தடாவை 12, வமலும் அதன ்்பருககுத ்தடாவை ்்பருமம் 
எனில் அ்நத எணைவைக ைடாணை.

 2. இரணடு மிவை எணைளின ்்பருககுத்தடாவை 20, வமலும் அதன கூடுதல் சிறுமம் எனில் அ்நத 
எணைவைக ைடாணை.

 3. x y2 2+ -ன குவற்நத மதிப்பிவை x y� �10  எைக ்ைடாணடு ைடாணை.

 4. ஒரு வதடாட்ம் ் �வைை ைடிவில் அவமகைப்்படடு ைம்பி வைலி மூைம் ்படாதுைடாகைப்்ப் வைணடும். 
40 மீட்ர வைலிக ைம்பி மூைம் ்படாதுைடாகைப்்படும் வதடாட்ததின ்்பரும ்பரப்பிவைக ைடாணை.

 5. ஒரு ்�வைை ைடிவிைடாை ்பகைததில் 24 2
brkP  அைவிற்கு அச்சி்ப்்படடுள்ைது. வமற்புற 

மற்றும் கீழப்புற ஓரங்ைள் 1.5 ்�.மீ அைவிலும் மற்ற ்பகைங்ைளின ஓரங்ைள் 1 ்�மீ அைவிலும் 
இவ்்ைளி வி்ப்்படடுள்ைது. ைடாகித ்பகைததின குவற்நத ்பரப்்பைவிற்கு அதன நீை, அைைங்ைள் 
எனைைடாை இருகை வைணடும்?

 6. ஒரு விை�டாயி ஒரு நதிவய ஒடடிய ்�வைை வமய்ச்�ல் நிைததிற்கு வைலி அவமகை 
திட்மிடடுள்ைடார. ம்நவதைளுககு வ்படாதுமடாை புல் ைழங்ை வமய்ச்�ல் நிைம் 1,80,000 �துர 
மீட்ர ்பரப்்பைவு இருகை வைணடும். ஆற்றின குறுகவை வைலி அவமகைத வதவையில்வை. 
வைலி அவமகை வதவையடாை குவற்நத்பட� வைலிக ைம்பியின நீைம் எனை?

 7. 10 ்�.மீ ஆரமுள்ை ைட்ததினுள் அவமகைப்்படும் ்�வைைங்ைளுள் மீப்்்பரு ்பரப்புவ்ய 
்�வைைததின ்பரிமடாைங்ைவைக ைடாணை..

 8. ்ைடாடுகைப்்பட் சுற்றைவுள்ை ்�வைைங்ைளுள், �துரம் மடடுவம ்்பரும ்பரப்வ்பக 
்ைடாணடிருககும் எை நிறுவுை.

 9. r  ்�.மீ ஆரமுள்ை அவற ைட்ததினுள் அவமகைப்்படும் ்�வைைங்ைளுள் மீப்்்பரு 
்�வைைததின ்பரிமடாைங்ைவைக ைடாணை?

 10. ஒரு உற்்பததியடாைர ஒரு �துர அடித தைதவதயும் 108 �துர ்�.மீ ்ைளிப்புறப் ்பரப்வ்பயும் 
்ைடாண் திற்நத ்்படடிவய ைடிைவமகை விரும்புகிறடார. அதிை்பட� ைைஅைவிற்ைடாை 
்்படடியின ்பரிமடாைங்ைவைக ைடாணை.

12th_Maths_Vol 2_TM_CH 7_App of Diff Calculus.indd   49 16-12-2021   14:20:16

www.tntextbooks.in



50XII - கணிதவியல்

 11. ஒரு உருவையின ைை அைவு V r h� � 2 . வமலும் r h� � 6  எனில் ைை அைவின மீப்்்பரு 
மற்றும் மீச்சிறு மதிப்புைவைக ைடாணை.

 12. ஆரம் a ்�.மீ மற்றும் உயரம் b ்�.மீ ்ைடாண் ஒரு ்ைற்றுக கூம்பு ஒரு வமவ�யின மீது 
வைகைப்்படுகிறது. இதன அடியில் மவறதது வைகைக கூடிய மிைப்்்பரிய உருவையின ைை 

அைவு கூம்பின ைை அைவைப் வ்படால் 
4

9
 ம்ங்கு என்பவதக ைடாடடுை.

7.9  சமச்சீர் தனகம மறறும் பதாகலத் பதாடு்காடுகள்

        (Symmetry and Asymptotes)
7.9.1 சமச்சீர் தனகம (Symmetry)
 கீழகைடாணும் ைவைைவரைள் ஒவ்ைடானறும் ஒரு சிறப்புப் ்பணவ்ப அதடாைது �மச்சீர ்பணவ்ப 
ஒரு புள்ளிவயப் ்்படாருதவதடா அல்ைது ஒரு வைடாடவ் ்்படாருதவதடா ்்பற்றிருப்்பவதக ைைனிகை.

      

 படம்		7.28 படம்		7.29 படம்		7.30
 நடாம் இப்்்படாழுது முவறயடாை �மச்சீர தனவமவய கீழகைடாணுமடாறு ைவரயறுப்வ்படாம்:
 ஒரு ்ப்ம் அல்ைது ஒரு ைவைைவர ஒரு வைடாடவ்ப் ் ்படாறுதது மற்்றடாரு ்ப்ததின பிரதி்பலிப்்படாை 
இரு்நதடால், அ்நதக வைடாடவ்ப் ் ்படாருதது ்ப்ம் அல்ைது ைவைைவர �மச்சீர தனவமவய ் ்பற்றுள்ைது 
எனகிவறடாம்.
 ஒரு ைவைைவர ஒரு புள்ளிவயப் ்்படாருதது θ  வைடாைச் சுழற்சியடால் ைவைைவர மடாறடாமல் 
இரு்நதடால் அ்நத ைவைைவர அப்புள்ளிவயப் ்்படாருதது θ  வைடாைச் �மச்சீர ்ைடாண்து எனகிவறடாம்.
 ஒரு ைவைைவர ்பை வைடாடுைவைப் ்்படாருதது �மச்சீர ்ைடாண்தடாை இருகைைடாம். குறிப்்படாை, 
நடாம் ஆய அச்சுைளு்ன �மச்சீர தனவம மற்றும் ஆதிவயப் ்்படாருதது �மச்சீர தனவம ஆகியைற்வற 
ைருதுவைடாம். ைணிதததின ைடாயிைடாை, ஒரு ைவைைவர f x y( , ) = 0  ஆைது
•  y-அச்ற்சப் பபொருதது ்ச்மச்சீர்: f x y f x y( , ) ( , )� �  ∀x y,  எனில் ைவைைவர  y-அச்வ�ப் 

்்படாருதது �மச்சீர ஆகும் அல்ைது ( , )x y  ஆைது ைவைைவரயின மீதுள்ை புள்ளி எனில்  
( , )−x y -யும் ைவைைவர மீது இரு்நதடால் ைவைைவர  y-அச்வ�ப் ்்படாருதது �மச்சீர ஆகும். நடாம் 
y-அச்சில் ஒரு ைணைடாடிவய வைததடால், ைணைடாடியின ஒரு ்பகைததில் உள்ை ைவைைவரயின 
்பகுதியும் ைணைடாடியின மறு்பகைததில் உள்ை ைவைைவரயின ்பகுதியும் ஒனவறப் வ்படாைவை 
இருககும்.

•  x-அச்ற்சப் பபொருதது ்ச்மச்சீர்: f x y f x y x y( , ) ( , ) ,� � �  எனில் ைவைைவர  x -அச்வ�ப் 

்்படாருதது �மச்சீர ஆகும் அல்ைது ( , )x y  ஆைது ைவைைவரயின மீதுள்ை புள்ளி எனில் ( , )x y− -யும்  
ைவைைவர மீது இரு்நதடால் ைவைைவர x -அச்வ�ப் ்்படாருதது �மச்சீர ஆகும்.  நடாம் x -அச்சில் 
ஒரு ைணைடாடிவய வைததடால், ைணைடாடியின ஒரு ்பகைததில் உள்ை ைவைைவரயின ்பகுதியும் 
ைணைடாடியின மறு்பகைததில் உள்ை ைவைைவரயின ்பகுதியும் ஒனவறப் வ்படாைவை இருககும்.

•  ஆதிறயப் பபொருதது ்ச்மச்சீர்: f x y f x y x y( , ) ( , ) ,� � � �  எனில் ைவைைவர ஆதிவயப் 
்்படாருதது �மச்சீர ஆகும் அல்ைது ( , )x y  ஆைது ைவைைவரயின மீதுள்ை புள்ளி எனில்  
( , )− −x y -யும் ைவைைவர மீது இரு்நதடால் ைவைைவர ஆதிவயப் ்்படாருதது �மச்சீர ஆகும். 
அதடாைது ஆதிவயப் ்்படாருதது 180° சுழற்றும்வ்படாது ைவைைவர மடாறடாது.

-1 0. -0 5.

-0 5.

-1 0.

0.5 1.0

0.5

1.0

y
x=

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

1.2

1.4

-1 0. -0 5. 0.5 1.0

y
x

=
2

-2

-1

-2

2

2 4

1

y

x
y=

2

0

12th_Maths_Vol 2_TM_CH 7_App of Diff Calculus.indd   50 16-12-2021   14:20:22

www.tntextbooks.in



51 வகை நுணைணிதத்தின் பயன்பபாடுைள்

 உதடாரைமடாை, வமற்ைண் ைவைைவரைள் x y y x= =2 2,  மற்றும் y x=  ஆகியவை முவறவய 
x-அச்சு, y-அச்சு, மற்றும் ஆதிவயப் ்்படாருதது �மச்சீர தனவம ்ைடாண்வை ஆகும்.

7.9.2  பதாகலத் பதாடு்காடுகள் (Asymptotes)

 y f x= ( )   எனற ைவைைவரவய ¥-யில் ்தடாடும் ்தடாடுவைடாடு, ்தடாவைத ்தடாடுவைடாடு ஆகும். 
அதடாைது ைவைைவர மீதுள்ை புள்ளி ை்நதழிவய ்நருங்கும்வ்படாது  ைவைைவரககும் வைடாடடிற்கும் 
இவ்ப்்பட் தூரம் பூச்சியதவத ்நருங்கும் ைவையில் உள்ை வைடாடு ்தடாவைத ்தடாடுவைடாடு ஆகும். 
்தடாவைத ்தடாடுவைடாடுைள் மூனறு ைவைப்்படும். அவையடாைை 

 1. கிறட்மடடத ப்தொற்லத ப்தொடு்கொடு, என்பது x -அச்சிற்கு இவையடாைதடாகும். y f x= ( ) . 

எனற ைவைைவரககு lim ( )
x

f x L
���

�  அல்ைது lim ( )
x

f x L
���

�  எனில் y L=   எனற வைடாடு 

கிவ்மட்த ்தடாவைத ்தடாடுவைடாடு ஆகும்.

 2. நிற்லக்குதது ப்தொற்லத ப்தொடு்கொடு, என்பது y -அச்சிற்கு இவையடாைதடாகும். y f x= ( )  

எனற ைவைைவரககு lim ( )
x a

f x
� �

� ��  அல்ைது lim ( )
x a

f x
→ +

= ±∞  எனில் x a=  எனற வைடாடு 

நிவைககுதது ்தடாவைத ்தடாடுவைடாடு ஆகும். 

 3. ்சொய்ந்த ப்தொற்லத ப்தொடு்கொடு,  ஒரு �டாய்்நத ்தடாவைத ்தடாடுவைடாடு ்தடாகுதியில் உள்ை 
்பைலுறுப்புக வைடாவையின ைரிவ�ப் ்பகுதியில் உள்ை ்பல்லுறுப்புக வைடாவையின ைரிவ�வய வி் 
அதிைமடாை இரு்நதடால் ைரும்.

  �டாய்்நத ்தடாவைத ்தடாடுவைடாடடிவைப் ்்பற நடாம் ்தடாகுதிவய ்பகுதியடால் ைகுததுப் ்்பறைடாம்.

எடுத்துககாட்டு 7.66

 f x
x

( ) =
1

 எனற �டாரபின ்தடாவைத 

்தடாடுவைடாடுைவைக ைடாணை.

தீர்வு

 lim
x x� �

� ��
0

1  மற்றும் lim
x x� �

� �
0

1 . எைவை, 

வதவையடாை நிவைககுதது ்தடாவைத ்தடாடுவைடாடு 
x = 0  அல்ைது y -அச்சு ஆகும்.

 இவைவைைவரயடாைது இரு ஆய அச்சுைவைப் 
்்படாருததும் �மச்சீர தனவம ைடாய்்நதது என்பதடால், 
y = 0  அல்ைது x -அச்சும் ஒரு ்தடாவைத ்தடாடுவைடாடு ஆகும். ஆைவை இவைவைைவரககு (்�வைை 

அதி்பரைவையம்) கிவ்மட் மற்றும் நிவைககுதது ்தடாவைத ்தடாடுவைடாடுைள் உணடு.

எடுத்துககாட்டு 7.67

 f x x x
x

( ) �
� �
�

2 6 7

5
 எனற �டாரபிற்கு �டாய்்நத ்தடாவைத ்தடாடுவைடாடடிவைக ைடாணை.

தீர்வு

 ்தடாகுதியில் உள்ை ்பல்லுறுப்புக வைடாவையின ைரிவ�யடாைது (ைரிவ� 2) ்பகுதியில் உள்ை 
்பல்லுறுப்புக வைடாவையின ைரிவ�வயவி்  (ைரிவ� 1) அதிைம் என்பதடால் இதற்கு �டாய்்நத ்தடாவைத 
்தடாடுவைடாடு உணடு. இதவைக ைடாை ்தடாகுதிவய ்பகுதிவயக ்ைடாணடு ைகுகை வைணடும்.

படம்		7.31
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52XII - கணிதவியல்

)x x x
x x

x
x

x
� � �

�
� �
� �

�
5 6 7

5

11 7

11 55

62

11
2

2

 நடாம் இங்கு மீதிவயப் ்பற்றி ைைவைப்்ப் 

வைணடியதில்வை. நமககு வநரகவைடாடடிவை 

உருைடாககும் உருப்புைள் மடடுவம அைசியம். எைவை, 

�டாய்்நத ்தடாவைத ்தடாடுவைடாடு y x� �11  ஆகும்.

 இ்நத ைவைைவரயின ்ப்ததிலிரு்நது, ைவைைவரயும் �டாய்்நத ்தடாவைத ்தடாடுவைடாடு 
y x� �11-ம் ஒனவற ஒனறு ்நருங்குகிறது. ஆைடால் ்ைடடுைதில்வை என்பவத ைைனிகை.

எடுத்துககாட்டு 7.68

 f x x
x

( ) = −
−

2 8

16

2

2
 எனற ைவைைவரயின ்தடாவைத ்தடாடுவைடாடுைவைக ைடாணை.

தீர்வு

 lim
x

x
x→− +

−
−

= −∞
4

2

2

2 8

16
 மற்றும் lim

x

x
x→ +

−
−

= ∞
4

2

2

2 8

16
. 

 எைவை, x=−4 மற்றும் x = 4
 ஆகியவை ்�ங்குததுத ்தடாவைத ்தடாடுவைடாடுைள் ஆகும்.

  lim
x

x
x→∞

−
−

2 8

16

2

2
 =  lim

x

x

x
→∞

−

−

2
8

1
16

2

2

= 2

 மற்றும்  lim
x

x
x→−∞

−
−

2 8

16

2

2
 =  lim

x

x

x
→−∞

−

−

2
8

1
16

2

2

= 2

 என்பதில் இரு்நது y = 2 என்பது ஒரு கிவ்மட்த ்தடாவைத ்தடாடுவைடாடு ஆகும். நடாம் இதவை 
்தடாகுதிவய ்பகுதிவய ்ைடாணடு ைகுததும் ்்பறைடாம்.

7.10 வகைவகர வகரதல் (Sketching of Curves)
 ஒரு �டாரபின ைவைைவரவய வையின துவையு்வைடா அல்ைது ைவைைவரவய ைவரயும் 
்மன்்படாருள் துவையு்வைடா ைவரயும்வ்படாது நடாம் ைவைைவர முழுவமவயயும் ைடாட் முடியடாது. 
ைவைைவரயின ஒரு ்பகுதிவய மடடுவம ைவரய முடியும். எ்நதப் ்பகுதிவய ைவரய வைணடும் மற்றும் 
அப்்பகுதிவய எவைடாறு முடிவு ்�ய்ைது என்பது முககியமடாை வைள்வியடாகும். நடாம் ைவைைவரயிவை 
சிற்நத முவறயில் ைடாைத வதவைப்்படும் ்�வைைதவத முடிவு ்�ய்ய சிை ைழிைடாடடுதல்ைவை கீவழ 
எணணி்ப்்படடுள்ைை. அவையடாைை : 
 (i) �டாரபின �டார்பைம் மற்றும் வீச்�ைம் (ii) ைவைைவரயின ் ைடடுததுணடுைள் (இரு்நதடால்).
 (iii) �டாரபின நிவைப்புள்ளிைள். (iv) இ்ஞ�டார்நத அறுதி மதிப்புைள்.
 (v) குழிவு இவ்்ைளிைள். (vi) ைவைவு மடாற்றப் புள்ளிைள் (இரு்நதடால்).
 (vii) ைவைைவரயின ்தடாவைத ்தடாடுவைடாடுைள் (இரு்நதடால்)

படம்		7.32
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53 வகை நுணைணிதத்தின் பயன்பபாடுைள்

எடுத்துககாட்டு 7.69
 y f x x x� � � �( ) 2 6  எனற ைவைைவரவய ைவரை.

தீர்வு

 ்ைடாடுகைப்்பட் �டாரவ்ப ைடாரணிப்்படுதத நமககுக 
கிவ்ப்்பது  y f x x x� � � �( ) ( )( )3 2 .

 (1) �டாரபு f x( ) -ன �டார்பைம் முழு ்மய் எண வைடா்டாகும்.

 (2) y = 0  எைப் பிரதியி், x � �2 3,  எைப் ்்பறைடாம். 

எைவை,  x -்ைடடுததுணடுைள் ( , )−2 0  மற்றும் 
( , )3 0 . x = 0  எைப் பிரதியி் y � �6  எைப் ்்பறைடாம். 
எைவை, y -்ைடடுததுணடு ( , )0 6− .

 (3) � � �f x x( ) 2 1  வமலும் இதிலிரு்நது x = 1

2
-ல் 

ைவைைவரயின நிவைப்புள்ளி அவமயும்.

 (4) �� � � �f x x( ) ,2 0 . எைவை, x = 1

2
-ல் ைவைைவர 

இ்ஞ�டார்நத சிறும மதிப்வ்ப அவ்யும். இதன மதிப்பு  f 1

2

25

4

�
�
�

�
�
� � � .

 (5) �டாரபின வீச்�ைம் y≥− 25

4

 (6) �� � � �f x x( ) ,2 0  என்பதடால் இ்நத �டாரபு ் மய் எண வநரகவைடாடு முழுவமயிலும் வமல்வநடாககி 

குழிவு ஆகும்.

 (7) f x x( ) ,� � �2 0  எைவை ைவைைவரககு ைவைவு மடாற்றப் புள்ளிைள் இல்வை.

 (8) ைவைைவரககு ்தடாவைத ்தடாடுவைடாடுைள் இல்வை.

 இவைவைைவரயின வதடாரடாய ைவர்ப்ம் ைைது ்பகைம் ைடாட்ப்்படடுள்ைது.

எடுத்துககாட்டு 7.70

 y f x x x� � � �( ) 3 6 9  எனற ைவைைவரவய ைவரை.

தீர்வு

 ்ைடாடுகைப்்பட் �டாரவ்ப ைடாரணிப்்படுதத, 

y f x x x x� � � � �( ) ( )( )3 3 32  ஆகும்.

 (1) �டாரபு f x( ) -ன �டார்பைம் மற்றும் வீச்�ைங்ைள் முழு ்மய் எண வநரகவைடா்டாகும்.

 (2) y = 0  எைப் பிரதியி்  x = 3 . மற்ற இரணடு மூைங்ைளும் ைற்்பவை. எைவை, x -்ைடடுததுணடு 

( , )3 0  ஆகும். x = 0 எைப்பிரதியி்  y � �9 ஆகும். எைவை y-ன ்ைடடுததுணடு ( , )0 9−  

ஆகும்.

 (3) � � �f x x( ) ( )3 22  வமலும் இதிலிரு்நது நிவை எணைள்  x � � 2  ஆகும்.

படம்		7.34

1

2

3

y

−1

0 1 2 3

−2

−3

−4

−5

−6

−1−2−3−4

y
x

x
=

−
−

2

6

x

25

4

_

12th_Maths_Vol 2_TM_CH 7_App of Diff Calculus.indd   53 16-12-2021   14:20:35

www.tntextbooks.in



54XII - கணிதவியல்

  (4) �� �f x x( ) 6 .  வமலும் x = 2 -ல்  ��� � � �f 2 6 2 0 . 

எைவை  x � � 2 -ல்  ைவைைவர இ்ஞ�டார்நத சிறும மதிப்பு 

f 2 4 2 9� � � � �  அவ்யும். இதுவ்படாைவை  x � � 2 -ல் 

�� �� � � � �f 2 6 2 0 . எைவை x � � 2 -ல்  ைவைைவர 

இ்ஞ�டார்நத ்்பரும மதிப்பு f �� � � �2 4 2 9 -ஐ 

அவ்யும்.
 (5) ��� � � � � �f x x x6 0 0,  என்பதடால் ைவைைவரயடாைது 

மிவை ்மய் எண வநரகவைடாடடில் வமல்வநடாககி குழிைடாைது 
��� � � � � �f x x x6 0 0,  என்பதடால் ைவைைவரயடாைது 

கீழவநடாககி குழிைடாைது.
  (6) x = 0 -வில் ��� � �f x 0  மற்றும் ′′f x( ) -ன குறி  x = 0 -ஐ 

ை்ககும்வ்படாது மடாறுகிறது. எைவை ைவைவு மடாற்றப் புள்ளி 

0 0 0 9, ,f ( )( ) = −( ) .

 (7) இவைவைைவரககு ்தடாவைத ்தடாடுவைடாடுைள் இல்வை,

 இவைவைைவரயின வதடாரடாய ைவர்ப்ம் ைைது ்பகைம் 
ைடாட்ப்்படடுள்ைது..

எடுத்துககாட்டு 7.71

 y x x
x

�
�
�

2 3

1( )
  எனற ைவைைவரவய ைவரை.

தீர்வு

 ்ைடாடுகைப்்பட் �டாரவ்ப ைடாரணிப்்படுதத, 

y f x x x
x

� �
�
�

( )
( )

( )

3

1
  ஆகும்.

 (1) f x( )   எனற �டாரபின �டார்பைம்  R \{ }1   மற்றும் 

வீச்�ைம் முழு ்மய் எண வநரகவைடாடு ஆகும்.

 (2) y = 0  எைப் பிரதியி்  x = 0 3, . எைவை  

x -்ைடடுததுணடு ( , )3 0 . x = 0  எைப் பிரதியி், 

y = 0 . எைவை ைவைைவர ஆதி ைழியடாைச் 

்�ல்லும்.

 (3) � �
� �
�

f x x x
x

( )
( )

2

2

2 3

1
 வமலும் இதிலிரு்நது ′f ( )1  

ைடாைததகைதல்ை என்பதடால் x =1-ல் நிவைப்புள்ளி உள்ைது.  x x2 2 3 0� � � -விற்கு ்மய் 

தீரவுைள் இல்வை. ஆைவை,  x =1  மடடுவம நிவை எண ஆகும்.

 (4) x =1  என்பது f x( ) -ன �டார்பைததில் இல்வை. வமலும் ′f x( )  ≠ 0 �� � �
�

� �f x
x

x( )
( )

\{ }
4

1
1

3


  எைவை இதற்கு 

இ்ஞ�டார்நத ்்பருமவமடா அல்ைது இ்ஞ�டார்நத சிறுமவமடா இல்வை. 

படம்		7.35

0

−2

−4

−6

−8

−10

−12

−14

−16

−2−4−6 2 x

2

x
x

3
6

9
−

−
y 

= 

y

படம்		7.36

-4

-2

-2 0 2 4

2

x == 1

x

y
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55 வகை நுணைணிதத்தின் பயன்பபாடுைள்

 (5) �� � �
�

� �f x
x

x( )
( )

\{ }
4

1
1

3
 . எைவை x <1 எனில் �� �f x( ) 0  ஆைவை ( , )�� 1 -ல் ைவைைவர 

வமல்வநடாககி குழிைடாைது. வமலும் x >1  எனில் �� �f x( ) 0 . ஆைவை ( , )1 ¥ -ல் ைவைைவர 

கீழவநடாககி குழிைடாைது. x =1  �டார்பைததில் இல்வை மற்றும் ′f x( )  ≠ 0 �� � �
�

� �f x
x

x( )
( )

\{ }
4

1
1

3


 என்பதடால் 

′f x( ) -ககு ைவைவு மடாற்றப் புள்ளிைள் இல்வை. 

 (6) lim
( )x

x x
x� �

�
�

� ��
1

2 3

1
 மற்றும் lim

( )x

x x
x� �

�
�

� ��
1

2 3

1
 என்பதடால், x =1  என்பது நிவைககுதது ் தடாவைத 

்தடாடுவைடாடு ஆகும்.
  ைவைைவரயின வதடாரடாய ைவர்ப்ம் ைைப்்பகைம் ைடாட்ப்்படடுள்ைது.

எடுத்துககாட்டு 7.72

 y x
x

�
�

3

12
 எனற ைவைைவரவய எழுதுை.

தீர்வு

 (1) f x( ) -ன �டார்பைம்  \ ,�� �1 1 .

 (2) f x y f x y� �� � � � �, ,  என்பதடால் ைவைைவர ஆதிவய ்்படாருதது �மச்சீரடாைது.

 (3) y = 0  எைப் பிரதியி் x = 0 ஆகும். எைவை x -்ைடடுததுணடு 0 0,� �  ஆகும்.

 (4) x = 0  எைப் பிரதியி், y = 0  ஆகும். எைவை y -்ைடடுததுணடு 0 0,� �  ஆகும்.

 (5) ஓரியல்புத தனவமவய ஆரடாய, நடாம் முதைடாம் ைவைக்ைழுவை ைடாணவ்படாம். 

  �� � � � �� �

�� �
f x x

x

3 1

1

2

2
2

.

  ஆைவை,  x � �1 1, -ல் �� �f x  ைடாைததகைது அல்ை. எைவை, x � �1 1,  ஆகியவை நிவை 
எணைைடாகும்.  ஓரியல்பு இவ்்ைளிைவை அட்ைவை 7.9-ல் அட்ைவைப்்படுததப்்படடு 
உள்ைது.

இவ்்ைளி (-∞, -1) (-1, 1) (1, ∞)

′ ( )f x -ன குறி _ _ _

ஓரியல்புத தனவம திட்மடாை இறங்கும் திட்மடாை இறங்கும் திட்மடாை இறங்கும்

அடடவகண	7.9

 (6) நிவை எணைளின ைழிவய ்�ல்லும்வ்படாது �� �f x -ன  குறியில் மடாற்றம் இல்வை. எைவை, 

இ்ஞ�டார்நத அறுதிைள் இல்வை.

 (7) குழிவுத தனவமவய ஆரடாய நடாம் இரண்டாம் ைவைக்ைழுவிவை ைடாை வைணடும்.

��� � � �� �

�� �
f x x x

x

6 3

1

2

2
3

 . ��� � � � �f x x0 0  மற்றும் ��� �f x ஆைது x � �1 1, -ல் ைடாைததகைது 

அல்ை.
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56XII - கணிதவியல்

  குழிவு இவ்்ைளிைள் அட்ைவை 7.10-ல் அட்ைவைப்்படுததப்்படடுள்ைது.

இவ்்ைளி ( , )�� �1 ( , )−1 0 ( , )0 1 ( , )1 ¥

′′ ( )f x -ன குறி 
_ + _ +

குழிவுத தனவம கீழவநடாககி 
குழிவு

வமல்வநடாககி 
குழிவு

கீழவநடாககி 
குழிவு

வமல்வநடாககி 
குழிவு

அடடவகண	7.10

 (8) x � �1  மற்றும் 1 ஆகியவை f x� � -ன �டார்பைததில் இல்வை மற்றும் x = 0 -வில் இரண்டாம் 

ைவைக்ைழு பூச்சியம் மற்றும் ��� �f x -ன குறி பூச்சியததின ைழிவய ்�ல்லும்வ்படாது 

மடாறுகிறது. எைவை, ைவைவு மடாற்றப்புள்ளி 0 0 0 0, ,f � �� � � � �  ஆகும்.

 (9) lim lim lim
x x x

f x x
x x

x
��� ��� ���

� � �
�

�
�

�
3

1

3

1
0

2
. 

எைவை y = 0  என்பது கிவ்மட்த 

்தடாவைத ்தடாடுவைடாடு. ்பகுதி x � �1  

எனும்வ்படாது பூச்சியம் என்பதடால்,

 lim
x

x
x�� � �

� ��
1

2

3

1
, lim

x

x
x�� � �

� ��
1

2

3

1
,

 lim
x

x
x� � �

� ��
1

2

3

1
, lim

x

x
x� � �

� �
1

2

3

1
.

 எைவை x � �1  மற்றும் x =1  ஆகியவை நிவைகுதது ்தடாவைத ்தடாடுவைடாடுைைடாகும் 
 ைவைைவரயின வதடாரடாய ்ப்ம் ைைப்்பகைம் ைடாட்ப்்படடுள்ைது.

்பயிறசி 7.9
 1. கீழகைடாணும் ைவைைவரைளுககு ்தடாவைத்தடாடுவைடாடுைவைக ைடாணை : 

 (i) f x x
x

( ) �
�

2

2 1
 (ii) f x

x
x

( ) �
�

2

1
 (iii) f x

x
x

( ) =
+

3

22

 (iv) f x x x
x

( ) �
� �
�

2 6 1

3
 (v) f x x x

x
( ) �

� �
�

2 6 4

3 6

 2. கீழகைடாணும் �டாரபுைவை ைவரை:

 (i) y x x� � � �
1

3
3 23( )  (ii) y x x� �4  (iii) y x

x
�

�
�

2

2

1

4

 (iv) y
e x�

� �

1
1

 

படம்		7.37

x = –1

x = 1

x

y

0
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்பயிறசி 7.10

பகொடுக்கப்படட நொன்கு ்மொறறு விறடகளிலிருநது ்சரியொன அல்லது 
மிகப்பபொருத்த்மொன விறடயிறன ்்தர்நப்தடுதது எழுதுக:
 1. ஒரு வைடாைததின ைை அைவு விைடாடிககு  3 3pbrkP  வீதததில் அதிைரிககிறது. 

ஆரம் 
1

2
 ்�.மீ ஆை இருககும்வ்படாது ஆரததின மடாறு்படாடடு வீதம்

  (1) 3 ்�.மீ/வி (2) 2 ்�.மீ/வி (3) 1 ்�.மீ/வி (4) 1
2

 ்�.மீ/வி

 2. ஒரு ்பலூைடாைது ் �ங்குததடாை வமல்வநடாககி 10 மீ/வி வீதததில் ் �ல்கிறது. ்பலூன ் �லுததப்்பட் 
இ்ததிலிரு்நது 40 மீ ்தடாவைவில் இ்ரு்நது ஒருைர இதவைப் ்படாரககிறடார. ்பலூனின ஏற்றக 
வைடாைததில் ஏற்்படும் மடாறு்படாடடு வீததவத ்பலூன தவரயிலிரு்நது  30 மீட்ர உயரததில் 
இருககும்வ்படாது ைடாணை.

  (1) 3

25
 வரடியனைள்/விைடாடி (2) 4

25
 வரடியனைள்/விைடாடி

  (3) 1

5
 வரடியனைள்/விைடாடி (4) 1

3
 வரடியனைள்/விைடாடி

 3. t  எனற ைடாைததில் கிவ்மட்மடாை நைரும் துைளின நிவை s t t t( ) � � �3 2 82  எைக 
்ைடாடுகைப்்படடுள்ைது. துைள் ஓய்வு நிவைககு ைரும் வநரம்

  (1) t = 0   (2) t = 1

3
  (3) t =1  (4) t = 3  

 4. ஒரு ைல்ைடாைது ்�ங்குததடாை வமல்வநடாககி எறியப்்படுகினறது. t வநரததில் அது அவ்்நத 
உயரம் x t t� �80 16 2 . ைல் அதிை்பட� உயரதவத t விைடாடி வநரததில் அவ்்நதடால் t ஆைது

  (1) 2  (2) 2.5 (3) 3 (4) 3.5

 5. 6 23y x� �  எனற ைவைைவரயின எப்புள்ளியில் y-ஆயத்தடாவைவின மடாறு்படாடடு வீதம் 
x-ஆயத்தடாவைவின மடாறு்படாடடு வீததவதப் வ்படால் 8 ம்ங்கு இருககும்.

  (1) ( , )4 11   (2) ( , )4 11−   (3) ( , )−4 11   (4) ( , )− −4 11  

 6. f x x( ) � �8 2   எனற ைவைைவரயின எ்நத x-ஆயத்தடாவைவில் ைவரயப்்பட் 

்தடாடுவைடாடடின �டாய்வு  −0 25.  இருககும்?
  (1) −8  (2) −4   (3) −2   (4) 0

 7. f x x( ) cos= 2 4  எனற ைவைைவரககு x � �
12

-ல் ்�ங்வைடாடடின �டாய்வு

  (1) −4 3   (2) −4   (3) 3

12
  (4) 4 3  

 8. y xy2 9 0� � �  எனற ைவைைவரயின ்தடாடுவைடாடு எப்வ்படாது நிவைகுததடாை இருககும்?

  (1)  y = 0  (2) y � � 3  (3) y = 1

2
 (4) y � �3

 9. ஆதியில் y x2 =  மற்றும் x y2 =  எனற ைவைைவரைளுககு இவ்ப்்பட் வைடாைம்

  (1) tan−1 3

4
  (2) tan� �

�
�

�
�
�

1 4

3
  (3) p

2
  (4) p

4
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58XII - கணிதவியல்

 10. lim cot
x

x
x�

��
�
�

�
�
�

0

1
-ன மதிப்பு

  (1) 0 (2) 1 (3) 2 (4) ¥
 11. sin cos4 4x x+  எனற �டாரபு இறங்கும் இவ்்ைளி

  (1) 5

8

3

4

� �
,

�
��

�
��

  (2) � �
2

5

8
,

�
��

�
��

  (3) � �
4 2

,
�
��

�
��

  (4) 0
4

,
��

��
�
��

 

 12. x x x3 23 0 3� �, [ , ]  எனற �டாரபிற்கு வரடாலின வதற்றதவத நிவறவு ்�ய்யும் எண

  (1) 1 (2) 2   (3) 3

2
  (4) 2

 13. 
1

1 9
x

x, [ , ]∈  எனற �டாரபிற்கு �ரடா�ரி மதிப்புத வதற்றதவத நிவறவு ்�ய்யும் எண

  (1) 2 (2) 2.5 (3) 3 (4) 3.5
 14. | |3 9� �x  எனற �டாரபின குவற்நத மதிப்பு

  (1) 0 (2) 3 (3) 6 (4) 9
 15. y e x xx� �sin , [ , ]0 2�   எனற ைவைைவரயின மீப்்்பரு �டாய்வு எங்கு அவமயும்?

  (1) x � �
4

  (2) x � �
2

  (3) x � �   (4) x � 3

2

�  

 16. x e xx2 2 0� �,  எனற �டாரபின ்்பரும மதிப்பு

  (1) 1
e

  (2) 1

2e
  (3) 1

2e
  (4) 4

4e
 

 17. ( , )6 0  எனற புள்ளிககும் x y2 2 4� �  எனற ைவைைவர மீதுள்ை புள்ளிககும் உள்ை ் தடாவைவு 
குவற்நத்பட�ம் எனில் அப்புள்ளி

  (1) ( , )2 0   (2) 5 1,� �   (3) 3 5,� �   (4) 13 3,�� �  

 18. இரணடு மிவை எணைளின கூடுதல் 200 வமலும் அைற்றின ்்பருகைல் ்பைனின ்்பரும மதிப்பு
  (1) 100   (2) 25 7   (3) 28   (4) 24 14  

 19. y ax bx� �4 2  , ab > 0  எனற ைவைைவர

  (1) கிவ்மட்த ்தடாடுவைடாடு ்்பறவில்வை (2) வமற்புறமடாை குழிவு
  (3) கீழபுறமடாை குழிவு (4) ைவைவு மடாற்றப் புள்ளிவய ்்பறவில்வை
 20. y x� �( )1 3  எனற ைவைைவரயின ைவைவு மடாற்றப் புள்ளி

  (1) ( , )0 0   (2) ( , )0 1   (3) ( , )1 0   (4) ( , )1 1  
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59 வகை நுணைணிதத்தின் பயன்பபாடுைள்

்பாடச்சுருககம்

 • y f x= ( )  எனும்வ்படாது dy
dx

 ஆைது y -ஐப் ்்படாறுதது x -ன ைைவநர மடாறு்படாடடு வீததவதக 

குறிககிறது. 

 • y f g t= ( )( )  எனும்வ்படாது dy
dt

f g t g t= ′ ( )( )⋅ ′ ( ) ஆகும். இதவை �ங்கிலி விதி எனகிவறடாம்.

 • y f x= ( ) 	என்றை	வகளவகரயின்	மீதுள்ள	( , )a b 	என்றை	புள்ளியில	் தோடுநைோடடின்	ைேன்போடு	

என்பது y b x a dy
dx a b

� � � ��
�
�

�
�
�( )

( , )

 அலலது y b f a x a� � � � �( ) ( ) 	ஆகும்.

 • நரோலின்	நதறறைம்
  f x( )  என்றை	ைோரபு	மூடிய	இகட்வளி	[ , ]a b -ல	்தோடரச்சியோனதோைவும்,	திறைநத	இகட்வளி 

( , )a b -ல	வகையிடத்தக்ைதோைவும்	இருக்கிறைது	நேலும்	 f a f b( ) ( )= 	 எனில,	குகறைநதபடைம்	
ஒரு	புள்ளி c a b∈ ( , )  ஆனது		 � �f c( ) 0 	என்றைவோறு	இருக்கும்.

 • ்லக்ரோஞ்சியின்	இடேதிபபுத்	நதறறைம்

  f x( )  ஆனது	 மூடிய	 இகட்வளி	 [ , ]a b -ல	 ்தோடரச்சியோனதோைவும்,	 திறைநத	 இகட்வளி	
( , )a b -ல	வகையிடத்தக்ைதோைவும்	  (f (a), f (b) ஆகியகவ	ைேேோை	இருக்ை	நவணடிய	அவசியம்	
இலகல). உள்ளது	என்ை.	அபநபோது	குகறைநதபடைம்	ஒரு	புள்ளி	 c a b∈ ( , ) -யிகன

  ′f c( )  =  f b f a
b a

( ) ( )−
−

   எனுேோறு	ைோணலோம்.

 • ்டய்லரின்	்தோடர
  f x( )  என்றை	ைோரபோனது	 x a= -ல	முடிவறறை	எணணிக்கையிலோன	முகறை	வகையிடத்தக்ைது	

என்ை.	  ( , )x a x a� � 	 எனும்	 இகட்வளியில	 f x( ) -ஐ	 கீழக்ைோணும்	 வடிவத்தில	 

விரிவோக்ைலோம் : 

  f x( )  =  f a
n

x a f a f a x a f a
n

x a
n

n

n
n

n
( ) ( )( )

!
( ) ( )

( )

!
( )

( )

!
( )

=

∞

∑ − = + ′ − + + − +
0 1

  .      

 • ்ேக்லோரனின்	்தோடர

  a = 0 	எனில,	நேறைணட	விரிவின்	வடிவம் 

  f x( )  =  f
n

x f f x f
n

x
n

n

n
n

n
( ) ( )( )

!
( )

( )

!

( )

!
.

0
0

0

1

0

0�

�

� � �
�

� � � 

 • நலோபிதோலின்	விதி

  f x( )  ேறறும்	 g x( )  ஆகியகவ	வகையிடத்தக்ை	ைோரபுைள்	ேறறும்	 � �g x( ) 0  நேலும்

  lim ( )
x a

f x
→

 =  0 �
�

lim ( )
x a
g x  எனில	 lim

( )

( )
lim

( )

( )x a x a

f x
g x

f x
g x� �

�
�
�

 	ஆகும்.

  lim ( )
x a

f x
→

 =  �� �
�

lim ( )
x a
g x  எனில	 lim

( )

( )
lim

( )

( )x a x a

f x
g x

f x
g x� �

�
�
�

 ஆகும்.

 • f x( )  என்றை	 ைோரபு	 	 a b,( ) 	 என்றை	 திறைநத	 இகட்வளியில	 வகையிடத்தக்ைது	 ேறறும்	

d
dx

f x( )( ) > 0 ∀ ∈( )x a b, 	எனில,	 f x( )  ஆனது	 a b,( ) 	என்றை	இகட்வளியில	திடடேோை	ஏறும்.
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60XII - கணிதவியல்

  d
dx

f x( )( ) < 0 , ∀ ∈( )x a b, எனில,	 f x( )  ஆனது	 a b,( ) 	 என்றை	 இகட்வளியில	 திடடேோை	

இறைங்கும்.
 • மூடிய இறடபவளி a b,� � -ல ப்தொடர்ச்சியொன, ்சொர்பு f x� � -க்கு மீப்பபரு ்மறறும் மீச்சிறு அறுதி 

்மதிப்புகறள கொணும் முறை

 படி 1 : f x� � -க்கு	 a b,� �-ல	நிகல	எணைகளக்	ைோணை.
 படி 2 : f x� � -ன்	 ேதிபபுைகள	அகனத்து	நிகல	எணைள்	ேறறும்	முகனபபுள்ளிைள்	 a

ேறறும்	b -ல	ைோணை.

 படி 3 : படி	 2-ல	 ைோணபபடட	 ேதிபபுைளில	மிைப்பரிய	 எண	 மீப்பரு	 ்பருேம்	 ேறறும்	
மிைச்சிறிய	எண	மீச்சிறு	சிறுேம்	ஆகும்.

 • முதலோம்	வகைக்்ைழுச்	நைோதகன

  f x( )  என்றை	 ்தோடரச்சியோன	 ைோரபிறகு	 c -ஐ	 உள்ளடக்கிய	 	 திறைநத	 இகட்வளி	 I -யில	
( , ( ))c f c  என்பது	 நிகலபபுள்ளி	 என்ை.	 f x( )  ஆனது	 c -ஐத்	 தவிரத்த	 இகட்வளியில	
வகையிடத்தக்ைது	 எனில	 f c( ) -ஐ	 கீழக்ைோணுேோறு	 வகைபபடுத்தலோம்: (x	 ஆனது	 I 	 என்றை	
இகட்வளியில	இடமிருநது	வலேோை	�ைரும்நபோது)

 (i) ′f x( )  ஆனது	 c -ல	குகறையிலிருநது	மிகைக்கு	ேோறினோல,	 f x( ) -க்கு	  f c( ) 	என்பது	இடம்	
ைோரநத	சிறுேம்	ஆகும்.

 (ii) ′f x( ) 	ஆனது	 c -ன்	மிகையிலிருநது	குகறைக்கு	ேோறினோல,	 f x( ) -க்கு	 f c( )  என்பது	இடம்	
ைோரநத	்பருேம்	ஆகும்.

 (iii) ′f x( )-ன்	 குறியோனது	  c -ன்	 இருபுறைமும்	 மிகையோைநவோ	 அலலது	 c -ன்	 இருபுறைமும்	

குகறையோைநவோ	இருநதோல,	 f c( )  என்பது	இடம்	ைோரநத	சிறுேமும்	இலகல	இடம்	ைோரநத	
்பருேமும்	இலகல	எனலோம்.

 • இரணடோம்	வகைக்்ைழுச்	நைோதகன
  c  எனும்	 நிகலபபுள்ளியில	 � �f c( ) 0 	 எனவும்,	 c -ன்	 அணகேயில	 ′f x( )  ைோணத்தக்ைது	

எனவும்,	 நேலும்	 ′′f c( ) 	 ைோணத்தக்ைது	 எனவும்	 ்ைோணடோல	 �� �f c( ) 0  எனில	 c -யில	  f  
ஆனது	இடஞ்ைோரநத	 ்பருேத்கத	அகடயும்,	 நேலும்	 �� �f c( ) 0 	 எனில	  c -யில	  f 	ஆனது	
இடஞ்ைோரநத	 சிறுேத்கத	 அகடயும்.	 	 ′′ =f c( ) 0 	 எனில,	 இநத	 நைோதகனயில	 இடஞ்ைோரநத	
அறுதி	ேதிபபுைகளப	பறறிய	தைவல	இலகல	என்கிநறைோம்.

இகணயச் பசயல்்பாடு (ICT CORNER)

https://ggbm.at/dy9kwgbt அல்லது  Scan the QR Code
 இகணய	உலோவிகய	திறைக்ைவும்,	்ைோடுக்ைபபடடுள்ள	உரலி/விகரவுக்	

குறியீடகட	தடடச்சு	்ைய்யவும்,	GeoGebra-வின்		“12th Standard Mathematics 

Vol-2” பக்ைம்	 நதோன்றும்.	 இபபணித்தோள்	 புத்தைத்தின்	 இடதுபக்ைம்	 உங்ைள்	
போடநூலுடன்	 ்தோடரபுகடய	 பல	 அத்தியோயங்ைள்	 ைோணபபடும்.	 அவறறில	

“Applications of Differential Calculus”	எனும்	அத்தியோயத்கதத்	நதரவு	்ைய்ை.	
	 இப்போழுது	 இபபோடம்	 ்தோடரபோன	 பல	 பணித்தோள்ைகள	 இபபக்ைத்தில	 ைோணபீரைள்.		
அகனத்துப	பணித்தோள்ைகளயும்	்ைய்து	போரக்ைவும்.

12th_Maths_Vol 2_TM_CH 7_App of Diff Calculus.indd   60 16-12-2021   14:21:11

www.tntextbooks.in



8

“கசப்பைச் சு்ைகககாதைரகள் இனிப்பைப பபைறுைதில்லை”
-  காட்ஃபிரைடு வில்ஹெம் லிபினிட்ஸ்

8.1 அறிமுகம்

ஊக்குவித்தல்
 அன்றாட வறாழ்வியலில் நறாம் பல வகையறான சறார்புைகைப் பற்றி ைறாண வவண்டியுளைது. பல 
வநரஙைளில் சறார்பற்் மறாறியின மறாறுதலுக்கு ஏற்ப சறார்பின மதிப்பில் ஏற்படும் மறாற்்ஙைகைக் ைறாண 
வவண்டியுளைது. அதுவபறான் சில சூழல்ைகைக் கீவழ ைறாண்வபறாம்.

 • ஒரு வடட வடிவ உவலறாைத் தைடு சீரறாை சூவடற்்ப்படுகின்து எனை. அதன ஆரம் 
அதிைரிக்கும்வபறாது பரப்பும் அதிைரிக்கின்து. ஆரத்தில் ஏற்படும் மறாற்்த்கத வதறாரறாயமறாை 
அைக்ை முடியும் எனில் அநதத் தைடடின பரப்பில் ஏற்படும் மறாற்்த்கத எவவறாறு 
ைணக்கிடுவது?

 • தகலகீழறாை கவக்ைப்படட ஒரு வநர்வடடக் கூம்பு வடிவத் ததறாடடியில் தண்ணீர் 
நிரப்பப்படுகின்து எனை. இநத நிைழ்வில் தண்ணீரின உயரம், நீர்பரப்பின ஆரம், நீரின ைன 
அைவு ஆகியகவ ைறாலத்கதப் தபறாருத்து மறாறுகின்து. ஒரு சிறிய ைறால இகடதவளியில் 
ஏற்படும் உயரத்தின மறாற்்ம், ஆரத்தின மறாற்்ம் இவற்க் அைவிட முடியும் எனில் அநத 
ைறால இகடதவளியில் ஏற்படும் ைன அைவின மறாற்்த்கத எவவறாறு ைணக்கிடுவது?

 • ஒரு தசயற்கைக்வைறாள ஏவுதைத்திலிருநது விண்தவளியில் ஏவப்படுகின்து. 
ஏவுதைத்திலிருநது பறாதுைறாப்பறான தூரத்தில் விண்ைலத்கதக் ைண்ைறாணிக்ை புகைப்படக் 
ைருவி தபறாருத்தப்படடுளைது. விண்ைலம் வமதலழும்வபறாது புகைப்படக் ைருவியின ஏற்்க் 
வைறாணம் மறாறுகின்து. ஒரு குறிப்பிடட ைறால இகடதவளியில், புகைப்படக் ைருவியின இரு 
ஏற்்க் வைறாணஙைள ததரியும் எனில் அநதக் ைறால இகடதவளியில் விண்ைலம் பயணித்த 
தூரத்கத எவவறாறு ைணக்கிடுவது?

 இதுவபறான் வைளவிைளுக்ைறான விகடைகை, அநதச் சறார்புைளின வகைக்தைழு மற்றும் பகுதி 
வகைக்தைழுகவப் பயனபடுத்தி வநரியல் வதறாரறாய மதிப்பு மற்றும் வகையீடு மூலம் ைறாணலறாம்.

 ஒரு மறாறியின தமயசறார்பினது வகைக்தைழுக்ைறான ைருத்துக்ைகை நறாம் 
முநகதய அத்தியறாயஙைளில் பயினறுளவைறாம். ஒரு சறார்பினது சறார்பைத்தில் 
அதன அறுதி (extremum) ைறாண்பது, மற்றும் சறார்பினது வகரபடம் வகரவது 
வபறான் வகைக்தைழுவின பயனபறாடுைகைப் பற்றியும் படித்துளவைறாம். இநத 
அத்தியறாயத்தில் ஒரு சறார்பின மதிப்கப ஒரு குறிப்பிடட புளளியில் மதிப்பிடுகின் 
மற்றுதமறாரு பயனபறாடடின விைக்ைஙைளினறால் ைறாண்வபறாம்.  
y mx b= +  வபறான் வநரியல் சறார்பின மதிப்பிகனக் ைறாண்பகத விட, வநரியல் 

அல்லறாத சறார்பின மதிப்கபக் ைணக்கிடுவது ைடினமறானது எனபகத நறாம் 
அறிவவறாம் . 

ககாட்ஃபி்ைடு
விலபஹெம் லிபினிட்ஸ்

(1646-1716)

61

வககயீடுகள் மற்றும் பகுதி வககக்்கழுக்கள்

12th_Maths_Vol 2_TM_CH 8_Differential and Derivatives.indd   61 16-12-2021   14:41:35

www.tntextbooks.in



62XII - கணிதவியல்

 உதறாரணமறாை,  f x x g x x( ) , ( )= + = −1 2 7  என் இரு சறார்புைகை எடுத்துக்தைறாண்டு.  
x = 3 25. இல் இவற்றின மதிப்புைகைக் ைணக்கிட வவண்டுமறானறால் எது நமக்கு எளிதறாை இருக்கும்? 
f ( . )3 25 -ன மதிப்கபக் ைணக்கிடுவகதவிட g( . )3 25 -ன மதிப்கபக் ைணக்கிடுவது எளிதறாை இருக்கும். 
f ( . )3 25 -ன மதிப்கப ைணக்கிடுவதில் சிறு பிகழகய நறாம் அனுமதிப்வபறாமறானறால், x = 3-க்கு அருகில் 
f -ன வதறாரறாய மதிப்புக் ைறாண்பதற்ைறான வநரியல் சறார்கப நறாம் ைறாண இயலும். வமலும் அநத வநரியல் 

சறார்பிகன f ( . )3 25 -ன வதறாரறாய மதிப்கப ைறாண பயனபடுத்தலறாம். ஒரு சறார்பின வகரபடம் 
தசஙகுத்தறாை இல்லறாமல் இருக்ை வவண்டுமறானறால் அது வநரியல் சறார்பறாை இருக்ை வவண்டும். வமலும் 
இதன மறுதகலயும் உண்கம எனபது நமக்குத் ததரியும். ஒரு சறார்பின வகரபடத்தில் தைறாடுக்ைப்படட 
ஒரு புளளி வழியறாை எண்ணிலடஙைறா வநர்வைறாடுைள இருப்பினும் அவற்றில் ததறாடுவைறாடு மடடுவம 
அநத சறார்பின சரியறான வதறாரறாய மதிப்கப அளிக்ை இயலும். ஏன எனில்  அப்புளளி ( , )3 2 -ன அருகில் 
f-ன வகரபடம் ஒரு வநர்வைறாடு வபறால் வதறாற்்மளிக்கும்.

 படம் 8.1 படம்  8.2  பதகாடுகககாடு
 வமற்ைண்ட படஙைளிலிருநது, அவற்றில் உளை வைறாடுைளில் x = 3  என் புளளியில் f x( ) -ன 
வகரபடத்துக்ைறான ததறாடுவைறாடு மடடுவம  x = 3-க்ைறான  f-ன வதறாரறாய மதிப்கபத் தர இயலும் எனபது 
ததளிவறாகின்து. அடிப்பகடயில் தைறாடுக்ைப்படட சறார்கப x = 3-ல் வநர்க்வைறாடடுச் சறார்பறாை 
மறாற்றுகினவ்றாம். இநதக் ைருத்து வதர்நததடுக்ைப்படட புளளியின அருகில், உளளீடடின மறாறுதலுக்கு 
ஏற்ப சறார்பின மதிப்பில் ஏற்படும் மறாறுதகலக் ைணக்கிட உதவுகின்து. வகைக்தைழுகவப் பயனபடுத்தி 
வகையீடுைளின ைருத்கத அறிமுைப்படுத்துவவறாம். இது வதர்நததடுக்ைப்படட புளளியின அருகில் 
வதறாரறாய மதிப்கபக் ைணக்ைகிடுவதில் பயனுளைதறாை இருக்கும். ை்ககபகழு, உடனடி மகாறு வீதத்த 
அளிககின்றது. ஆனகால ை்கயீடுகள் ஒரு சகாரபின மதிபபில ஏறபைடும் கதகாைகாய மகாற்றத்தக ககாண 
உதவுகின்றது. கமலும் பிைதியிடல மு்்றயில ை்ையறுதத பதகா்கயிடலின மதிபபு ககாணவும் மறறும் 
ை்ககபகழுச் சமனபைகாடுக்ைத தீரககவும் ை்கயீடுகள் பையனபைடுகின்றன.
 வகையீடுைகைக் ைற்் பினபு பல மறாறிைகைக் தைறாண்ட தமயச் சறார்புைளின மீது ைவனம் 
தசலுத்துவவறாம். பல மறாறிைகைக் தைறாண்ட சறார்புைளுக்கு, ஒரு மறாறியின மீதறான தமயச் சறார்பினது 
"ை்ககபகழுவின"  தபறாதுத்தனகமயறாை "பைகுதி ை்ககபகழு"கவ அறிமுைப்படுத்துவவறாம். 
நறாம் ஒனறுக்கு வமற்படட மறாறிைகையுகடய சறார்புைகை ஏன ைருத்தில் தைறாளை வவண்டும்? 
அநத வதகவக்ைறான எளிய சூழகலக் ைறாண்வபறாம். ஒரு நிறுவனம் வநறாடடுப் புத்தைஙைள மற்றும் 
வபனறாக்ைகையும் உற்பத்தி தசயகின்து. இநத நிறுவனத்தின இலறாபம் தபருமமறாை இருக்ைத் 
வதகவயறான உற்பத்தி அைகவக் ைறாணவவண்டியுளைது. இநத நிைழ்வில் (வநறாடடுப் புத்தைம், வபனறா) 
இரண்டு மறாறிைளின சறார்பறான வரவு, தசலவு மற்றும் இலறாபச் சறார்புைகை ஆயவு தசயய வவண்டியுளைது. 
இதுவபறால் ஒரு தபடடியின ைன அைகவ எடுத்துக் தைறாண்டறால் இது நீைம், அைலம், உயரம் என் மூனறு 
மறாறிைளின சறார்பறாை உளைது. வமலும் ஒரு நறாடடின தபறாருைறாதறாரம் பல துக்ைகைச் சறார்நதுளைது. 
எனவவ அது பல மறாறிைகைச் சறார்நதுளைது. இவவறாறு ஒனறுக்கு வமற்படட மறாறிைகைக் தைறாண்ட 
சறார்புைளின வதகவகயயும், முக்கியத்துவத்கதயும் ைருத்தில் தைறாண்டு அவற்றுக்ைறான "ை்ககபகழு 
கருததுருகக்ை" உருவறாக்குவதும் வதகவயறான ஒன்றாகின்து. வமலும் இரண்டு மற்றும் மூனறு 
மறாறிைகையுகடய சறார்புைளுக்ைறான "ை்கயீடு" மற்றும் அவற்றின பயனபறாடுைகையும் ைறாண்வபறாம். 
இநத அத்தியறாயத்தில் அன்றாட வறாழ்வில் உளை பயனபறாடுைகைக் ைறாணலறாம்.
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கற்்றலின் ந�ோக்கஙகள்

 இநத அத்தியறாயத்தின முடிவில் மறாணவர்ைள பினவருவனவற்க் அறிநதிருப்பர்.
	 ●	 ஒரு மறாறிகயக் தைறாண்ட சறார்பின ஒரு புளளியிலறான வநரியல் வதறாரறாய மதிப்பு ைணக்கிடல்
	 ●	 வநரியல் வதறாரறாய மதிப்கபப் பயனபடுத்தி ைணிப்பறானைள இல்லறாமவல ஒரு சறார்பின 

வதறாரறாய மதிப்பு ைறாணல்
	 ●	 ஒரு சறார்பின வகையீடு ைறாணல்
	 ●	 அன்றாட வறாழ்வில் வரும் ைணக்குைளுக்கு வநரியல் வதறாரறாய மதிப்பு மற்றும் வகையீடுைகைப் 

பயனபடுத்துதல்
	 ●	 ஒனறுக்கு வமற்படட மறாறிைகையுகடய சறார்பின பகுதி வகைக்தைழு ைறாணல்
	 ●	 இரண்டு அல்லது அதற்கு வமற்படட மறாறிைகையுகடய சறார்புைளின வநரியல் வதறாரறாய 

மதிப்பு ைறாணல்
	 ●	 ஒனறுக்கு வமற்படட மறாறிைகையுகடய சறார்பு சமபடித்தறானதறா இல்கலயறா என தீர்மறானித்தல்
	 ●	 சமபடித்தறான சறார்புைளுக்கு ஆயலரின வதற்்த்திகனப் பயனபடுத்துதல்

8.2  ந�ரியல் ந்தோரோய மதிப்பு மற்றும் வககயீடுகள்
        (Linear Approximation and Differentials)
8.2.1 ந�ரியல் ந்தோரோய மதிப்பு (Linear Approximation)
 இப்பிரிவில், ஒரு புளளியில் ஒரு சறார்பின வதறாரறாய மதிப்பிகன அறிமுைப்படுத்துவவறாம். வநரியல் 
வதறாரறாய மதிப்பிகனப் பயனபடுத்தி  தைறாடுக்ைப்படட புளளியின அருகில் சறார்பிகன மதிப்பிடுவவறாம். 
பினபு ஒரு மறாறியுகடய தமயச்சறார்பின வகையீடகட அறிமுைப்படுத்துவவறாம். இதுவும் பயனபறாடடுக்கு 
உதவியறாை இருக்கும்.

 f a b: ( , ) →   எனபகத வகையிடத்தக்ைச் சறார்பறாைவும் மற்றும் x a b∈ ( , ) எனவும் தைறாளை.   

x  என் புளளியில் f  வகையிடத்தக்ைது. எனவவ

   lim
( ) ( )

� �

� � �
�x

f x x f x
x0

  =  ′f x( )  ... (1)

 Dx  சிறிய மதிப்பு எனில் (1)-ன மூலம்
   f x x f x( ) ( )� � �  »  � �f x x( ) ; ... (2)
   அதறாவது, f x x( )� �  »  f x f x x( ) ( )� � � , ... (3)

இஙகு »  எனபது “கதகாைகாய மதிபபிறகுச்” சமம். வமலும் சறாரறாமறாறி x இலிருநது  x x� � க்கு 
மறாறும்வபறாது f x( )  சறார்பு f x x( )� � க்கு மறாறுவகதக் ைவனிக்ைவும். எனவவ Dx  சிறிய மறாற்்மறாைவும் 
Df  அல்லது Dy தவளியீடறாைவும் இருக்கும்வபறாது சமனபறாடு (2)ஐ பினவருமறாறு மறாற்றி எழுதலறாம்.

   தவளியீடடில் ஏற்படும் மறாற்்ம்  =  � � � � � � � � � �y f f x x f x f x x( ) ( ) ( ) .
 f x( )  மற்றும் � �f x x( ) ஐ பயனபடுத்தி f x x( )� � -ன வதறாரறாய மதிப்கபக் ைணக்கிட சமனபறாடு (3) 
பயனபடுவகதக் ைறாணலறாம். வமலும் ஒரு குறிப்பிடட x0 க்கு y x f x f x x x x( ) ( ) ( )( ),� � � � �0 0 0  , 
எனபது  ( , ( ))x f x0 0  என் புளளியில் f -க்ைறான ததறாடுவைறாடடின சமனபறாடகடத் தருகின்து. இது  
x0 க்கு அருகில் f -ன சி்நத  வதறாரறாய மதிப்கபத் தருகின்து. இது பினவரும் வகரயக்க்கு வழி 
வகுக்கின்து.
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64XII - கணிதவியல்

வகரயக்ற 8.1 (ந�ரியல் ந்தோரோய மதிப்பு)

 f a b: ( , ) →   எனபகத வகையிடத்தக்ைச் சறார்பறாைவும், x a b0 ∈ ( , )  எனவும் தைறாளை. x0  என் 
புளளியில் f -ன வதறாரறாய மதிப்பு L -ன வகரயக்

   L x( )  =  f x f x x x x a b( ) ( )( ), ( , )0 0 0� � � � �  ஆகும். ... (4)

 சமனபறாடு (3)-லிருநது

 f x x( )� �  »  f x f x x( ) ( )� � � ,
எனபகத நறாம் ைறாணலறாம். 
 இது f x x( )� � -ன வதறாரறாய மதிப்பு 
ைறாண பயனுளைதறாகும். 
 இஙகு x -ன மதிப்பு x0 -ஐ 
தநருஙகும்வபறாது f x( ) -க்ைறான ஒரு சி்நத  
வதறாரறாய மதிப்கப x0  என் புளளியில்  
f  -ன வநரியல் வதறாரறாய மதிப்பு, தருகின்து. 

 ஏதனனில் ,  x -ன மதிப்பு  x0 -ஐ   

    தநருஙகும்வபறாது x0  இல் f  ததறாடர்ச்சியறானது

 பிகழ = f x L x f x f x f x x x( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )� � � � � �0 0 0  ... (5)
பூச்சியத்கத தநருஙகுகின்து. வமலும் f x mx c( ) � � ,  எனில்  ஏவதனும் ஒரு x a b∈ ( , ) -க்கு அதன 
வநரியல் வதறாரறாய மதிப்பு L x mx c m x x mx c f x( ) ( ) ( ) ( )� � � � � � �0 0 ஆகும். இநத நிகலயில் 
வதறாரறாய மதிப்பறானது அநத சறார்பறாைவவ உளைது. (இது வியப்பூடடுவதறாை இல்கலயறா?) 
எடுததுக்கோட்டு 8.1 

 f x x x( ) ,� � � �1 1 என் சறார்பிற்கு வநரியல் வதறாரறாய மதிப்கப x0 3=  இல் ைறாண்ை. இகதப் 
பயனபடுத்தி f ( . )3 2 -ஐ மதிப்பிடுை.

தீர்வு
 சமனபறாடு (4)-இலிருநது L x f x f x x x( ) ( ) ( )( )� � � �0 0 0  என நறாம் அறிவவறாம். x x0 3 0 2� �, .�  

மற்றும் f ( )3 1 3 2� � �  வமலும்

 ′f x( )  =  1

2 1+ x
 எனவவ � �

�
�f ( )3

1

2 1 3

1

4
.

 L x( )  =  2 1

4
3

4

5

4
+ − = +( )x x  எனபது வதகவயறான வநரியல் வதறாரறாய மதிப்கபத் தருகின்து.

 இப்தபறாழுது  f ( . )3 2  =  4 2 3 2
3 2

4

5

4
2 050. ( . )

.
.� � � �L .

 உண்கமயில் ைணிப்பறாகனப் (calculator) பயனபடுத்தினறால் 4 2 2 04939. .= .

8.2.2  பிகைகள் : ்தனிப்பிகை, சோர்பிகை, மற்றும் ச்தவீ்த பிகை

          (Errors: Absolute Error, Relative Error and Percentage Error)
 நறாம் ஒரு மதிப்கபத் வதறாரறாயப்படுத்தும்வபறாது அஙகு பிகழ ஏற்படுகின்து. இநதப் பிரிவில், 
சமனபறாடு (4)ஆல் வநரியல் வதறாரறாய மதிப்பு மூலம் ஏற்படும் பிகழகயக் ைருத்தில் தைறாளவவறாம். 
பிகழைளின பல வகைைகைப் பற்றியும் ைறாண்வபறாம். h x x� � 0 என எடுக்ை, x x h� �0  என கிகடக்கும். 
இதனறால் சமனபறாடு  (5)
   E h( )  =  f x h f x f x h( ) ( ) ( )0 0 0� � � �   என மறாறும். ... (6)

படம் 8.3
பதகாடுகககாட்டின ைழி

கேரியல கதகாைகாய மதிபபு

ததறாடுவைறாடு

}
f x x( )0 + ∆

f x( )0

∆y

x f x f x x x= + ′ −( ) ( )( )0 0 0

y f x= ( )

( , ( ))x f x0 0

x0 x x0 + ∆O
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வகையீடுைள் மற்றும் பகுதி வகைக்ைழுகைள்65

 E( )0 0=  எனபகதக் ைவனிக்ை மற்றும் x0  என் புளளியில் f -ன ததறாடர்ச்சித் தனகமயினறால் 

lim ( )
h
E h

�
�

0
0  எனபகத நறாம் முனவப பறார்த்துளவைறாம். வமலும் f  வகையிடத்தக்ைது எனபதறால் 

சமனபறாடு  (1)இலிருநது 

   lim
( )

h

E h
h→0

 =  lim ( ) ( )
( )

h

f x h f x
h

f x
�

� �
� � �

0
0 .

 f  என் சறார்பு x0 இல் வகையிடத்தக்ைது எனில், h  பூச்சியத்கத தநருஙகுவகதவிட, E h( )  
வவைமறாை பூச்சியத்கத தநருஙகுவகதக் ைறாணலறாம்.

வகரயக்ற 8.2

 ஒரு குறிப்பிடட அைகவகயத் தீர்மறானிக்ை வவண்டும் எனை. அதன துல்லியமறான மதிப்பு  
பமயமதிபபு எனப்படும். சில வநரஙைளில் நறாம் அவற்றின கதகாைகாய மதிப்பை, வதறாரறாய மதிப்பிடல்  
முக்யில் ைறாண்கினவ்றாம். இநநிகலயில்

தனிப்பிகழ = தமயமதிப்பு − வதறாரறாய மதிப்பு என வகரயறுக்ைப்படுகி்து.

 எனவவ சமனபறாடு (6) வநரியல் வதறாரறாய மதிப்பு முக்யில் ஏற்படும் தனிப்பிகழகயத் தருகின்து.

எடுததுக்கோட்டு 8.2 
 வநரியல் வதறாரறாய மதிப்பீடடு முக் மூலம் 9 2.  -ன வதறாரறாய மதிப்கபக் ைணிப்பறான 
உதவியில்லறாமல் ைறாண்ை.

தீர்வு

 வநரியல் வதறாரறாய மதிப்பீடடு முக்யில் 9 2.  -ன வதறாரறாய மதிப்கபக் ைறாண வவண்டியுளைது. 
சமனபறாடு (3)-ன படி f x x f x f x x( ) ( ) ( )0 0 0� � � � � �  என உளைது. இதற்கு நறாம் தபறாருத்தமறான f , 
x0  மற்றும் Dx ஆகியவற்க்த் வதர்வு தசயய வவண்டும். நம்முகடய இநதத் வதர்வு வமற்ைண்ட வதறாரறாய 
மதிப்பு சமனபறாடடின வலப்பக்ைத்கத ைணிப்பறான உதவியில்லறாமல் ைணக்கிடக்கூடிய வகையில் 
இருக்ைவவண்டும். எனவவ

 f x x x( ) ,= =0 9  மற்றும் � �x 0 2.  என நறாம் வதர்வு தசயவவறாம். இதனறால் � �f x( )0

1

2 9
  மற்றும்

   9 2.  »  f f( ) ( )( . )
.

.9 9 0 2 3
0 2

6
3 03333� � � � �  என கிகடக்கும்.

 தற்வபறாது, ஒப்பிடடுக் பறார்ப்பதற்ைறாை, ைணிப்பறாகனப் பயனபடுத்தினறால் 9 2 3 03315. .=  என 
கிகடப்பகதக் ைறாணலறாம். நம் வதறாரறாய மதிப்பு முதல் மூனறு தசம இடஙைளுக்கு சரியறாை  
உளைகதக் ைறாணலறாம். எனவவ பிகழ  3 03315 3 03333 0 00018. . .� � � . [வமலும் இஙகு ஒருவர் 

f x x x( ) ,� � �1 80  மற்றும்�x � 0 2.  எனவும் வதர்வு தசயயலறாம். எனவவ f  மற்றும் x0 -ன வதர்வு 

தனித்தனகமயுகடயதறாை இருக்ை வவண்டியதில்கல].
 எனவவ வமற்ைண்ட எடுத்துக்ைறாடடில் தனிப்பிகழ எனபது 3 03315 3 03333 0.00018.. . . 
தனிப்பிகழ எநத அைவு பிகழ எனபகதக் குறிக்கின்து;  ஆனறால் அது வதறாரறாய மதிப்பு எநத அைவுக்கு 
தமயமதிப்பிற்கு அருைறாகமயில் நன்றாை உளைது எனபகதக் கூ்றாது. இதற்ைறாை இரண்டு எளிய 
நிகலைகைக் ைறாணலறாம்.

 நி்லை 1 : ஏவதறா ஒரு அைவின தமயமதிப்பு 5  மற்றும் வதறாரறாய மதிப்பு 4  எனை. அதன தனிப்பிகழ  
5 4 1� �  .

 நி்லை 2 : ஏவதறா ஒனறின தமயமதிப்பு 100  மற்றும் வதறாரறாய மதிப்பு 95  எனை. தற்வபறாது அதன 
தனிப்பிகழ 100 95 5� � . எனவவ முதல் நிகலயின தனிப்பிகழ இரண்டறாம் நிகலகய விடக்குக்வறாை 
உளைது.
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66XII - கணிதவியல்

 இநத இரு வதறாரறாய மதிப்புைளில் எது சி்நத வதறாரறாய மதிப்பு மற்றும் ஏன? ஒரு வதறாரறாய மதிப்பு 
சி்நததறா இல்கலயறா எனபது பற்றி தனிப்பிகழ சரியறாை ததரிவிப்பதில்கல. அவத சமயம் சறார்பிகழ 
அல்லது சதவீதப்பிகழ (கீவழ வகரயறுக்ைப்படடுளைது), ைணக்கிடுவவறாமறானறால் அநத வதறாரறாய 
மதிப்பு எவவைவு சி்நதது எனபகதக் ைறாணலறாம். தமயமதிப்பு பூச்சியம் எனில் நம் வதறாரறாய மதிப்பு 
தமயமதிப்புக்கு எநத அைவிற்கு தநருக்ைமறாை உளைது எனபது நமக்குத் ததரியும். தமயமதிப்பு 
பூச்சியமில்கல எனில் அகதப் பினவருமறாறு வகரயறுப்வபறாம்.

வகரயக்ற 8.3
 தமயமதிப்பு பூச்சியமற்்து எனில்
   சறார்பிகழ =  

தமயமதிப்பு - வதறாரறாய மதிப்பு
தமயமதிப்பு

   சதவீதப்பிகழ =  சறார்பிகழ × 100.

குறிபபு:  தனிப்பிகழ அைவீடடிற்கு அலகு உண்டு. அவத சமயம் சறார்பிகழ, சதவீதப் பிகழ 
ஆகியவற்றிற்கு அலகுைள இல்கல.
 வமற்ைண்ட நிகலைளில்

 முதல் நிகல : சறார்பிகழ= =
1

5
0 2. ; சதவீதப் பிகழ� � �

1

5
100 20% .

 இரண்டறாம் நிகல : சறார்பிகழ =
5

100
; சதவீதப் பிகழ� � �

5

100
100 5% .

 இதிலிருநது இரண்டறாவது வதறாரறாய மதிப்பு முதல் வதறாரறாய மதிப்பீடகட விடச் சி்நதது. சறார்பிகழ 
அல்லது சதவீதப் பிகழ ைணக்கிட எதன வதறாரறாய மதிப்கபக் ைணக்கிடுகினவ்றாவமறா அதன தமயமதிப்பு 
ததரிநதிருக்ை வவண்டும் எனபகதக் ைவனிக்ைவும். 
 வமலும் சில எடுத்துக்ைறாடடுைகைக் ைறாணலறாம்.

எடுததுக்கோட்டு 8.3
 ஒரு வசறாப்பு நுகரயின வடிவம் வைறாைமறாை உளைது என எடுத்துக் தைறாளவவறாம். ஆரம் 5 தசமீ-
இலிருநது  5.2 தசமீ-ஆை மறாறும் வபறாது ஏற்படும் வகைபரப்பின வதறாரறாய அதிைரிப்கப வநரியல் 
வதறாரறாய மதிப்பு முக்யில் ைறாண்ை. வமலும் அதன சதவீதப் பிகழகயயும் ைறாண்ை.
தீர்வு

 ஆரம் r  உளை வைறாைத்தின வகைபரப்பு S r r( ) � 4 2�  எனபகத நிகனவுகூர்ை. நம்மறால் 
சூத்திரத்கதப் பயனபடுத்தி சரியறான மறாற்்த்கதக் ைணக்கிட முடியும் என்றாலும் வநரியல் வதறாரறாய 
மதிப்பு முக்கயப் பயனபடுத்தி வதறாரறாய மதிப்கபக் ைறாணலறாம். சமனபறாடு (4)-னபடி
  வகைபரப்பின வதறாரறாய மறாற்்ம் =  S S S( . ) ( ) ( )( . )5 2 5 5 0 2� � �

    =  8 5 0 2p( )( . )

    =  8p  தசமீ 2

 சரியறான ைணக்கீடடினபடி வகைபரப்பின மறாற்்ம்
   S S( . ) ( )5 2 5−  =  108.16π ¯100π = 8.16 தசமீ 2.

   சதவீதப் பிகழ =  சறார்பிகழ � �
�

� �100
8 16 8

8 16
100 1 9607

.

.
. %

� �
�

 

எடுததுக்கோட்டு 8.4
 ஒரு வநர்வடட உருகையின ஆரம் r =10  தசமீ மற்றும் உயரம் h = 20  தசமீ. உருகையின ஆரம் 
10  தசமீ இலிருநது 10 1.  தசமீ-ஆை அதிைரிக்கின்து எனை. வமலும் உயரம் மறா்றாமல் உளைது எனில் 
உருகையின ைன அைவில் ஏற்படும் மறாற்்த்கதக் ைணக்கிடுை. வமலும் அதன சறார்பிகழ மற்றும் 
சதவீதப் பிகழகயயும் ைறாண்ை.
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தீர்வு

 உருகையின ைன அைவு V r h� � 2  எனபகத நிகனவு கூர்வவறாம், இஙகு ஆரம் r  மற்றும் உயரம் 

h  ஆகும். V r r h r( ) � �� �2 220 .

   V V( . ) ( )10 1 10−  »  
dV
dr r�

� �
10

10 1 10 20 2 10 0 1( . ) ( ( . ))� .

 எனவவ ைன அைவில் ஏற்படும் மறாற்்த்தின மதிப்பு  40 3pbrkP .
 ைன அைவில் ஏற்படும் துல்லியமறான மறாற்்ம்

   V V( . ) ( )10 1 10−  =  2040 2 2000 40 2 3. .� � �� � brkP .

   எனவவ சறார்பிகழ =  40 2 40

40 2

1

201
0 00497

.

.
.

� �
�
�

� � ; 

    மற்றும் சதவீதப் பிகழ =  சறார்பிகழ � � � �100
1

201
100 0 497. % .

பயிற்சி 8.1

 1. f x x( ) = 3  எனை. x = 27 இல் வநரியல் வதறாரறாய மதிப்கபக் ைறாண்ை. வநரியல் வதறாரறாய 

மதிப்கப பயனபடுத்தி  27 23 . ன மதிப்கபக் ைறாண்ை.

 2. வநரியல் வதறாரறாய மதிப்பீடடு முக்யில் பினவருவனவற்றின வதறாரறாய மதிப்புைகைக் ைறாண்ை.

   (i) ( )123
2

3  (ii) 154   (iii) 263  

 3. பினவரும் சறார்புைளுக்கு, தைறாடுக்ைப்படட புளளிைளில் வநரியல் வதறாரறாய மதிப்கபக் ைறாண்ை.

   (i) f x x x x( ) ,� � � �3

05 12 2   (ii) g x x x( ) ,� � � �2

09 4  

   (iii) h x x
x

x( ) ,�
�

�
1

10  

 4. ஒரு வடட வடிவ  தைடடின ஆரம் 12 65.  தசமீ-க்குப் பதிலறாை 12 5.  தசமீ என அைக்ைப்படுகின்து 
எனில் அதன பரப்பு ைணக்கிடுவதில் பினவருவனவற்க் ைறாண்ை:

   (i) தனிப்பிகழ (ii) சறார் பிகழ (iii) சதவீதப் பிகழ
 5. பனிக்ைடடியிலறான ஒரு வைறாைத்தின ஆரம் 10  தசமீ. அதன ஆரம் 10  தசமீலிருநது 

9 8.  தசமீ-ஆை குக்கின்து. பினவருவனவற்றின வதறாரறாய மதிப்பிகனக் ைறாண்ை:
   (i) ைன அைவில் ஏற்படும் மறாற்்ம் (ii) வகைபரப்பில் ஏற்படும் மறாற்்ம்

 6. l  நீைம் உளை ஒரு தனி ஊசலின முழு அகலவு வநரம் T  எனபது T l
g

= 2p  என 

தைறாடுக்ைப்படடுளைது, இஙகு  g  ஒரு மறாறிலி. l -ல் ஏற்படும் 2  சதவீதப் பிகழக்கு ஏற்ப  
T -ன ைணக்கீடடில் ஏற்படும் வதறாரறாய சதவீதப் பிகழகயக் ைறாண்ை.

 7. ஒர் எண்ணின n -ஆம் படி மூலம் ைணக்கிடப்படும்வபறாது ஏற்படும் சதவீதப் பிகழ 

வதறாரறாயமறாை, அநத எண்ணின சதவீதப் பிகழயின  1
n

 மடஙகு ஆகும் எனக்ைறாடடுை.

8.2.3  வககயீடுகள் (Differentials)
 இஙகு  "ை்கயீடுகள்" பற்றி அறிமுைப்படுத்த மீண்டும் நறாம் வகைக்தைழு ைருத்துருகவப் 
பயனபடுத்துவவறாம். இஙகு சமனபறாடு  (1)ஐ ைவனிப்வபறாம்.
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68XII - கணிதவியல்

   df
dx

 =  lim
( ) ( )

( ) lim
� � � �

� � �
�

� � �
�
�x x

f x x f x
x

f x f
x0 0

. ...(7)

 இஙகு 
df
dx

எனபது வித்தியறாசஙைளின விகிதத்தின எல்கல மதிப்கபக் குறிக்ை லிபினிடஸ் 

பயனபடுத்திய குறியீடு ஆகும். இது x -ஐப் தபறாருத்து y -ன ை்ககபகழு எனப்படும். 
df
dx

-ஐ  df  

மற்றும் dx  இவற்றின விகிதமறாை (வகுத்தலறாை) ைருதுவது தபறாருத்தமுளைதறாகுமறா? வவறுவிதமறாை 
வகைக்தைழு எனபது df  மற்றும் dx -ன வகுத்தலறாகுமறாறு  df -க்கும்  dx -க்கும் தபறாருள தைறாளை 
முடியுமறா? சில வநரஙைளில் ஆம் எனலறாம். எடுத்துக்ைறாடடறாை, f x mx c( ) � �  இஙகு m c, எனபன 

மறாறிலிைள, எனில் y f x= ( ) .

 எல்லறா x∈   மற்றும் Dx -க்கு  Dy  = f x x f x m x f x x( ) ( ) ( )� � � � � � � � . எனவவ சமனபறாடு (2) 

மற்றும் (3) தமய. இஙகு x  மற்றும் y f( )=  இவற்றில் ஏற்படும் மறாற்்ம் வநர்வைறாடடின மீது 
ஏற்படுகின்து. இநநிகலயில்

   f
x
?d; khw;wk;

?d; khw;wk
 =  �

�
� � � �

y
x

f x df
dx

dy
dx

( ) .

 இதனறால் df f dy� � �  மற்றும் dx x� �  என எடுத்துக்தைறாண்டறால் வகைக்தைழு 
df
dx

 எனபது 

உண்கமயில் df மற்றும் dx -ன விகிதமறாகும். எனவவ f -ன வகையீடகட பினவருமறாறு 
வகரயறுப்வபறாம்:

வகரயக்ற 8.4
 x -ன அதிைரிப்பு Dx உடன மற்றும் எல்லறா  x a b∈ ( , ) -க்கும் f a b: ( , ) →   ஒரு வகையிடத்தக்ை 
சறார்பு எனை. f -ன வகையீடு 
   df f x x� �( )� . ... (8)
என வகரயறுக்ைப்படுகின்து.

 f x x( ) =  எனில் சமனபறாடு (8)-ன படி  
dx f x x x� � �( )� �1dx f x x x� � �( )� �1  அதறாவது dx x� � , 
இது  x -அச்சில் ஏற்படும் மறாற்்ம். எனவவ 
சமனபறாடு (8)-னபடி f-ன வகையீடு
df f x dx� �( ) . அடுத்து ஏவதனும் ஒரு 
y f x= ( ) -க்ைறான வகையீடகட ைறாண்வபறாம். 
�f f x dx f x� � �( ) ( )  எனபது y f x= ( )  
என் சறார்பின தவளியீடடில் ஏற்படும் 
மறாற்்த்கதத் தருகின்து. ′f x( )  எனபது 

( , ( ))x f x  என் புளளியில் ததறாடுவைறாடடின 
சறாயகவத் தருகின்து. ததறாடுவைறாடடுத் 
திகசயில் f  இல் ஏற்படும் மறாற்்ம் dy  
அல்லது df  எனை. எனவவ வமற்ைண்டபடி 
dy f x dx� �( )  படம் 8.4 இலிருநது  � � � � �f dy df f x dx( )  எனபது ததளிவு மற்றும் ′f x( )  எனபது 

வதறாரறாயமறாை  Df  மற்றும் Dx -ன விகிதமறாைக் ைறாணலறாம். எனவவ 
df
dx

 எனபகத df  மற்றும் dx -ன 

விகிதமறாை தபறாருள தைறாளைலறாம்.

படம் 8.4
கேரியல கதகாைகாய மதிபபு  மறறும் ை்கயீடு

ததறாடுவைறாடு

{ }

{

∆y y f t= ( )

f x dx( )+

y f x= ( )

dy f x dx= ′( )

x x+dx
dx

O
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குறிப்புகர

 ஒரு சறார்பின வகைக்தைழுவும் ஒரு சறார்புதறான எனபது நறாம் அறிவவறாம் . ஒரு சறார்பு f -ன 
வகையீடு சறாரறா மறாறியின சறார்பறாை மடடுமல்லறாமல், உளளீடடில் ஏற்படும் மறாற்்ம் dx x� � -ஐயும் 
சறார்நதுளைது. எனவவ, df  எனபது x  மற்றும் dx  என் இரு மறாறும் அைவுைளின சறார்பறாை உளைது.  
� �f df  எனபகத படம் 8.4-இலிருநது ைறாணலறாம். 

 ஒப்பிடடுப் பறார்க்ை சில சறார்புைள, அவற்றின வகைக்தைழுக்ைள மற்றும் வகையீடுைள கீவழ உளை 
அடடவகணயில் தைறாடுக்ைப்படடுளைன.

ை. 
எண் சகாரபு ை்ககபகழு ை்கயீடுகள்

1 f x xn( ) =  � � �f x nxn( ) 1  df nx dxn� �1  

2 f x x x( ) cos( )� �2 7  f x x x x( ) sin( )( )2 7 2 7  df x x x dx� � � �sin( )( )2 7 2 7  

3 f x x( ) cot( )= 2  f x x x( ) cosec2 ( )2 2  df x x dx� �cosec2 2 2( )

4
f x x( ) sin–1( )�  

� �
�

f x
x

( )
1

1 2
 df

x
dx�

�

1

1 2
 

5 f x x( ) tan� �1  � �
�

f x
x

( )
1

1 2
 df

x
dx�

�
1

1 2
 

6 f x ex x( ) � � �3 5 7  � � �� �f x e xx x( ) ( )
3 5 7 23 5  df e x dxx x� �� �3 5 7 23 5( )  

7 f x x( ) log( )� �2 1  � �
�

f x x
x

( )
2

12
 df x

x
dx�

�
2

12
 

 அடுத்து நறாம் வகையீடுைளின பண்புைகைப் பற்றிக் ைறாண்வபறாம். இநத முடிவுைள வகைக்தைழுவின 
வகரயக் மற்றும் வகைக்தைழுவின விதிைகைப் பினபற்றி கிகடப்பன.  (5)-ம் பண்பிற்குமடடும் கீவழ 
நிரூபணம் தரப்படடுளைது. மற்்கவ பயிற்சிக்ைறாை விடப்படடுளைது.

வககயீடுகளின் பண்புகள் (Properties of Differentials)

 இஙகு நறாம் தமயமறாறிைைறாலறான தமயமதிப்புச் சறார்புைகை மடடும் ைருத்தில் தைறாளவவறாம்.
 (1) f  ஒரு மறாறிலிச் சறார்பு எனில் df = 0 .

 (2) சமனிச் சறார்பு f x x( ) =  எனில் df dx=1 .

 (3) f  வகையிடத்தக்ைது மற்றும், c∈  எனில் d cf cf x dx( ) ( )� � .

 (4) f g,  எனபன வகையிடத்தக்ைன எனில் d f g df dg f x dx g x dx( ) ( ) ( )� � � � � � � .

 (5) f g,  எனபன வகையிடத்தக்ைன எனில் d fg fdg gdf f x g x f x g x dx( ) ( ( ) ( ) ( ) ( )) .

 (6) f g,  எனபன வகையிடத்தக்ைன எனில் 

d f g gdf fdg
g

g x f x f x g x
g x

dx( / )
( ) ( ) ( ) ( )

( )
�

�
�

� � �
2 2

,  இஙகு g x( ) ¹ 0 .
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70XII - கணிதவியல்

 (7) f g,  எனபன வகையிடத்தக்ைன எனபதுடன h f g=   வகரயறுக்ைப்படடது எனில் 

  dh f g x g x dx� � �( ( )) ( ) .

 (8) h x e f x( ) ( )=  எனில் dh e f x dxf x� �( ) ( ) .

 (9) எல்லறா x -க்கும் f x( ) > 0  மற்றும் g x f x( ) log( ( ))=  எனில் dg f x
f x

dx�
�( )

( )
. 

எடுததுக்கோட்டு 8.5
 f g a b, : ( , ) →   எனபன வகையிடத்தக்ை சறார்புைள எனில் d fg fdg gdf( ) � �  என நிறுவுை.

தீர்வு

 f g a b, : ( , ) →   எனபன வகையிடத்தக்ை சறார்புைள எனபதுடன h x f x g x( ) ( ) ( )=  எனை.  h  
எனபது வகையிடத்தக்ை சறார்புைளின தபருக்ைல் எனபதறால் ( , )a b இல்  h -ம் வகையிடத்தக்ைது. எனவவ 
வகரயக்ப்படி dh h x dx� �( ) .
 தற்வபறாது தபருக்ைல் விதிகயப் பயனபடுத்தி � � � � �h x f x g x f x g x( ) ( ) ( ) ( ) ( ) . 
 இதனறால் dh h x dx� �( )  =  ( ( ) ( ) ( ) ( )) ( ) ( ) ( ) ( )f x g x f x g x dx f x g x dx f x g x dx� � � � � � �

    =  f x dg g x df fdg gdf( ) ( )� � �

எடுததுக்கோட்டு 8.6
 g x x x( ) sin� �2 எனில் dg -ஐக் ைறாண்ை.

தீர்வு

 சறார்பு g  வகையிடத்தக்ைது எனபகதக் ைவனிக்ைவும். வமலும் � � �g x x x( ) cos2 .
 இதனறால் dg x x dx� �( cos )2 .
எடுததுக்கோட்டு 8.7
 10  தசமீ ஆரம் உளை வைறாைத்தின ஆரம் 0 1.  தசமீ குக்கின்து எனில் அதன ைன அைவில் 
வதறாரறாயமறாை எவவைவு குக்யும்?
தீர்வு

 வைறாைத்தின ைன அைவு V r�
4

3

3�  என  நறாம் அறிவவறாம். இஙகு r > 0  எனபது ஆரம். எனவவ 

வகையீடு dV r dr� 4 2�  மற்றும் ∆ ≈V dV  எனவவ

   dV  =  4 10 2 3p( ) (9.9-10)cm  
    =  4 10 0 12 3� ( . )� cm

    =  − 40 3π cm .
 ஆரம் 10-இலிருநது 9.9 ஆை குக்கின்தறால் dr � �( . )9 9 10 தசமீ எனப் பயனபடுத்தியுளவைறாம். 
மறுபடியும் விகடயில் வரும் '− ' குறியீடு வைறாைத்தின ைன அைவு 40 3pbrkP குக்வகதக் குறிக்கின்து.

பயிற்சி 8.2
 1. பினவரும் சறார்புைளுக்கு வகையீடு dy  ைறாண்ை :

   (i) y x
x

�
�
�

( )1 2

3 4

3

  (ii) y x� �( sin( )) /3 2 2 3  (iii) y e xx x2 5 7 2cos ( )1  

 2. f x x x( ) � �2 3  என் சறார்பிற்கு df  ைறாண்ை மற்றும்

   (i) x = 2 , dx = 0 1.   (ii) x = 3  மற்றும் dx = 0 02.

  எனும்வபறாது df -ஐ மதிப்பிடுை.
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 3. f  என் சறார்பிற்கு தைறாடுக்ைப்படட x x,D மதிப்புைளுக்கு Df  மற்றும் df  ைறாண்ை. வமலும் 
அவற்க் ஒப்பிடுை.

   (i) f x x x x x dx( ) ; , .� � � � �3 22 2 0 5�

   (ii) f x x x x x dx( ) ; . , .� � � � � � �2 2 3 0 5 0 1�

 4. log .10 0 4343e =  எனக்தைறாண்டு  log10 1003 -ன வதறாரறாய மதிப்கபக் ைறாண்ை.

 5. ஒரு மரத்தின அடிப்பகுதியின விடடம் 30 தசமீ. அடுத்த ஆண்டு அதன சுற்்ைவு 6 தசமீ 
அதிைரிக்கின்து எனில் 

  (i)  வதறாரறாயமறாை மரத்தின விடடம் எவவைவு வைர்நதுளைது?
  (ii) அதன குறுக்கு தவடடுப் பரப்பறானது எவவைவு சதவீதம் அதிைரித்திருக்கும்?
 6. ஒரு குறிப்பிடட ப்கவயின முடகட கிடடத்தடட வைறாை வடிவமறாை உளைது. முடகடயின 

ஆரம் ஓடடிற்கு உளவை 5 மிமீ ஆைவும் ஓடடிற்கு தவளிவய 5.3 மிமீ ஆைவும் உளைது எனில் 
ஓடடின வதறாரறாய ைன அைகவக் ைறாண்ை.

 7. மனிதனின இரத்தக் குழறாயின (தமனியின) குறுக்கு தவடடறானது வடட வடிவம் எனக் தைறாளை. 
ஒரு வநறாயறாளிக்கு இரத்தக் குழறாய விரிவகடவதற்ைறான மருநது தைறாடுக்ைப்படடுளைது. 
இரத்தக் குழறாயின ஆரம் 2 மிமீ இலிருநது 2.1 மிமீ ஆை அதிைரிக்கும்வபறாது  அதன குறுக்கு 
தவடடின பரப்பு வதறாரறாயமறாை எநத அைவு அதிைரிக்கும்?

 8. புதிதறாை உருவறாக்ைப்படட ஒரு நைரத்தின வறாக்ைறாைர்ைளின எண்ணிக்கையின (ஆயிரஙைளில்) 
அதிைரிப்பு V t t t t( ) ,� � � � �30 12 0 82 3  எனபதறால் மதிப்பிடப்படுகின்து. இஙகு t  எனபது 

ஆண்டுைகை குறிக்கின்து. ைறாலம் 4-இலிருநது 4
1

6
  வருடமறாை இருக்கும்வபறாது ஏற்படும் 

வதறாரறாய வறாக்ைறாைர்ைளின எண்ணிக்கை மறாற்்த்கதக் ைறாண்ை.
 9. ஒரு மனிதன x  மணி வநரத்தில் ைற்கும் y  வறார்த்கதைளுக்ைறான ததறாடர்பு y x x� � �52 0 9,  

எனக் தைறாடுக்ைப்படடுளைது. x -ன மதிப்பு பினவருமறாறு மறாறும்வபறாது ைற்்ல் 
வறார்த்கதைளின எண்ணிக்கையில் ஏற்படும் வதறாரறாய மறாற்்த்கதக் ைறாண்ை.

   (i) 1 இலிருநது 1.1 மணி? (ii) 4 இலிருநது 4.1 மணி?
 10. ஒரு வடட வடிவத் தைடு தவப்பத்தினறால் சீரறாை விரிவகடகின்து எனை. அதன ஆரம்  

10.5 தசமீ-இலிருநது 10.75 தச.மீ-ஆை அதிைரிக்கும்வபறாது அதன பரப்பில் ஏற்படும் வதறாரறாய 
அதிைரிப்பு மற்றும் வதறாரறாய சதவீத அதிைரிப்பு ஆகியவற்க்க் ைறாண்ை.

 11. 10  தசமீ பக்ை அைவு தைறாண்ட ஒரு ைன சதுரத்தின பக்ைஙைளுக்கு 0 2.  தசமீ ைனத்திற்கு 
வர்ணம் பூசப்படுகின்து. வகையீடுைகைப் பயனபடுத்தி அநத ைன சதுரத்தின வர்ணப் 
பூச்சிற்கு வதறாரறாயமறாை எத்தகன ைன தசமீ அைவிற்கு வர்ணம் பயனபடுத்தப்படடது எனக் 
ைறாண்ை. வமலும் துல்லியமறாை எவவைவு வர்ணம் பயனபடுத்தப்படடது எனபகதயும் ைறாண்ை.

8.3 பல மோறிககைக் ்கோண்்ட சோர்புகள் (Functions of several Variables)
 x என் மறாறியறாலறான f  என் சறார்கப நிகனவு கூர்வவறாம் ; y f x= ( )  என் சறார்பின தனகமகய 
நனகு புரிநது தைறாளை அதன வகரபடத்கத வகரவவறாம். தபறாதுவறாை y f x= ( )  என் சறார்பின 
வகரபடமறானது xy -தைத்தில் அகமநத ஒரு வகைவகர ஆகும். வமலும் x a=  இல் f -ன வகைக்தைழு 
′f a( )  எனபது  x a=  இல் f -இன வகைவகரக்ைறான ததறாடுவைறாடடுச் சறாயகவக் குறிக்கி்து. 

அறிமுைத்தில் ஒனறுக்கு வமற்படட மறாறிைகையுகடய சறார்புைளின வதகவகயப் பற்றி பறார்த்வதறாம். 
இஙகு ஒனறுக்கு வமற்படட மறாறிைகையுகடய சறார்புைகை அறிநது தைறாளை சில வைறாடபறாடுைகை 
உருவறாக்குவவறாம். முதலில் இரு மறாறிைகையுகடய சறார்புைகைக் ைறாண்வபறாம். x  மற்றும் y  இல் 
அகமநத சறார்பு F x y( , )  எனை. F -ன வகரபடம் வகரய முப்பரிமறாணம் xyz  இல் z F x y= ( , ) -ன 
வகரபடம் வகரவவறாம். வமலும் இரு மறாறிைள உகடய சறார்பின ததறாடர்ச்சித் தனகம, மற்றும் பகுதி 
வகைக்தைழுவின வைறாடபறாடுைகையும் ைறாண்வபறாம்.
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z = 30 - x2 - y2

z = 30 - x2 - y2

y = 3 x = 2

 எடுத்துக்ைறாடடறாை g x y x y( , ) ,� � �30 2 2  x y, ∈  எனபகதக் ைறாண்வபறாம். தைறாடுக்ைப்படட 
புளளி ( , )x y ∈2  எனில் z x y� � �30 2 2  எனபது வகரபடத்தில் z  அச்சு தூரத்கதத் குறிக்கி்து. 
எனவவ  ( , , )x y x y30 2 2− −  என் புளளி xy -தைத்தில் ( , )x y  புளளிக்கு 30 2 2− −x y  உயரத்தில் 
உளைது. உதறாரணமறாை ( , )2 3 2∈  எனில் ( , , ) ( , , )2 3 30 2 3 2 3 172 2� � �  எனபது g -ன வகரபடத்தின 
மீதுளைது. நறாம் y = 3  என எடுத்துக்தைறாண்டறால் g x x( , )3 212� � �   என் சறார்பு x -ஐ மடடும் 
சறார்நதுளைது. எனவவ அது ஒரு வகைவகரயறாை இருக்ை வவண்டும்.
 இதுவபறால் x = 2  என எடுத்துக்தைறாண்டறால் g y y( , )2 26 2� �  என் சறார்பு y -ஐ மடடும் 
சறார்நதுளைது. இநத இரு நிகலைளிலும் கிகடக்கும் சறார்புைள இருபடிச் சறார்புைைறாை இருப்பதறால் 
வகரபடம் ஒரு பரவகையமறாை இருக்கும். z g x y= ( , ) -இலிருநது கிகடக்கும் வகைபரப்பு ஒரு 
பரவகையத் திண்மம் (paraboloid) எனப்படும்.
 g x x( , )3 21 2� �  எனபது ஒரு பரவகையம், இது z x y� � �30 2 2  என் வகைபரப்பும் y = 3  என் 
தைமும் தவடடும்வபறாது கிகடப்பது ஆகும். (படம் 8.5-ஐக் ைறாண்ை). இதுவபறால் g y y( , )2 26 2� �  
எனபது ஒரு பரவகையம் ; இது z x y� � �30 2 2  என் வகைபரப்பும்  x = 2  என் தைமும் 
தவடடும்வபறாது கிகடக்கின்து. (படம் 8.6-ஐக் ைறாண்ை). பினவரும் வகரபடஙைள வமற்ைண்ட 
விவறாதஙைகை விவரிக்கின்ன.

 படம் 8.5 படம் 8.6 
 x y,  என் இரு மறாறிைளில் அகமநத சறார்பு F -ஐப் வபறாலவவ z F x y= ( , )  என் சமனபறாடகடக் 
தைறாண்டு முப்பரிமறாணம்  3 -லும் ைறாணலறாம். இது 3 -ல் உளை வகைபரப்கபக் குறிக்கும்.

8.3.1 ஒரு மோறியில் அகமந்த சோர்புகளின் எல்கல மற்றும் ்்தோ்டர்ச்சித ்தன்கமயின்   
        மீள்போர்கவ (நிகைவு கூர்்தல்)

          (Recall of Limit and Continuity of Functions of One Variable)

 இரு மறாறிைளில்  அகமநத சறார்பின ததறாடர்ச்சித் தனகமகயப் பற்றி படிப்பதற்கு முனனர் ஒரு 
மறாறியில் அகமநத சறார்பின ததறாடர்ச்சித் தனகமகய நிகனவு கூர்வவறாம். XI-ஆம் வகுப்பில் பினவரும் 
வகரயக்கய நறாம் பறார்த்துளவைறாம்.
 f a b: ( , ) →   என் சறார்பு, x a b0 ∈ ( , )  என் புளளியில் ததறாடர்ச்சியறானது எனில் பினவரும் 

நிபநதகனைகை நிக்வு தசயய வவண்டும்.

 (1) x0  இல் f  வகரயறுக்ைப்படடிருக்கும் (2) lim ( )
x x

f x L
�

�
0

 எல்கல மதிப்பு உளைது

 
(3) xL

0
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 வமற்ைண்ட இரண்டறாவது நிபநதகனகய சரியறாைப் புரிநது தைறாளவதில்தறான ததறாடர்ச்சித் 

தனகமயின முக்கிய ைருத்து உளைது.  x -ன மதிப்பு x0 -ஐ தநருஙை தநருஙை f x( )  -ன மதிப்பு L -ஐ 

தநருஙகி தநருஙகிச் தசல்வகத lim ( )
x x

f x L
�

�
0

 என எழுதுகினவ்றாம்.

 இனனும் ததளிவறாைவும், துல்லியமறாைவும் புரிநது தைறாளை இரண்டறாவது நிபநதகனகய  
அண்கமப் பகுதிகயக் தைறாண்டு மறாற்றி எழுதுவவறாம். இது இரண்டு மறாறிைளில் அகமநத சறார்புைளின 
ததறாடர்ச்சிகயப் பற்றி அறிய உதவும்.

வகரயக்ற 8.5 (சோர்பின் எல்கல)

 f a b: ( , ) →   மற்றும் x a b0 ∈ ( , )  எனை. L -ன ஒவதவறாரு அண்கமப்பகுதி ( , ),L L� � �� � � 0  

( , ),L L� � �� � � 0 -க்கும் f x L L( ) ( , )� � �� � , x x x x� � �( , ) \{ }0 0 0� �  எனுமறாறு x0 -க்கு ஒரு அண்கமப்பகுதி 
( , ) ( , ),x x a b0 0 0� � � �� � �  இருக்குமறானறால் x x= 0  இல் f -ன எல்கல மதிப்பு  L  எனகிவ்றாம்.

 வமற்ைண்ட அண்கமப்பகுதி வழியறான நிபநதகனகய மடடு மதிப்பு பயனபடுத்தியும் 
கீழ்க்ைண்டவறாறு கூ்லறாம் : 

� �� 0 , f x L( ) � � � எனுமறாறு � �� 0  மற்றும் 0 0� � �x x � .

 இதன தபறாருள x x¹ 0   மற்றும் x-ன மதிப்பு x0 -இலிருநது δ தூரத்திற்குளைறாை இருக்குமறானறால் 
f x( )  எனபது L -இலிருநது ε தூரத்திற்குளைறாை இருக்கும். 

 பினவரும் படஙைள ε  மற்றும் δ -க்கு இகடவயயறான ததறாடர்கப விைக்கும். 

 படம் 8.7 படம் 8.8 

 பினவரும் நிபநதகனைள ( ) ( )1 2= எனில் x0 -ஐ தவிர  x0 -ன அருைறாகமப் பகுதியின f என் 

சறார்பின x0 -க்ைறான எல்கல மதிப்பு உளைது எனபகத நறாம்  XI -ஆம் வகுப்பில் படித்துளவைறாம்.

 (1) lim ( )
x x

f x L
� �

�
0

1  (வலது எல்கல) (2) lim ( )
x x

f x L
� �

�
0

2  (இடது எல்கல)

 (3) L L1 2=

 x0  இல் f  என் சறார்பு வகரயறுக்ைப்படடது எனை. 

y

x

f x x
x

x( ) ,�
�
�

�
2 9

9
3

O–1–2–3–4–5

–1

–2

1

2

5

6

7

8

21 3 4 5 6

f x x
x

x( ) ,�
�
�

�
3

2
2

8

2

4

6

8

10

12

14

16

18

20

22

24

26

–1–2–3–4–5–6–7 1 2 3 4 5 6

y

x

4
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74XII - கணிதவியல்

 அதறாவது f x L( )0 = . தற்வபறாது L L L= =1 2  எனில் சறார்பு f ஆனது x x= 0  இல் ததறாடர்ச்சியறானது 

ஆகும். ஒரு மறாறிகய தைறாண்ட சறார்புைளின எல்கல மற்றும் ததறாடர்ச்சித் தனகமயில் அண்கமப் பகுதி 

ஒரு முக்கிய பஙைறாற்றுகின்து எனபகதக் ைவனிக்ை. இநத நிகலயில் x0 ∈ -ன அண்கமப் பகுதி 

( , )x r x r0 0� � , r > 0  ஆை இருக்கும். இரு மறாறிைகைக் தைறாண்ட சறார்புைளின எல்கல  

மற்றும் ததறாடர்ச்சித் தனகம பற்றி அறிய ( , )u v ∈2 -ன அண்கமப் பகுதிகய வகரயறுக்ை 

வவண்டியுளைது. எனவவ ( , )u v ∈2  மற்றும் r > 0 -க்கு , ( , )u v  என் புளளியின அண்கமப்பகுதி

B u v x y x u y v rr (( , )) {( , ) | ( ) ( ) }� � � � � �

2 2 2 2  என் ைணமறாகும்.

 ( , )u v  என் புளளியின r -அண்கமப் பகுதி எனபது கமயம் ( , )u v  மற்றும் ஆரம் r > 0  தைறாண்ட 
ஒரு தி்நத வடடு ஆகும். அண்கமப் பகுதியிலிருநது கமயம் நீக்ைப்படடறால் அது து்ையிடபபைட்ட 
அண்்மபபைகுதி ஆகும். 

8.4  இரு மோறிகள் உக்டய சோர்புகளின் எல்கல மற்றும் ் ்தோ்டர்ச்சித ்தன்கம
       (Limit and Continuity of Functions of Two Variables)

வகரயக்ற 8.6 (சோர்பின் எல்கல)

 A x y a x b c y d F A( , ) , , :� �2  எனை.  F  பினவரும் நிபநதகனைகை 

நிக்வு தசயயுமறானறால் ( , )u v  இல் F -இன எல்கல L எனப்படும்:

 L -ன ஒவதவறாரு அண்கமப்பகுதி ( , ),L L� � �� � � 0 -க்கும்  
 ( , ) (( , )) \{( , )}, ( ) ( , )x y B u v u v f x L L� � � � � �� � � �0  எனுமறாறு ( , )u v -ன ஒரு  
δ -அண்கமப்பகுதி B u v A� (( , )) �  இருக்கும். 

 இகத lim ( , )
( , ) ( , )x y u v

F x y L
�

�   என எழுதலறாம்.

படம் 8.9 சறார்பின எல்கல

 ஒரு மறாறியில் அகமநத சறார்புைகை ஒப்பிடும்வபறாது இரு மறாறியில் அகமநத சறார்பின எல்கல 
ைறாணும் முக் நுடபமறானது ஆகும். இஙகு ( , )u v -க்ைறான ஒவபைகாரு சகாததியமகான பைகா்த ைழியகாகவும் 
( , )x y  எனபது ( , )u v -ஐ தநருஙகும்வபறாது F x y( , ) -ன மதிப்பு, ஒவர மதிப்பு L -ஐ தநருஙை வவண்டும். 
(வநர்வைறாடுைைறாை இல்லறாத பறாகதைகையும் வசர்த்து) எல்கல முக்கய படம் 8.9 விைக்குகின்து. 

 ஒரு மகாறியில அ்மநத சகாரபுகளுகககான எல்லை விதிகள் (எல்லை கதற்றஙகள்) பைலை மகாறிக்ைக 
பககாண்ட சகாரபுகளுககும் பபைகாருநதும்.

 தற்வபறாது ஒரு மறாறியில் அகமநத சறார்புைளின ததறாடர்ச்சித் தனகமகய பினபற்றி இரு 
மறாறிைைறாலறான சறார்புைளின ததறாடர்ச்சித் தனகமகய வகரயறுப்வபறாம்.

y

O x
a b

F

�

L( , )x y0 0

L ��

L ��

d

c

�2
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வகரயக்ற 8.7 (்்தோ்டர்ச்சித ்தன்கம)

 A x y a x b c y d F A= < < < <{ } ⊂ →( , ) , , : 

2  என் சறார்பு F  ( , )u v   இல் ததறாடர்ச்சியறானது 
எனில் பினவருவனவற்க் நிக்வு தசயய வவண்டும் .

 (1) ( , )u v  இல் F  வகரயறுக்ைப்படடுளைது (2) lim ( , )
( , ) ( , )x y u v

F x y L
�

�  இருக்கி்து  

 (3) L F u v= ( , ) .

படம் 8.10 சறார்பின ததறாடர்ச்சித்தனகம

குறிப்புகர

 (1) படம் 8.10 இல்  L F x y= ( , )0 0  எனபது ( , )x y0 0  இல் ததறாடர்ச்சித்தனகமகய விைக்கும்.

 (2) f x x xn( , , , )1 2  -ன ததறாடர்ச்சித் தனகமயும் வமற்கூறிய முக்யிவலவய வகரயறுக்ைப்படும்.

 இரு மறாறிைளுகடய சறார்புைளின ததறாடர்ச்சித் தனகம பற்றிய சில எடுத்துக்ைறாடடுைகைக் 
ைறாண்வபறாம்.

எடுததுக்கோட்டு 8.8

 அகனத்து ( , )x y ∈2 -க்கும் f x y x y
x y

( , ) �
� �
� �

3 5 8

12 2
 எனில் 2  இல் f  ததறாடர்ச்சியறானது எனக் 

ைறாடடுை.
தீர்வு

 ( , )a b ∈2  எனபது ஏவதனும் ஒரு புளளி எனை. ( , )a b  இல் f -ன ததறாடர்ச்சித் தனகம பற்றி 
ஆரறாயவவறாம். 
 அதறாவது ( , )a b  இல் f -ன ததறாடர்ச்சித் தனகமக்ைறான மூனறு நிபநதகனைகையும் 
சரிபறார்க்ைலறாம்.

 f a b a b
a b

( , ) �
� �
� �

3 5 8

12 2
 எனபது வகரயறுக்ைப்படடது. எனவவ முதல் நிபநதகன தமயயறாகின்து.

 அடுத்ததறாை lim ( , )
( , ) ( , )x y a b

f x y
→

 எல்கல மதிப்பு உளைதறா எனப்பறார்க்ை வவண்டும்.

 lim ( )
( , ) ( , )x y a b

x y a b
�

� � � � �3 5 8 3 5 8  மற்றும் lim ( )
( , ) ( , )x y a b

x y a b
�

� � � � � �2 2 2 21 1 0 .

 எனவவ எல்கல மதிப்பின பண்புைள படி 

lim ( , )
lim ( )

lim( , ) ( , )

( , ) ( , )

( , ) ( , )

x y a b

x y a b

x y a b

f x y
x y

→

→

→

=
− +3 5 8

(( )
( , )

x y
a b
a b

f a b
2 2 2 21

3 5 8

1+ +
= − +

+ +
=  = L எனறிருக்கி்து.

 இப்வபறாது lim ( , ) ( , )
, ( , )x y a b

f x y L f a b
�

� �  எனபது ைவனிக்ைத்தக்ைது. எனவவ ( , )a b  இல் f -ன 

ததறாடர்ச்சித் தனகமக்ைறான மூனறு நிபநதகனைகையும் f  நிக்வு தசயகின்து. 

y

O x
a b

F

�

( , )x y0 0

d

c

�2

F x y( , )0 0 + ε

F x y( , )0 0 −ε
F x y( , )0 0
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76XII - கணிதவியல்

 வமலும் ( , )a b , எனபது R2  இல் உளை ஏவதனும் ஒரு புளளி எனபதறால் f  என் சறார்பு 2 -ன 
எல்லறா புளளிைளிலும் ததறாடர்ச்சித் தனகமயுகடயது என முடிவு தசயயலறாம்.
எடுததுக்கோட்டு 8.9

 f x y xy
x y

( , ) �
�2 2

, ( , ) ( , )x y ¹ 0 0  மற்றும் f ( , )0 0 0=  என் சறார்கப எடுத்துக் தைறாளவவறாம். 

இநதச் சறார்பு f , ( , )0 0 -ஐத் தவிர 2 -ன மற்் எல்லறா புளளிைளிலும் ததறாடர்ச்சித்தனகமயுகடயது 
என நிறுவுை.
தீர்வு

 ஒவதவறாரு ( , )x y ∈2 -க்கும் f  வகரயறுக்ைப்படடுளைகதக் ைவனிக்ைவும். முதலில்  
( , ) ( , )a b ¹ 0 0  இல் f-ன ததறாடர்ச்சித் தனகமகய சரிபறார்ப்வபறாம். எடுத்துக்ைறாடடறாை ( , ) ( , )a b = 2 5  

எனில் f ( , )2 5
10

29
= .  வமற்ைண்ட எடுத்துக்ைறாடடு வபறாலவவ lim ( )

( , ) ( . )x y
xy

�
� �

2 5
2 5 10   மற்றும்

lim
( , ) ( . )x y

x y
→

+ = + = ≠
2 5

2 2 2 22 5 29 0 .

எனவவ lim
( , ) ( , )x y

xy
x y� �

�
2 5 2 2

10

29
.

 f xy
x yx y

( , ) lim
( , ) ( , )

2 5
10

29 2 5 2 2
� �

��
, எனவவ ( , )2 5  இல்  f  ததறாடர்ச்சித் தனகமயுகடயது எனபது 

ததளிவறாகி்து.
 இதுவபறான் வறாதஙைகைக் தைறாண்டு ( , ) ( , )a b ¹ 0 0 ஆை உளை ஒவதவறாரு புளளியிலும் f  
ததறாடர்ச்சித் தனகமயுகடயது எனலறாம். தற்வபறாது ( , )0 0  இல் ததறாடர்ச்சிகயக் ைறாண்வபறாம். 

வகரயக்யினபடி f ( , )0 0 0= . அடுத்தது நறாம்  lim
( , ) ( , )x y

xy
x y� �0 0 2 2

  எல்கல மதிப்பு உளைதறா அல்லது 

இல்கலயறா எனப் பறார்க்ை வவண்டும்.
 முதலில் ( , )0 0  வழிச் தசல்லும்  y mx=  வநர்க்வைறாடடுப்பறாகதயில் எல்கல மதிப்கப  சரிபறார்க்ைலறாம்.

lim lim
( )

( , )
( , ) ( , )x y x

xy
x y

mx
m x

m
m

f
� ��

�
�

�
�

�
0 0 2 2 0

2

2 2 21 1
0 0 , if m 0.

 எனவவ m -னதவவவவ்றான  மதிப்புைளுக்கு தவவவவ்றான 
m
m1 2+

-ன மதிப்புைள கிகடக்கின்ன. 

எனவவ  lim
( , ) ( , )x y

xy
x y� �0 0 2 2

-ன மதிப்பு இல்கல. அதனறால்  ( , )0 0  இல் f  ததறாடர்ச்சியறானது அல்ல.

 எனவவ ( , )0 0 -ஐத் தவிர மற்் எல்லறா புளளிைளிலும் f  ததறாடர்ச்சியறானது ஆகும்.

எடுததுக்கோட்டு 8.10

 g x y x y
x y

( , ) �
�

2 2

2 2
, ( , ) ( , )x y ¹ 0 0  மற்றும் g( , )0 0 0=  எனில்  2  இல் g  ததறாடர்ச்சியறானது என 

நிறுவுை. 
தீர்வு

 சறார்பு g  எல்லறா ( , )x y ∈2 க்கும் வகரயறுக்ைப்படடது எனை.  வமற்ைண்ட எடுத்துக்ைறாடடுைகைப் 
வபறால் ( , ) ( , )x y ¹ 0 0 ஆை உளை எல்லறா புளளிைளுக்கும், g  ததறாடர்ச்சியறானது என எளிதறாை  
சரிபறார்க்ைலறாம். அடுத்து  ( , )0 0  இல் g -ன ததறாடர்ச்சித் தனகமகய சரிபறார்க்ைலறாம்.  ( , )0 0  இல்  
g -க்கு எல்கல உளைது மற்றும்  L g= =( , )0 0 0  எனில்

   g x y g( , ) ( , )− 0 0  =  2
0

2 22

2 2

2

2 2 2 2

2 2

2 2

x y
x y

x y
x y

xy x
x y

x y x
x y

x
+

− =
+

=
+

≤
+
+

≤
( )

  ... (9)
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வகையீடுைள் மற்றும் பகுதி வகைக்ைழுகைள்77

 இஙகு ைகடசி வரியில் நறாம் 2 2 2xy x y� �  எனபகத அகனத்து x y, ∈  எனப் 

பயனபடுத்தியுளைகதக் ைவனிக்ை.  (இது 0 2� �( )x y -இலிருநது கிகடப்பது) ( , ) ( , )x y → 0 0  எனபதறால் 

x → 0  எனக் கிகடக்கின்து. சமனபறாடு (9)-லிருநது  lim ( , )
( , ) ( , )x y

x y
x y

g
� �

� �
0 0

2

2 2

2
0 0 0  எனக் 

கிகடக்கின்து. ஆைவவ ( , )0 0  இல் g  ததறாடர்ச்சியறானது எனபது  நிரூபிக்ைப்படுகி்து. எனவவ 2 -ன 

ஒவதவறாரு புளளியிலும் g  ததறாடர்ச்சியறானதறாகும்.

பயிற்சி 8.3
 1. சறார்பு g x y x xy

x y
( , ) �

�
� �

3

3

2

2 2
-க்கு எல்கல மதிப்பு இருக்குமறானறால், lim ( , )

( , ) ( , )x y
g x y

→ 1 2
-ஐ 

மதிப்பிடுை.

 2. எல்கல மதிப்பு இருக்குமறானறால், lim cos
( , ) ( , )x y

x y
x y�

�
� �

�

�
�

�

�
�

0 0

3 2

2
-ஐ மதிப்பிடுை.

 3. ( , ) ( , )x y ¹ 0 0 -க்கு f x y y xy
x y

( , ) = −
−

2

  எனில், lim ( , )
( , ) ( , )x y

f x y
�

�
0 0

0  என நிறுவுை.

 4. எல்கல மதிப்பு இருக்குமறானறால், lim cos
sin

( , ) ( , )x y

xe y
y�

�

�
�

�

�
�

0 0
-ஐ மதிப்பிடுை.

 5. ( , ) ( , )x y ¹ 0 0 -க்கு g x y x y
x y

( , ) �
�

2

4 2
, மற்றும்  g( , )0 0 0=  எனை.

 (i) ஒவதவறாரு y mx m� �,   வநர்வைறாடடுப் பறாகதயிலும் lim ( , )
( , ) ( , )x y

g x y
�

�
0 0

0  என நிறுவுை.

 (ii) ஒவதவறாரு y kx k� �2 0, \{ } பரவகையப் பறாகதயிலும் lim ( , )
( , ) ( , )x y

g x y k
k�

�
�0 0 21

 என நிறுவுை.

 6.  சறார்பு f x y x y
y

( , ) �
�
�

2 2

2 1
, ஒவதவறாரு ( , )x y ∈2 -க்கும் ததறாடர்ச்சியறானது என நிறுவுை.

 7. சறார்பு g x y e x
x

y

( , )
sin

= , x ¹ 0  மற்றும் g( , )0 0 1=  எனை. புளளி ( , )0 0  இல் g  

ததறாடர்ச்சியறானது என நிறுவுை.

8.5 பகுதி வககக்்கழுக்கள் (Partial Derivatives)
 இநதப் பிரிவில் ஒரு மறாறியில் அகமநத சறார்பின வகைக்தைழுக் ைருத்துருகவ பல மறாறிைளில் 
அகமநத தமய சறார்புைளுக்கு எவவறாறு விரிவுபடுத்துவது எனபது பற்றி ைறாண்வபறாம்.  முதலில் இரு 
மறாறிைகைக் தைறாண்ட சறார்புைகை எடுத்துக் தைறாளவவறாம்.  A x y a x b c y d= < < < <{ } ⊂( , ) , 

2  
மற்றும் F A: →   எனபது ஒரு தமயச்சறார்பு எனை. ( , )x y A0 0 ∈  எனை;  ( , )x y0 0  என் புளளியில்  x  
என் மறாறியில் மடடும் ஏற்படும் மறாற்்த்திற்வைற்ப F  இல் ஏற்படும் மறாற்்த்கதக் ைறாண்வபறாம். 
வமற்கூறியவறாறு F x y( , )0  எனபது x -ஐ மடடும் சறார்நதுளை சறார்பு ஆகும். வமலும் இது y y= 0  என் 

தைமும் z F x y= ( , )  என் வகைபரப்பும் தவடடும் ஒரு வகைவகரயறாகும். எனவவ z F x y= ( , )0  

என் வகைவகரயின ததறாடுவைறாடடுச் சறாயகவ x x= 0  இல்  F x y( , )0 -ன  x -ஐப் தபறாருத்த 

வகைக்தைழுகவ x x= 0 -ல் ைறாண்பதன மூலம் ைறாணலறாம். இவதவபறால் z F x y= ( , )0  என் 

வகைவகரயின சறாயகவ F x y( , )0 -ன y -ஐப் தபறாருத்த வகைக்தைழுகவ  y y= 0  இல் அறிவது மூலம் 

ைறாணலறாம்.  இநத முக்கியக் ைருத்துக்ைளதறான பினவரும் பகுதி வகைக்தைழுவின வகரயக்க்கு 
நம்கம ஊக்குவிப்பதறாை அகமயும்.
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78XII - கணிதவியல்

 படம் 8.11 படம்  8.12

வகரயக்ற 8.8

 A x y a x b c y d F A= < < < <{ } ⊂ →( , ) , , : 

2  மற்றும் ( , )x y A0 0 ∈  எனை.

 (i) lim
( , ) ( , )

h

F x h y F x y
h�

� �
0

0 0 0 0  -ன மதிப்பு ைறாணத்தக்ைது எனில் ( , )x y A0 0 ∈  இல் F -க்கு   

x -ஐப் தபறாருத்த பகுதி வகைக்தைழு உளைது எனலறாம். இநத எல்கல மதிப்பு  ∂
∂
F
x
x y( , )0 0  

எனக் குறிக்ைப்படும்.    ... (10)

 (ii) lim
( , ) ( , )

k

F x y k F x y
k�

� �
0

0 0 0 0  -ன எல்கல மதிப்பு ைறாணத்தக்ைது எனில் ( , )x y A0 0 ∈  இல்  

F -க்கு  y -ஐ தபறாருத்த பகுதிவகைக்தைழு உளைது எனலறாம். இநத எல்கல மதிப்பு  

∂
∂
F
y
x y( , )0 0  எனக்குறிக்ைப்படும்.    ... (11)

குறிப்புகர

 1. மூனறு அல்லது அதற்கு வமற்படட மறாறிைகைக் தைறாண்ட சறார்புைளுக்கும் பகுதி 
வகைக்தைழுவறானது  இவத முக்யில்தறான வகரயறுக்ைப்படும்.

 2. ∂F  எனபது “பைகுதி F ” எனறும் ∂x  எனபகத “பைகுதி x ” எனறும் படிக்ை வவண்டும்.  எனவவ 
∂
∂
F
x

 எனபகத “பகுதி F  வகுத்தல் பகுதி x ” எனப் படிக்ை வவண்டும். 

  இகத “வதறா F  வகுத்தல் வதறா x ” எனவும் படிக்ைலறாம்.

 3. இவதவபறால் 
∂
∂
F
y

 எனபகத “பகுதி F  வகுத்தல் பகுதி y ” அல்லது 

  “வதறா F  வகுத்தல் வதறா y ” எனப் படிக்ைலறாம்.

 4. சில வநரஙைளில் 
∂
∂
F
x
x y( , )0 0  எனபது F x yy ( , )0 0  அல்லது ∂

∂
F
x
x y

x y
( , )

( , )0 0

எனக் 

குறிக்ைப்படும்.

  இதுவபறால்  
∂
∂
F
y x y( , )0 0

எனபது F x yy ( , )0 0  அல்லது ∂
∂
F
y x y( , )0 0

எனக் குறிக்ைப்படும்.

ததறாடுவைறாடு ததறாடுவைறாடு

x = x0 என் தைத்தில் 
உளை வகைவகர  
Z = F(x0,y)

y = y0 என் தைத்தில் 
உளை வகைவகர  
Z = F(x,y0)

12th_Maths_Vol 2_TM_CH 8_Differential and Derivatives.indd   78 16-12-2021   14:42:57

www.tntextbooks.in



வகையீடுைள் மற்றும் பகுதி வகைக்ைழுகைள்79

 5. x -ஐப் தபறாருத்து F -ன பகுதி வகைக்தைழுகவக் ைறாணும்வபறாது ைவனிக்ை வவண்டியது, 
மறாறி  y -ஐ மறாறிலியறாைக் ைருதி  x -ஐப் தபறாருத்து வகைக்தைழு ைறாண வவண்டும். அதறாவது 
எநத மறாறிகயப் தபறாருத்து பகுதி வகைக்தைழு ைறாண வவண்டுவமறா அகதத் தவிர மற்் 
அகனத்து மறாறிைளும் மறாறிலியறாைக் ைருதப்படும். இதனறால்தறான நறாம் அவற்க் “பைகுதி 
ை்ககபகழு” எனகிவ்றாம்.

 6. A -ன ஒவதவறாரு புளளிக்கும் F -க்கு  x -ஐப் தபறாருத்த பகுதி வகைக்தைழு இருக்குமறானறால்  

A -க்கு 
∂
∂
F
x
x y( , )  உளைது எனகிவ்றாம். இஙகு 

∂
∂
F
x
x y( , )  எனபது மறுபடியும் A  மீதறான ஒரு 

தமய மதிப்பு சறார்பறாகும்.

 7. ( )4 -னபடி வகைக்தைழுவின எல்லறா விதிைளும் (கூட்டல, பபைருககல மறறும் சஙகிலி விதி) 
சூத்திரஙைளும் பகுதி வகைக்தைழுவிற்கும் தபறாருநதும்.

 ஒரு மறாறியில் அகமநத சறார்பிற்கு ஒரு புளளியில் வகைக்தைழு இருக்குமறானறால் அநதப் புளளியில் 
சறார்பு ததறாடர்ச்சித் தனகம தபற்றிருக்கும் எனபகத நிகனவு கூர்வவறாம். x y,  என் இரு மறாறிைளில் 

அகமநத சறார்பு  F -ன ∂
∂
F
x
x y( , )  மற்றும் ∂

∂
F
y
x y( , ) -ஐ வகரயக் தசயவதறாம். ( , )x y  இல் F -க்கு 

பகுதி வகைக்தைழு ைறாணத்தக்ைது எனில், ( , )x y  இல் F ததறாடர்ச்சித் தனகம உளைதறாகுமறா? இது 
எப்வபறாதும் தமயயறாை இருக்ை வவண்டியது அவசியமில்கல எனபகத பினவரும் எடுத்துக்ைறாடடு 
விைக்குகின்து.

எடுததுக்கோட்டு 8.11

 xy¹ 0  எனில் f x y( , ) = 0  மற்றும் xy = 0  எனில் f x y( , ) =1  எனை.

 (i) மதிப்பிடுை : 
∂
∂

∂
∂

f
x

f
y

( , ), ( , )0 0 0 0 .

 (ii) ( , )0 0  இல் f  ததறாடர்ச்சியற்்து என நிறுவுை.

தீர்வு

 

2  இல் x y, -அச்சுைளின மீது f -ன மதிப்பு  1 எனபகதயும் மற்் எல்லறா இடஙைளிலும் 0  
எனபகதயும் ைவனிக்ை.

 (i)  ∂
∂
f
x

( , )0 0  =  lim ( , ) ( , )
lim

h h

f h f
h h� �

� �
�

�
�

0 0

0 0 0 0 1 1
0 ;

   ∂
∂
f
y

( , )0 0  =  lim ( , ) ( , )
lim

k k

f k f
k k→ →

+ − = − =
0 0

0 0 0 0 1 1
0 .

 (ii) இதகன நிறுவ y x=  என் வநர்வைறாடடுப் பறாகதயில் ( , ) ( , )x y → 0 0  எனும்வபறாது f -ன 

எல்கல மதிப்கப ைணக்கிடுவவறாம்.  lim ( , )
( , ) ( , )x y

f x y
�

�
0 0

0 ; ஏதனனில் y x=  என் வநர்வைறாடடுப் 

பறாகதயில் x ¹ 0  எனில் f x y( , ) = 0 . ஆனறால் f ( , )0 0 1 0� � ; எனவவ  
( , )0 0  இல் f ததறாடர்ச்சியற்்து.

எடுததுக்கோட்டு 8.12

 அகனத்து ( , )x y ∈2 -க்கும்F x y x y y x( , ) � � �3 2 7  எனில் 
�
�

�
F
x

( , )1 3  மற்றும் 
�
�

�
F
y

( , )2 1  

ஆகியவற்க்க் ைறாண்ை.
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80XII - கணிதவியல்

தீர்வு

 முதலில் 
∂
∂
F
x
x y( , )  ைணக்கிடடு அதகன  ( , )−1 3  இல் மதிப்பிடுவவறாம். y -ஐ மறாறிலியறாைக் 

தைறாண்டு x  -ஐ தபறாருத்து வகையிடுவவறாம்.

   ∂
∂

= ∂ + +
∂

F
x
x y x y y x

x
( , )

( )3 2 7  =  ∂
∂

+ ∂
∂

+ ∂
∂

( ) ( ) ( )x y
x

y x
x x

3 2 7

    =  3 02 2x y y+ +

    =  3 2 2x y y+ .
 எனவவ  

�
�

� � � � �
F
x

( , ) ( )1 3 3 1 3 3 182 2 .   y -ஐப் தபறாருத்து பகுதி வகைக்தைழு ைறாண

 இதுவபறால் ∂
∂

= ∂ + +
∂

F
y
x y x y y x

y
( , )

( )3 2 7  =  ∂
∂

+ ∂
∂

+ ∂
∂

( ) ( ) ( )x y
y

y x
y y

3 2 7

    =  x yx3 2 0+ +

    =  x yx3 2+ .
 எனவவ  �

�
� � � � � � �

F
y

( , ) ( ) ( )( )2 1 2 2 1 2 123 .

 வமற்ைண்ட எடுத்துக்ைறாடடில் 
�
�

� �
F
x
x y x y y( , ) 3 2 2  எனபது மறுபடியும் இரு மறாறிைகைக் 

தைறாண்ட சறார்பறாகும். எனவவ இநதச் சறார்பின x -ஐ தபறாருத்து அல்லது  y -ஐ தபறாருத்து  

பகுதி வகைக்தைழு ைறாண முடியும். உதறாரணமறாை G x y x y y( , ) � �3 2 2  என எடுத்துக் தைறாண்டறால் 

�
�

�
G
x

xy6 . G x y F
x

( , ) �
�
�

 எனபதறால் 
�
�

�
�
�

�
�

�
�
�

�
�
� �

G
x x

F
x

xy6  எனக் கிகடக்கி்து. இது 
∂
∂

2

2

F
x

 எனக் 

குறிக்ைப்படும். இது F -இன x -ஐப் தபறாருத்த இைண்டகாம் ைரி்சப பைகுதி ை்ககபகழு என 
அகழக்ைப்படுகி்து.

 வமலும்  
�
�

� �
G
y

x y3 22 , G x y F
x

( , ) �
�
�

 எனபதறால் 
�
�

�
�
�

�
�

�
�
�

�
�
� � �

G
y y

F
x

x y3 22 . இகத 
∂
∂ ∂

2F
y x

எனக் 

குறிக்ைலறாம். இது x y, -ஐப் தபறாருத்த F -ன கலைபபுப பைகுதி ை்ககபகழு என அகழக்ைப்படுக்கி்து. 

இதுவபறால் 
�
�

�
�

�

�
�

�

�
� � �

x
F
y

x y3 22  எனக் ைணக்கிடலறாம்.

 வமலும் 
∂
∂
F
y
x y( , ) -ஐ  y -ஐப் தபறாருத்து பகுதி வகைக்தைழு ைறாண  ∂

∂

2

2

F
y

எனக் கிகடக்கி்து. இது 

F -ன  y -ஐப் தபறாருத்த இரண்டறாம் வரிகச பகுதி வகைக்தைழு ைறாண எனப்படும். எனவவ ஏவதனும் 
ஒரு உடைணம் ( , ) | ,x y a x b c y d< < < <{ }⊂2 மீது வகரயறுக்ைப்படட F  என் சறார்பிற்கு 
பினவரும் குறியீடுைள உளைன :

   ∂
∂

2

2

F
x

 =  ∂
∂

∂
∂







= ∂
∂ ∂

= ∂
∂

∂
∂







=
x

F
x

F F
x y x

F
y

Fxx xy,
2

   ∂
∂ ∂

2F
y x

 =  ∂
∂

∂
∂







= ∂
∂

= ∂
∂

∂
∂







=
y

F
x

F F
y y

F
y

Fyx yy,
2

2
 

 வமற்ைண்ட அகனத்தும் F -ன இரண்டறாம் வரிகச பகுதி வகைக்தைழுக்ைள எனப்படும். இவவறாறு 
அதிைப்படியறான வரிகசயுகடய பகுதி வகைக்தைழுக்ைகையும் வகரயறுக்ைலறாம். 

 எடுத்துக்ைறாடடறாை .  �
� �

�
�
�

�
�

�
�

�
�
�

�
�
�

�

�
�

�

�
�

3

2

F
y x y y

F
x

, மற்றும் ∂
∂ ∂ ∂

= ∂
∂

∂
∂

∂
∂













3F
x y x x y

F
x

. 
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 பகுதி வகைக்தைழுக்ைளுக்ைறான வமலும் ஒரு எடுத்துக்ைறாடகடக் ைறாணலறாம்.

எடுததுக்கோட்டு 8.13

 அகனத்து ( , )x y ∈2 -க்கும் f x y xy ex y( , ) sin( )= + +2 53

 எனில் 
∂
∂

∂
∂

f
x

f
y

, , ∂
∂ ∂

2 f
y x

, ∂
∂ ∂

2 f
x y

 

ஆகியவற்க்க் ைறாண்ை.

தீர்வு

 ∂
∂
f
x
x y( , ) -ஐ முதலில் ைணக்கிடுவவறாம். f எனபது இரு சறார்புைளின கூடடல் எனவவ 

   ∂
∂
f
x

 =  �
�

�
�
� � ��

x
xy

x
ex ysin( )2 53

 

    =  cos( )xy xy ex y2 52 5
3

+ +cos( ) ( ) ( )xy
x
xy e

x
x yx y2 2 5 33

5
�
�

�
�
�

��

    =  cos( )xy y e xx y2 2 5 23

3+ + .

 இதுவபறால்,

   ∂
∂
f
y

 =  �
�

�
�
� � ��

y
xy

y
ex ysin( )2 53

 

    =  cos( )xy xy ex y2 52 5
3

+ +cos( ) ( ) ( )xy
y
xy e

y
x yx y2 2 5 33

5
�
�

�
�
�

��

    =  cos( )xy xy ex y2 52 5
3

+ + .

 அடுத்து,
   ∂

∂ ∂

2 f
y x

 =  �
�

�
�

�
�
�

�
�
� �

�
�

�� ��

y
f
x y

y xy x ex y2 2 2 53
3

cos( )

    =  �
�

�
�
� � ��

y
y xy

y
x ex y( cos( ))2 2 2 53

3

    =  2 2 3 52 2 2 2 53

y xy y xy xy x ex ycos( ) sin( )� �� � � �

    =  2 2 152 3 2 2 53

y xy xy xy x ex ycos( ) sin( )� � � . 

 இறுதியறாை, 

   ∂
∂ ∂

2 f
x y

 =  �
�

�
�
�

�
�

�

�
� �

�
�

�� ��

x
f
y x

xy xy ex ycos( )2 52 5
3

    =  − + + +sin( ) cos( )xy y xy xy y e xx y2 2 2 5 22 2 5 3
3

    =  2 2 152 3 2 2 53

y xy xy xy x ex ycos( ) sin( )� � � .

 இஙகு முதலில் நறாம் கூடடல் விதிகயயும் அகதயடுத்து சஙகிலி விதிகயயும் மூன்றாவதறாை 
தபருக்ைல் விதிகயயும் பயனபடுத்தியுளவைறாம் எனபகதக் ைவனிக்ை. வமலும் f fxy yx= ஆை 
உளைகதயும் ைறாணலறாம். இது தற்தசயலறானதறா? அல்லது எப்வபறாதும் உண்கமயறானதறா? உண்கமயில் 

சில புளளிைளில் சில சறார்புைளுக்கு f fxy yx¹ ஆை இருக்கும். பினவரும் வதற்்ம் f fxy yx=  ஆை 

இருப்பதற்ைறான நிபநதகனகய தரும். 
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ந்தற்்றம் 8.1 (கி்ையரோட்டின்  ந்தற்்றம்)

 A x y a x b c y d= < < < <{ } ⊂( , ) | , 

2 , F A: →   என் சறார்பு A  இல் fxy  மற்றும் f yx   

ைறாணப்தபற்று அகவ ததறாடர்ச்சியறானதறாைவும் இருக்குமறானறால் A  இல் f fxy yx=  எனபதறாை 

இருக்கும்.

 இநநிரூபணம் இப்பறாடப்பகுதியில்  தவிர்க்ைப்படுகின்து.

எடுததுக்கோட்டு 8.14

 அகனத்து  ( , )x y ∈2 -க்கும் w x y xy e
y

y

( , ) � �
�2 1

 எனில் 
∂
∂ ∂

2w
y x

 மற்றும் 
∂
∂ ∂

2w
x y

 ைறாண்ை.

தீர்வு

 முதலில்  
∂
∂
w
x
x y( , )  ைறாண்வபறாம்.

 
�
�

�
�
�

�
�

�
�

�
�

�

�
�

�
w
x
x y xy

x

e
y
x

y

( , )
( )

2 1
. 

 இதிலிருநது 
�
�

� �
w
x
x y y( , ) 0  எனவவ 

�
� �

�
2

1
w
y x

x y( , )  எனக் கிகடக்கின்து. 

  வமலும்,  
∂
∂
w
y
x y( , )  =  �

�
�
�

�
�

�
�

�

�
�

�
( )xy
y

e
y
y

y

2 1
.

    =  x y e e y
y

y y

�
� �

�
( )

( )

2

2 2

1 2

1
.

   எனவவ 
�
� �

�
2

1
w
x y

x y( , )  

வகரயக்ற 8.9

 A x y a x b c y d= < < < <{ } ⊂( , ) | , 

2  எனை. சறார்பு u A: → 

2  எனபது 

 
�
�

�
�
�

� � �
2

2

2

2
0

u
x

u
y

x y A, ( , )  எனுமறாறு இருக்குமறானறால் u A: → 

2 ஆனது A -ல்  சீைகானது எனலறாம். இது 

இலைகாபிலைகாஸின சமனபறாடு எனப்படும்.

 இலறாபிலறாஸின சமனபறாடு தவப்பக்ைடத்தல், மினனியல்புலம், திரவ ஓடடம் ஆகியவற்றில் 
இயல்பறாை நிைழ்கின்து.

எடுததுக்கோட்டு 8.15
 அகனத்து ( , )x y ∈2 -க்கும் u x y e xy( , ) cos( )� �2 2  எனில் 2  இல் u  சீரறானது என நிறுவுை.

தீர்வு

 இஙகு u  என் சறார்பு இலறாபிலறாஸின சமனபறாடகட நிக்வு தசயகின்து எனக் ைறாடட வவண்டும்.
u x y e xx

y( , ) ( )sin( )� ��2 2 2  எனவவ u x y e xxx
y( , ) ( )( ) cos( )� ��2 2 2 2  ஆகும்.

 இவதவபறால் u x y e xy
y( , ) ( ) cos( )� ��2 2 2 எனவவ  u x y e xyy

y( , ) ( )( ) cos( )� � � �2 2 22  ஆகும்.

 u u e x e xxx yy
y y+ = − + =− −4 2 4 2 02 2cos( ) cos( ) . எனவவ 2  இல் u  சீரறானது.
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பயிற்சி 8.4
 1. பினவரும் சறார்புைளுக்கு தைறாடுக்ைப்படட புளளிைளில் பகுதி வகைக்தைழுக்ைள ைறாண்ை.

   (i) f x y x xy y x( , ) , ( , )= − + + + −3 2 5 2 2 52 2   (ii)  g x y x y x( , ) , ( , )= + + + −3 5 2 1 22 2  

   (iii) h x y z x xy z x( , , ) sin( ) , , ,� � �
�
�

�
�
�

2 2
4

1
p    (iv) G x y e x yx y( , ) log( ), ( , )= + −+3 2 2 1 1  

 2. பினவரும் சறார்புைளுக்கு f fx y,  ைறாண்ை. வமலும்  f fxy yx=  எனக் ைறாடடுை.

  (i) f x y x
y x

( , )
sin

�
�
3  (ii) f x y x

y
( , ) tan�

�

�
�

�

�
�

�1  (iii) f x y x xy( , ) cos( )� �2 3

 3. If U x y z x y
xy

z y( , , ) �
�

�
2 2

23 , எனில் 
∂
∂

∂
∂

U
x

U
y

, , மற்றும் 
∂
∂
U
z

 -ஐக் ைறாண்ை.

 4. If U x y z x y z( , , ) log( )= + +3 3 3 , எனில் 
∂
∂
+
∂
∂
+
∂
∂

U
x

U
y

U
z

 -ஐக் ைறாண்ை.

 5. பினவரும் சறார்புைளுக்கு g g gxy xx yy, ,  மற்றும் gyx ஆகியவற்க்க் ைறாண்ை.

   (i) g x y xe x yy( , ) � � 3 2   (ii) g x y x y( , ) log( )= +5 3

   (iii) g x y x xy y x( , ) cos( )� � � �2 3 7 5

 6. w x y z
x y z

x y z( , , ) , ( , , ) ( , , )=
+ +

≠1
0 0 0

2 2 2
 எனில் 

�
�

�
�
�

�
�
�

�
2

2

2

2

2

2
0

w
x

w
y

w
z

 எனக் ைறாடடுை.

 7. V x y e x y y yx( , ) ( cos sin )� �  எனில்  �
�

�
�
�

�
2

2

2

2
0

V
x

V
y

 என நிறுவுை.

 8. w x y xy xy( , ) sin( )� �  எனில் 
∂
∂ ∂

=
∂
∂ ∂

2 2w
y x

w
x y

 என நிறுவுை.

 9. v x y z x y z xyz( , , ) � � � �3 3 3 3  எனில்  �
� �

�
�
� �

2 2v
y z

v
z y

 என நிறுவுை.

 10. ஒரு நிறுவனம் ஒவதவறாரு வறாரமும் இரு விதமறான ைணிப்பறானைகை உற்பத்தி தசயகின்து. 
அவற்றில் A  வகை ைணிப்பறானைள x  எண்ணிக்கையும், B  வகை ைணிப்பறானைள  y  
எண்ணிக்கையும் உளைன. வறார வரவு மற்றும் தசலவுச் சறார்புைள (ரூபறாயில்) முக்வய  
R x y x y xy x y( , ) . . .� � � � �80 90 0 04 0 05 0 052 2  மற்றும் C x y x y( , ) � � �8 6 2000  எனத் 

தரப்படடுளைன.
   (i) இலறாபச் சறார்பு P x y( , )  -ஐக் ைறாண்ை.

   (ii) ∂
∂
P
x

( , )1200 1800  மற்றும் 
∂
∂
p
y

( , )1200 1800  ஆகியவற்க்க் ைண்டு முடிவுைகை விைக்குை.

8.6  பல மோறிகள் ்கோண்்ட சோர்பின் ந�ரியல் ந்தோரோய மதிப்பு மற்றும் வககயீடு
       (Linear Approximation and Differential of a function of several variables)

 இநத அத்தியறாயத்தில் ஆரம்பத்தில் ஒரு மறாறியில் அகமநத சறார்பின வநரியல் வதறாரறாய மதிப்பு 
மற்றும் வகையீடு பற்றி அறிநவதறாம். இஙகு அவத வபறான் ைருத்துக்ைகை இரண்டு மற்றும் மூனறு 
மறாறிைளில் அகமநத சறார்புைளுக்குக் ைறாண்வபறாம். தபறாதுவறாை, இவதவபறானறு பல மறாறிைளுகடய 
சறார்பிற்கும் வகரயறுக்ைலறாம்.
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வகரயக்ற 8.10

 A x y a x b c y d F A= < < < <{ } ⊂ →( , ) | , , : 

2 , மற்றும் ( , )x y A0 0 ∈  எனை.

 (i) ( , )x y A0 0 ∈  என் புளளியில் F -ன வநரியல் வதறாரறாய மதிப்பு

  F x y F x y F
x

x x( , ) ( , ) ( )0 0 0
y y( )0

x y( , )0 0

F
y x y( , )0 0

  ... (12)

 (ii) F -ன வகையீடு

  dF F
x
x y dx F

y
x y dy�

�
�

�
�
�

( , ) ( , ) , ... (13)

  இஙகு dx x� � , dy y� �   என வகரயறுக்ைப்படுகி்து.

 இஙகு மூனறு மறாறிைளுகடய சறார்பின வநரியல் வதறாரறாய மதிப்பு மற்றும் வகையீடு  ஆகியவற்க்ப் 
பற்றி ைறாண்வபறாம். பல மறாறிைளுகடய தமயமதிப்புச் சறார்புைளுக்கு நறாம் வநரியல் வதறாரறாய மதிப்பும் 
வகையீடும் வகரயறுக்ை முடியும் எனினும் மூனறு மறாறிைள உகடய சறார்வபறாடு நறாம் நிறுத்திக் 
தைறாளவவறாம்.
வகரயக்ற 8.11

 A x y z a x b c y d e z f F A= < < < < < <{ } ⊂ →( , , ) | , , , : 

3  மற்றும் ( , , )x y z A0 0 0 ∈  எனை.

 (i) ( , , )x y z A0 0 0 ∈  என் புளளியில் F ன வநரியல் வதறாரறாய மதிப்பு

 F x y z F x y z F
x

x x F
y

y
x y z x y z

( , , ) ( , , ) ( ) (
( , , ) ( , , )

� �
�
�

� �
�
�0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

�� �
�
�

�y F
z

z z
x y z

0 0

0 0 0

) ( );
( , , )

 ...(14)

 என வகரயறுக்ைப்படுகி்து

 (ii) F -ன வகையீடு

   dF F
x
x y z dx F

y
x y z dy F

z
x y z dz�

�
�

�
�
�

�
�
�

( , , ) ( , , ) ( , , ) , ...(15)) 

  இஙகு dx x dy y= =∆ ∆,  மற்றும் dz z� � என வகரயறுக்ைப்படுகி்து.

 வடிவக் ைணிதத்தினபடி, ஒரு மறாறியில் அகமநத 

சறார்பு f -ன,  x0  என் புளளிக்ைறான வநரியல் வதறாரறாய 

மதிப்பு  x0  என் புளளியில் y f x= ( ) -ன 

வகரபடத்திற்ைறான ததறாடுவைறாடகடக் குறிக்கின்து. 
இதுவபறால் இரண்டு மறாறிைளில் அகமநத சறார்பு  

F -ன ( , )x y0 0  என் புளளிக்ைறான வநரியல் வதறாரறாய 

மதிப்பு ( , )x y0 0  என்  புளளியில் z F x y= ( , ) என் 

வகரபடத்தின ததறாடு தைத்கதக் குறிக்கின்து. படம் 8.13
பதகாடு தைம் மூலைம் 

கேரியல கதகாைகாய மதிபபு

ததறாடுவைறாடடுத் தைம்
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எடுததுக்கோட்டு 8.16

 w x y z x y y z z x x y z( , , ) , , ,= + + ∈2 2 2
 , எனில் வகையீடு dw  ைறாண்ை.

தீர்வு

 முதலில் w wx y, , மற்றும் wz  ைறாண்வபறாம்.

 w xy z w yz xx y� � � �2 22 2,  மற்றும் w zx yz � �2 2 .

 எனவவ (15)-ன படி வகையீடு 

dw xy z dx yz x dy zx y dz� � � � � �( ) ( ) ( )2 2 22 2 2 .

எடுததுக்கோட்டு 8.17
 U x y z x xy z x y z( , , ) sin , , ,= − + ∈2 3   எனில் ( , , )2 1 0−  இல் U இன வநரியல் வதறாரறாய மதிப்பு 
ைறாண்ை.

தீர்வு

 (14)-ன படி வநரியல் வதறாரறாய மதிப்பு

 L x y z U x y z U
x

x x U
y

y
x y z x y z

( , , ) ( , , ) ( ) (
( , , ) ( , , )

= + ∂
∂

− + ∂
∂0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

−− + ∂
∂

−y U
z

z z
x y z

0 0

0 0 0

) ( )
( , , )

.

 U x y U xx y� � � �2 ,   மற்றும் U zz = 3cos .

 ( , , ) ( , , )x y z0 0 0 2 1 0= − , எனவவ U Ux y( , , ) , ( , , )2 1 0 5 2 1 0 2− = − = −  மற்றும் Uz ( , , )2 1 0 3� � .

 ஆைவவ, L x y z x y z x y z( , , ) ( ) ( ) ( )= + − − + + − = − + −6 5 2 2 1 3 0 5 2 3 6  எனபது ( , , )2 1 0−  இல் U

-ன வநரியல் வதறாரறாய மதிப்பறாகும். 

பயிற்சி 8.5

 1. w x y x xy y x y( , ) , ,= − + ∈3 23 2   எனில் ( , )1 1−  இல் w -ன வநரியல் வதறாரறாய மதிப்பு ைறாண்ை.

 2. z x y x y xy x y( , ) , ,= + ∈2 43   எனில் ( , )2 1−  இல் z -ன வநரியல் வதறாரறாய மதிப்பு ைறாண்ை.

 3. v x y x xy y x y R( , ) , ,= − + + ∈2 21

4
7  எனில் வகையீடு dv  -ஐக் ைறாண்ை.

 4. V x y z xy yz zx x y z( , , ) , , ,= + + ∈  எனில் வகையீடு dV  -ஐக் ைறாண்ை.

8.6.1  சோர்பிைது சோர்பு விதி (Function of Function Rule)

 இரு மறாறிைள x y,  இல் அகமநத சறார்பு F  எனை. சில வநரஙைளில் இநத மறாறிைள அவத 

மதிப்பைத்கதக் தைறாண்ட வவறு ஒரு மறாறியின சறார்பறாைவும் இருக்ைலறாம், எனவவ சறார்பு F  ஒவர ஒரு 

மறாறிகயத்தறான சறார்நதுளைது. எனவவ சறார்பு F -ஐ நறாம் ஒரு மறாறி சறார்பறாைக் ைருதி  dF
dt

-ஐ பற்றிப் 

படிக்ைலறாம். இது தற்தசயலறானது அல்ல, இகத நிரூபிக்ை முடியும்.
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ந்தற்்றம் 8.2
 W x y( , )  எனபது 

∂
∂

∂
∂

W
x

W
y

,  என் பகுதி வகைக்தைழுக்ைள உளை  

x y,  என் இரு மறாறிைளில் அகமநத சறார்பு எனை. x y,  என் இரு 

மறாறிைளும் t  என் ஒரு மறாறிகயப் தபறாருத்து வகையிடக்கூடிய சறார்புைள 

எனில்  t -ஐப் தபறாருத்து  W -ம் வகையிடக்கூடிய சறார்பறாகும்.

   dW
dt

W
x
dx
dt

W
y
dy
dt

�
�
�

�
�
�

 ...(16)

 வமற்ைண்ட வதற்்த்கத விைக்ை ஓர் எடுத்துக்ைறாடகடக் ைறாண்வபறாம்.

எடுததுக்கோட்டு 8.18
 F x y x y xy( , ) � � �2 22 2  மற்றும்  x t t y t t t( ) cos , ( ) sin , [ , ]� � � 0 2�  என் சறார்பிற்கு வமற்ைண்ட 
வதற்்த்கதச் சரிபறார்க்ைவும்.

தீர்வு

 F(x,y) = x2 – 2y2 + 2xy மற்றும் x(t) = cost, y(t) = sint எனை.

 F x y t t t t( , ) cos sin cos sin� � �2 22 2  எனபதறால் F  எனபது t  என் ஒரு மறாறியில் அகமநத 

சறார்பறாகும். சஙகிலி விதிகயப் பயனபடுத்த

   dF
dt

 =  2 4 2 2 2cos ( sin ) sin cos ( sin cos )t t t t t t� � � � �

    =  � � � �6 2 2 2cos sin ( sin cos )t t t t .
 மறுபு்ம்

   �
�

�
�
�

F
x
dx
dt

F
y
dy
dt

 =  ( ) ( )2 2 2 4x y dx
dt

x y dy
dt

� � �

    =  2 2 2(cos sin )( sin ) (cos sin )(cos )t t t t t t� � � �

    =  � � � �6 2 2 2cos sin ( sin cos )t t t t  

    =  dF
dt

.

எடுததுக்கோட்டு 8.19

 g x y x yx x y x t e y t t tt( , ) sin( ), ( ) , ( ) ,= − + + = = ∈2 3 2     எனில் 
dg
dt

 -ஐக் ைறாண்ை.

தீர்வு

 கிகை வகரபடத்கதப் பயனபடுத்தி  
dg
dt

-ஐக் ைறாண்வபறாம்.

 இதற்கு முதலில் 
∂
∂

∂
∂

g
x

g
y

dx
dt

, ,   மற்றும் 
dy
dt

 -ஐக் ைறாண்வபறாம்.

 ∂
∂

= − + + ∂
∂

= − + + =g
x

x y x y g
y

x x y dx
dt

e t2 3 3cos( ), cos( ),    மற்றும்
dy
dt

t= 2 .

W x t y t( ( ), ( ))

dW
dt

∂W
∂x

dx
dt

∂W
∂y

dy
dt

� �

dx
dt

dy
dt

∂W
∂x

∂W
∂y

x y

படம் 8.14
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 எனவவ dg
dt

 =  
∂
∂

+ ∂
∂

g
x
dx
dt

g
y
dy
dt

 

    =  2 3 23x y x y e x x y tt− + +( ) + − + +( )( )cos( ) cos( )

    =  ( cos( )) ( cos( ))( )2 3 23 2 3 2 3 3 3 2e t e t e e e t tt t t t t� � � � � � �

    =  6 3 3 2 26 2 3 3 3 2 3 3 2e t e e e t te t e tt t t t t t� � � � � �cos( ) cos( ) .
 வமலும்W x y( , )  என் சறார்பு சில வநரஙைளில் x x s t= ( , ) , மற்றும் y y s t= ( , ) , s t, ∈  எனவும் 
இருக்ைலறாம். அப்வபறாது W  என் சறார்பு s  மற்றும் t  இவற்க்ச் சறார்நதுளைதறாை ைருதலறாம். x y,  
என் இரு மறாறிைளுக்கும் s t, -ஐப் தபறாருத்து பகுதி வகைக்தைழுவும்,  W -க்கு x,y ஐப் தபறாருத்து பகுதி 
வகைக்தைழுவும் உளைது எனில் பினவரும் வதற்்த்கதப் பயனபடுத்தி W -க்கு s  மற்றும் t -ஐப் 
தபறாருத்து பகுதி வகைக்தைழுகவக் ைணக்கிட முடியும்.

ந்தற்்றம் 8.3
 W x y( , )  எனபது x y,  என் இரு மறாறிைளில் அகமநத 

∂
∂

∂
∂

W
x

W
y

, என் பகுதி வகைக்தைழுக்ைள தைறாண்ட சறார்பு எனை. 

x = x(s,t) மற்றும் y = y(s,t), s t, ∈  என் இரு மறாறிைளுக்கும்  
s மற்றும் t-ஐப் தபறாருத்த பகுதி வகைக்தைழுக்ைள உண்டு 
எனில்,

 ∂
∂
W
s

 =  �
�

�
�
�
�
�

�
�

W
x
x
s

W
y
y
s

, ... (17)

 ∂
∂
W
t

 =  �
�

�
�
�
�
�

�
�

W
x
x
t

W
y
y
t

. ... (18)

 இப்பறாடப்பகுதியில் வமற்ைண்ட வதற்்த்திற்கு நிரூபணம் வதகவயில்கல எனக் ைருதி 
விடப்படுகின்து. வமற்ைண்ட வதற்்ம் மிைவும் பயனுளைது. எடுத்துக்ைறாடடறாை x r� cos� , மற்றும்
y r� �sin ,� 0 , � �  என் சூழகலக் ைருத்தில் தைறாளவவறாம். (ைறார்டிசியன வடிவத்திலிருநது துருவ 

வடிவத்திற்கு மறாற்்) வமற்ைண்ட வதற்்த்கத n  மறாறிைள தைறாண்ட சறார்புைளுக்கும் 
தபறாதுகமப்படுத்தலறாம்.

 சில எடுத்துக்ைறாடடுைகைக் ைறாண்வபறாம் .

எடுததுக்கோட்டு 8.20

 சறார்பு g x y y x x r s y r s r s( , ) , , , ,� � � � � � �2 2 22 2
  எனில் 

∂
∂

∂
∂

g
r

g
s

,  ஆகியவற்க்க் ைறாண்ை.

தீர்வு

 கிகை வகரபடத்கதப் பயனபடுத்தி  ∂
∂

∂
∂

g
r

g
s

, -ஐக் ைறாண்வபறாம்.

   ∂
∂
g
x

 =  2 2 2 1 2x g
y

x
r

x
s

y
r

r, , , ,    
∂
∂

= ∂
∂

= ∂
∂

= − ∂
∂

=  , மற்றும் 
�
�

�
y
s

2 .

 தற்வபறாது ∂
∂
g
r

 =  ∂
∂

∂
∂

+ ∂
∂

∂
∂

= + = −g
x
x
r

g
y
y
r

x r r s2 2 2 2 12 4( ) ( ) .

 வமலும், ∂
∂
g
s

 =  ∂
∂

∂
∂

+ ∂
∂

∂
∂

= − + = − +g
x
x
s

g
y
y
s

x s r2 1 2 2 2 4 4( ) ( ) .

படம் 8.15
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பயிற்சி 8.6

 1. சறார்பு u x y x y xy x et( , ) ,= + =2 43   மற்றும் y t= sin ,  எனில் 
du
dt

 -ஐக் ைறாண்ை வமலும்  

t = 0 -ல் அதன மதிப்கபக் ைறாண்ை.

 2. u x y z xy z x t y t z e t( , , ) , sin , cos ,� � � � �2 3 21   எனில் du
dt

-ஐக் ைறாண்ை

 3. w x y z x y z x e y e tt t( , , ) , , sin= + + = =2 2 2    மற்றும் z e tt= cos , எனில் 
dw
dt

 -ஐக் ைறாண்ை

 4. U x y z xyz x e y e t z t tt t( , , ) , , cos , sin ,= = = = ∈− −      எனில் 
dU
dt

 -ஐக் ைறாண்ை

 5. w x y x xy y x e y s ss( , ) , , cos ,= − + = = ∈6 3 23 2      எனில் dw
ds

-ஐக் ைறாண்ை மற்றும்  

s = 0  இல் அதன மதிப்கபக் ைறாண்ை.

 6. z x y x xy x t y se tt( , ) tan ( ), , , s,= = = ∈−1 2    எனில் 
∂
∂
z
s

 மற்றும் 
∂
∂
z
t

 ஆகியவற்க்  

s = t = 1 இல் ைறாண்ை.

 7. U x y e yx( , ) sin=  எனை. இஙகு x st y s t s t= = ∈2 2, , ,    . ∂
∂

∂
∂

U
s

U
t

,   ைறாண்ை 

  மற்றும் s = t = 1 இல் அவற்க் மதிப்பிடுை.

 8. z x y x x y( , ) � �3 2 33  எனை. இஙகு x se y se s tt t= = ∈−, , ,  . ∂
∂
z
s

 மற்றும் 
∂
∂
z
t

 -ஐக் ைறாண்ை.

 9. W x y z xy yz zx x u v y uv z u v u v( , , ) , , , , ,= + + = − = = + ∈     எனில் ∂
∂

∂
∂

W
u

W
v

,  ைறாண்ை 

மற்றும் 
1

2
1,

�
�
�

�
�
�  இல் அவற்றின மதிப்கபக் ைறாண்ை.

8.6.2 சமபடித்தோை சோர்புகள் மற்றும் ஆயலரின் ந்தற்்றம்

         (Homogeneous Functions and Euler’s Theorem)

வகரயக்ற 8.12

 (a) A x y a x b c y d F A= < < < < ⊂ →{( , ) | , } , :   

2  எனை.  தபறாருத்தமறாை வகரயறுக்ைப்படட 

λ, ,x y -க்கு ( , )� �x y A�  எனில் F x y F x yp( , ) ( , )� � �� , ��  எனுமறாறு p  என் 

மறாறிலி இருக்குமறானறால் சறார்பு F  எனபது A -ன மீதறான சமபடித்தறான சறார்பறாை இருக்கும். 

இநத மறாறிலி p , சறார்பு F -ன படி எனப்படும்..

 (b) B x y z a x b c y d u z v G B= < < < < < < ⊂ →{( , , ) | , , } , :    

3  எனை. தபறாருத்தமறாை 

வகரயறுக்ைப்படட λ, , ,x y z -க்கு ( , , )� � �x y z B�  எனில்  G x y z G x y zp( , , ) ( , , )� � � ��   

∀ ��  எனுமறாறு p  என் ஒரு மறாறிலி இருக்குமறானறால் சறார்பு G  எனபது B -ன மீதறான 

சமபடித்தறான  சறார்பறாை இருக்கும். இநத மறாறிலி p , G -ன படி எனப்படும்.

குறிப்பு

  எநத மறாறிகயக் தைறாண்டும் வகுக்ைக் கூடும் எனபதறால் பூச்சியத்தறால் வகுப்பகதத் தவிர்க்ைவவ 
λ, , ,x y z  எனபன தபறாருத்தமறாை வகரயறுக்ைப்படடதறாைக் கூறுகினவ்றாம்.
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 இதுவபறான் சறார்புைள சறாதறாரண வகைக்தைழுச் சமனபறாடுைளில் (அத்தியறாயம் 10) 
முக்கியமறானகவைைறாகும். சில எடுத்துக்ைறாடடுைகைக் ைறாண்வபறாம்

   F x y( , )  =  x y xy x y3 3 2 22 5− + ∈, ( , )   எனை. பினபு

   F x y( , )λ λ  =  ( ) ( ) ( )( ) ( )� � � � �x y x y x y xy3 3 2 3 3 3 22 5 2 5� � � � �

 எனவவ F  எனபது படி 3 உகடய சமபடித்தறான சறார்பறாகும்.
 மறுபு்ம் G x y( , )  =  e yx2

3� �  எனபது சமபடித்தறான சறார்பு  அல்ல

 ஏன எனில் ஏவதனும் � �1 மற்றும் ஏவதனும் p -க்கு  
   G x y( , )λ λ  =  e y G x yx p( ) ( ) ( , )� � �

2

3 2� �  

எடுததுக்கோட்டு 8.21

 சறார்பு F x y x xy y
x y

( , ) �
� �

�

2 25 10

3 7
 படி 1 உகடய சமபடித்தறான சறார்பு எனக்ைறாடடுை. 

தீர்வு எல்லறா �� . 

   F x y( , )λ λ  =  ( ) ( )( ) ( )λ λ λ λ
λ λ

λ
λ

λx x y y
x y

x xy y
x y

2 2 2 2 25 10

3 7

5 10

3 7

+ −
+

= + −
+







= FF x y( , )

 எனவவ F  ஆனது படி 1 உகடய சமபடித்தறான சறார்பு ஆகும்.

 லிவயறானறார்டு ஆயலரின சமபடித்தறான சறார்புைள மீதறான வதற்்த்கதக் கீவழ ைறாண்வபறாம்.

வகரயக்ற 8.13 (ஆயலர்)

A x y a b c y d F A= < < <{ } ⊂ →( , ) | , , :   

2 2  என் சறார்பு A -ன மீது ததறாடர்ச்சியறான பகுதி 
வகைக்தைழு உகடயதறாைவும் படி p உகடய சமபடித்தறானச் சறார்பறாைவும் இருக்குமறானறால்

 x F
x
x y y F

y
x y pF x y x y A∂

∂
+ ∂

∂
= ∀ ∈( , ) ( , ) ( , ) ( , )  .

 B x y z a x b c y d u z v F B= < < < < < <{ } ⊂ →( , , ) | , , , :    

3 3  எனை. F  என் சறார்பு B -ன 

மீது ததறாடர்ச்சியறான பகுதி வகைக்தைழு உகடயதறாைவும் படி p  உகடய சமபடித்தறான சறார்பறாைவும் 
இருக்குமறானறால்

   x F
x
x y z y F

y
x y z z F

z
x y z pF x y z x y z∂

∂
+ ∂

∂
+ ∂

∂
= ∀( , , ) ( , , ) ( , , ) ( , , ) ( , , )  ∈∈B .

வமற்ைண்ட வதற்்ம் n  மறாறிைகைக் தைறாண்ட எநததவறாரு சமபடித்தறான சறார்புக்கும் தபறாருநதும். இது 
முதல் வகை பகுதி வகைக்தைழு ைறாண்பதில் பயனுளைதறாை இருக்கும்.

எடுததுக்கோட்டு 8.22

 u x y
x y

�
�
�

�

�
��

�

�
��

�sin 1 , எனில் x u
x

y u
y

u�
�

�
�
�

�
1

2
tan  என நிறுவுை.

தீர்வு

 இஙகு தைறாடுக்ைப்படட சறார்பு u  சமபடித்தறானது அல்ல. எனவவ ஆயலரின வதற்்ம் சறார்பு u -க்கு 

பயனபடுத்த முடியறாது. இருப்பினும் f x y x y
x y

u( , ) sin�
�
�

�  எனபது சமபடித்தறானது. ஏதனனில்

f tx ty tx ty
tx ty

t f x y x y t( , ) ( , ), , ,/�
�
�

� � �1 2 0  .
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 இஙகு f  படி 
1

2
 உகடய சமபடித்தறான சறார்பறாகும். எனவவ, ஆயலரின வதற்்ப்படி

   x f
x
y f
y

�
�

�
�
�

 =  1
2
f x y( , ) .

 தற்வபறாது f u= sin  எனப் பிரதியிட,

   x u
x

y u
y

�
�

�
�
�

(sin ) (sin )  =  1

2
sin u

   x u u
x

y u u
y

cos cos
�
�

�
�
�

 =  1

2
sin u  ... (19)

 இருபு்மும் cosu ஆல் வகுக்ை

   x u
x

y u
y

�
�

�
�
�

 =  1

2
tan u .

குறிப்பு : 

 இநதக் ைணக்கை வநரிகடயறான ைணக்கீடுைள மூலமும் ைறாணலறாம் ; ஆனறால் அநதக் ைணக்கீடு 
நீைமறானதறாை இருக்கும்.

பயிற்சி 8.7

 1. பினவரும் ஒவதவறாரு சறார்பும் சமபடித்தறானதறா இல்கலயறா எனக்ைண்டு சமபடித்தறானது 

எனில் அதன படிகயயும் ைறாண்ை.

   (i) f x y x y x( , ) � � �2 36 7  (ii) h x y x y y x y
x y

( , ) �
� �
�

6 9

2020 2019

2 3 5 4

2 2

�  

   (iii) g x y z
x y z
x y

( , , ) �
� �
�

3 5

4 7

2 2 2

  (iv) U x y z xy y z
xy

( , , ) sin= + −





2 22
.

 2. f x y x x y xy y( , ) � � � �3 2 2 32 3  என் சறார்பு சமபடித்தறானது என நிறுவுை. f -ன படிகயக் 

ைணக்கிடடு f -க்கு ஆயலரின வதற்்த்கதச் சரிபறார்க்ை.

 3. g x y x y
x

( , ) log� �
�
�

�
�
�  என் சறார்பு சமபடித்தறானது என நிறுவுை; g -ன படிகயக் ைணக்கிடடு,  

g -க்கு ஆயலரின வதற்்த்கதச் சரிபறார்க்ை. 

 4. u x y x y
x y

( , ) �
�
�

2 2

,  எனில் x u
x

y u
y

u�
�

�
�
�

�
3

2
 என நிறுவுை.

 5. v x y x y
x y

( , ) log�
�
�

�

�
�

�

�
�

2 2

, எனில் x v
x
y v
y

�
�
�

�
�

�1  என நிறுவுை.

 6. w x y z x y y xz y z
x y

( , , ) log�
� �

�
�

�
�

�

�
�

5 7 753 4 2 4 3 4

2 2
, எனில் x w

x
y w
y

z w
z

∂
∂

+ ∂
∂

+ ∂
∂

 -ஐக் ைறாண்ை.
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பயிற்சி 8.8
 பககாடுககபபைட்ட ேகானகு மகாறறு வி்டகளிலிருநது சரியகான அலலைது மிகவும் ஏறபு்டய 
வி்டயி்னத கதரநபதடுககவும் :

 1. ஒரு வடட வடிவ வறார்ப்பின ஆரம் 10 தசமீ. ஆரத்தின அைவில் வதறாரறாயமறாை 0.02 தசமீ பிகழ 
உளைது எனில் அதன பரப்பில் ஏற்படும் வதறாரறாய சதவீதப் பிகழகயக் ைறாண்ை.

  (1) 0.2% (2) 0.4% (3) 0.04% (4) 0.08%

 2. 31-ன 5ஆம் படி மூல சதவீதப் பிகழ வதறாரறாயமறாை, 31-ன சதவீதப் பிகழகயப் வபறால் எத்தகன 

மடஙைறாகும்?

  (1) 1

31
  (2) 1

5
 (3) 5 (4) 31

 3. u x y ex y( , ) � �2 2

, எனில் ∂
∂
u
x

-ன மதிப்பு

  (1) ex y2 2+   (2) 2xu  (3) x u2   (4) y u2  

 4. v x y e ex y( , ) log( )� � , எனில் 
�
�
�
�
�

v
x

v
y

-ன மதிப்பு

  (1) e ex y+     (2) 1
e ex y+

    (3) 2    (4) 1

 5. w x y x xy( , ) ,� � 0 , எனில் 
∂
∂
w
x

-ன மதிப்பு

  (1) x xy log  (2) y xlog   (3) yxy−1  (4) x ylog

 6. f x y exy( , ) = , எனில் 
∂
∂ ∂

2 f
x y

-ன மதிப்பு

  (1) xyexy  (2) ( )1+ xy exy   (3) ( )1+ y exy  (4) ( )1+ x exy

 7. ஒரு ைன சதுரத்தின பக்ை அைவு 4 தசமீ மற்றும் அதன பிகழ 0.1 தசமீ எனில் ைன அைவு  
ைணக்கீடடில் ஏற்படும் பிகழ

  (1) 0.4 ைன தசமீ (2) 0.45 ைன தசமீ (3) 2 ைன தசமீ (4) 4.8 ைன தசமீ
 8. ஒரு ைன சதுரத்தின பக்ை அைவு x0 -இலிருநது x dx0 +  ஆை மறாறும்வபறாது அதன வகைபரப்பு 

S x= 6 2  இல் ஏற்படும் மறாற்்ம்
  (1) 12 0x dx+   (2) 12 0x dx   (3) 6 0x dx   (4) 6 0x dx+  

 9. ஒரு ைன சதுரத்தின பக்ை அைவு 1%  அதிைரிக்கும்வபறாது அதன ைன அைவில் ஏற்படும் 

மறாற்்ம்
  (1) 0 3 3. xdxkP  (2) 0 03 3. xkP   (3) 0 03 2 3. x kP   (4) 0 03 3 3. x kP

 10. g x y x y y x t et( , ) , ( )� � � �3 5 22 2  மற்றும் y t t( ) cos= , எனில் 
dg
dt

 -ன மதிப்பு

  (1) 6 5 42e t t tt + −sin cos sin  (2) 6 5 42e t t tt � �sin cos sin

  (3) 3 5 42e t t tt + +sin cos sin  (4) 3 5 42e t t tt � �sin cos sin

 11. f x x
x

( ) �
�1

, எனில் அதன வகையீடு

  (1) −
+
1

1 2( )x
dx   (2) 1

1 2( )x
dx

+
  (3) 1

1x
dx

+
  (4) −

+
1
1x
dx  
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92XII - கணிதவியல்

 12. u x y x xy y( , ) � � � �2 3 2019 , எனில் 
�
� �

u
x ( , )4 5

-ன மதிப்பு

  (1) −4   (2) −3   (3) −7   (4) 13

 13. சறார்பு g x x( ) cos= -ன வநரியல் வதறாரறாய மதிப்பு x � �
2

 இல்

  (1) x � �
2

  (2) � �x �
2

  (3) x � �
2

  (4) � �x �
2

 

 14. w x y z x y z y z x z x y( , , ) ( ) ( ) ( )= − + − + −2 2 2 , எனில் 
�
�

�
�
�

�
�
�

w
x

w
y

w
z

-ன மதிப்பு

  (1) xy yz zx+ +   (2) x y z( )+   (3) y z x( )+   (4) 0
 15. f x y z xy yz zx( , , ) � � � , எனில் f fx z− -ன மதிப்பு

  (1) z x−   (2) y z−   (3) x z−   (4) y x−  

போ்டச்சுருக்கம்

 • f a b: ( , ) →   எனபகத வகையிடத்தக்ைச் சறார்பறாைவும், x a b0 ∈ ( , )  எனவும் தைறாளை. x0  
என் புளளியில் f -ன வதறாரறாய மதிப்பு L -ன வகரயக்

  L x( )  =   f x f x x x x a b( ) ( )( ), ( , )0 0 0� � � � �  எனலறாம்.

 • தமயமதிப்பு பூச்சியமற்்து எனில்

   சறார்பிகழ =  bka;kjpg;g[  njhuha kjpg;g[

bka;kjpg;g[

−

   சதவீதப்பிகழ =  rhu;gpiH ×100 .
 • x -ன அதிைரிப்பு Dx உடன மற்றும் எல்லறா  x a b∈ ( , ) -க்கும் f a b: ( , ) →   ஒரு 

வகையிடத்தக்ை சறார்பு எனை. f -ன வகையீடு df f x x� �( )�

 • ஒரு மகாறியில அ்மநத சகாரபுகளுகககான எல்லை விதிகள் (எல்லை கதற்றஙகள்) பைலை 
மகாறிக்ைக பககாண்ட சகாரபுகளுககும் பபைகாருநதும்.

 • A x y a x b c y d F A= < < < <{ } ⊂ →( , ) , , : 

2  மற்றும் ( , )x y A0 0 ∈  எனை.

 (i) lim
( , ) ( , )

h

F x h y F x y
h�

� �
0

0 0 0 0  -ன மதிப்பு ைறாணப்தபறின ( , )x y A0 0 ∈  இல் F -க்கு  x -ஐப் 

தபறாருத்த பகுதி வகைக்தைழு உளைது எனலறாம். இநத எல்கல மதிப்பு  ∂
∂
F
x
x y( , )0 0  எனக் 

குறிக்ைப்படும்.    

 (ii) lim
( , ) ( , )

k

F x y k F x y
k�

� �
0

0 0 0 0  -ன எல்கல மதிப்பு ைறாணப்தபறின ( , )x y A0 0 ∈  இல் F -க்கு  

y -ஐ தபறாருத்த பகுதிவகைக்தைழு உளைது எனலறாம். இநத எல்கல மதிப்பு  ∂
∂
F
y
x y( , )0 0  

எனக்குறிக்ைப்படும்.
 • A x y a x b c y d= < < < <{ } ⊂( , ) | , 

2 , F A: →   எனை. A  இல் fxy  மற்றும் f yx   

ைறாணப்தபற்று அகவ ததறாடர்ச்சியறானதறாைவும் இருக்குமறானறால் A  இல் f fxy yx=  A  என 
இருக்கும்.
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 • A x y a x b c y d= < < < <{ } ⊂( , ) | , 

2  எனை. சறார்பு u A: → 

2  எனபது  

�
�

�
�
�

� � �
2

2

2

2
0

u
x

u
y

x y A, ( , )  எனுமறாறு இருக்குமறானறால் அது  A -ல்  சீைகானது எனலறாம். இது 

லைகாபிலைகாஸின சமனபறாடு எனப்படும்.
 • A x y a x b c y d F A= < < < <{ } ⊂ →( , ) | , , : 

2 , மற்றும் ( , )x y A0 0 ∈  எனை.

  (i) ( , )x y A0 0 ∈  என் புளளியில் F -ன வநரியல் வதறாரறாய மதிப்பு

        F x y F x y F
x

x x( , ) ( , ) ( )0 0 0
y y( )0

x y( , )0 0

F
y x y( , )0 0

  

  (ii) F -ன வகையீடு dF F
x
x y dx F

y
x y dy�

�
�

�
�
�

( , ) ( , ) ,

         இஙகு dx x� � , dy y� �   என வகரயறுக்ைப்படுகி்து.

 • W x y( , )  எனபது 
∂
∂

∂
∂

W
x

W
y

,  என் பகுதி வகைக்தைழுக்ைள உளை  x y,  என் இரு மறாறிைளில் 

அகமநத சறார்பு எனை. x y,  என் இரு மறாறிைளும் t  என் ஒரு மறாறிகயப் தபறாருத்து 
வகையிடக்கூடிய சறார்புைள எனில் W -ம்  t -ஐப் தபறாருத்து வகையிடக்கூடிய சறார்பறாகும்.

   dW
dt

W
x
dx
dt

W
y
dy
dt

�
�
�

�
�
�

 

 • W x y( , )  எனபது x y,  என் இரு மறாறிைளில் அகமநத 
∂
∂

∂
∂

W
x

W
y

, என் பகுதி 

வகைக்தைழுக்ைள தைறாண்ட சறார்பு எனை. x = x(s,t) மற்றும் y = y(s,t), s t, ∈  என் இரு 
மறாறிைளுக்கும்  s மற்றும் t-ஐப் தபறாருத்த பகுதி வகைக்தைழுக்ைள உண்டு எனில்,

 ∂
∂
W
s

 =  �
�

�
�
�
�
�

�
�

W
x
x
s

W
y
y
s

,  ∂
∂
W
t

 =  �
�

�
�
�
�
�

�
�

W
x
x
t

W
y
y
t

. 

 • A x y a x b c y d= ( ) < < < <{ }⊂, , 

2 , F A: ® 

2  எனை.  F என் சறார்பு Aஇன மீது 

ததறாடர்பகுதி வகைக்தைழு உகடயதறாைவும் படி p உகடய சமபடித்தறான சறார்பறாைவும் 

இருக்குமறானறால், x F
x

y F
y

pF∂
∂
+
∂
∂
= -ஐ நிக்வு தசயயும்.

இகையச் ்சயல்போடு (ICT CORNER)

https://ggbm.at/dy9kwgbt அல்லது  Scan the QR Code
 இகணய உலறாவிகய தி்க்ைவும், தைறாடுக்ைப்படடுளை உரலி/விகரவுக் 

குறியீடகட தடடச்சு தசயயவும், GeoGebra-வின  “12th Standard Mathematics 

Vol-2” பக்ைம் வதறானறும். இப்பணித்தறாள புத்தைத்தின இடதுபக்ைம் உஙைள 
பறாடநூலுடன ததறாடர்புகடய பல அத்தியறாயஙைள ைறாணப்படும். அவற்றில் 

“Differential and Partial Derivatives” எனும் அத்தியறாயத்கதத் வதர்வு தசயை. 
 இப்தபறாழுது இப்பறாடம் ததறாடர்பறான பல பணித்தறாளைகை இப்பக்ைத்தில் ைறாண்பீர்ைள.  
அகனத்துப் பணித்தறாளைகையும் தசயது பறார்க்ைவும்.
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“நிற்பதறகு ஓர் இடம் தநததால் 
பூமியைக் கூட என்தால் நகர்்தத இைலும்”

-  ஆர்க்கிமெடிஸ்

9.1 அறிமுகம் (Introduction)
   வடிவியல் ப�ொருட்களின் �ரப�ளவவவயயும், ்கன அளவவவயயும் 
்கணிக்க வியத்தகுமுவை்களில் ்கண்டுபிடிபபு்கவளத அளித்த முன்்னொடி 
்கணி்தவியலொளர்களில் ஆரககிமிடிஸ் ஒருவர ஆவொர.  ஒரு �ரவவளயம் மற்றும் 
ஒரு ்ேரக்்கொட்ொல் சூழப�ட் �ரபபு உளவவரயப�ட் முக்்கொணததின் 
�ரபவ�ப ்�ொல் 4

3
 ம்ங்கு ஆகும் என்�வ்த 

நிரூபித்தொர. (�்ம் 9.1 ஐ ்கொண்்க).
 அவர �ரபவ� எண்ணற்ை �ல கூறு்களொ்கப 
பிரிதது அ்தன் ப்தொவ்கவயக ்கணிப�து மூலம் 

�ரப�ளவவவய ்கணித்தொர. இத்தகு எல்வலநிவலக 
்்கொட�ொடு ேொம் உருவொக்கப்�ொகும் வவரயறுத்த 
ப்தொவ்கயின் வவரயவையில் உளளடிங்கி  உளளது. 
்மலும் அ்தன் மூலம் சில வடிவியல் ப�ொருட்களின் 

�ரப�ளவவவயயும் ்கன அளவவவயயும் ்கண்்றி்வொம். 

கற்றலின் ந�ோககஙகள்

 இப�ொ்ப�குதி நிவைவுறும்்�ொது மொணவர்கள அறிந்திருக்க ்வண்டியவவ:

	 ●	 ப்தொவ்கயி்வல ப்தொவ்கயின் எல்வலயொ்க வவரயறுத்தல்

	 ●	 ப்தொவ்கயி்வல வடிவியல் ரீதியொ்க பெயல் விளக்கமளித்தல்

	 ●	 ப்தொவ்கயி்லின் அடிப�வ்த ்்தற்ைதவ்தப �யன்�டுதது்தல்

	 ●	 வவரயறுத்த ப்தொவ்கயி்வல எதிர வவ்கயி்லொ்க மதிபபிடு்தல்

	 ●	 வவரயறுத்த ப்தொவ்கயி்லின் சிலப �ண்பு்கவள நிறுவு்தல்

	 ●	 முவையற்ை ப்தொவ்கயி்வல இனங்்கொணு்தல் மற்றும் ்கொமொ ப்தொவ்கயி்வலப 
�யன்�டுதது்தல்

	 ●	 குவைபபுச் சூததிரம் ்தருவித்தல்

	 ●	 வவரயறுத்த ப்தொவ்கயி்வலப �யன்�டுததி ்தளப�குதியின் �ரப�ளவவக ்கண்்றி்தல்

	 ●	 வவரயறுத்த ப்தொவ்கயி்வலப �யன்�டுததி தி்பப�ொருள சுழற்சியின் ்கன அளவவ 
மதிபபிடு்தல்.

�்ம்  9.1

சிரதாகுயைச் சதார்நத 
ஆர்க்கிமெடிஸ்  

(288கிமு(ம்பதா. ஆ. மு)- 
212கிமு(ம்பதா. ஆ. மு)) 

ஒரு கிரரக்க கணிதவிைலதாளர்,  
இைறபிைலதாளர், ம்பதாறிைலதாளர், 

கண்டுபிடிப்பதாளர்

B( , )2 4

C
1

2

1

4
,









( , )−1 1 A
1

2

3

4

−2 −1 O 1 2
x

y

y
x=
2

94

9
த�ோகக நுணகணி�த்தின் பயன்போடுகள்
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 ப்கொடுக்கப�டடுளள f x( )  என்ை ெொரபின் எதிர வவ்கயி்லிவனப �ற்றிக ்கற்ைவ்த சுருக்கமொ்க 

நிவனவு கூர்வொம். d
dx
F x f x( ) ( )=  எனும்�டி ஒரு ெொரபு   அவமயு்மயொனொல் அச்ெொரபு F x( ) -வன 

f x( ) -ன்  எதிர் வயகயிடல் என்�ர.

 இது ்தனித்தன்வம வொய்ந்தது அல்ல. ஏபனனில், ஏ்்தொ ஒரு ப�ொது மொறிலி C -ககு, 

d
dx
F x C d

dx
F x f x[ ( ) ] [ ( )] ( )� � �  எனப ப�ைப�டுகிைது. அ்தொவது, f x( ) -ன் எதிர வவ்கயி்ல் F x( )  

என்ைொல் F x C( ) +  என்�து அ்்த ெொரபிற்கு எதிர வவ்கயி்லொகும். f x( ) -ன் அவனதது எதிர 

வவ்கயி்ல்்களும் மொறிலிவயப ப�ொருத்்த ்வறு�டுகின்ைன. f x( ) -ன் எதிர வவ்கயி்வல x-ஐப 

ப�ொருதது f x( ) -ன் வயரைறதா்த மததாயகயிடல் என்�ர. ் மலும் அ்தவன  f x dx( )ò  எனக குறிபபிடுவர. 

 வவரயைொத ப்தொவ்கயி்லின் ேன்கு அறியப�ட் ஒரு �ண்பு அ்தன் ரநரிைல் ்பண்்பதாகும் :

 � � � �f x g x dx f x dx g x dx( ) ( ) ( ) ( )�� � � �� �� , இங்கு α  மற்றும் β  ஆகியவவ மொறிலி்களொகும்.

 சில ெொரபு்கவளயும் அ்தன் எதிர வவ்கயி்ல்்கவளயும் இங்்்க �டடியலிடு்வொம். (வவ்கயைொத 
ப்தொவ்க்கள) : 

சதார்பு f x( ) வயரைறதா மததாயகயிடல் f x dx( )ò
K , ஒரு மொறிலி Kx C+  

( )ax b n+ , இங்கு  a ¹ 0  மற்றும் b  ஆகியன 
மொறிலி்கள; மற்றும் n � �1

1

1

1

a
ax b
n

C
n( )�

�
�

�
�

�

�
� �

�

 

1
ax b+

, இங்கு a ¹ 0  மற்றும் b  ஆகியன மொறிலி்கள
1

a
ax b Celog ( )+ +  

eax  , இங்கு a  ஒரு பூச்சியமற்ை மொறிலியொகும்
e
a

C
ax

+

sin( )ax b+ , இங்கு a ¹ 0  மற்றும் b  ஆகியன 
மொறிலி்களொகும்.

�
�

�
cos( )ax b

a
C

 
cos( )ax b+ , இங்கு a ¹ 0  மற்றும் b  ஆகியன 
மொறிலி்களொகும்

sin( )ax b
a

C+
+

 
tan( )ax b+ , இங்கு a ¹ 0  மற்றும் b  ஆகியன 
மொறிலி்களொகும்

1

a
ax b Clog sec( )+ +

 

cot( )ax b+ , இங்கு a ¹ 0  மற்றும் b  ஆகியன 
மொறிலி்களொகும்

1

a
ax b Clog sin( )+ +

sec( )ax b+ , இங்கு a ¹ 0  மற்றும் b  ஆகியன 
மொறிலி்களொகும்

1 log | sec( ) tan( ) |ax b ax b C
a

+ + + +

cosec( )ax b+ , இங்கு a ¹ 0  மற்றும் b  ஆகியன 
மொறிலி்களொகும்  

� � � � �
1

a
ax b ax b Clog ( ) cot( )cosec
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96XII - கணிதவியல்

சதார்பு f x( )  வயரைறதா மததாயகயிடல் f x dx( )ò  

1
2 2a x+

,  இங்கு a ¹ 0  ஆகியன மொறிலி்களொகும் 1 1

a
x
a

Ctan� �
�
�

�
�
� �

 
1

2 2a x−
,  இங்கு a ¹ 0  ஒரு மொறிலியொகும் 1

2a
a x
a x

Celog
�
�

�
 

1
2 2x a−

,  இங்கு a ¹ 0  ஒரு மொறிலியொகும் 1

2a
x a
x a

Celog
�
�

�

1

2 2a x+
,  இங்கு a  ஒரு மொறிலியொகும் loge x a x C+ + +2 2

 

1

2 2a x−
,  இங்கு a ¹ 0  ஒரு மொறிலியொகும் sin� �

�
�

�
�
� �

1 x
a

C  

1

2 2x a−
,  இங்கு a  ஒரு மொறிலியொகும் loge x x a C� � �2 2

 

a x2 2+ ,  இங்கு a  ஒரு மொறிலியொகும் x a x a x a x Ce

2 2 2
2 2

2 2

+
+ + + +log

 

a x2 2− , இங்கு a  ஒரு மொறிலியொகும் x a x a x
a

C
2 2 2

1

2 2

�
� �

�
�

�
�
� �

�sin

 

x a2 2− , இங்கு a  ஒரு மொறிலியொகும் x x a a x x a Ce

2 2 2
2 2

2 2

�
� � � �log

 

9.2  வகையறுத் த�ோககயீடகடை ஒரு கூடடைலின் எலகலையோக கோணல

        (Definite Integral as the Limit of a Sum)

9.2.1  ரீமன் த�ோககயீடு (Riemann Integral)
 [ , ],a b a b <  எனும் மூடிய வரம்புககுட�ட் 
இவ்பவளியில் வவரயறுக்கப�டும் ஒரு பமய் மதிபபுவ்ய 

ெொரபு f x( )  என்்க. [ , ]a b  இவ்பவளியில் f x( )  ெொர�ொனது 

ஒ்ர குறியி்ன் இருக்க ்வண்டியதில்வல; அ்தொவது  [ , ]a b
-ல் f x( ) -ன் மதிபபு்கள மிவ்கபயண்ணொ்க்வொ அல்லது 
குவைபயண்ணொ்க்வொ இருக்கலொம். �்ம் 9.2 இல் ்கொண்்க. 
[ , ]a b  எனும் இவ்பவளிவய n  உள இவ்பவளி்களொ்க, 

a x x x x x bn n� � � � � � ��0 1 2 1  எனுமொறு [ , ],[ , ], ,[ , ],[ , ]x x x x x x x xn n n n0 1 1 2 2 1 1 − − −  எனப 

பிரிக்கவும். 
 ஏ்்தனும் ஒரு பமய்பயண் ξi , x xi i i� � �1 �  எனும்�டி, [ , ], , , ,x x i ni i� �1 1 2   என்றியிருககுமொறு 
்்தரந்ப்தடுக்கவும். இ்தன் கூடு்தல்,

    f x xi i i
i

n

( )( )� � �
�
� 1

1

 = f x x f x x f x xn n n( )( ) ( )( ) ( )( )� � �1 1 0 2 2 1 1� � � � � � �  ….(1)

x a=
x b=

xx1 x2

xn

y
f x

=
(

)

xi xn−1

x3
xi−1x0

ξ3

�்ம்  9.2
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 என எடுதது ப்கொள்க. கூடு்தல் (1) என்�து [ , ]a b -ல்  [ , ],[ , ], ,[ , ]x x x x x xn n0 1 1 2 1 −  எனும் 

பிரிவு்களில்  f x( )  என்�து ரீென கூடடல் எனப�டும். 
 x xi i i� � �1 � எனும் நி�ந்்தவனவய பூரததி பெய்யமொறு  எண்ணற்ை �ல ξi  மதிபபு்கள  

இருப�்தொல், [ , ]a b -ல்  [ , ],[ , ], ,[ , ]x x x x x xn n0 1 1 2 1 −  எனும் அ்்த பிரிவிவன்களுவ்ய f x( ) -ககு 

எண்ணற்ை �ல ரீமன் கூடு்தல் உண்டு. ்கடடுப�டுததும் பெயல்�ொடடின் கீழ்  n ��  மற்றும் 

max xi xi� �� ��1
0  எனில், கூடடுத ப்தொவ்க (1) ஆனது, முடிவுறு மதிபபிவன அ்தொவது A  என 

வவததுக ப்கொண்்ொல், மதிபபு  A -யிவன  [ , ]a b -ல் x -ஐப ப�ொருதது  f x( ) -ன் ரீென மததாயகயீடு 

என்�ர. ்மலும் a -லிருந்து b -ககு x -ஐப ப�ொருதது  f x dx
a

b

( )ò  எனக குறிபபி்ப�டுகிைது. a b=  

எனில்  f x dx
a

a

( ) =∫ 0  ஆகும். 

குறிப்புகை

 இந்்த அததியொயததில் [ , ]a b -ல் ப்தொ்ரச்சியொன வரம்புககுட�ட் f x( ) -இன் ெொரபு்கவள 
மடடு்ம ்கருததில் ப்கொளகி்ைொம். இருபபினும், துண்டுவொரி ப்தொ்ரச்சியொன வரம்புககுட�ட் 
ெொரபு்களுககும் [ , ]a b -ல் f x( ) -ன் ரீென மததாயகயீடு உளள்தொகும். வவரயறுத்த ப்தொவ்கயீடடிற்கும் 
எதிரமவை  வவ்கயி்லுககும் (வவரயைொ ப்தொவ்கயீடு) ஒ்ர குறியீ்ொன ò �யன்�டுத்தப�டுகிைது. 
ப்தொவ்கயீடுக்கொன அடிப�வ்த ்்தற்ைதவ்த நிறுவிய பிை்்க இ்தன் ்கொரணம் ப்தளிவொ்க விளங்கும். 
மொறிலி x  ்�ொலிபயனும் அரத்தம் ்தரும்�டி ேம் விருப�ப�டி ்்தரந்ப்தடுக்கப�டுகிைது. என்வ 

 f x dx
a

b

( )ò  என்�்தவன f u du
a

b

( )ò  எனவும் எழு்தலொம். ஆவ்கயொல்,  f x dx f u du
a

b

a

b

( ) ( )∫ ∫=  ஆகும்.  

[ , ]x xi i−1 , i n=1 2, , ,   எனும் ஒவபவொரு �குதி இவ்பவளியிலும் உளள xi i�1,�  மற்றும் xi  ஆகிய 

மூன்று புளளி்களும் max xi xi� �� ��1
0  என்�்தொல் ஒ்ர புளளியில் குவிகின்ைன. �i ix = �1 , 

i n=1 2, , ,  எனத ்்தரந்ப்தடுப�்தன் மூலம்

    
 and max(x

f x dx f x x x
a

b

n x i i i
i

n

i i

( ) lim ( )( )
)

� �� ��� � �
� �

��1 0
1 1

1

     ..(2) 

 ஆகும்.  ெமன்�ொடு (2) ரீமன் ப்தொவ்கயீடடிவன மதிபபிடுவ்தற்்கொன இடது-முய் விதி என்�ர.
 ξi ix = , i n=1 2, , ,  எனத ்்தரந்ப்தடுப�்தன் மூலம்,

     
 and max (x

f x dx f x x x
a

b

n x i i i
i

n

i i

( ) lim ( )( ).
)

� �� ��� � �
�

��1 0
1

1

   ...(3)

 எனக கிவ்ககிைது. ெமன்�ொடு (3)-ஐ ரீமன் ப்தொவ்கயீடடிவன மதிபபிடுவ்தற்்கொன 

 வலது-முய் விதி என்�ர.

 �i
i ix x

 = � �1

2
, i n=1 2, , ,  எனத ்்தரந்ப்தடுப�்தன் மூலம் 

   
 and max

f x dx f x x x x
a

b

n x x

i i
i i

i i

( ) lim (
( )

�
��

�
�

�
�
� �� �� � �

�

�1 0

1

2
��

�
� 1

1

).
i

n

 ...(4)

 எனக கிவ்ககிைது. ெமன்�ொடு (4) ரீமன் ப்தொவ்கயீடடிவன மதிபபிடுவ்தற்்கொன நடு-முய் விதி 
என்�ர. 
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குறிப்புகை

 (1) ஒவபவொரு x a b∈[ , ] -ககும் ரீமன் ப்தொவ்கயீடு  f x dx
a

b

( )ò  உளளது எனில், ரீமன் ப்தொவ்கயீடு 

f u du
a

x

( )ò  என்�து ேன்கு வவரயறுக்கப�ட் பமய்பயண்ணொகும். என்வ 

F x f u du x a b
a

x

( ) ( ) , [ , ]= ∈∫  எனும்�டி [ , ]a b -ல் F x( ) -இன் ெொரபு வவரயறுக்கப�டுகிைது.

 (2) அவனதது x a b∈[ , ] -ககும் f x( ) ≥ 0  எனில், ரீமன் ப்தொவ்கயீ்ொன 

f x dx
a

b

( )ò  என்�து  x a=  மற்றும் x b=  ்்கொடு்கள, y f x= ( )  

எனும் வவளவவர மற்றும் x-அச்சின் வரம்பிற்குட�ட் �குதியின் 
வடிவியல் �ரப�ளவவத ்தரும். �்ம் 9.3 இல் ்கொண்்க.

 (3) அவனதது x a b∈[ , ] -ககும் f x( )£ 0  எனில் ரீமன் 

ப்தொவ்கயீ்ொன f x dx
a

b

( )ò  என்�து x a=  மற்றும் x b=  

்்கொடு்கள  y f x= ( )  எனும் வவளவவர மற்றும் x-அச்சின் 

வரம்பிற்குட�ட் �குதியில் வடிவியல் �ரப�ளவு குவை 
மதிபவ�த ்தரும். �்ம் 9.4இல் ்கொண்்க. இத்தவ்கய 
்தருணததில், x a=  மற்றும் x b=  ் ்கொடு்கள, y f x= ( )  எனும் வவளவவர மற்றும் x-அச்சின் 

வரம்பிற்குட�ட் �குதியின் வடிவியல் �ரப�ளவு f x dx
a

b

( )ò  ஆகும்.

 (4) [ , ]a b -ல் f x( )  மிவ்க மதிபபு்கவளயும் அ்்த ெமயததில் குவை மதிபபு்கவளயும் ப�றும்  
எனில்,  [ , ]a b  எனும் இவ்பவளிவய f x( ) -இன், ஒவபவொரு உள இவ்பவளியிலும் 

ப்தொ்ரந்து ஒ்ர குறியு்ன் இருககுமொறு [ , ]a c1 , [ , ]c c1 2 , , [ , ]c bk  எனப �குதி 

இவ்பவளி்களொ்கப பிரிக்கப�டுகிைது. என்வ, f x dx
a

b

( )ò -க்கொன ரீமன் ப்தொவ்கயீடு

f x dx
a

b

( )ò = f x dx f x dx f x dx
a

c

c

c

c

b

k

( ) ( ) ( )

1

1

2

∫ ∫ ∫+ + +  ஆகும். 

  இத்தருணததில் x a=  மற்றும் x b=  ்்கொடு்கள,  y f x= ( )  எனும் வவளவவர மற்றும் 

x-அச்சின் வரம்பிற்குட�ட் �குதியின் வடிவியல் �ரப�ளவு 

f x dx f x dx f x dx
a

c

c

c

c

b

k

( ) ( ) ( )

1

1

2

∫ ∫ ∫+ + +  ஆகும்.

 ெொன்ைொ்க, ெொரபு f x x a b( ), [ , ]∈ -க்கொன கீழ்க்கொணும் வவளவவரவயக ்கருது்வொம். �்ம்   

9.5 இல் ்கொண்்க. இங்கு, A1 , A2  மற்றும் A3  ஆகியவவ ்தனித்தனியொன வடிவியல் �ரப�ளவு்களொகும். 

என்வ வவரயறுத்த ப்தொவ்கயீடு f x dx
a

b

( )ò  என்�து

�்ம்  9.4

y

O

x a= x b=
− f x( )

∆x
x

�்ம்  9.3

y

x
x a=

x b=

y f x= ( )

∆x

f
x(
)

O

12th_Maths_Vol 2_TM_CH 9_Apps of Integration.indd   98 16-12-2021   17:46:04

www.tntextbooks.in



த�ொகை நுணைணி�த்தின் பயன்பொடுைள்99

 
f x dx

a

b

( )ò
 
=  f x dx f x dx f x dx

a

c

c

c

c

b

( ) ( ) ( )

1

1

2

2

∫ ∫ ∫+ +

  =  A A A1 2 3� � .

 x a=  மற்றும் x b=  ்்கொடு்கள, y f x= ( )  எனும் 
வவளவவர மற்றும் x − அச்சின் வரம்பிற்குட�ட் 

�குதியின் வடிவியல் �ரப�ளவு A A A1 2 3+ +  ஆகும். 
்மற்்கண்் ஆய்விலிருந்து, வடிவியல் �ரப�ளவவ 
ரீமன் ப்தொவ்கயீடு குறிக்கொது என்�து புலனொகிைது.

குறிப்பு

 பவளிப�வ்யொ்க குறிபபி்ொமல் இருபபினும் �ரப�ளவு ெதுர அலகு்களொ்கவும், ்கன அளவு ்கன 
அலகு்களொ்கவும் ்கணககி்ப�டுகின்ைது என்�து ேன்கு ப்தளிவொகிைது.

எடுத்துககோடடு 9.1
 5 ெம அளவு �குதி இவ்பவளி்களொ்கப பிரிதது மற்றும் (i) இ்து-முவன விதி  

(ii) வலது-முவன விதி (iii) ேடு-முவன விதி ஆகியவற்வை ரீமன் கூட்லில் �யன்�டுததி x dx2

0

0 5.

ò -ன் 

மதிபவ�க ்கணககிடு்க.
தீர்வு

   இங்கு a  =  0 0 5 5 2, . , , ( )b n f x x= = =  

 என்வ, ஒவபவொரு �குதி இவ்பவளியின் அ்கலம்,

   h  =  �x b a
n

�
�

�
�

�
0 5 0

5
0 1

.
.  ஆகும்.

 இவ்பவளியின் துண்டு்கவளத ்தரும் புளளி்கள,

   x0  =  0,

   x1  =  x h0 0 0 1 0 1� � � �. .  

   x2  =  x h1 0 1 0 1 0 2� � � �. . .

   x3   = x h2 0 2 0 1 0 3� � � �. . .

   x4  =  x h3 0 3 0 1 0 4� � � �. . .

   x5  =  x h4 0 4 0 1 0 5� � � �. . .  ஆகும்.

 (i) ெம அளவு Dx ப்கொண்் ரீமன் கூட்லுக்கொன இ்து முவன விதியொனது,

   S  =  f x f x f x xn0 1 1� � � � � � � � ��� �� �� .

    ∴S  =  f f f f f0 0 1 0 2 0 3 0 4 0 1� � � � � � � � � � � � � ��� ��. . . . ( . )

    =  0 00 0 01 0 04 0 09 0 16 0 1 0 03. . . . . ( . ) .+ + + +[ ] =

   ∴ ∫ x dx2

0

0 5.

 -ன் ்்தொரொய மதிபபு 0 03.  ஆகும்.

�்ம்  9.5

y f x
= ( )

x

y

x b=x a=

a Oc1
c2

A2

b

A1

A3
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100XII - கணிதவியல்

 (ii) ெம அளவு Dx ப்கொண்் ரீமன் கூட்லுக்கொன வலது முவன விதியொனது

   S  =  f x f x f x xn1 2� � � � � � � � ��� �� � .

   ∴ S  =  f f f f f0 1 0 2 0 3 0 4 0 5 0 1. . . . . ( . )� � � � � � � � � � � � � ��� ��

    =  0 01 0 04 0 09 0 16 0 25 0 1 0 055. . . . . ( . ) .� � � �� � � .

  ∴ ∫ x dx2

0

0 5.

-ன் ்்தொரொய மதிபபு 0 055.  ஆகும்.

 (iii) ெம அளவுDx ப்கொண்் ரீமன் கூட்லுக்கொன ேடு-முவன விதியொனது

   S  =  f x x f x x f x x xn n0 1 1 2 1

2 2 2

��
�
�

�
�
� �

��
�
�

�
�
� � �

��
�
�

�
�
�

�

�
�

�

�
� �

�
  

   ∴ S  =  f f f f f0 05 0 15 0 25 0 35 0 45 0 1. . . . . ( . )� � � � � � � � � � � � � ��� ��  
    =  0 0025 0 0225 0 0625 0 1225 0 2025 0 1. . . . . ( . )� � � �� �
    =  0 04125. .

   ∴ ∫ x dx2

0

0 5.

-ன் ்்தொரொய மதிபபு 0 04125.  ஆகும்.

பயிறசி 9.1

 1. 1 1 1 2 1 3 1 4 1 5. , . , . , . , .� �  எனும் பிரிவிவனயு்ன் இ்து-முவன விதிவயப �யன்�டுததி  

xdx
1

1 5.

ò  -ககு ்்தொரொய மதிபபு ்கொண்்க.

 2. 1 1 1 2 1 3 1 4 1 5. , . , . , . , .� �எனும் பிரிவிவனயு்ன் வலது-முவன விதிவயப �யன்�டுததி 

x dx2

1

1 5.

ò -ககு ்்தொரொய மதிபபு ்கொண்்க.

 3. 1 1 1 2 1 3 1 4 1 5. , . , . , . , .� �  எனும் பிரிவிவனயு்ன் ேடு-முவன விதிவயப �யன்�டுததி

( )

.

2

1

1 5

−∫ x dx -ககு ்்தொரொய மதிபபு ்கொண்்க.

9.2.2  f x dx
a

b

( )ò -ஐ மதிப்பிடை எலகலை சூத்திைம்  (Limit Formula to Evaluate  f x dx
a

b

( )ò ) 

 [ , ]a b  எனும் இவ்பவளிவய a x x x x x bn n� � � � � � ��0 1 2 1  எனுமொறு 

[ , ],[ , ], ,[ , ],[ , ]x x x x x x x xn n n n0 1 1 2 2 1 1 − − −  என n  ெமப�குதி இவ்பவளி்களொ்கப பிரிக்கப�டுகிைது. 

என்வ x x x x x x b a
nn n1 0 2 1 1� � � � � � �
�

�

 ஆகும்.  h b a
n

�
�

 என்்க. இனி x a ih i ni � � �, , , ,1 2   
எனக கிவ்ககிைது.

 வவரயறுத்த ப்தொவ்கயீடடின் வவரயவைப�டி

 
lim ( )( )

( )n x x i i i
i

n

i i

f x x x
�� � �

�
��

��
 and max 1 0

1

1

(வலது முவன விதி)
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  =  limn i

nb a
n

f a i b a
n��

�

�
�

��
�
�

�
�
��

1

.

 ∴      f x dx
a

b

( )ò  

 
=  lim ( )
n r

nb a
n

f a b a r
n��

�

�
� ��

�
�

�
�
��

1

.

குறிப்பு

 lim ( )
n r

nb a
n

f a b a r
n��

�

�
� ��

�
�

�
�
��

0  
= lim ( ) ( )
n r

nb a
n

f a b a
n

f a b a r
n��

�

�
�

�
� ��

�
�

�
�
�

�

�
�

�

�
��

1

  =  lim ( )
n r

nb a
n

f a b a r
n��

�

�
� ��

�
�

�
�
��

1

  =  f x dx
a

b

( )ò .

 ∴ f x dx
a

b

( )ò
 
=  lim ( )

n
r

nb a
n

f a b a r
n→∞

=

− + −



∑

1

  
=  lim ( )
n r

nb a
n

f a b a r
n��

�

�
� ��

�
�

�
�
��

0

.

  a = 0 மற்றும் b =1 எனில்,    =f x dx
n

f r
n n

f r
nn

r

n

n
( ) lim lim=












∫ ∑

→∞
=

→∞
0

1

0

1 1 
=
∑
r

n

1

 ஆகும்.

எடுத்துககோடடு 9.2

 கூட்லின் எல்வலயொ்க xdx
0

1

ò -ஐ மதிபபிடு்க.

தீர்வு

 இங்கு  f x x a( ) ,= = 0  மற்றும் b =1 . என்வ

   
 f x dx
a

b

( )ò
 
=  lim lim

n r

n

n r

n

n
f r
n

xdx
n

r
n��

�
��

�

�
�
�

�
�
�� �� � �1 1

1 0

1

1

    =  limn n
n

��
� � �� �1

1 2
2



     =  lim
( )

lim
n nn

n n
n�� ��

�
��

�
�

�
�
� �

1 1

2

1

2
1

1 1

22
= .

எடுத்துககோடடு 9.3

 கூட்லின் எல்வலயொ்க x dx3

0

1

ò -ஐ மதிபபிடு்க.

தீர்வு

 இங்கு f x x a( ) ,= =3 0  மற்றும் b =1 . என்வ   

   
 f x dx
a

b

( )ò
 
=  lim lim

n r

n

n r

n

n
f r
n

x dx
n

r
n��

�
��

�

�
�
�

�
�
�� �� � �1 1

1

3

0

1 3

3
1

     =  lim lim
( )

n nn
n

n
n n

�� ��
� � ��� �� �

�1
1 2

1 1

44

3 3 3

4

2 2



     =  lim
n n��

��
�
�

�
�
� �

1

4
1

1 1

4

2

.
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எடுத்துககோடடு 9.4

 கூட்லின் எல்வலயொ்க 2 32

1

4

x dx+( )∫ -ஐ மதிபபிடு்க.

தீர்வு

 கீழ்க்கொணும் சூததிரதவ்தப �யன்�டுதது்வொம்.

 
 f x dx
a

b

( )ò
 
=  lim ( )

n r

nb a
n

f a b a r
n��

�

�
� ��

�
�

�
�
��

1

 இங்கு f x x a( ) ,� � �2 3 12   மற்றும் b = 4 . 
 என்வ,

 
f a b a r

n
� ��

�
�

�
�
�( )

 
=  f

r
n

1 4 1� ��
�
�

�
�
�( ) = f r

n
1

3
��

�
�

�
�
� = 2 1

3
3

2

��
�
�

�
�
� �
r
n

= 5
18 122

2
+ +

r
n

r
n

.

 ஆவ்கயொல்,

 
( )2 32

1

4

x dx+∫
 
=  lim lim

n r

n

n r

n

n
r
n

r
n n n

r
��

�
��

�

� �
�

�
�

�

�
� � � �� �3

5
18 12 15

1
54 362

2
1 1

3

2

nn
r

r

n

r

n

2
11 ��
���

��
�

��

   =  limn n
n

n
n

n
n

��
� � � �� � � � � �� ��

��
�
��

15 54
1 2

36
1 2

3

2 2 2

2
 

  =  lim
( )( ) ( )

n n
n n n

n
n n

��
�

� �
�

��
��

�
��

15
54 1 2 1

6

36 1

23 2

  =  limn n n n��
� ��

�
�

�
�
� ��
�
�

�
�
� � ��

�
�

�
�
�

�

�
�

�

�
�15 9 1

1
2

1
18 1

1

  =  15+9 1 0 2 0 18 1 0�� � �� � � �� � = 51.

பயிறசி 9.2
 1. கீழ்க்கொணும் ப்தொவ்கயீடு்கவள கூட்லின் எல்வல்களொ்க ்கணககிடு்க:

   (i) ( )5 4
0

1

x dx��   (ii) ( )4 12

1

2

x dx��  

9.3  த�ோகக நுணகணி� அடிப்பகடைத் ந�ற்றஙகள் மறறும் அவறறின் பயன்போடுகள்
       (Fundamental Theorems of Integral Calculus and their Applications)

 ெொரபு மி்க எளிவமயொ்க இருபபினும்  f x dx
a

b

( )ò -இன் மதிபவ� ப்தொவ்கயீடு்களின் கூட்லின் 

எல்வல்களொ்க தீரவு ்கொண்�து மி்கவும் ்கடினம் என்�வ்த ்ம்ல உளள எடுததுக்கொடடு்களில் ேொம் 
்கண்்்ொம்  வொயிலொ்க �ொரத்்தொம். நியூட்ன் (Newton) மற்றும் லிபினிடஸ் (Leibnitz) இருவரும் 
கிட்்தட் ஒ்ர ்கொலததில் வவரயறுத்த ப்தொவ்கயி்வல ஓர எளிய முவையில் ்கொண வழிவகுத்தனர. 
இம்முவையொனது முதல் ெறறும் இரண்டதாம் நுண்கணித அடிப்பயட்த ரதறற்தயத அடிப�வ்யொ்கக 
ப்கொண்்து. இத்்தற்ைங்்கள ஒரு ெொரபிற்கும் அ்தன் எதிர வவ்கயி்லுககும் (முடியும்பமனில்) உளள 
ப்தொ்ரவ� நிவலநிறுததுகிைது. இத்்தற்ைங்்கள வவ்க நுண்்கணி்தததிற்கும் ப்தொவ்க 
நுண்்கணி்தததிற்கும் உளள ஒரு ப்தொ்ரவ� ஏற்�டுததுகிைது.

 பின்வரும் முககிய ்்தற்ைங்்கள நிரூ�ணயின்றி கீ்ழ ப்கொடுக்கப�டடுளளன
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ந�ற்றம் 9.1 (மு�ல த�ோகக நுணகணி� அடிப்பகடைத் ந�ற்றம்)

  f x( )  என்�து [ , ]a b என்ை மூடிய இவ்பவளியில் வவரயறுக்கப�ட் ப்தொ்ரச்சியொன ெொரபு 

மற்றும் F x f u du a x b
a

x

( ) ( ) ,= < <∫    எனில்,  
d
dx
F x f x( ) ( )= . அ்தொவது F x( ) -ஆனது  f x( )  -இன்  

எதிர வவ்கயீடு ஆகும். 

ந�ற்றம் 9.2 (இைணடைோவது த�ோகக நுணகணி� அடிப்பகடைத் ந�ற்றம்)

 f x( )  என்�து [ , ]a b  என்ை மூடிய இவ்பவளியில் வவரயறுக்கப�ட் ப்தொ்ரச்சியொன ெொரபு 

மற்றும் F x( ) -ஆனது  f x( )  -இன்  எதிர வவ்கயீடு எனில்,  f x dx F b F a
a

b

( ) ( ) ( ).= −∫

குறிப்பு

 F b F a( ) ( )−  ஆனது   f x dx
a

b

( )ò  என்ை வவரயறுக்கப�ட் ப்தொவ்கயி்லின் (ரீமன் ப்தொவ்கயி்ல்) 

மதிப�ொன்தொல் எதிரமுவை வவ்கயீடு F x( )  உ்ன்  ் ெரக்கப�டும் ்தன்னிச்வெ மொறி நீக்கப�டடு விடும். 
என்வ வவரயறுத்த ப்தொவ்கயி்லின் மதிபபு ்கொணும்்�ொது எதிர வவ்கயீடு்ன் ்தன்னிச்வெ 
மொறிவய ் ெரக்கத ் ்தவவயில்வல.  F b F a( ) ( )− -ஐ சுருக்கமொ்க F x

a

b
( )� � என எழு்தலொம். வவரயறுத்த 

ப்தொவ்கயி்லின் மதிபபு ஒருவமத ்தன்வம உவ்யது.

 இரண்்ொவது ப்தொவ்க நுண்்கணி்த ்்தற்ைததின் வொயிலொ்க பின்வரும் வவரயறுத்த  
ப்தொவ்கயி்லின் �ண்பு்கவளப ப�றுகி்ைொம். அவற்வை நிரூ�ணமின்றி இங்கு ்கொண்்�ொம்.

 ்பண்பு 1 : f x dx f u du
a

b

a

b

( ) ( )=∫ ∫ , a < b

 அ்தொவது எல்வல்கள மொைொமல் இருககும்்�ொது மொறிவய மொற்றுவ்தொல் ப்தொவ்கயி்லின் மதிபபு 
மொைொது.

 ்பண்பு 2 : f x dx f x dx
b

a

a

b

( ) ( )= −∫∫

 அ்தொவது வவரயறுத்த ப்தொவ்கயி்லில் எல்வல்கவள  இ்மொற்ைம் பெய்யும்்�ொது வவரயறுத்த 
ப்தொவ்கயி்லின் குறியீடு ’-’ ஆ்க மொறும்.

 ்பண்பு 3 :  f x dx f x dx f x dx
a

c

a

b

c

b

( ) ( ) ( )= +∫∫ ∫ , a < c < b

 ்பண்பு 4 :  � � � �f x g x dx f x dx g x dx
a

b

a

b

a

b

( ) ( ) ( ) ( )+[ ] = +∫ ∫∫  இங்கு, α  மற்றும் β

மொறிலி்கள.

 ்பண்பு 5 : x g u= ( ) எனில்,   f x dx f g u dg u
du

du
c

d

a

b

( ) ( ( ))
( )

� ��  இங்கு g c a( ) =  மற்றும் 

g d b( ) = . 

 இப�ண்�ொனது வவரயறுத்த ப்தொவ்கயி்லில் பிரதியி்ல் முவைவயப �யன்�டுத்த உ்தவுகிைது. 
்மற்கூறிய �ண்பு்கவள பின்வரும் எடுததுக்கொடடு்களில் �யன்�டுதது்வொம்.
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எடுத்துககோடடு 9.5

 மதிபபிடு்க :  ( )3 4 52

0

3

x x dx� �� .

தீர்வு

   ( )3 4 52

0

3

x x dx� ��  =  3 4 52

0

3

0

3

0

3

x dx x dx dx� � ���

    =  3 4 52

0

3

0

3

0

3

x dx x dx dx� �� � �

    =  3
3

4
2

5
3

0

3
2

0

3

0

3x x x
�

�
�

�

�
� �

�

�
�

�

�
� � � �

    =  ( ) ( ) ( )27 0 2 9 0 5 3 0� � � � �

    =  27 18 15� � = 24 .
எடுத்துககோடடு 9.6

 மதிபபிடு்க :  2 7

5 92

0

1 x
x

dx�
��  .

தீர்வு

   

2 7

5 92

0

1 x
x

dx�
��

 
=  2

5 9
7

5 32

0

1

2 2

0

1x
x

dx
x�

�
�� � ( )

=
1

5
5 9

7

5 3

5

2

0

1

2

2

0

1

log[ ]x dx

x
� �

� �
�
�

�
�
�

�

    =  1

5
14 9

7

5

5

3 3

5

1

5

14

9

1

0

1

[log log ] tan log� � �
�
��

�
��

�

�

�
�
�
�

�

�

�
�
�
�

� �� x 77

3 5

5

3

1tan� .

எடுத்துககோடடு 9.7

 மதிபபிடு்க :  [ ]2

0

1

x dxò , [ ]⋅  என்�து மீபப�ரு முழுக்கள ெொரபு.

தீர்வு

  [ ]2

0

1

x dxò =  [ ] [ ]2 2

0

1

2

1

2

1

x dx x dx+∫ ∫ = 0 1
1

2

1

0

1

2

dx dx+∫∫ = 0 1

2

1+ [ ]x = 1
1

2
− =

1

2
.

எடுத்துககோடடு 9.8

 மதிபபிடு்க :  sec tan

sec

x x
x
dx

1 2

0

3

��
�

.

தீர்வு

  I  =  sec tan

sec

x x
x
dx

1 2

0

3

��
�

 என்்க.           sec x = u என்்க. என்வ sec tanx x dx = du .
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 x =0  எனில்,  u = =sec0 1   மற்றும்  x =
p
3

 எனில்  u = =sec
p
3

2 .

   ∴ I  =  
du
u1 2

1

2

�� = [tan ]−1

1

2u =  tan ( ) tan− −−1 12 1 = tan ( )� �1 2
4

� .

எடுத்துககோடடு 9.9

 மதிபபிடு்க :  1

0

9

x x
dx

�� .

தீர்வு

 x = u  என்்க. என்வ  x u= 2 , மற்றும் dx = 2u du .

 x = 0  எனில், u = 0  மற்றும் x = 9  எனில்,  u = 3 .

 �
��
1

0

9

x x
dx =

1
2

2

0

3

u u
u du

�� ( ) =  2
1

1
0

3

�� u
du = 2 1

0

3

log ��� ��u = 2 4 0[log ]− = log16 .

எடுத்துககோடடு 9.10

 மதிபபிடு்க :  x
x x

dx
( )( )� �� 1 2

1

2

.

தீர்வு

   I  =  x
x x

dx
( )( )� �� 1 2

1

2

 என்்க.

   I  =  �
�

�
�

�

�
�

�

�
��

1

1

2

2
1

2

( )x x
dx

 
(�குதி பின்னமொககு்தல் �யன்�டுததி)

     =  � � � �� �log( ) log( )x x1 2 2
1

2

    =  log
( )x

x
�
�

�

�
�

�

�
�

2

1

2

1

2

    =  log log
16

3

9

2
−

    =  log
32

27
.

எடுத்துககோடடு 9.11

 மதிபபிடு்க :  cos

( sin )( sin )

�
� �

�

�

1 2
0

2

� �� d .

தீர்வு

   I  =  cos

( sin )( sin )

�
� �

�

�

1 2
0

2

� �� d என்்க.    

 u = 1� sin� எனப பிரதியி்க கிவ்ப�து du d� cos� � .
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   θ  =  0  எனில் u =1  மற்றும் �
�

�
2

எனில் u = 2 .

   ∴ I  =  
du

u u( )1
1

2

�� =  ( )

( )

1

1
1

2 � �
��
u u

u u
du  =  

1 1

1
1

2

u u
du�

�
�
�
�

�
�
�� = log log( )u u� �� �1

1

2

    =  (log log ) (log log )2 3 1 2− − − = 2 2 3log log− = log
4

3
.

எடுத்துககோடடு 9.12

 மதிபபிடு்க :  sin

( )

�

�
�

1

2

3

20

1

2

1

x

x
dx .

தீர்வு

 I  =  
sin

( )

�

�
�

1

2

3

20

1

2

1

x

x
dx  என்்க. 

 u  =  sin−1 x  எனப பிரதியி்க கிவ்ப�து.  , x u= sin  மற்றும் du = 1

1 2− x
dx .

 x  =  0  எனில் u = 0  மற்றும் x  =  
1

2
எனில் u �

�
4

.

 ∴ I  =  u
u
du

cos2

0

4

�

� = u u dusec2

0

4

�

�  =  [ tan ] tan tan log cosu u u du u u u0
4

0

4

0
4

0
4

�
�

� �

� � � � � � ��

  = �
4

1

2
� log =

�
4

1

2
2� log .

எடுத்துககோடடு 9.13

 மதிபபிடு்க :  tan cotx x dx�� ��
0

2

�

.

தீர்வு

 I  =  tan cotx x dx�� ��
0

2

�

 என்்க. 

 I  =  sin

cos

cos

sin

x
x

x
x
dx�

�

�
��

�

�
���

0

2

�

 =  sin cos

sin cos

x x
x x

dx�
�
0

2

�

= 2
20

2 sin cos

sin cos

x x
x x

dx�
�
�

  =  2
1 2

0

2 (sin cos )

(sin cos )

x x dx
x x
�

� �
�
�

.

 u  =  sin cosx x−  எனப பிரதியி்,  du x x dx� �(cos sin ) .

 x  =  0  எனில் u � �1  மற்றும் x =  p
2

எனில்  u =1 .

 ∴ I  = 2
1 2

1

1 du
u��

� = 2 1

1

1[sin ]−
−u  = 2 1 11 1sin ( ) sin ( ))� �� ��� �� = p 2 .
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எடுத்துககோடடு 9.14

 மதிபபிடு்க :  x dx2

0

1 5

�� ���  

.

,  இங்கு [ ]x  என்�து மீபப�ரு முழுக்கள ெொரபு.

தீர்வு

 மீபப�ரு முழுக்கள ெொரபு [ ]x  என்�து x-ஐ வி் மிவ்கப�்ொ்த 
அல்லது ெமமொன மதிபவ� ப�றும் ெொரபு என ேொம் அறி்வொம். 
அ்தொவது n என்�து ஒரு முழுக்கள மற்றும் n x n� � �( )1 எனில் 
[ ]x n=   என்வ, ேொம் ப�றுவது

[ ]

,

,

, .

x

x

x

x

2

0 0 1

1 1 2

2 2 1 5

=

≤ <

≤ <

≤ ≤










 

 இச்ெொர�ொனது [ , . ]0 1 5  என்ை இவ்பவளியில் ப்தொ்ரச்சியற்ைது.

 ஆனொல், ஒவபவொரு பிரிவு இவ்பவளி [ , )0 1 , [ , )1 2  மற்றும் [ , . ]2 1 5 -்களில் ப்தொ்ரச்சி 

உவ்யது. அ்தொவது [ , . ]0 1 5  என்ை இவ்பவளியில் துண்டு வொரியொ்க (piece-wise) ப்தொ்ரச்சி 

உவ்யது. �்ம்  9.6-ஐ �ொரக்கவும்.

   x dx2

0

1 5

�� ���  

.

 =  x dx x dx x dx dx dx2

0

1

2

1

2

2

2

1 5

0

1

1

2

0 1 2�� �� � �� �� � �� �� � � �� � � � �     

.

22

1 5.

� dx

     =  0 2 2 1 3 2 2 2 2
1

2

2

1 5� � � � � � � �� � � �� � � �x x .
.  

எடுத்துககோடடு 9.15

 மதிபபிடு்க :  | |x dx�
�
� 3
4

4

 .

தீர்வு

 வவரயவைப�டி ேமககுக கிவ்ப�து,

 | |
,

,
x

x x
x x

+ =
+ ≥−
− − <−






3
3 3

3 3 

 � � �4 4x -ல்  y x� �| |3  என்�்தன் வவர�்தவ்த 

  �்ம்  9.7-ல் �ொரக்கவும்.

 ∴ | |x dx�
�
� 3
4

4

 

 
=  | | | |x dx x dx� � �

�

�

�
� �3 3
4

3

3

4

  = ( ) ( )� � � �
�

�

�
� �x dx x dx3 3
4

3

3

4

  

  =  � �
�

�
�

�

�
� � �

�

�
�

�

�
�

�

�

�

x x x x
2

4

3
2

3

4

2
3

2
3

  =  � ��
�
�

�
�
� � � ��

�
�

�
�
� � ��

�
�

�
�
� � ��

�
�

�
�
�

9

2
9

16

2
12

16

2
12

9

2
9 =

9

2
4 20

9

2

�
�
�

�
�
� � � � �

�
�

�
�
� = 25 .

 �ண்பு 5-இன் �யன்�ொடடிற்்கொன எடுததுக்கொடடு்கவளப �ொரப்�ொம்.

�்ம்  9.7

x

y

( , )�3 0 O ( , )4 0( , )−4 0

y
x�
� 3

y
x

� �
�

(

)3

�்ம்  9.6

y

xO

1

2

1 2 1 5.
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எடுத்துககோடடு 9.16

  dx
x e

4 5

1

3
2

0

2

�
�� sin

log

�

 எனக்கொடடு்க.

தீர்வு

  u = tan
x
2

 என்்க. sin

tan

tan

, secx

x

x
u
u
du x dx dx du

u
�

�
�

�
� � �

�

2
2

1
2

2

1

1

2 2

2

12
2

2

2
.

           x =  0  எனில் u = =tan 0 0  மற்றும் x � �
2

 எனில் u � �tan
�
4

1

 ∴ I  =  
0

2

0

1
2

2
0

1

24 5

2

1

4 5
2

1

2 5 2

1

2

�

� � ��
�

�
�

�
�
�

�
�
�

�
� �

�
dx

x

du
u
u
u

du
u u

du

usin 22
0

1

5

2
1� �

�
u

=
0

2

0

1
2

2
0

1

24 5

2

1

4 5
2

1

2 5 2

1

2

�

� � ��
�

�
�

�
�
�

�
�
�

�
� �

�
dx

x

du
u
u
u

du
u u

du

usin 22
0

1

5

2
1� �

�
u

  = 
1

2 5

4

3

4

1

2

1

2
3

4

5

4

3

0

1

2 2�
��

�
�

�
�
� � �

�
�

�
�
�

� �
��
�
�

�
�
�

��
�
�

�
�
� �du

u

u
log

44

5

4

3

4

1

3

1

2

2

0

1

u

u

u��
�
�

�
�
� �

�

�

�
�
�
�

�

�

�
�
�
�

�

�

�
�
�
�

�

�

�
�
�
�

�
�

�

�

�

�
�log

��

�

�

�
�
�

�

�

�
�
�
�

�

�

�
�
�
�

�

0

1

1

3
2log  .

குறிப்பு

 dx
a x b x ccos sin� ��  என்ை அவமபபில் உளள ப்தொவ்கயி்ல்்களின் மதிபபு ்கொண  u x

= tan
2

 

எனப பிரதியி் ்வண்டும் மற்றும் cos ,sin ,x u
u

x u
u
dx du

u
�

�
�

�
�

�
�

1

1

2

1

2

1

2

2 2 2
 என்�வ்த அறி்க. 

எடுத்துககோடடு 9.17

 sin

sin cos

2
4 4

0

4 x dx
x x

 

��
�

=
p
4

 என நிறுவு்க.

தீர்வு

 I  =  
sin

sin cos

2
4 4

0

4 x dx
x x

 

��
�

=
sin

sin cos sin cos

2

22 2
2

2 2
0

4 x dx

x x x x

 

�� � �
�
�

  =  
sin

sin cos

2

1
1

2
2

2
0

4 x dx

x x

 

� � �
�
�

=
0

4

2

2 2

2 2

�

� �
sin

sin

x dx
x

 
=

0

4

2

2 2

1 2

�

� �
sin

cos

x dx
x

 
.

 u  =  cos 2x  என்்க.  du x dx� �2 2sin  . 

 x  =  0  எனில், u = =cos 0 1  மற்றும் x � �
4

  எனில் u � �cos
�
2

0 .

 ∴ I  =  
−
+

=
+

=   =∫ ∫ −du
u

du
u

u
1 1 421

0

20

1
1

0

1

tan
π .
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எடுத்துககோடடு 9.18

 
dx

a x b x2 2 2 2

0

4

sin cos��
�

=
1 1

ab
a
b

tan� �
�
�

�
�
� , இங்கு a b,  > 0  என நிறுவு்க.

தீர்வு

 I  =  
dx

a x b x2 2 2 2

0

4

sin cos��
�

=
sec

tan

2

2 2 20

4
x dx

a x b
 

+∫
π

 என்்க.

 u  =  tan x  என்்க.  என்வ du x dx= sec2  . 

 x  =  0  எனில்,   u = =tan 0 0  மற்றும் x � �
4

 எனில், u � �tan
�
4

1. 

 ∴ I  =  
du

a u b2 2 2

0

1

�� =
1

2

2

2

0

1

a
du

u b
a

� �
�
�

�
�
�

� =
1

2

1

0

1

a
a
b

au
b

tan� �
�
�

�
�
�

�

�
�

�

�
� =

1 1

ab
a
b

tan� �
�
�

�
�
� .

 ்மலும் சில வவரயறுத்த ப்தொவ்கயி்லின் �ண்பு்கவள வருவிப்�ொம்.

பணபு 6

 f x dx f a b x dx
a

b

a

b

( ) ( )= + −∫∫
நிரூபணம்
   u  =  a b x� �  என்்க. என்வ, dx du� � .
   x  =  a  எனில் u a b a b� � � �  மற்றும் x b=  எனில்,  u a b b a� � � � .

   ∴ f x dx
a

b

( )ò  
=  f a b u du

b

a

( ) ( )+ − −∫ = f a b u du
a

b

( )+ −∫

    
=  f a b x dx

a

b

( )+ −∫ .

குறிப்பு

 a -ககு �தில்  0  மற்றும் b -ககு �தில்  a  என ்ம்ல உளள �ண்பில் பிரதியி், 

 
0 0

a a

f x dx f a x dx� �� �( ) ( ) என்ை �ண்பு கிவ்ககும்.

எடுத்துககோடடு 9.19

 மதிபபிடு்க : 
1

0

4

sin cosx x
dx

��
�

.

தீர்வு

   I  =  
1

0

4

sin cosx x
dx

��
�

=
1

2
1

2

1

2

0

4

sin cosx x
dx

��
�
�

�
�
�

�
�

    =  
1

2

1

4 4
0

4

cos cos sin sin
� �

�

x x
dx

��
�
�

�
�
�

� =
1

2

1

4
0

4

cos
�

�

��
�
�

�
�
�

�
x
dx
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    =  1

2

1

0

4

cos x
dx

�

�    f x dx f a x dx
a a

( ) ( )
0 0

� �� �
�

�
�

�

�
�

    =  1

2

1

2
0
4

0

4

sec log(sec tan )x dx x x� �� ��
�

�

    =  1

2
2 1 1 0log( ) log( )� � ��

�
�
�  

    =  1

2
2 1log( )+ .

பணபு 7

 f x dx f x f a x dx
aa

( ) ( ) ( )� � �� ��� 2
00

2

.

நிரூபணம்

 �ண்பு 3-லிருந்து ேொம் ப�றுவது,  f x dx
a

( )

0

2

ò =  f x dx f x dx
a

aa

( ) ( )+∫∫
2

0

. ... (1)

 x  =  2a u−  என f x dx
a

a

( )

2

ò என்�தில் பிரதியி்க கிவ்ப�துdx du� � .

 x  =  a  எனில், u a a a� � �2  மற்றும் x a= 2  எனில், u a a� � �2 2 0 . என்வ ேமககு கிவ்ப�து,

 
f x dx

a

a
( )

2

ò  
=  f a u du

a
( )2

0

− −( )∫ = f a u du
a

( )2
0

−∫ = f a x dx
a

( )2
0

−∫ . ... (2)

 ெமன்�ொடு  (2) -ஐ (1)-ல் �யன்�டுத்தக கிவ்ப�து, 

 
f x dx

a
( )

0

2

ò  
=  f x dx f a x dx

a a
( ) ( )

0 0
2∫ ∫+ −

  
=  f x f a x dx

a
( ) ( )+ −[ ]∫ 2

0
.

பணபு 8
 f x( )  ஓர இரடவ்ப�வ்ச் ெொரபு எனில்,  f x dx f x dx

a

a a
( ) ( ) .

−∫ ∫= 2
0

 ( f x( )  ஓர இரடவ்ப�வ்ச் ெொரபு  எனில் f x f x( ) ( )� �  என அறி்வொம்)

நிரூபணம்

 �ண்பு 3-ன் �டி

 f x dx
a

a
( )

−∫  =  f x dx f x dx
a

a
( ) ( )

−∫ ∫+
0

0
. ... (1)

 x u� �  என f x dx
a

( )
−∫
0

 என்�தில்  பிரதியிடு்வொம். என்வ, dx du� � .

 x  =  −a  எனில்,  u a=  மற்றும் x = 0  எனில்  u = 0 . என்வ ேொம் ப�றுவது

 
 

f x dx
a

( )
−∫
0

 
=  f u du

a
( )( )− −∫

0

= f u du
a

( )−∫0
= f x dx

a
( )−∫0

= f x dx
a

( )
0
ò . ... (2)

 ெமன்�ொடு (2)-ஐ ெமன்�ொடு  (1)-ல் பிரதியி்க கிவ்ப�து 

 f x dx
a

a
( )

−∫  =  f x dx f x dx f x dx
a a a

( ) ( ) ( )
0 0 0

2∫ ∫ ∫+ = .
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பணபு 9

 f x( )  ஓர ஒற்வைப�வ்ச் ெொரபு எனில்,  f x dx
a

a
( ) .

−∫ = 0

 ( f x( )  ஓர ஒற்வைப�வ்ச் ெொரபு எனில், f x f x( ) ( )� � � என ேொம் அறி்வொம்)

நிரூபணம்

 �ண்பு 3-ன் �டி

 f x dx
a

a
( )

−∫  =  f x dx f x dx
a

a
( ) ( )

−∫ ∫+
0

0
. ... (1)

 x u� �  என f x dx
a

( )
−∫
0

 என்�தில் பிரதியிடு்வொம்.  என்வ, dx du� � .

 x  =  −a  எனில்,  u a=  மற்றும் x = 0  எனில்,  u = 0 . என்வ ேொம் ப�றுவது

 
f x dx

a
( )

−∫
0

 
=  f u du

a
( )( )− −∫

0

= f u du
a

( )−∫0
= f x dx

a
( )−∫0

= −∫ f x dx
a

( )
0

. ... (2)

 ெமன்�ொடு (2)-ஐ ெமன்�ொடு  (1)-ல் பிரதியி்க கிவ்ப�து 

 f x dx
a

a
( )

−∫  =  f x dx f x dx
a a

( ) ( )
0 0

0∫ ∫− =  

பணபு 10

 f a x f x( ) ( )2 � �  எனில்,  f x dx f x f a x dx
a a

( ) ( ) ( )
0

2

0
2� �� � �� �f x dx f x f x dx f x dx

a a a
( ) ( ) ( ) ( ) .

0

2

0 0
2∫ ∫ ∫= +[ ] =

நிரூபணம்

 �ண்பு 7-ன் �டி 

 
f x dx f x f a x dx

a a
( ) ( ) ( ) .

0

2

0
2∫ ∫= + −[ ]        ...(1)

 f a x f x( ) ( )2 � �  என ெமன்�ொடு (1)-ல் பிரதியி்க கிவ்ப�து,

 
f x dx f x f x dx f x dx

a a a
( ) ( ) ( ) ( ) .

0

2

0 0
2∫ ∫ ∫= +[ ] =

பணபு 11

 f a x f x( ) ( )2 � � �  எனில்,  f x dx
a

( )
0

2

0� �  ஆகும்.
நிரூபணம்

 �ண்பு 7-ன் �டி,

 
f x dx f x f a x dx

a a
( ) ( ) ( ) .

0

2

0
2∫ ∫= + −[ ]        ...(1)

 f a x f x( ) ( )2 � � �  என ெமன்�ொடு (1)-ல் பிரதியி் ேமககுக கிவ்ப�து,

 
f x dx f x f x dx

a a
( ) ( ) ( ) .

0

2

0
0∫ ∫= −[ ] =

பணபு 12

   f a x f x( ) ( )− =  எனில் x f x dx a f x dx
a a

( ) ( )=∫ ∫2
0 0

.

நிரூபணம்

   I  =  x f x dx
a

( )

0

ò  என்்க. ... (1)
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     I  =  ( ) ( )a x f a x dx
a

� ��
0

 (  g x dx g a x dx
aa

( ) ( )� ���
00

)

    =  ( ) ( )a x f x dx
a

��
0

 (  f a x f x( ) ( )� � ).

   ∴ I  =  ( ) ( )a x f x dx
a

��
0

  ... (2)

 ெமன்�ொடு (1)-ம்,  (2)-ம் கூட் கிவ்ப�து,

   2I  =  ( ) ( )x a x f x dx
a

� ��
0

    =  a f x dx
a

( )

0

ò .

   ∴ I  =  a f x dx
a

2
0

( )ò .

குறிப்பு

இ்து புைததில் உளள ப்தொவ்கச்ெொரபில் உளள x  என்ை ்கொரணிவய நீக்க இப�ண்பு உ்தவுகிைது

எடுத்துககோடடு 9.20

 g x dx g x dx(sin ) (sin )=∫ ∫0 0

22
π π

 என நிறுவு்க. இங்கு  g x(sin )  என்�து sin x -ஐ ப்கொண்் ெொரபு.

தீர்வு

     f a x f x( ) ( )2 � �  எனில் f x dx
a

( )
0

2

ò  =  2
0
f x dx

a
( )ò

   2a  = p  மற்றும் f x g x( ) (sin )=  என எடுததுக ப்கொள்க.

   என்வ, f a x( )2 −  =  g x g x f x(sin( )) (sin ) ( )� � � � .

    ∴∫ f x dx
a

( )
0

2

 =  2
0
f x dx

a
( )ò .

    g x dx(sin )
0

π

∫  =  2
0

2 g x dx(sin )

π

∫ .

முடிவு

 g x dx g x dx(sin ) (sin ) .=∫ ∫0 0

22
π π

குறிப்பு

 g x dx(sin )
0

π

∫ என்ை அவமபபில் உளள வவரயறுத்த ப்தொவ்கயி்ல்்கவள ்கொண ்ம்ல உளள 

முடிவு �யன்�டும்.

எடுத்துககோடடு 9.21

 மதிபபிடு்க : 
x
x
dx

10 +∫ sin

π
.
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தீர்வு

    I  =  x
x
dx

10 +∫ sin

π
 என்்க.

   =  x
x
dx1

10 +∫ sin

π

   f x( )  =  1

1+ sin x
  எனில் f x

x x
f x( )

sin( ) sin
( )�

�
� �

� �
�

�
�

1

1

1

1
 

  ∴
+∫ x

x
dx

10 sin

π
 =  π π

2

1

10 +∫ sin x
dx ,    f a x f x( ) ( ))� �  எனில்  x f x dx a f x dx

a a

( ) ( )=∫ ∫2
0 0

   =  π
π

1

10

2

+∫ sin x
dx ,   (  g(sin ) g(sin )x dx x dx=∫ ∫0 0

22
π π

)

   = π
π

π
1

1
2

0

2

+ −








∫
sin x

dx   ( f x dx f a x dx
a a

( ) ( )
0 0∫ ∫= − )

   =  π π
ππ π π

1

1

1

2
2

2 20

2

20

2 2

0

2

+
= =∫ ∫ ∫cos

cos

sec
x
dx x dx

x dx  

   =  p p
p

p

p

tan tan tan
x
2 4

0
0

2










= −











= .

எடுத்துககோடடு 9.22

  g x dx g x dx(cos ) (cos )=∫ ∫0

2

0
2

π π

 எனக ்கொடடு்க.  இங்கு g x(cos )  என்�து cos x -ல் அவமந்்த 

ெொரபு.
தீர்வு

   2a  =  2p   மற்றும் f x g x( ) (cos )=  என்்க.

   என்வ,  f a x( )2 −  =  f x g x g x f x( ) (cos( )) (cos ) ( )2 2� �� � � � �

   ∴ ∫ f x dx
a

( )
0

2

 =  2
0
f x dx

a
( )ò .

   ∴ ∫ g x dx(cos )
0

2p

 =   2
0
g x dx(cos )

π

∫ .
முடிவு

 g x dx g x dx(cos ) (cos ) .=∫ ∫0

2

0
2

π π

குறிப்பு

 g x dx(cos )
0

2�

�  என்ை அவமபபில் உளள வவரயறுத்த ப்தொவ்கயி்ல்்கவள ்கொண ்ம்ல உளள 

முடிவு �யன்�டும்.
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எடுத்துககோடடு 9.23

  f x f a x( ) ( )� �  எனில் f x dx
a

( )
0

2

ò = 2
0
f x dx

a
( )ò

தீர்வு

 f x dx
a

( )
0

2

ò = f x dx f x dx
a

a

a
( ) ( )

0

2

∫ ∫+  என எழுது்வொம்.        ... (1)

 f x dx
a

a
( )

2

ò  என்�தில்,

 x  =  a u+  எனப பிரதியி்க கிவ்ப�து  dx du= ; x a=  எனில் u = 0 , x a= 2  எனில், 

u a= .

 ∴∫ f x dx
a

a
( )

2

 =  f a u du f u du
a a

( ) ( )+ =∫ ∫0 0
,  (  f x f a x( ) ( )� � )

  =  f x dx
a

( )
0
ò .     ... (2)

 ெமன்�ொடு (2)-ஐ (1)-ல் �யன்�டுத்தக கிவ்ப�து,

   f x dx
a

( )
0

2

ò  
=  2

0
f x dx

a
( )ò .

எடுத்துககோடடு 9.24

 மதிபபிடு்க : x x dxcos . 

�

�
�

�

2

2

தீர்வு

 f x( )  =  x xcos  என்்க. f x x x x x f x( ) ( ) cos( ) cos ( )� � � � � � � �

என்வ, f x( )  =  x xcos  ஓர ஒற்வைப �வ்ச் ெொர�ொகும். f x( )  என்ை ஒற்வைப �வ் ெொரபிற்கு

  f x dx
a

a

( )
�
�  =  0  என்ை �ண்வ� �யன்�டுத்தக கிவ்ப�து x x dxcos . 

�

� �
�

�

2

2

0

எடுத்துககோடடு 9.25

 மதிபபிடு்க : e dxx�

�
� | |

log

log

2

2

 .

தீர்வு

   f x( )   =   e
x−| |  என்்க.  f x e e f xx x( ) ( )| | | |� � � �� � �

 என்வ f x( )  என்�து ஓர இரடவ்ப �வ்ச் ெொர�ொகும்.

 ஆ்க்வ e dxx�

�
� | |

log

log

2

2

 =  2 2 2 2 2
0

2

0

2

0

2 2 0e dx e dx e e e ex x x� � � �� �� � � � � � � �| |

log log

log log( ) ( )
llog

1

2 1�
�

�
�

�

�
�

    =  2
1

2
1 1� ��

�
�

�
�
� � .
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எடுத்துககோடடு 9.26

 மதிபபிடு்க : f x
f x f a x

dx
a ( )

( ) ( )
.

+ −∫0

தீர்வு

     I  =  f x
f x f a x

dx
a ( )

( ) ( )+ −∫0
 என்்க. ... (1)

 f x dx f a x dx
a a

( ) ( )= −∫ ∫0 0
 என்�வ்த (1)-ல் �யன்�டுத்தக கிவ்ப�து,

   I  =  f a x
f a x f a a x

dx
a ( )

( ) ( ( ))

−
− + − −∫0

    =  
f a x

f x f a x
dx

a ( )

( ) ( )

−
+ −∫0

. ... (2)

 ெமன்�ொடு்கள (1)-ம் (2)-ம் கூட்க கிவ்ப�து,

   2I  =  
f x

f x f a x
dx f a x

f x f a x
dx

a a( )

( ) ( )

( )

( ) ( )+ −
+ −

+ −∫ ∫0 0
 

    =  
f x f a x
f x f a x

dx
a ( ) ( )

( ) ( )

+ −
+ −∫0

    =  dx a
a

0∫ = .

என்வ ேொம் ப�றுவது  I  =  a
2

.

எடுத்துககோடடு 9.27

 log( tan ) log1
8

2
0

4 � �� x dx ��

.

தீர்வு

  I  =  log( tan )1
0

4 +∫ x dx
π

 என்்க. ... (1)

  f x dx
a

( )
0
ò  =  f a x dx

a
( )−∫0

 என்ை �ண்வ� ெமன்�ொடு (1)-ல் �யன்�டுத்தக கிவ்ப�து,

  I  =  log tan1
40

4 + −









∫ ππ

x dx = log

tan tan

tan tan

1 4

1
4

0

4 +
−

+

















∫
π

π

π x

x
dx

   =  log
tan

tan
1

1

10

4 + −
+





∫ x
x
dx

π

= log
tan tan

tan

1 1

10

4
+ + −

+




∫ x x

x
dx

π

   =  log
tan

2

10

4

+




∫ x
dx

π

= − +[ ]∫ log log( tan )2 1
0

4 x dx
π

   =  log log( tan )2 1
0

4

0

4dx x dx
π π

∫ ∫− +
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   =  �
4

2log � I

  2I  =  p
4

2log .  என்வ, I � �
8

2log .

எடுத்துககோடடு 9.28

 tan tan ( ) log− −+ −( ) = −∫ 1 1

0

1

1
2

2x x dx e 
π

 எனக்கொடடு்க.

தீர்வு

   I  =  tan tan ( )− −+ −( )∫ 1 1

0

1

1x x dx 

    =  tan tan ( )− −∫ ∫+ −1

0

1
1

0

1

1x dx x dx  

    =  tan tan ( ( ))− −∫ ∫+ − −1

0

1
1

0

1

1 1x dx x dx  , ( f x dx f a x dx
a a

( ) ( )
0 0∫ ∫= − )

    =  tan tan− −∫ ∫+1

0

1
1

0

1

x dx x dx  

    =  2 1

0

1

tan−∫ x dx 

    =  2
0

1

udv��� �
� , இங்கு u x� �tan 1  மற்றும் dv dx=

    =  2
0

1

uv vdu��
�

�
�� , �குதி ப்தொவ்கயி்லின் சூததிரதவ்தப �யன்�டுத்த,

    =  2
1

2
1

2
1

2

1

2

0

1

1 2

0

1

x x x dx
x

x x xtan tan log� ��
�

�
�
�

�
�
� � � �� ��

�
�

�
�
� � ��

�
llog 2  

எடுத்துககோடடு 9.29

 மதிபபிடு்க : x
x x

dx
52

3

− +∫ .

தீர்வு

  I  =  x
x x

dx
52

3

− +∫  என்்க. ... (1)

 f x dx
a

b
( )ò  =  f a b x dx

a

b
( )+ −∫  என்ை �ண்வ� �யன்�டுத்த,

 I  =  
( )

( ) ( )

2 3

5 2 3 2 3

5

52

3

2

3+ −
− + − + + −

= −
+ −∫ ∫

x
x x

dx x
x x

dx   ... (2)

ெமன்�ொடு (1)-யும் (2)-யும் கூட்க கிவ்ப�து, 

 2I  =  x x
x x

dx dx x+ −
+ −

= = [ ] = − =∫ ∫5

5
3 2 1

2

3

2

3

2

3 .

 என்வ, ேொம் ப�றுவது I  =  1

2
.
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எடுத்துககோடடு 9.30

 மதிபபிடு்க : cos2

1

x
a
dxx��

�
�

�

தீர்வு

    I  =  cos2

1

x
a
dxx��

�
�

�

 என்்க. ... (1)

   f x dx
a

b

( )ò  =  f a b x dx
a

b

( )� ��  என்�வ்த �யன்�டுத்த,

   I  =  cos ( )2

1

� �
� �

�

� � �
� � �

�
�

x
a

dxx  

    =  cos ( )2

1

�
� �

�
�

x
a

dxx
�

�

     =  a x
a

dxx
x

cos2

1�
�

�
�

�

�
�

�
�
�

�

 ... (2) 

 ெமன்�ொடு (1)-யும்  (2)-யும் கூட்க கிவ்ப�து

   2I  =  cos
( )

2

1
1

x
a

a dxx
x

�
�

�
�
�

�

= cos2 x dx
�
�
�

�

    =  2 2

0

cos x dx 

�

�  ( cos

2 x ஓர இரடவ்ப �வ்ச் ெொரபு)

   என்வ,  I  =  ( cos )1 2

2
0

�
�

x dx
�

=
1

2

2

2 0

x x
��

��
�
��

sin
�

= 1

2
[ ]p =

p
2

 .

பயிறசி 9.3
 1. பின்வரும் வவரயறுத்த ப்தொவ்கயி்லின் மதிபபு ்கொண்்க :

   (i)  
dx
x2

3

4

4��   (ii)   
dx

x x2

1

1

2 5� ��
�   (iii) 

1

1
0

1 �
��
x
x
dx  

  (iv) e
x
x
dxx 1

1
0

2 +
+





∫ sin

cos

π

  (v) cos sin� � �

�

0

2
3� d   (vi)  

1

1

2

2
2

0

1 �

�� ��
x

x
dx

 2. பின்வரும் வவரயறுத்த ப்தொவ்கயி்ல்்கவள, ப்தொவ்கயி்லின் �ண்பு்கவளப �யன்�டுததி 
மதிபபு ்கொண்்க:

   (i)  x e
e

dx
x

xcos
�
�

�

�
�

�

�
�

�
�

1

1
5

5

 (ii)  ( cos tan )x x x x dx5 3

2

2

1� � �
�

�
�

�

 

   (iii) sin2

4

4

x dx
�

�
�

�

 (iv) x x
x
dxlog

cos

cos

3

3
0

2 �
�

�
�
�

�
�
��

�
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   (v) sin cos4

0

2

3x x dx
π

∫  (vi) 5 3
0

1

x dx��

   (vii) sin cos

cossin

� �� �� 1 1

00

22

t dt t dt
xx

  (viii) log( )1

1 2

0

1 �
��

x
x

dx  

   (ix)  x x
x
dxsin

sin1
0
��

�

  (x) 1

18

3

8

+∫
tan x

dxπ

π

 

   (xi) x x x dxsin (sin ) cos (cos )2 2

0

��� ���
�

9.4  தபர்நனோலி சூத்திைம் (Bernoulli’s Formula)
 u x( ) என்�து �ல்லுறுபபுக ்்கொவவ ெொர�ொ்கவும் (அ்தொவது, u x a x a x an n

n( ) � � � ��
0 1

1
 )  v x( )  

என்�து எளிதில் ப்தொ்ரச்சியொ்க ப்தொவ்கயீடு ்கொணககூடிய்தொ்க ெொர�ொ்கவும் இருபபின்  u x v x dx( ) ( )ò  

என்ை வடிவில் உளள வவரயறுக்கப�்ொ்த ப்தொவ்கயிடு்தவல எளிதில் மதிபபி்லொம். இவ்த 
ப்தொ்ர�டுத்தககூடிய சூததிரமொனது ம்பர்ர்தாலி சூ்ததிரெதாகும். இச்சூததிரமொனது உண்வமயில் 
�குதித ப்தொவ்கயிடு்தலின் (Integration by parts) விரிவொக்கம் ஆகும். இச்சூததிரதவ்த வருவிக்க 
பின்வரும் குறியீடு்கவள ேொம் �யன்�டுதது்வொம்:

   u ( )1

 =  
du
dx

,   u ( )2 =
du
dx

( )1

,     u ( )3 =
du
dx

( )2

, 

   v( )1  =  
vdxò , v( )2 = v dx( )1ò , v( )3 = v dx( )2ò ,

 என்வ ேொம் ப�றுவது

   dv( )1  =  vdx , dv( )2 = v dx( )1 , dv( )3 = v dx( )2 , 

 �குதித ப்தொவ்கயிடு்தல் மூலமொ்க ேொம் ப�றுவது 

   
uvdxò  

=
 

udv( )1ò = uv( )1 �� v du( )1 = uv( )1 �� v
du
dx
dx( )1

    =  uv( )1 ��u dv( )

( )

1

2

    =  uv( )1 � �� ��u v v du( )

( ) ( )

( )1

2 2

1

    =  uv( )1 � � �u v v du
dx
dx( )

( ) ( )

( )
1

2 2

1

    =  uv( )1 � � �u v u dv( )

( )

( )

( )

1

2

2

3

    =  uv( )1 � � �� ��u v u v v du( )

( )

( )

( ) ( )

( )1

2

2

3 3

2

    =  uv( )1 � � � �u v u v v du( )

( )

( )

( ) ( )

( )1

2

2

3 3

2 .

 இ்்த்�ொல் ப்தொ்ர ேொம் ப�றுவது,
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uvdxò  

=
 
uv( )1

− + − +u v u v u v( )

( )

( )

( )

( )

( )

1

2

2

3

3

4  .

 இச்சூததிரமொனது மததாயகயிடுதலில் இரு சதார்புகளின ம்பருக்கல் ம்பர்ர்தாலி சூ்ததிரம் 
எனப�டும்.
குறிப்பு

 u  என்�து x -ன் �ல்லுறுபபுக ்்கொவவ ெொரபு ஆ்தலொல்  u m( )  என்�து ஒரு குறிபபிட் m  என்ை 
முழு எண்ணிற்கு பூச்சியதவ்த அவ்ந்து விடுவ்தொல் அ்தற்கு ்ம்ல வவ்கயி்ல் பெய்்தொல் மதிபபு 
பூச்சியம் மடடு்ம கிவ்ககும். என்வ சூததிரததின் வலது புைததிலுளள உறுபபு்கள எண்ணிகவ்க 
ஒரு முடிவுறு எண்ணொ்க இருககும்.

எடுத்துககோடடு 9.31

 மதிபபிடு்க : x nx dx2

0

π

∫ cos , n  என்�து ஓர மிவ்க முழுக்கள ஆகும் .
தீர்வு

 u x= 2 மற்றும் v nx= cos என எடுததுக ப்கொண்டு ப�ர்னொலி சூததிரதவ்தப �யன்�டுத்த ேொம் 
ப�றுவது. 

   I  =  x nx dx2

0

π

∫ cos = x nx
n

x nx
n

nx
n

2

2 3
2 2� ��

�
�

�
�
� � � � ��

�
�

�
�
� � ��

�
�

�
�
�

�

�
�

�

�

sin cos
( )

sin
��

0

�

    =  
2 1

2

� ( )� n

n
 ( cos ( )n n� � �1 மற்றும் sin n� � 0 ).

எடுத்துககோடடு 9.32

 மதிபபிடு்க : e ( )− + −∫ 2 3

0

1

1 2x x x dx . 
தீர்வு

 u x x= + −1 2 3 மற்றுவம v x� �e 2  என எடுததுகப்கொண்டு ப�ர்னொலி சூததிரதவ்தப �யன்�டுத்த 
ேொம் ப�றுவது. 

   I  =  e ( )− + −∫ 2 3

0

1

1 2x x x dx

    =  ( ) ( )1 2
2

1 6
4

12
8

3
2

2
2 2

� �
�

�

�
�

�

�
� � �� ��

�
�

�

�
� � �

�
�

�
�

�

�

� � �

x x e x e x ex x x

�� � �
�

�
�

�

�
�

�

�
�

�

�
�

�

( )12
16

2

0

1

e x

    =  
e x x x

x�

� �� ��

�
�

�

�
�

2
3 2

0

1

16
16 24 16

    =  
7

2 2e
.

எடுத்துககோடடு 9.33

 மதிபபிடு்க : x nx dx2

0

2π

∫ sin , n  என்�து ஓர மிவ்க முழுக்கள ஆகும்.

தீர்வு

 u x= 2 மற்றும் v nx= sin  என எடுததுக ப்கொண்டுப�ர்னொலி சூததிரதவ்தப �யன்�டுத்த ேொம் 
ப�றுவது,  

   I  =  x nx dx2

0

2π

∫ sin = x nx
n

x nx
n

nx
n

2

2 3
2 2� � ��

�
�

�
�
� � � � ��

�
�

�
�
� �

�
�
�

�
�
�

�

�
�

�

�

cos sin
( )

cos
��

0

2�
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    =  4
1

0 2
1

0 0 2
12

3 3
�� � ��

�
�

�
�
� � � �

�
�

�
�
�

�

�
�

�

�
� � � � �

�
�

�
�
�

�

�
�

�

�
�n n n

( ) ( )  ( cos 2 1n� �  மற்றும் sin 2 0n� � )

    =  � � �
4 2 22

3 3

�
n n n

= �
4 2�

n
.

எடுத்துககோடடு 9.34

 மதிபபிடு்க : e ( )−

−
−∫ λx x dx1 2

1

1

. 

தீர்வு

 u x= −1 2  மற்றும் v x� �e �  என்்க. ப�ர்னொலி சூததிரதவ்தப �யன்�டுத்த ேொம் ப�றுவது 

   I  =  e ( )−

−
−∫ λx x dx1 2

1

1

= ( ) ( )1 2 22

2 3
�

�
�

�
�

�

�
� � �� ��

�
�

�

�
� � �

�
�

�
�

�

�
�

�

�
�

�� � �

x e x e ex x x� � �

� � � ��
�
�1

1

    =  2 2 2 2
2 3 2 3

e e e e� ��

�
�

�

�
� �

�

�
�

�

�
� �

�

�
�

�

�
� �

�

�
�

�

�
�

� � � �

� � � �

    =  
2 2

2 3� �
� � � �e e e e�� � � �� �� � .

பயிறசி 9.4
பின்வருவனவற்வை மதிபபிடு்க:

 1. x e dxx3 2

0

1

��  2. sin( tan ) tan3

1

1 1

2

0

1 � �

��
x x
x

dx   3. e x
x

dx
xsin sin

− −

−∫
1 1

2
0

1

2

1

 4. x x dx2

0

2

2cos

�

�

9.5  முக்றயற்ற த�ோககயீடுகள் (Improper Integrals)

 ரீமன் ப்தொவ்கயிடு்தல் f x dx
a

b
( )ò -ஐ வவரயறுககும்்�ொது [ , ]a b  என்ை இவ்பவளியில் 

ப்தொவ்கயிடு்தலின் மதிபபு முடிவுறு எண்ணொ்க இருககும். f x( )  என்�து [ , ]a b -ன் ஒவபவொரு 

புளளியிலும் முடிவுறு எண்ணொ்க இருககும். இயற்பியல் �யன்�ொடு்களில் �ல இ்ங்்களில்

f x dx
a

( )
∞

∫ , f x dx
a

( )
−∞∫ , f x dx( )

−∞

∞

∫  எனும் ப்தொவ்கயீடு்கள வருகின்ைன.

இங்கு a  என்�து ஒரு பமய் எண் மற்றும் f x( )  ஆனது ப்தொவ்கயீடு ்கொணககூடிய இவ்பவளியில் 

ஒரு ப்தொ்ரச்சியொன ெொர�ொகும். இவவவ்க ப்தொவ்கயீடு்கவள ரீமன் ப்தொவ்கயி்லின் எல்வல்கள 
ஆகும். அவவ:

 (i) f x dx
a

( )
∞

∫  
=  lim ( )

t
a

t

f x dx
�� �  (ii) f x dx

a
( )

−∞∫  
=  lim ( )

t
t

a

f x dx
��� �

 (iii) f x dx( )
−∞

∞

∫  
=  lim ( )

t
t

t

f x dx
��

�
�
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 இவவவ்க ப்தொவ்கயீடு்கள முயறைறற மததாயகயிடுதலின முதல் வயகைதாகும். எல்யல கதாண 
முடியுமெனில் முயறைறற மததாயகயிடல்கள் ஒருங்கும் எனர்பதாம்.
குறிப்பு

 அடிப�வ்த ப்தொவ்க நுண்்கணி்தத ்்தற்ைததின்�டி F t( )  எனும் ெொரபிற்கு 

   
f x dx

a

t
( )ò  =  F t F a( ) ( )−  எனப ப�ைலொம்.

   ∴ f x dx
a

( )
∞

∫  
=  lim ( ) lim[ ( ) ( )] ( )

t a

t

t a
f x dx F t F a f x dx

→∞ →∞

∞

∫ ∫= − = 



 .

எடுத்துககோடடு 9.35

 மதிபபிடு்க : 
1

2 2a x
dx

b �

�

� , a b> ∈0,  .

தீர்வு

 1
2 2a x

dx
b �

�

� =
1 1

a
x
a b

tan�
�

�
��

�
��

=
1 11 1

a a
b
a

tan tan� �� � =
1

2

1

a
b
a

�
��

��
�
��

�tan .

குறிப்பு

 ்ம்ல உளள எடுததுக்கொடடிலிருந்து ேொம் ப�றுவது

 (i) 1
2 2

0
a x

dx
�

�

�
 
=  1

2
01

a
�
��

��
�
��

�tan =
p
2a

.

 (ii) 1
2 2a x

dx
a �

�

�
 
=  1

2
11

a
�
��

��
�
��

�tan =
1

2 4a
� �
��

��
�
��
=

p
4a

.

 (iii) 1
2 2a x

dx
���

�

�  =  lim lim
t t

t

t

t

a x
dx

a x
dx

→∞ − →∞+
=

+∫ ∫1
2

1
2 2 2 20

, 

(


1
2 2a x+

 என்�து ஓர இரடவ்ப �வ்ச் ெொரபு

   = 2
1

2 2

0
a x

dx
�

�

� = 2
2
�
a

�
�
�

�
�
� =

p
a

.

எடுத்துககோடடு 9.36

  மதிபபிடு்க : 
dx
x x4 52 2

0

2

sin cos��
�

.

தீர்வு

 I  =  dx
x x x4 52 2

0

2

sin cos��
�

 என்்க.

  =  
sec

tan

2

2

0

2

4 5

x
x

dx
+∫

π

 
(

cos )

bjhFjpiaa[k; gFjpiaa[k;

My; tFf;f
2 x

�
�
�

  u  =  tan x என்்க. du x dx= sec2

 x  =  0 எனில் u = =tan 0 0

  x  =  
p
2

எனில் u � � �tan
�
2

.
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 ∴ I  =   du
u4 52

0
�

�

� (இது ஒரு முவையற்ை ப்தொவ்கயி்ல்)

  = 1

4 5

2

20

du

u �
�

�
�

�

�
�

�

�
�
�

�

�
�
�

�

�  = 1

4

2

5

1

0

5
2

×






















−

∞

tan
u =

1

2 5
01 1(tan tan )� �� � =

1

2 5 2

��
�
�

�
�
� =

p
4 5

.

பயிறசி 9.5
1. பின்வருவனவற்வை மதிபபிடு்க: 

 (i) dx
x1 5 2

0

2

�� cos

�

   (ii)  dx
x5 4 2

0

2

�� sin

�

9.6  குக்றப்புச் சூத்திைஙகள் (Reduction Formulae)
 சில வவரயறுத்த ப்தொவ்கயி்ல்்களில் ப்தொவ்கயி் ்வண்டிய ெொரபின் அடுகவ்க குவைதது 
ப்தொவ்கயி்ல் ்கொண முடியும். இப�குதியில்

 
sinnx dx

0

2

π

∫  , cosnx dx
0

2

π

∫  , sinm nx x dx
0

2

π

∫  cos  , x x dxm n

0

1

1∫ −( )  என்ை வவரயறுத்த  

ப்தொவ்கயி்ல்்களின் மதிபபு்கவளயும் e x dxx n−∞

∫0
 என்ை முவையற்ை ப்தொவ்கயி்லின் மதிபவ�யும் ்கொணலொம்.

 குவைபபுச் சூததிரதவ்த ்கொண்�்தற்குரிய வழிமுவை்கள பின்வரும் �டி்களில் ்கொணலொம் :

 ்படி 1 : ப்தொவ்கயி்லுககுரிய ெொரபின் அடுககு (மிவ்க முழு எண்) n -ஐ அவ்யொளம் ்கொண்்க. 

 ்படி  2 : ப்தொவ்கயி்வல In  என்்க.

 ்படி  3 : �குதித ப்தொவ்கயி்வலப �யன்�டுததி In  ெமன்�ொடவ் In−1 அல்லது  In−2  உவ்ய 
உறுபபு்களொ்க மொற்று்க.

 இறுதியொ்க கிவ்ககும் ெமன்�ொடு In -இன் குவைபபுச் சூததிரமொகும்.

 இங்கு சில குவைபபுச் சூததிரங்்கள நிரூ�ணமின்றி �டடியலி்ப�டடுளளது :

 குயறபபுச் சூ்ததிரம் I : In = sinn xdx
0

2

p

ò , எனில் In =
( )n
n

In
−

−

1
2 , n ≥ 2 .

 குயறபபுச் சூ்ததிரம் II : In = cosn xdx
0

2

p

ò , எனில் In =
( )n
n

In
−

−

1
2 n ≥ 2 .

 குயறபபுச் சூ்ததிரம் III : Im n, = sin cosm nx x dx 
0

2

p

ò , எனில் Im n, =
( )

,

n
m n

Im n
�
� �

1
2 , n ≥ 2 .

 குயறபபுச் சூ்ததிரம் IV : Im n, = x x dxm n

0

1

1ò  ( - ) , எனில் Im n, =
n

m n
Im n� � �

1
1, , n ≥1.

 குவைபபுச் சூததிரங்்கள I மற்றும் II-்கவளப �யன்�டுததி ேொம் ப�றும் முடிவொனது 

(நிரூ�ணமின்றி):   

 sin cosn nx dx x dx
0

2

0

2

p p

� �� �  

( ) ( )

( )
, , , ,

( ) ( )

( )

n
n

n
n

n

n
n

n
n

−
×
−
−
× × × =

−
×
−
−
×

1 3

2

1

2 2
2 4 6

1 3

2

 

p
vdpy;

 × =











2

3
3 5 7, , ,vdpy; n
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குறிப்பு

 எடுததுக்கொட்ொ்க

   
cos5

0

2

π

∫ x dx 
 
=  sin5

0

2

π

∫ x dx =
4

5

2

3
1× ×

   
sin6

0

2

π

∫ x dx 
 
=  cos6

0

2

π

∫ x dx =
5

6

3

4

1

2 2
� � �

�

எடுத்துககோடடு 9.37

 மதிபபிடு்க :  sin cos2 4

0

2 x x dx+( )∫
π

தீர்வு

I = sin cos2 4

0

2 x x dx+( )∫
π

= sin2

0

2 x dx 

π

∫ + cos4

0

2 x dx 

π

∫ =
1

2 2
�
�

+
3

4

1

2 2
� �

�
=

7

16

p
.

எடுத்துககோடடு 9.38

 மதிபபிடு்க :  
cos

sin

4

50

2
7

3

x
x

dx
π

∫ .

தீர்வு

   I  =  3 74 5

0

2 cos sinx x dx−( )∫
π

= 3 4

0

2 cos x dx 

π

∫ − 7 5

0

2 sin x dx 

π

∫

    =  3
3

4

1

2 2
� � �

�
− 7

4

5

2

3
× × =

9

16

p
−

56

15
.

 குவைபபுச் சூததிரம் III-ஐ திரும்�த திரும்� �யன்�டுததி பின்வரும் முடிவு்கவள (நிரூ�ணமின்றி) 
ேொம் ப�ைலொம் :
 (i) n இரடவ் எண் மற்றும் m இரடவ் எண் எனில்

  sin cos
( )

( )

( )

( )

( )

( ) ( )

(m nx x dx n
m n

n
m n

n
m n m

m
�

�
�

�
� �

�
� � �

�1 3

2

5

4

1

2

1


)) ( )

( )

( )

( )m
m
m

m
m

�
�

�
��

3

2

5

4

1

2 2
0

2



p

p

  (ii) n  ஒற்வை எண் மற்றும் m  மிவ்க முழுக்கள (இரடவ் எண் அல்லது ஒற்வை எண்),  

எனில்

   sin cos
( )

( )

( )

( )

( )

( ) ( )

m nx x dx n
m n

n
m n

n
m n m

�
�
�

�
� �

�
� � ��

0

2 1 3

2

5

4

2

3

�



11

1( )m �
குறிப்பு

 m  மற்றும் n  ஏ்தொவது ஒன்று ஒற்வை எண் எனில் cos x  ெொரபின் பின் அடுககிவன ஒற்வை எண் ஆ்க 

மொற்ை ்வண்டும். எடுததுக்கொட்ொ்க m  ஒற்வை எண் மற்றும் n  இரடவ் எண் எனில்

sinm nx x dx
0

2

π

∫  cos  = sinn mx x dx
0

2

π

∫  cos  =
( )

( )

( )

( )

( )

( ) ( ) ( )

m
n m

m
n m

m
n m n n

�
�

�
� �

�
� � � �

1 3

2

5

4

2

3

1

1
 .

எடுத்துககோடடு 9.39

 பின்வரு�னவற்றின் மதிபவ�க ்கொண்்க:

  (i) sin5

0

2 4

π

∫ x x dx cos    (ii) sin4

0

2 6

π

∫ x x dx cos  
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தீர்வு

 (i)   sin4

0

2 6

π

∫ x x dx cos  
 
=  

( )

( )

( )

( )

( )

( )

( )

( )

( )

( )

6 1

6 4

6 3

6 4 2

6 5

6 4 4

4 1

4

4 3

4 2

−
+

⋅ −
+ −

⋅ −
+ −

⋅ − ⋅ −
−

⋅ π
22

 

    =  
( )

( )

( )

( )

( )

( )

( )

( )

( )

( )

5

10

3

8

1

6

3

4

1

2 2

p
=

3

512

p

   ்மலும், sin4

0

2 6

π

∫ x x dx cos  
 
=  sin6

0

2 4

π

∫ x x dx cos  =
( )

( )

( )

( )

( )

( )

( )

( )

( )

( )

3

10

1

8

5

6

3

4

1

2 2

p
=

3

512

p

 (ii)   sin5

0

2 4

π

∫ x x dx cos  
 
=  ( )

( )

( )

( )

( )

( )

( )

( )

3

9

1

7

4

5

2

3
=

( )

( )

( )

( )

( )

( )

4

9

2

7

1

5
=

8

315

   ்மலும், sin5

0

2 4

π

∫ x x dx cos  
 
=  sin4

0

2 5

π

∫ x x dx cos  =
( )

( )

( )

( )

( )

( )

4

9

2

7

1

5
=

8

315

எடுத்துககோடடு 9.40

 மதிபபிடு்க :  x ax x dx
a

2 2

0

2

2 −∫ .
தீர்வு

 x  =  2 2a cos θ என்்க.  dx a d� �4 cos sin� � � . 

 x  =  0  எனில் 2 02a cos � �  என்வ � �
�

2
.  x a= 2  எனில் 2 22a acos � � . என்வ � � 0 . 

  I  =  x ax x dx
a

2 2

0

2

2 −∫  என்்க.

   = 4 4 4 42 2 2 2 2 4

2

0

a a a a dcos cos cos ( cos sin )θ θ θ θ θ θπ − −∫

   =  4 2 42 2

0

2 a a a dcos cos sin ( cos sin )θ θ θ θ θ θ
π

∫

   =  32 4 4 2

0

2a dcos sinθ θ θ
π

∫

   =  32
1

6

3

4

1

2 2

4a � � � �
�

= pa4 .

எடுத்துககோடடு 9.41

 மதிபபிடு்க :  x x dx5 2
5

0

1

1−( )∫ .

தீர்வு

    x  =  sinθ என்்க.  dx d� cos� � . 

  x  =  0  எனில் sin� � 0  மற்றும்  � � 0 . x =1  எனில் sin� �1 . என்வ�
�

�
2

. 

  என்வ, I  =  sin sin cos5 2
5

0

2 1θ θ θ θ
π

−( )∫ d

   =  sin cos5

0

2 11θ θ θ
π

∫ d =
10

16

8

14

6

12

4

10

2

8

1

6
× × × × × =

1

336
.
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 குவைபபுச் சூததிரம் III-ஐ திரும்�த திரும்� �யன்�டுததி பின்வரும் முடிவவ (நிரூ�ணமின்றி) 

ேொம் ப�ைலொம்:

 
x x dxm n

0

1

1ò  ( - )
 
=  

m n
m n

! !

( )!

×
+ +1

, m  மற்றும் n என்�ன மிவ்க முழுக்கள.

எடுத்துககோடடு 9.42

 மதிபபிடு்க :  x x dx3 4

0

1

1−( )∫ .
தீர்வு

 x x dxm n
1

0

1

−( )∫  
=  

m n
m n

! !

( )!

×
+ +1

.

 ∴ x x dx3 4

0

1

1−( )∫  
=  

3 4

3 4 1

! !

( )!

�
� �

=
3 4

8

! !

!

×
=

3 2 1 4 3 2 1

8 7 6 5 4 3 2 1

× × × × × ×
× × × × × × ×

=
1

280
.

பயிறசி 9.6
1. பின்வருவனவற்வை மதிபபிடு்க : 

 (i) sin10

0

2

x dx

�

�
 

(ii) cos7

0

2

x dx

�

�  (iii) sin6

0

4

2x dx

�

�
 

(iv) sin5

0

6

3x dx

�

�

 (v) sin cos2 4

0

2

x x dx

�

�
 

(vi) sin7

0

2

4

x dx
�

�  (vii) sin cos3 5

0

2 θ θ θ
π

d∫  (viii)  x x dx2 3

0

1

1( )−∫   

9.7 கோமோ த�ோககயிடைல (Gamma Integral)

 இப�குதியில் e x dxx n−∞ −∫0

1 , n  ஓரு  மிவ்க முழுக்கள என்ை சிைபபு வவ்க முவையற்ை 

ப்தொவ்கயி்வலப �ற்றி �டிப்�ொம்.
   e¥  =  lim

x

xe
��

� �  and e e
ex

x

x

x
−∞

→∞

−

→∞

= = =
∞

=lim
lim

1 1
0   என ேொம் ப�ைலொம்.

 ்லொபி்தொலின் விதிப�டி m  என்ை முழுக்களின் ஒவபவொரு எண்ணிற்கும் ேொம் ப�றுவது

   lim
x

m xx e
��

�  =  lim lim
!

x

m

x x x

x
e

m
e�� ��

� � 0 .

எடுத்துககோடடு 9.43

 n  ஓர மிவ்க முழுக்கள எனில் e x dx nx n−∞

∫ =
0

! என நிறுவு்க.

தீர்வு

 �குதித ப்தொவ்கயி்வலப �யன்�டுத்த ேொம் ப�றுவது

  
e x dxx n−∞

∫0
 =  x e e nx dxn x x n−( )  − −( )( )− ∞ −∞ −∫0 0

1 = n e x dxx n� ��

� 1

0
e x dx nx n−∞

∫ =
0

!n e x dxx n� ��

� 1

0
.

  In  =  e x dxx n−∞

∫0
. என்வ,  I nIn n� �1  என்்க.

  ்மலும்,  In  =  n n In( )− −1 2  
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 இ்்த வழிவய பின்�ற்ை ்கவ்சியொ்க ேொம் ப�றுவது

  In  =  n n n I( )( ) ( )( )− −1 2 2 1 0 . 

  ஆனொல், I0  =  e x dx ex x−∞ − ∞

∫ = −( ) = + =
0

0

0
0 1 1 . என்வ ேொம் ப�றுவது 

  In = n n n n( )( ) ( )( ) !� � �1 2 2 1 .  
முடிவு

 e x dxx n−∞

∫0
= n!, n  என்�து மிவ்க முழுக்கள.

குறிப்பு

     e x dxx n−∞ −∫0

1  என்ை ப்தொவ்கயி்லொனது ஒ்ர ஒரு மிவ்க முழு எண் n ≥1-ககு வவரயறுக்கப�டடு 

உளளது.

வகையக்ற 9.1

e x dxx n−∞ −∫0

1  என்�து கதாெதா மததாயகயிடல் (gamma integral) என அவழக்கப�டும். இவ்த Γ( )n  

என்ை  குறியீடடில் எழுது்வொம் மற்றும் “்கொமொ n ” எனப �டிப்�ொம்.

குறிப்பு
  �( )n �1  =  n nΓ( ) .

  Γ( )1  =  e x dx ex x−∞ − ∞

∫ = −( ) = + =
0

0

0
0 1 1 ,

           Γ( )n  =   e x dxx n−∞ −∫ 0

1 .

   =  ( )!n −1 , n =  1, 2, 3, ...
எடுத்துககோடடு 9.44

 மதிபபிடு்க :  e x dxax n−∞

∫0
, a > 0 .

தீர்வு

 t ax=  என்்க.  dt adx= . x t� � �0 0  மற்றும் x t� �� � �

 என்வ, ேொம் ப�றுவது

  
e x dxax n−∞

∫0  
=  e t

a
dt
a

t
n

−∞ 



∫0

=
1

1 0a
e t dtn
t n

+
−∞

∫

   =  
1

1 0a
e x dxn
x n

+
−∞

∫ =
n
an

!
+1

.

    இவவொைொ்க   e x dxax n−∞

∫0
 =  n
an

!
+1

எடுத்துககோடடு 9.45

 �( )n e x dxx n� � �
�

�2
2 2 1

0

 என நிறுவு்க.

தீர்வு

 x  =  u  எனப பிரதியி், ேொம் ப�றுவது dx
u
du=

1

2
.

 x  =  0  எனில்,  u = 0  மற்றும் x � �  எனில்  u � � .

 ∴ 2
2 2 1

0

e x dxx n� �
�

�
 
=  2

1

2

2 1

0

e u
u
duu n

�
��

� �� � � �
�

� e u duu n 1

0

= Γ( )n .
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எடுத்துககோடடு 9.46

 மதிபபிடு்க  :  
x
n
dx

n

x
0

�

� , n என்�து மிவ்க முழு எண் ≥ 2 . 

தீர்வு
 n  =  e e nlog  என்ை சூததிரதவ்தப �யன்�டுததி ேொம் ப�றுவது

 I  =  
x
n
dx

n

x
0

�

� = n x dxx n�
�

�
0

= e x dxn x nlog� ��
�

�
0

= e x dxx n n�
�

� log

0

.

  u  =  x nlog  எனப பிரதியி்க கிவ்ப�து dx du
n

=
log

.

 x  =  0  எனில், u = 0  மற்றும் x � �  எனில் u � � .

 ∴ I  =  e u
n

du
n

u
n

�
� �

�
�

�

�
�� log log

0

  =  
1

1

1 1

0
(log )

( )

n
e u dun
u n

�
� � �

�

� =
�( )

(log )

n
n n
�

�

1
1
=

n
n n
!

(log ) +1
.

பயிறசி 9.7
பின்வருவனவற்வை மதிபபிடு்க :

 1. (i) x e dxx5 3

0

�
�

�  (ii)  
e

x
dx

x�

�
tan

cos6

0

2

�

 2. e x dxx−
∞

= >∫ a a
2 3

0

32 0, ,  எனில் α -ன் மதிபவ�க ்கொண்்க.

9.8  வைம்பிறகுடபடடை �ளத்தின் பைப்கப த�ோககயிடைல மூலைம் கோணல
        (Evaluation of a Bounded Plane Area by Integration)
 இந்்த அததியொயததின் ப்தொ்க்கததில் வவரயறுத்த ப்தொவ்கயி்வல வடிவியல் அணுகுமுவை 
வழியொ்க அறிமு்கப�டுததி்னொம். அவவொறு அணுகும்்�ொது ப்தொவ்கயி்லின் ப்தொவ்கச் ெொரபு 
குவையற்ை எண்ணொ்க இருந்்தொல் வவரயறுத்த ப்தொவ்கயி்ல் மூலம் �ரபவ� ்கொணலொம். இப�ொ்ப 
�குதியில் ்தளததில் உளள வவளவவர்கவள வரம்பிற்குட�டுததும் ்தளங்்களின் �ரப�ளவு்கவள ்கொண 
வடிவியல் அணுகுமுவைவயக ்கவ்பிடிப்�ொம்.

9.8.1  நகோடுகள் x = a,  x = b மறறும் x – அச்சு ஆகியவற்றோல அகடைபடும் 

அைஙகத்தின் பைப்பு கோணல

         (Area of the region bounded by a curve, x – axis and the lines x = a and  x = b)
நியல (i)
 x a=  மற்றும் x b=  ஆகிய ்்கொடு்களுககு இவ்ப�ட்  
x − அச்சிற்கு ்மற்�குதியில் (அ்தொவது மு்தல் அல்லது இரண்்ொம் 
்கொற்�குதியில்) உளள ப்தொ்ரச்சியொன வவளவவரயின் ெமன்�ொடு 
y f x a x b� � �( ),   என்்க.  �்ம் 9.8-ல் ்கொண்்க. என்வ 

வவளவவரயின் ஒவபவொரு �குதியிலும் உளள புளளி்களில்,  y ≥ 0  
ஆகும். ்்கொடு்கள x a=  மற்றும் x b=   x − அச்சு மற்றும் 
வவளவவரயின் வரம்பிற்குட�ட் (அரங்்கததின்) �குதியிவனக 
்கொண்்�ொம். இப�குதியில் y -ன் குறி மொைொதிருப�து 
குறிபபி்த்தக்கது. என்வ A -ன் �ரபவ� பின்வருமொறு ்கணிக்கலொம்:

�்ம்  9.8

y f x= ( )

x a=
x b=

∆x

y

x
O
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 y −அச்சின் மிவ்கபயண் திவெயில் ்ேொககும்்�ொது, அரங்கிவன சின்னஞ்சிறு 
�டவ்்களொ்க(குறுகிய பெவவ்கங்்களொ்க) உயரம் y  ஆ்கவும் அ்கலம் Dx  ஆ்கவும் இருககுமொறு 
�குக்கலொம். என்வ,  A  என்�து பெங்குதது �டவ்்களின் �ரபபு்களின் கூட்ற்ப்தொவ்கயின் 

எல்வலயொகும். என்வ  A = lim y x
a x b

�
� �
� = y dx y dx

a

b

a

b

∫ ∫= எனக கிவ்ககிைது.
நியல (ii)
 x a=  மற்றும் x b=  ஆகிய ்்கொடு்களுககு இவ்ப�ட், 
x − அச்சிற்கு கீழ்ப�குதியில் (அ்தொவது மூன்ைொவது அல்லது 
ேொன்்கொம் ்கொற்�குதியில்) உளள ப்தொ்ரச்சியொன 
வவளவவரயின் ெமன்�ொடு y f x a x b� � �( ),   என்்க. இங்கு  
y ≤ 0 என்�து வவலவவரயின் �குதியில் உளள அவனதது 
புளளி்களுககும் ப�ொருந்தும். x a=  மற்றும் x b=  ஆகிய 
்்கொடு்கள  x − அச்சு மற்றும் வவளவவரயின் வரம்பிற்குட�ட் 
(அரங்்கததின்)  �குதியிவனக ்கொண்்�ொம். �்ம் 9.9-ல் ்கொண்்க.  
இப�குதியில் y  ≤ 0 மற்றும் y  -யின் குறி மொைொதிருப�து 
குறிபபி்த்தக்கது. என்வ, A -யின் �ரபவ� பின்வருமொறு ்கணிக்கலொம்:
 y −அச்சின் குவைபயண் திவெயில் ்ேொககும்்�ொது, அரங்கிவன சின்னஞ்சிறு  

�டவ்்களொ்க(குறுகிய பெவவ்கங்்களொ்க) உயரம் y y= −  ஆ்கவும் அ்கலம்  Dx ஆ்கவும் இருககுமொறு 

�குக்கலொம். என்வ, A  என்�து பெங்குததுப �டவ்்களின் �ரபபு்களின் கூட்ல் ப்தொவ்கயின் 

எல்வலயொகும். என்வ A = lim − ∆
≤ ≤
∑ y x
a x b

= − =∫ ∫ydx ydx
a

b

a

b
 ஆகும்.

நியல (iii)
 x a=  மற்றும் x b=  ஆகிய ்்கொடு்களுககு இவ்ப�ட்,  
x − அச்சிற்கு ்மற்�குதியிலும் அ்்த ெமயததில் 
கீழ்ப�குதியிலும் (அ்தொவது அவனதது ்கொற்�குதி்களிலும் 
இருக்கலொம்) உளள ப்தொ்ரச்சியொன வவளவவரயின் 
ெமன்�ொடு y f x a x b� � �( ),   என்்க.  xy-்தளததில்  y f x= ( )  
வவளவவரவய வவர்க. x − அச்சிற்கு ்மலும் கீழும் மொறி 

மொறி அவமயும் வவளவவர x a=  மற்றும் x b=  
்்கொடு்களுககிவ்்ய அவமகின்ைது. [ , ]a b  எனும் 

இவ்பவளி ஒவபவொரு �குதி இவ்பவளியிலும்  f x( )  
ஒ்ர குறியில் இருககுமொறு  [ , ]a c1 , [ , ]c c1 2 , , [ , ]c bk  எனும் 
�குதி இவ்பவளி்களொ்க வகுக்கப�டுகிைது. நிவல (i) மற்றும் (ii) ஆகியவற்வைப �யன்�டுததி, �குதி 
இவ்பவளி்களுக்கொன அரங்கு்களின் வடிவியல் �ரபவ�த ்தனித்தனியொ்க ேொம் ப�ைலொம். என்வ 
y f x= ( ) , x-அச்சு, x a=  மற்றும் x b=  ்்கொடு்களொல் சூழப�ட் �குதியின் வடிவியல் �ரபபு  

f x dx f x dx f x dx
a

c

c

c

c

b

k

( ) ( ) ( )
1

1

2

� � �� � � . 

 எடுததுக்கொட்ொ்க �்ம் 9.10-ல் உளள நிழலி்ப�ட்ப �குதிவயக ்கொண்்�ொம். இங்கு  

A1 , A2 , A3 , மற்றும் A4  ஆகியவவ ்தனித்தனிப �குதி்களின் �ரபபு்களொகும். என்வ பமொத்தப �ரப�ொனது 

A = A A A A1 2 3 4+ + + = f x dx f x dx f x dx f x dx
a

c

c

c

c

c

c

b

( ) ( ) ( ) ( )
1

1

2

2

3

3

� � � �� � �  ஆகும்.

�்ம்  9.9

y

x
∆x

x a= x b=

O

−y

�்ம்  9.10

c1 O
A2

c2

A3

A4 b x

y

x b=
x a=

a
A1
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9.8.2   ஒரு வகளவகை, y–அச்சு மறறும் நகோடுகள் y = c, y = d ஆகியவற்றோல 
         அகடைபடும் அைஙகத்தின் பைப்பு 

          (Area of the region bounded by a curve, y– axis and the lines y = c and y = d)
நியல (iv)

 y −அச்சிற்கு வலப�க்கம் அவமயும் ப்தொ்ரச்சியொன 
வவளவவரயின் �குதியின் (அ்தொவது மு்தலொவது ்கொற்�குதி அல்லது 
ேொன்்கொவது ்கொற்�குதியின் �குதியொகும்) ெமன்�ொடு  x f y c y d� � �( ),  

என்்க. இனி, வவளவவரப �குதியின் ஒவபவொரு புளளியிலும x ≥ 0  
ஆகும். இப�குதியில் x -ன் குறி மொைொ்தது குறிபபி்த்தக்கது.
 வவளவவர  y −அச்சு, y c=  மற்றும் y d=  ்்கொடு்களொல் 
சூழப�ட் �குதியிவனக ்கருது்க. �்ம்  9.11-ல் ்கொண்்க. �குதி 
வவரயப�டடுளளது. என்வ �குதி A -இன் �ரப�ளவு கீழ்க்கொணுமொறு 
்கணிக்கப�டுகிைது:
 x − அச்சின் மிவ்கபயண் திவெ வழியொ்க ்ேொககும்்�ொது, அரங்்கததிவன x நீளம் மற்றும் 
அ்கலம் Dy  ஆ்கவும் உளள கிவ்மட்ப �டவ்்களொ்க �குக்கப (அ்கலம் குவைந்்த நீளமொன 
பெவவ்கங்்களொ்க) �டுகிைது. இனி A  என்�து கிவ்மட் பெவவ்கப �டவ்்களின் �ரப�ளவு்களின் 

கூட்ல் எல்வலயொகும். என்வ, A = lim x y
c y d

�
� �
� = xdy

c

d

ò  ஆகும்.

நியல (v)
 y −அச்சிற்கு இ்ப�க்கம் அவமயும் ப்தொ்ரச்சியொன 
வவளவவரயின் �குதியின் (அ்தொவது இரண்்ொவது ்கொற்�குதி 
அல்லது மூன்ைொவது ்கொற்�குதியின் �குதியொகும்) ெமன்�ொடு  
x f y c y d� � �( ),  என்்க. இனி, வவளவவரப �குதியின் 
ஒவபவொரு புளளியிலும் x £ 0  ஆகும். இப�குதியில் x -ன் 
குறி மொைொ்தது குறிபபி்த்தக்கது. வவளவவர,  y −அச்சு, 
y c=  மற்றும் y d=  ்்கொடு்களொல் சூழப�ட் �குதியிவனக 

்கருது்க. இப�குதி �்ம் 9.12-ல் நிழலி்ப�டடுளளது. என்வ 
�குதி A -இன் �ரப�ளவு கீழ்க்கொணுமொறு ்கணிக்கப�டுகிைது:
 x − அச்சின் மிவ்கபயண் திவெ வழியொ்க ்ேொககும்்�ொது, 
அரங்்கததிவன x x� �  நீளம் மற்றும் அ்கலம் Dy ஆ்கவும் உளள கிவ்மட்ப �டவ்்களொ்க �குக்கப 

(அ்கலம் குவைந்்த நீளமொன பெவவ்கங்்களொ்க)�டுகிைது. இனி,  A  என்�து கிவ்மட் பெவவ்கப 
�டவ்்களின் �ரப�ளவு்களின் கூட்ல் எல்வலயொகும். 

 என்வ, A = lim �� ��
� �
� x y
c y d

= −∫ x dy
c

d
= x dy

c

d

ò  ஆகும்.

நியல (vi)
 y −அச்சிற்கு வலப�க்கம் அவமயும் அ்்த ெமயததில் இ்ப�க்கமும் அவமயும் ப்தொ்ரச்சியொன 
வவளவவரயின் �குதியின் (அ்தொவது அவனதது ்கொற்�குதியிலும் வவளவவர அவ்யும்) ெமன்�ொடு 
x f y c y d� � �( ),   என்்க. xy-்தளததில் x f y= ( )  எனும் வவளவவரவய வவர்க. y −அச்சுககு 
வலப�க்கமும் இ்ப�க்கமும் மொறி மொறி அவமயும் வவளவவரயொனது y c=  மற்றும் y d=
்்கொடு்களொல் பவட்ப�டுகிைது.  [ , ]c d இவ்பவளிவய [ , ]c a1 , [ , ]a a1 2 , , [ , ]a dk  எனும் �குதி 
இவ்பவளி்களொ்க, ஒவபவொரு �குதி இவ்பவளியிலும் f y( )  குறி மொைொது இருககுமொறு �குக்க 
்வண்டும். நிவல்கள  (iii) மற்றும் (iv) ஆகியவற்வைப �யன்�டுததி, �குதி இவ்பவளி்களுக்கொன 
அரங்்கங்்களின் �ரபபு்களின் வடிவியல் �ரபபு்கவளத ்தனித்தனியொ்கப ப�ைலொம். 

y

x
O

x f y= ( )

y c=

x
∆y

y d=

�்ம்  9.12

y

x
O

x
f

y
=

(
) y c=

−x ∆y

y d=

�்ம்  9.11
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 என்வ x f y= ( ) , y-அச்சு, y c=  மற்றும் y d=  ்்கொடு்களொல் 
சூழப�ட் �குதியின் வடிவியல் �ரபபு 

A = f y dy f y dy f y dy
c

a

a

a

a

d

k

( ) ( ) ( )
1

1

2

� � �� � �  எனப ப�றுகி்ைொம்.

     ெொன்ைொ்க �்ம் 9.13-ல் உளள நிழலி்ப�ட்ப �குதியிவனக 
்கருது்வொம். இங்கு  B1 , B2 , B3  மற்றும் B4  ஆகியவவ ்தனித்தனியொனப 
�குதி்களின் வடிவியல் �ரபபு்களொகும். இனி, வவளவவர x f y= ( ) ,  
y-அச்சு மற்றும் y c=  மற்றும் y d= ஆகியவற்ைொல் சூழப�ட் �ரபபின் 
பமொத்த �ரப�ளவு 
 B    =  B B B B1 2 3 4+ + +

  =  f y dy f y dy f y dy f y dy
c

a

a

a

a

a

a

d

( ) ( ) ( ) ( )
1

1

2

2

3

3

� � � �� � �  ஆகும்.

எடுத்துககோடடு 9.47
 6 5 30x y� � , x − அச்சு, x � �1  மற்றும் x = 3  ஆகியவற்ைொல் அவ்�டும் அரங்்கததின் �ரபவ�க 

்கொண்்க.
தீர்வு

 ்்தவவயொன அரங்்கததின் �ரப�ொனது �்ம் 9.14-ல் 
நிழலி்ப�டடுளளது. இப�ரப�ொனது x − அச்சின் ்மல் உளளது. 
என்வ ்்தவவயொன �ரபபு,  

 A  =  y dx
−∫ 1

3

=
30 6

51

3 −



−∫
x dx = 30 3

5

2

1

3

x x��

�
�

�

�
�
�

  =  
90 27

5

30 3

5

��
�
�

�
�
� �

� ��
�
�

�
�
� =

96

5
.

எடுத்துககோடடு 9.48

 7 5 35x y� � , x − அச்சு மற்றும் ்்கொடு்கள x � �2  மற்றும் x = 3  ஆகியவற்ைொல் அவ்�டும் 
அரங்்கததின் �ரபவ�க ்கொண்்க.
தீர்வு

 ்்தவவயொன அரங்்கததின் �ரப�ொனது �்ம் 9.15-ல் 
நிழலி்ப�டடுளளது. இப�ரப�ொனது x − அச்சின் ்மல் 
உளளது. என்வ ்்தவவயொன �ரப�ொனது, 

 A  =  y dx x dx
− −∫ ∫= −



2

3

2

3 7 35

5
 

  =  
1

5
7

2
35

2

2

3

x x
�

�
�

�

�
� �

�

�
�

�

�
�
�

 

  =  
1

5

63

2
105 84

63

2

�
�
�

�
�
� �

�

�
�

�

�
� � �( ) .

�்ம்  9.14

x=− 1

∆x

y

x( , )5 0

x= 3

O

(6,0)

6

5

30

x
y

�
�

�்ம்  9.15

O x

y

y x
=

−7 35

5

x=− 2

( , )5 0

x= 3

( , )0 7−

∆x (3,0)

( , )−2 0

�்ம்  9.13

y

x

y d=

y c=

O

a3

a2

a1

d

B1

B2

B3

B4
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எடுத்துககோடடு 9.49

 x
a

y
b

2

2

2

2
1� �  என்ை நீளவட்ததினொல் அவ்�டும் அரங்்கததின் �ரபவ�க ்கொண்்க.

தீர்வு

 நீளவட்மொனது பேட்ச்சு மற்றும் குற்ைச்சு்கவளப 
ப�ொருதது ெமச்சீரொ்க உளளது. �்ம் 9.16-ல் நீளவட்ம் 
வவரயப�டடுளளது. y -அச்சின் மிவ்கப�குதியின் திவெயில்  
�ொரககும்்�ொது ்்தவவயொன �ரபபு A ஆனது நீளவட்ததின் 

மு்தல் ்கொல் வட்ப �குதியில் y b
a
a x x a� � � ��

�
�

�
�
�

2 2 0, ,  

x -அச்சு, x = 0  மற்றும் x a=  ஆகியவற்ைொல் அவ்�டும் 
அரங்்கததின் �ரபவ�ப ்�ொல் ேொன்கு ம்ங்்கொகும். பெங்குத்தொன 
�டவ்்கவளப �யன்�டுததி �ரபபு ்கொணக கிவ்ப�து,

 A =  4 4
0

2 2

0
y dx b

a
a x dx

a a
= −∫ ∫

  =  
4

2 2

4

4

2 2 2
1

0

2b
a
x a x a x

a
b
a

a ab
a

�
� �

�
�

�
�
�

�

�
�
�

�

�
�
�
� � ��sin

�
�  

குறிப்பு

 x -அச்சின் மிவ்கப �குதிவய திவெயில் �ொரககும்்�ொது 

்்தவவயொன �ரபபு A ஆனது நீளவட்ததின் மு்தல்  ்கொல் வட்ப 

�குதியில் x a
b
b y y b� � � ��

�
�

�
�
�

2 2 0,  y-அச்சு, y = 0  மற்றும் 

y b=  ஆகியவற்ைொல் அவ்�டும் அரங்்கததின் �ரபவ�ப ்�ொல் 
ேொன்கு ம்ங்்கொகும். கிவ்மட்ப �டவ்்கவளப �யன்�டுததி 
(�்ம் 9.17-ல்) �ரபபு ்கொணக கிவ்ப�து, 

   A =  x dy a
b
b y dy

ba
= −∫∫ 4 2 2

00

    =  
4

2 2

4

4

2 2 2
1

0

2a
b

y b y b y
b

a
b

b ab
b

�
� �

�
�

�
�
�

�

�
�
�

�

�
�
�
� � ��sin

p
p .

குறிப்பு

 ்ம்ல  உளள முடிவில் b a=  என பிரதியி்க கிவ்ப�து x y a2 2 2� � என்ை வட்த்தொல் 
அவ்�டும் அரங்்கததின் �ரபபு pa2 ஆகும்.

எடுத்துககோடடு 9.50
 y ax2 4=  என்ை �ரவவளயததிற்கும் அ்தன் பெவவ்கலததிற்கும் அவ்�டும் அரங்்கததின் 

�ரபவ�க ்கொண்்க.
தீர்வு

 பெவவ்கலததின் ெமன்�ொடு x a=  ஆகும். இச்பெவவ்கலம் �ரவவளயதவ்த  L a a( , )2  மற்றும் 

L a a1 2( , )−  என்ை புளளி்களில் பவடடுகிைது. ்்தவவயொன �ரபபு �்ம்  9.18ல் நிழலி்ப�டடுளளது. 

x a
b

b y= −2 2

y= 0 (a,0)

y b=

∆y

y

x
O

( , )0 b

�்ம்  9.17

�்ம்  9.16

y

x
O

y
b

a
a

x

=

−2

2

∆x

x= 0

x a=

(a,0)( , )−a 0

( , )0 b

( , )0 −b
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�ரவவளயம் ெமச்சீரொ்க இருப�்தொல் ்்தவவயொன �ரபபு A ஆனது  

y a x= 2  என்ை �ரவவளயததின் �குதி  x -அச்சு, x = 0   மற்றும் x a=  
ஆகியவற்ைொல் அவ்�டும் �ரபவ�ப ்�ொல் இரு ம்ங்்கொகும்.
 என்வ பெங்குத்தொன �டவ்்கவளப �யன்�டுததி �ரபபு ்கொண 
ேமககுக கிவ்ப�து

   A  =  2 2 2 4
2

3

3

2

00
0

y dx a x dx a x
aa

a

= =








∫∫  

    =  4
2

3

8

3

3

2

2

a a a
� � . 

குறிப்பு

 x -அச்சின் மிவ்கப �குதியின் திவெயில், �ரபபு ்கொண 

கிவ்மட் �டவ்்கவள �யன்�டுத்த (�்ம் 9.19-ல் ்கொண்்க) 
ேமககுக கிவ்ககும் �ரப�ொனது

     A =  2 2
4

2

0

2

0

2

( )a x dy a y
a
dy

aa
− = −





∫∫  

  =  2
12

2 2
8

12

8

3

3

0

2

2
3 2

ay y
a

a a
a

a
a

−






= −






= .

குறிப்பு

 ்மற்்கொணும் �ரப�ொனது �ரவவளயததின் பெவவ்கலதவ்த அடிப�க்கமொ்கவும் மற்றும் 
�ரவவளயததின் குவியததிற்கும் முவனககும் உளள தூரதவ்த உயரமொ்கவும் ப்கொண்் �ரபபில் 
மூன்றில் இரண்டு �ங்கு ஆகும். இது �ரவவளயததிற்கு கீழ் உளள �ரப�ளவொனது இவவவளவின் 
அடிப�குதிவய நீளமொ்கவும் வவளவின் உயரதவ்த அ்கலமொ்கவும் ப்கொண்் பெவவ்கததின் �ரபபில் 
மூன்றில் இரண்டு �ங்கு என்ை ஆரககிமிடிஸ் சூததிரதவ்த நிவைவு பெய்கிைது. ்மலும் இப�ரப�ொனது 
பெவவ்கலதவ்த அடிப�க்கமொ்கவும், முவனககும் குவியததிற்கும் உளள தூரதவ்த உயரமொ்கவும் 
ப்கொண்் முக்்கொணததின் �ரபபில்  மூன்றில் ேொன்கு �ங்கிற்குச் ெமம்.
எடுத்துககோடடு 9.51
 x y y� � �5 4 2  என்ை �ரவவளயததிற்கும் y -அச்சிற்கும் அவ்�டும் அரங்்கததின் �ரபவ�க 
்கொண்்க.
தீர்வு
 �ரவவளயததின் ெமன்�ொ்ொனது ( ) ( )y x� � � �2 92 . இது  y -அச்சில் 
( , )0 5−  மற்றும் ( , )0 1  வழிச் பெல்கிைது. இ்தன் முவன ( , )9 2− மற்றும் 
�ரவவளயததின் அச்ெொனது y � �2 . ்்தவவயொன �ரபபு �்ம் 9.20-ல் 
நிழலி்ப�டடுளளது.  
 x − அச்சின் மிவ்கப�குதியின் திவெயில் ்ேொககி �ரபபு ்கொண, கிவ்மட்ப 
�டவ்்கவளப �யன்�டுத ேமககுக கிவ்ககும் �ரப�ொனது, 

 A = xdy
�
�
5

1

= ( )5 4 2

5

1

� �
�
� y y dy = 5 2

3

2
3

5

1

y y y
� �

�

�
�

�

�
�
�

=
8

3

100

3
� ��
�
�

�
�
� = 36 .

குறிப்பு

 �ரவவளய வவளவின் �ரப�ொனது அவவவளவின் அடிப�க்கததின் நீளதவ்தப ்�ொல் மூன்றில் 
இரண்டு ம்ங்கின் உயரததின் ம்ங்கு என ்ம்ல உளள ்கணககில் உளளது ்�ொல் ஆரககிமிடிஸ் 
சூததிரதவ்த ெரி பெய்கிைது.

y

x
O

( , )a a2

( , )a 0

( , )a a−2

∆x

y= 0

x a=

y a= 2

�்ம்  9.19

( , )9 2�

(0,1)

x

y

( , )0 5�

O

�்ம்  9.20

�்ம்  9.18

y

x
O

y a x= 2

( , )a a2

( , )a 0

( , )a a−2

∆x

x= 0

x a=
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எடுத்துககோடடு 9.52
 y x= sin  என்ை வவளவவர, x − அச்சு, ்்கொடு்கள x = 0  மற்றும் x � 2�  ஆகியவற்ைொல் 

அவ்�டும் அரங்்கததின் �ரபவ�க ்கொண்்க.
தீர்வு

 ்்தவவயொன �ரபபு �்ம் 9.21-ல் நிழலி்ப�டடுளளது. 
�ரபபின் ஒரு �குதியொனது x − அச்சின் ்மல் x = 0  மற்றும் 

x � �  ஆகியவற்றுககு இவ்யில் அவமந்துளளது. மற்பைொரு 

�குதியொனது x −அச்சின் கீழ் x � �  மற்றும் x � 2�  

ஆகியவற்றுககு இவ்்ய அவமந்துளளது. என்வ ் ்தவவயொன 
�ரப�ொனது.

 A  =  ydx ydx
0

2�

�

�

� �� = sin sinxdx xdx
0

2�

�

�

� �� = �� � � �� �cos cosx x
0

2�

�

�

  =  � �� �� � �� �cos cos cos cos� � �0 2 = 2 2� � = 4 .

குறிப்பு

 sin xdx
0

2�

�  என்ை ப்தொவ்கயி்லின் மதிபபு ்கொண்்�ொம்.  

 
sin xdx

0

2�

� = �� �cos x
0

2� = �� �� �� �cos cos2 0� = 0 .

 என்வ f x dx( )
0

2�

�  என்�து y x= sin , x − அச்சு, ்்கொடு்கள x = 0  மற்றும் x � 2� ஆகியவற்றுககு 

இவ்்ய அவமயும் அரங்்கததின் �ரபவ�க குறிப�தில்வல.

எடுத்துககோடடு 9.53

 y x= cos  என்ை வவளவவர x − அச்சு, ் ்கொடு்கள x = 0  மற்றும் x � �  ஆகியவற்ைொல் அவ்�டும் 

அரங்்கததின் �ரபவ�க ்கொண்்க.

தீர்வு

 ப்கொடுக்கப�ட் வவளவவரயொனது y
x x

x x
�

� �

� � �

�

�
��

�
�
�

  cos ,

cos ,

0
2

2

�

�
�

 வவளவவரயொனது x − அச்சின் ்மல் உளளது. ்்தவவயொன 

�ரபபு, �்ம் 9.22-ல் நிழலி்ப�டடுளளது. என்வ ் ்தவவயொன �ரபபு

 A  =  ydx
0

�

� = cos cosxdx x dx
0

2

2

�

�

�

� �� �� � = sin sinx x� � �� �
0
2

2

�

�
�

  =  1 0 0 1�� �� �� � = 2 .

O ππ
2

x= 0

x

y

x= π
2

x= π

�்ம்  9.22

�்ம்  9.21

x

y

x = 0 x = 2π

O ( , )π 0

x = π

( , )2 0π
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9.8.3  இரு வகளவகைகளோல அகடைபடும் அைஙகத்தின் பைப்பு

         (Area of the region bounded between two curves)

நிகலை (i)
 y f x= ( )  மற்றும் y g x= ( )  என்ை இரு வவளவவர்களின் 

ெமன்�ொடு்கள மற்றும் xoy-்தளததில் f x g x( ) ( )≥ ∀ x a b∈[ , ]  

என்்க.  இவவிரு வவளவவர்களுககும்  x a=  மற்றும் x b=  என்ை 

்்கொடு்களுககும் இவ்்ய அவ்�டும் அரங்்கததின் �ரபபு A -ஐ 

ேொம் ்கொண்்�ொம்.

 ்்தவவயொன �ரபபு  �்ம் 9.23-ல் நிழலி்ப�டடுளளது. �ரபபு 
A -ஐக ்கொண அரங்்கததின் �ரபவ� அ்கலம்  Dx என இருககுமொறு 

சிறு �டவ்்களொ்கப பிரிததுக ப்கொள்வொம். உயரம் f x g x( ) ( )−  எனக ப்கொள்வொம்.  

f x g x( ) ( )� � 0  ∀ x a b∈[ , ]  என்�வ்த ்கவனததில் ப்கொள்வொம். எல்வல்களின் கூடு்தலொ்க பெங்குதது 

�டவ்்கவளக ப்கொண்டு முன்பு ்கணககிட் முவையில் �ரபவ�க ்கொண்்�ொம். என்வ ேொம் ப�றுவது,  

A = [ ( ) ( )]f x g x dx
a

b

�� .

குறிப்பு

 y −அச்சின் மிவ்கப �குதியின் திவெயில் �ொரககும்்�ொது y f x= ( )  என்ை வவளவவரவய ்மல் 
வவளவவர (U) மற்றும் y g x= ( )  என்ை வவளவவரவய கீழ் வவளவவர (L) என அவழப்�ொம். 

இவவொைொ்க ேொம் ப�றுவது A y y dxU L
a

b

� ��[ ] .

நிகலை (ii) 
 x f y= ( )  மற்றும் x g y= ( ) என்�ன இரு வவளவவர்களின் 

ெமன்�ொடு்கள மற்றும் xoy-்தளததில் f y g y( ) ( )≥ ∀ y c d∈[ , ]  

என்்க. இவவிரு வவளவவரககும்  y c=  மற்றும் y d=  என்ை 

்்கொடு்களுககும் இவ்யில் உளள அரங்்கததின் �ரபபு A -ஐ ேொம் 

்கொண்்�ொம். ் ்தவவயொன �ரபபு �்ம்  9.24-ல் நிழலி்ப�டடுளளது. 
�ரபபு A -ஐக ்கொண அரங்்கததின் �ரபவ� x −அச்சின் மிவ்கப�குதிவய 

்கொண, Dy  அ்கலம் உவ்ய சிறு �டவ்்களொ்கப பிரிப்�ொம். 
உயரம் f y g y( ) ( )−  எனக ப்கொள்வொம். 

 f y g y( ) ( )� � 0 ∀ y c d∈[ , ] என்�வ்த ்கவனததில் ப்கொள்வொம். 

எல்வல்களின் கூடு்தலொ்க கிவ்மட்ப �டவ்்கவளக ப்கொண்டு முன்பு ்கணககிட் முவையில் �ரபவ�க 

்கொண்்�ொம். என்வ ேொம் ப�றுவது A = [ ( ) ( )]f y g y dy
c

d

−∫ .

குறிப்பு

 x − அச்சின் மிவ்கப �குதியின் திவெயில் �ொரககும்்�ொது x f y= ( ) என்ை வவளவவர வலது 
வவளவவர (R) என்றும், மற்றும் x = f(y) என்ை வவளவவர இ்து வவளவவர (L) என்றும் 

அவழக்கப�டும் . இவவொைொ்க ேொம் ப�றுவது A x x dyR L
a

b

� ��[ ] .

�்ம்  9.23

( , ( ))x f x
y f x= ( )

y g x= ( )

x b=
( , ( ))x g xx a=

y

x
O

y

x

( ( ), )f y y

y d=

( ( ), )g y y

x g y= ( )
x f y= ( )

y c=

O

�்ம்  9.24
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எடுத்துககோடடு 9.54
 y x2 4=  மற்றும் x y2 4=  என்ை �ரவவளயங்்களொல் அவ்�டும் அரங்்கததின் �ரபவ�க ்கொண்்க.
தீர்வு

 மு்தலில் வவளவவர்கள பவடடும் புளளி்கவளக ்கொண்்�ொம். இ்தற்கு 
y x2 4=  மற்றும் x y2 4=   என்ை ெமன்�ொடு்கவளத தீரக்க ்வண்டும். 

 இரு ெமன்�ொடு்களிலும் y -ஐ நீக்கக கிவ்ப�து x x4 64= . என்வ  

x = 0  மற்றும் x = 4 . என்வ பவடடும் புளளி்கள ( , )0 0  மற்றும் ( , )4 4  

ஆகும்.  ் ்தவவயொன அரங்கததின் �ரபபு �்ம் 9.25-ல் நிழலி்ப�டடுளளது. 

 y -அச்சின் மிவ்கப�குதியின் திவெயில் �ொரககும்்�ொது, ்மற்புை 
எல்வலயின் ெமன்�ொடு y x= 2 . 0 4£ £x  மற்றும் கீழ் எல்வலயின் 
ெமன்�ொடு 

 y x
=

2

4
, 0 4£ £x . என்வ ்்தவவயொன �ரபபு,

A y y dx x x dx x x
U L= − = −







=






−








∫ ∫( )

/

0

4
2

0

4
3 2 3

0

2
4

2
2

3 12

44

2
2 8

3

64

12
0

16

3
= ×





−





− =  .

குறிப்பு

 x -அச்சின் மிவ்கப�குதியின் திவெயில் �ொரககும்்�ொது வலது 

எல்வலயின் வவளவவரயின் ெமன்�ொடு  2 4x y= . மற்றும்  இ்து 

எல்வலயின் வவளவவரயின் ெமன்�ொடு  y x2 4= . �்ம் 9.26 

�ொரக்கவும்.  வலது எல்வலயின் ெமன்�ொடு x y= 2 , 0 4£ £y  

மற்றும் இ்து எல்வலயின் ெமன்�ொடு x y
=

2

4
. 0 4£ £y . என்வ 

்்தவவயொன �ரபபு A  என்�து

A x x dx y y dy y y
R L= − = −







=






−








∫ ∫( )

/

0

4
2

0

4
3 2 3

0

2
4

2
2

3 12

44

2
2 8

3

64

12
0

16

3
= ×





−





− =  .

எடுத்துககோடடு 9.55
 �ரவவளயம் x y2 =  மற்றும் வவளவவர y x=  ஆகியவற்ைொல் அவ்�டும் அரங்்கததின் 
�ரபவ�க ்கொண்்க.
தீர்வு

 இரு வவளவவர்களும் y -அச்வெப ப�ொருதது 
ெமச்சீரொ்க உளளன. 

 வவளவவர y x=  ஆனது y
x x
x x

�
�

� �
�
�
�

,  0

0,
.

 இவவவளவவரயொனது �ரவவளயம் x y2 = -ஐ ( , )1 1  
மற்றும் ( , )−1 1  என்ை புளளி்களில் பவடடும். 
 இரு வவளவவர்களுககும் அவ்ப�ட் அரங்்கததின் 
�ரபபு �்ம் 9.27-ல் நிழலி்ப�டடுளளது. இப�ரப�ொனது 
மு்தல்  மற்றும் இரண்்ொவது ்கொல் வட்ப �குதியில் 
அவமந்துளளன. �ரவவளயம் ெமச்சீரொ்க இருப�்தொல் 
்்தவவயொன �ரபபு மு்தல்்கொல் �குதியில் உளளவ்த ்�ொல் 
இரு ம்ங்்கொகும்

( , )0 0

( , )4 4y
x

= 2

y
x
=

2

4

x= 0

x= 4

y

x
( , )4 0

�்ம்  9.25

�்ம்  9.26

( , )0 0

( , )4 4

x y= 2

x
y
=

2

4

y

x

y = 4( , )0 4

�்ம்  9.27

y
x=

2

y
x

=(
, )

−1
1

( , )1 1y
x

= −

y

x
O (1,0)( , )−1 0
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136XII - கணிதவியல்

 மு்தல் ்கொல் வட்ப �குதியில் y x x� � �,0 1  என்ை வவளவவர ்மல் உளளது மற்றும் 

y x x� � �2 0 1,  என்ை வவளவவர கீழ் உளளது. என்வ ்்தவவயொன �ரப�ொனது 

   A  =  2 2
0

1
2

0

1

[ ] [ ]y y dx x x dxU L− = −∫ ∫  

    =  2
2 3

2 3

0

1

x x
�

�

�
�

�

�
�  

    =  2 1

2

1

3

1

3
��

�
�

�
�
� � .

எடுத்துககோடடு 9.56
 y x= cos  மற்றும்  y x= sin என்ை வவளவவர்கள x = p

4
 மற்றும் x = 5

4

p என்ை ்்கொடு்கள 

ஆகியவற்றுககு இவ்்ய உளள அரங்்கததின் �ரபவ�க ்கொண்்க.
தீர்வு

 ்்தவவயொன அரங்்கததின் �ரபபு �்ம் 9.28-ல் நிழலி்ப�டடுளளது. அரங்்கததின் ்மல் எல்வல 

y x= sin , 
p p
4

5

4
£ £x  மற்றும் அரங்்கததின் கீழ் எல்வல y x= cos  , 

p p
4

5

4
£ £x .  ்்தவவயொன 

�ரபபு, 

 A  =  y y dx x x dx x xU L−( ) = − = − −[ ]∫∫ (sin cos ) cos sinπ

π

π

π

π

π

4

5
4

4

5
4

4

5
4

  =  � ��
�
�

�
�
� � � ��

�
�

�
�
�sin cos sin cos

5

4

5

4 4 4

� � � �   

  =  � ��
�
�

�
�
� � ��

�
�

�
�
�

�

�
�

�

�
� � ��

�
�

�
�
� �

�
�
�

�
�
�

�

�
�

�

�
�

1

2

1

2

1

2

1

2
 

  =  2
2

2
2

2 2� � .

எடுத்துககோடடு 9.57
 x y a2 2 2+ =  என்ை வட்ததில் உளள அரங்்கததின் �ரபவ� x h=  என்ை ் ்கொடு இரு �குதி்களொ்க 
பிரிககின்ைது எனில் சிறிய �குதியின் �ரபவ�க ்கொண்்க.

தீர்வு

 சிறிய �குதியின் �ரபபு �்ம் 9.29-ல் நிழலி்ப�டடுளளது. இங்கு 0< <h a  வட்ம்  x -அச்வெப 

ப�ொருதது ெமச்சீரொ்க இருப�்தொல் சிறிய �குதியின் �ரபபு,

 A  =  2 2
2 2

2 2
2 2 2

1a x dx x a x a x
ah

a

h

a

− = − + 

















−∫ sin  

  =  2 0
2

1 2
2 2

2
1

2 2 2
1�

�

�
�

�

�
� �

�
� �

�
�

�
�
�

�

�
�
�

�

�
�
�

� �a h a h a h
a

sin ( ) sin  

�்ம்  9.28

O π
4

π
2

x= 5

4

π

5

4

π3

4

π
π

y

x

x= π
4

x

y

x h=

O
x a=

( , )a 0

�்ம்  9.29
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  =  a h a h a h
a

2 2 2 2 1

2

��
�
�

�
�
� � � � �

�
�

�
�
�

�sin  

  =  a
h
a

h a h2 1 2 2

2

�
� �

�
�

�
�
�

�

�
�

�

�
� � ��sin  

  =  a
h
a

h a h2 1 2 2cos�
�
�
�

�
�
� � � .

எடுத்துககோடடு 9.58
 �ரவவளயம் y x2 4= , ்்கொடு x y� � 3  மற்றும் y -அச்சு ஆகியவற்ைொல் மு்தல் ்கொல் வட்ப 
�குதியில் அவ்�டும் அரங்்கததின் �ரபவ�க ்கொண்்க.
தீர்வு

 மு்தலில் x y� � 3  மற்றும் y x2 4−  பவடடிக ப்கொளளும் புளளி்கவள ்கொண்்�ொம்.

 x y� � 3  ⇒  y x� �3 .

 � �y x2 4  ⇒  ( )3 42� �x x

  ⇒  x x2 10 9 0� � �

  ⇒  x x= =1 9, .

 x =1 என x y+ = 3 -ல் பிரதியி்க கிவ்ப�து y = 2 . 

 x = 9  என  x y+ = 3  பிரதியி்க கிவ்ப�து y=−6
 என்வ பவடடும் புளளி்கள ( , )1 2 மற்றும் ( , )9 6- ஆகும்.
 ்்கொடு x y� � 3  என்�து y -அச்வெ ( , )0 3  எனும் புளளியில் 

ெந்திககின்ைது. ்்தவவயொன �ரபபு �்ம்  9.30-ல் நிழலி்ப�டடுளளது
 y -அச்சின் மிவ்கப�குதிவய ்ேொககிப �ொரககும்்�ொது வலது 
எல்வலயில் அவமந்துளள வவளவவரயொனது

  x  =  
y y

y y

2

4
0 2

3 2 3

,

,

� �

� � �

�
�
�

��
 

  ∴A  =  x dy x dy y dy y dy+ = + −∫∫∫ ∫
2

0

2

2

3

0

2

2

3

4
3( )

   =  y y y3

0

2
2

2

3

12
3

2

8

12
0 9

9

2
6

4

2

�

�
�

�

�
� � �

�

�
�

�

�
� � ��

�
�

�
�
� � ��

�
�

�
�
� � ��

�
�

��
�
� �

7

6
.

எடுத்துககோடடு 9.59
 ்்கொடு்கள 5 2 15x y� � ,  x y� � �4 0  மற்றும் x-அச்சு ஆகியவற்ைொல் அவ்�டும் அரங்்கததின் 

�ரபவ� ப்தொவ்கயி்ல் மூலம் ்கொண்்க.
தீர்வு

 ்்கொடு்கள 5 2 15x y� � ,  x y� � �4 0  பவடடும் புளளி 1 5,�� � . 5 2 15x y� �   என்ை ்்கொடு 

x-அச்வெ ெந்திககும் புளளி 3 0,� � .  ் ்கொடு x y� � �4 0 , x-அச்வெ �� �4 0,  -ல் ெந்திககிைது. ் ்தவவயொன 
�ரபபு �்ம் 9.31-ல் நிழலி்ப�டடுளளது. இப�ரப�ொனது x-அச்சின் ்மல் �குதியில் உளளது. 
இப�ரபவ� பெங்குததுப �டவ்்கள அல்லது கிவ்மட்ப �டவ்்கவளப �யன்�டுததி ்கணககி்லொம்.

 பெங்குததுப �டவ்்கவளப �யன்�டுததி அரங்்கததின் �ரபபு ்கொண அரங்்கதவ்த x =1  ்்கொடு 

வழியொ்க இரு பிரிவு்களொ்கப பிரிக்க ்வண்டும்.

( , )0 3

( , )0 2

y

y x2 4�

x

( ,
)

9
6�

x y� � 3

( , )1 2

O

�்ம்  9.30
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138XII - கணிதவியல்

 என்வ ேமககு கிவ்ப�து,

   A  =  ydx ydx
�
� ��
4

1

1

3

 

    =  � �� � �
��

�
�

�
�
�

�
� �4

5 15

2
4

1

1

3

x dx x dx

    =  � �
�

�
�

�

�
� � �

�

�
�

�

�
�

�

4
2

5

4

15

2

2

4

1
2

1

3

x x x x  

    =  ��
�
�

�
�
� � � � � ��

�
�

�
�
� � ��

�
�

�
�
�

9

2
8

45

4

25

4
 

    =  25

2
5+

    =  35

2
.

 
கிவ்மட்ப �டவ்்கவளப ப்கொண்டு  �ரபபு ்கொணும்்�ொது அரங்கதவ்த இரு �குதி்களொ்கப 

பிரிக்கத ்்தவவயில்வல. இம்முவையில் �ரபபின் வலது �க்க எல்வல 5 2 15x y� �  என்ை ்்கொடு 
மற்றும் இ்து �க்க எல்வல x y� � �4 0  என்ை ்்கொடு ஆகும்.  என்வ ேமககு கிவ்ப�து,

   A  =  x x dy y y dyR L�� � �
�

� � �� ��
��

�
��� �

� �
5

0

5

0
15 2

5
4

    =  7
7

5
7

7

10
5

0 2

5

0

��
��

�
��

� �
�

�
�

�

�
�

� �
�

y dy y y

    =  0 35
35

2

35

2
� � ��
��

�
��
� .

குறிப்பு

 முக்்கொண வடிவததில் உளள அரங்்கததின் அடிப�க்கம் 7 அலகு்களொகும் மற்றும் உயரம்  5 

அலகு்களொ்கவும் உளளது. என்வ ப்தொவ்கயி்வல �யன்�டுத்தொம்ல அ்தன் �ரப�ொனது 
35

2
 என 

்கொணலொம்.
எடுத்துககோடடு 9.60
 �� �1 1, ,  3 2,� � , 0 5,� �  என்�ன A, B, மற்றும் C-யின் புளளி்கள எனில் முக்்கொணம் ABCஆல் 

அவ்�டும் அரங்்கததின் �ரபவ�த ப்தொவ்கயி்வலப �யன்�டுததி ்கொண்்க.
தீர்வு

 �்ம் 9.32-ஐ �ொரக்க.

 AB -யின் ெமன்�ொடு 
y x�
�

�
�
�

1

2 1

1

3 1
  அல்லது y x� �� �1

4
5

 BC-யின் ெமன்�ொடு 
y x�
�

�
�
�

5

2 5

0

3 0
  அல்லது y x� � � 5

�்ம்  9.31

(
, )

−4 0

( , )1 5−

∆y

y

O
x( , )3 0

( , )1 0

x + y + 4 = 0 5x −2y = 15

A( , )−1 1

B( , )3 2

O ED

C( , )0 5
y

x

�்ம்  9.32

12th_Maths_Vol 2_TM_CH 9_Apps of Integration.indd   138 16-12-2021   17:50:18

www.tntextbooks.in



த�ொகை நுணைணி�த்தின் பயன்பொடுைள்139

 AC-யின் ெமன்�ொடு 
y x�
�

�
�
�

1

5 1

1

0 1
  அல்லது y x� �4 5

   ∴ என்வ DABC -யின் �ரபபு
    =  DACO-யின் �ரபபு+ OCBE-யின் �ரபபு −  DABE-யின் �ரபபு

    =  4 5 5
1

4
5

1

0

0

3

1

3

x dx x dx x dx+( ) + − +( ) − +( )
−

−∫ ∫ ∫  

    =  4

2
5

2
5

1

4 2
5

2

1

0
2

0

3
2

1

3

x x x x x x�
�

�
�

�

�
� � � �

�

�
�

�

�
� � �

�

�
�

�

�
�

� �

 

    =  0 2 5
9

2
15 0

1

4

9

2
15

1

4

1

2
5

15

2
− + −( ) + − +





− − +





+ −





=

எடுத்துககோடடு 9.61

 x y2 2 4� �  என்ை வட்ததில்  1 3,� �  எனும் புளளியில் ப்தொடு்்கொடு, பெங்்்கொடு மற்றும் x-அச்சு 

ஆகியவற்ைொல் அவ்�டும் அரங்்கததின் �ரபவ� ப்தொவ்கயி்வலப �யன்�டுததி ்கொண்்க.

தீர்வு

 x y a2 2 2� �  என்ை வட்ததிற்கு x y1 1,� �  எனும் புளளியில் 

ப்தொடு்்கொடடின் ெமன்�ொடு xx yy a1 1

2� �  என ேொம் 

அறி்வொம். என்வ x y2 2 4� �  என்ை வட்ததிற்கு 1 3,� �  

எனும் புளளியில் ப்தொடு்்கொடடின் ெமன்�ொடு x y+ =3 4 ;  

 அ்தொவது  y x= − −1

3
4( ) . ப்தொடு்்கொடு (4,0) எனும் 

புளளியில் x-அச்வெ ெந்திககிைது. என்வ ப்தொடு்்கொடடின் 
ெொய்வு − 1

3
.  என்வ பெங்்்கொடடின் ெொய்வு − 1

3 . பெங்்்கொடடின் ெமன்�ொடு y x− = −3 3 1( ) ; அ்தொவது 

y x= 3 . இக்்கொடு ஆதி வழிச் பெல்கிைது. ்்தவவயொன �ரப�ொனது அருகில் உளள �்ததில் 

நிழலி்ப�டடுளளது. இப�ரபபிவன இரு வழி்களில் ்கொணலொம்.

முயற 1
 y-அச்சின் மிவ்க திவெயில் ்ேொககி �ொரககும் ்�ொது, ்்தவவயொன அரங்்கததின் �ரப�ொனது 

x-அச்சு, y x= 3  மற்றும் x y� �3 4  ஆகியவற்ைொல் அவ்�டும் �ரப�ொகும். இ்தற்கு ydx
a

b

ò  என்ை 

சூததிரதவ்தப �யன்�டுதது்வொம். இ்தற்குத ்்தவவயொன அரங்்கததின் �ரபவ� இரு �குதி்களொ்க 

பிரிததுக ்கொண்்�ொம். ஒரு �குதியொனது x-அச்சு, பெங்்்கொடு y x= 3  மற்றும் x =1ஆகியவற்ைொல் 
அவ்�டும் அரங்்கததின் �ரபபு மற்பைொரு �குதியொனது x-அச்சுத ப்தொடு்்கொடு x y� �3 4  மற்றும் 
x =1 ஆகியவற்ைொல் அவ்�டும் அரங்்கததின் �ரபபு ஆகும்.

    ∴  ்்தவவயொன �ரபபு =  y dx y dx x dx x dx
0

1

1

4

0

1

1

4

3
1

3
4∫ ∫ ∫ ∫+ = + − −( )





    =  3
2

1

3 2
4

2

0

1
2

1

4

x x x
�

�
�

�

�
� � � �

�

�
�

�

�
�

�

�
�

�

�
� =  3

2

8

3
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140XII - கணிதவியல்

முயற 2
 x-அச்சின் மிவ்க திவெயில் ்ேொககி �ொரககும் ்�ொது, ்்தவவயொன அரங்்கததின் �ரப�ொனது 

y x= 3 , x y� �3 4 , y = 0  மற்றும் y = 3  ஆகியவற்ைொல் அவ்�டும் �ரப�ொகும். இப�ரபவ�க 

்கொண x x dyR Lc

d
−( )∫  என்ை சூததிரதவ்தப �யன்�டுத்த ்வண்டும். 

 இங்கு c = 0 , d = 3 , xR   என்�து ப்தொடு்்கொடு x y� �3 4   மற்றும் xL  என்�து பெங்்்கொடு 

y x= 3  இன் x  மதிப�ொகும்.

   ∴ ்்தவவயொன �ரபபு =  x x dy y y dyR Lc

d
−( ) = −( ) −



∫ ∫ 4 3

30

3

 

    =  4
2

3
2 3

2 2

0

3

y y y
�

�

�
�

�

�
� �

�

�
�

�

�
�

    =  4 3
3

2
3

3

2 3
2 3� � � .

y = f1(x), y = f2(x) ரகதாடுகள் x a==  ெறறும் x b== , a b<<  ஆகிைவறறதால் அயட்படும் அரங்க்ததின 
்பரபய்பக் கதாண வழிமுயறகள்:
 y-அச்சுககு இவணயொ்க அரங்்கததின் ்தளதவ்த பவடடும் வவ்கயில் ்தன்னிச்வெயொ்க ஒரு ்்கொடு 
வவர்க. மு்தலில் அரங்்கததிற்குள நுவழயும் ்்கொடடின்  y-புளளிவயக ்கொண்்க. இவ்த yENTRY   என 

அவழக்கவும். அடுத்தொ்க அரங்்கததிற்குள இருந்து பவளி்யறும் ்்கொடடின் y-புளளிவயக ்கொண்்க. 
இவ்த yEXIT  என அவழக்கவும். வவளவவர்களின் எல்வலச் ெமன்�ொடு்கவளக ப்கொண்டு yENTRY  

மற்றும் yEXIT  ்கொண முடியும். என்வ ்்தவவயொன �ரபபு 
[ ]x xEXIT ENTRY−

 .

x = g1(y), x = g2(y) ரகதாடுகள்  y c==  ெறறும் y d== , c d<<  ஆகிைவறறதால் அயட்படும் அரங்க்ததின 
்பரபய்ப கதாண வழிமுயறகள்:
 x-அச்சுககு இவணயொ்க அரங்்கததின் ்தளதவ்த பவடடும் வவ்கயில் ்தன்னிச்வெயொ்க ஒரு ்்கொடு 
வவர்க. 
 மு்தலில் அரங்்கததிற்குள நுவழயும் ்்கொடடின் x-புளளிவயக ்கொண்்க. இவ்த xENTRY  என 

அவழக்கவும். 
 அடுத்த்தொ்க அரங்்கததிற்குள இருந்து பவளி்யறும் ்்கொடடின் x-புளளிவயக ்கொண்்க. இவ்த xEXIT  

என அவழக்கவும். வவளவவர்களின் எல்வலச் ெமன்�ொடு்கவளக ப்கொண்டு  xENTRY  மற்றும் xEXIT  

்கொண முடியும். என்வ ்்தவவயொன �ரபபு [ ( ) ( )]f y g y dy
c

d

−∫ [ ]x xEXIT ENTRY− dy. 

பயிறசி 9.8

 1. 3 2 6 0x y� � � , x � �3 , x =1 மற்றும் x-அச்சு ஆகியவற்ைொல் அவ்�டும் அரங்்கததின் 
�ரபவ�க ்கொண்்க.

 2. 2 1 0x y� � � , y � �1, y = 3  மற்றும் y-அச்சு ஆகியவற்ைொல் அவ்�டும் அரங்்கததின் 

�ரபவ�க ்கொண்்க.
 3. வவளவவர, 2 02� � � �x x y , x-அச்சு, x � �3 மற்றும் x = 3  ஆகியவற்ைொல் அவ்�டும் 

அரங்்கததின் �ரபவ�க ்கொண்்க.
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த�ொகை நுணைணி�த்தின் பயன்பொடுைள்141

 4. ்்கொடு y x� �2 5  மற்றும் �ரவவளயம் y x x� �2 2  ஆகியவற்ைொல் அவ்�டும் அரங்்கததின் 
�ரபவ�க  ்கொண்்க.

 5. வவளவவர்கள y x= sin , y x= cos  மற்றும் ்்கொடு்கள x = 0  மற்றும் x � � ஆகியவற்றுககு 

இவ்்ய அவ்�டும் அரங்்கததின் �ரபவ�க ்கொண்்க.

 6. y x= tan , y x= cot  மற்றும் ்்கொடு்கள x = 0 , x � �
2

, y = 0 ஆகியவற்ைொல் அவ்�டும் 

அரங்்கததின் �ரபவ�க ்கொண்்க.

 7. �ரவவளயம் y x2 =   மற்றும் ்்கொடு y x� � 2  ஆகியவற்ைொல் அவ்�டும் அரங்்கததின் 

�ரபவ�க ்கொண்்க.

 8. ஒரு குடும்�த ்தவலவர, x = 0 , x = 4 , y = 4  மற்றும் y = 0  ஆகியவற்ைொல் அவ்�டும் ெதுர 

நிலததின் �ரபவ�  y x2 4=  மற்றும் x y2 4=  என்ை வவளவவர்களின் வொயிலொ்க ்தன்னுவ்ய 
மவனவி, ம்கள  மற்றும் ம்கன் ஆகி்யொர்களுககு மூன்று ெம�ொ்கங்்களொ்கப பிரிக்க 
விரும்புகிைொர. அவவொறு பிரிக்க இயலுமொ? பிரிக்க இயலும் எனில் ஒவபவொருவருககும் 
கிவ்ககும் �ரபவ�க ்கொண்்க.

 9. P என்�து y x� �� � �2 1
2  என்ை வவளவவரககு ஒரு மீச்சிறு புளளி. Q என்ை புளளியொனது,  

PQ-ன் ெொய்வு  2 உளளவொறு வவளவவரயின் ்மல் உளளது எனில் வவளவவரககும் ேொண்  
PQ-ககும் இவ்யில் அவ்�டும் �ரபவ�க ்கொண்்க.

 10. x y2 2 16� �  என்ை வட்ததிற்கும் y x2 6=  என்ை �ரவவளயததிற்கும் ப�ொதுவொன 
அரங்்கததின் �ரபவ�க ்கொண்்க.

9.9  ஒர் அச்கசைப் தபோருத்து பைப்கப சுழறறுவ�ோல அகடைய தபறும் 
திடைப்தபோருளின் கனஅளவு 

       (Volume of a solid obtained by revolving area about an axis)
 ஒரு நிவலயொன அச்வெப ப�ொருதது சுழற்று்தலில் அவ்யபப�றும் தி்பப�ொருள்களின் ்கன 
அளவு்கவளக ்கண்்றிய வவரயறுத்த ப்தொவ்கயி்ல் �யன்�டுகிைது. ஒரு 
நிவலயொன அச்வெப ப�ொருதது சுழற்சியொல் அவ்யப ப�றும் 
தி்பப�ொருள என்�து ப்கொடுக்கப�டடுளள ்தளததில் உளள 
அரங்குப�குதிவய ஒரு நிவலயொன அச்வெப ப�ொருதது ்தளததில் முழு 
சுற்று சுற்றுவ்தொல் தி்பப�ொருள ஒன்று உருவொகிைது எனப 
ப�ொருள�டுகிைது. உ்தொரணமொ்க x-அச்சிற்கு ்மல் x y a2 2 2� � எனும் 
வட்ததின் உட�குதியில் அவமந்்த அவரவட்ப �குதியிவனக 
்கருது்வொம். ்கொண்்க �்ம் 9.34.

 x-அச்வெ ப�ொருதது, இப�குதிவய ஒரு முழு சுழற்சிககு உட�டுததினொல்   
( 360° -க்கொன சுழற்சி 2p ஆவரயன்்கள ஆகும்) உருவொகும் ப�ொருள 
்்கொளமொகும். 
 அ்்த ் �ொல் a ஆரம் மற்றும் h உயரம் ப்கொண்் ஒரு ் ேரவட் உருவளவயப 
ப�ை xy-்தளததில் y = 0 , y a= , x = 0  மற்றும் x h=  ்்கொடு்களொல் சூழப�ட் 
பெவவ்கப �குதிவய ்கருது்வொம். �்ம் 9.35-ல் ்கொண்்க.  இப�குதிவய x-அச்வெப 
ப�ொருதது ஒரு முழு சுழற்சிககு உட�டுததினொல் (360° -க்கொன சுழற்சி 2p
ஆவரயன்்கள ஆகும்) உருவள எனப�டும் தி்பப�ொருள உருவொகிைது.

 சுழற்சியில் ஏற்�டும் தி்பப�ொருளின் ்கன அளவிவன x-அச்வெப ப�ொருதது அல்லது y-அச்வெப 
ப�ொருதது மடடு்ம இப�ொ்ப�குதியில் ்கண்்றி்வொம். 

x a= −
y

xO

x y a2 2 2+ =

x a=

�்ம்  9.34

y a�

x 0�

y 0�

x h�
O x

y

�்ம்  9.35
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 x-அச்வெப ப�ொருதது சுழற்சியொல் ஏற்�டும் தி்ப ப�ொருவளக ்கருதும்்�ொப்தல்லொம் x-அச்சிற்கு 
்மல் உளள x-அச்சில் சுழலும் ்தளம் அரங்்கமொகும். என்வ, இவவரங்கில் y ≥ 0  ஆகும். y-அச்வெப 
ப�ொருதது சுழற்சியொல் ஏற்�டும் தி்பப�ொருவளக ்கருதும்்�ொப்தல்லொம் y-அச்சிற்கு ்மல் உளள 
y-அச்சில் சுழலும் ்தளம் அரங்்கமொகும். என்வ, இவவரங்கில் x ≥ 0  ஆகும். y f x� � � , x-அச்சு 

மற்றும் x a=  மற்றும் x b a� �  ஆகியவற்றின் வரம்பிற்குட�டடு x-அச்வெப ப�ொருதது சுழற்சியொல் 
மு்தல் ்கொற்�குதியில் ஏற்�டும் தி்பப�ொருளின் ்கன அளவு ்கொணும் சூததிரம் ்கொண்்�ொம்.  r ஆரமும் 
h உைரமும் மகதாண்ட ஒரு உருயளயின் அய்்தது க்அளவுகளும் கணக்கிடப்படுகினற் க்அளவு 
சூ்ததிரம்  pr h2  என்பரத ஆகும். 

 x a=  மற்றும் x b a� �  ஆகிய இரு ்்கொடு்களுககிவ்்ய y-அச்சிற்கு இவணயொ்க இருககும் 

ஒவபவொரு ்்கொடும் y f x� � �  வவளவவரவய மு்தல் ்கொற்�குதியில் ஒ்ர ஒரு புளளியில் மடடு்ம 

பவடடும் எனக ்கருது்வொம். a b,� �  இவ்பவளிவய 

a x x x x x bn n� � � � � � ��0 1 2 1... , x x x b a
ni i� � �
�

�1 � , i n=1 2, ,...,  எனும்�டி

 n  துண்டு்களொ்க x x xn1 2 1, ,..., −  என வகுப்�ொம்.

   xy-்தளததிலுளள அரங்்கததிலுளள ஒவபவொரு i n� �0 1 2 1, , ,..., -ககும்,  

xi  மற்றும் x xi � � -ககு இவ்ப�ட் அரங்்கமொனது ்்தொரொயமொ்க  x-அச்சு 

மற்றும் y f x� � �  வவளவவரககு இவ்ப�டடு அவமந்்த x xi= -ல் உளள 
ஒவபவொரு எண்ணற்ை சிறு பெவவ்கங்்களின் சுழற்சியொல் ஏற்�டும் ஒரு 
அடிப�வ்யொன தி்பப�ொருள ்்தொரொயமொ்க yi  ஆரமொ்கவும் Dx
உயரமொ்கவும் ப்கொண்டிருககும் ஒரு பமல்லிய உருவளத ்தடடிவன உருவொககும். �்ம் 9.36-ல் ்கொண்்க. 
x xi= -ல் உளளஉருவளத ்தடடின் ்கன அளவு � y xi

2� , i n� �0 1 2 1, , ,...,  ஆகும். இந்்த அடிப�வ்யொன 
்கன அளவு்கள அவனததும் கூட், சுழற்சியொல் ஏற்�டும் தி்பப�ொருளின் ்கன அளவின் ்்தொரொய 

மதிபபு � y xi
i

n
2

0

1

�
�

�

�  எனக கிவ்ககும்.

 Dx சிறிய்தொ்க ்மலும் சிறிய்தொ்க எனும்�டி �x �� �0 , n ப�ரிய்தொ்க ்மலும் ப�ரிய்தொ்க ஆகிைது. 

n ��� �  இனி � y xi
i

n
2

0

1

�
�

�

�  என்�து சுழற்சியொல் ஏற்�டும் தி்பப�ொருளின் ்கன அளவவ அணுகும். 

என்வ சுழற்சியொல் ஏற்�டும் தி்ப ப�ொருளின் ்கன அளவுπ y dx
a

b
2∫  ஆகும்.

 அ்்த்�ொன்று y-அச்சு ப�ொருதது வவளவவர x f y� � � , y-அச்சு, மற்றும் 
y c=  மற்றும் y d c� �  ்்கொடு்கள ஆகியவற்றின் வரம்பிற்குட�டடு சுழலும் 

தி்பப�ொருளின் ்கன அளவு ்கொணும் சூததிரம் ்கண்்றி்வொம்.
  y c=  மற்றும் y d c� �  ஆகிய ்்கொடு்களுககிவ்்ய வவளவவர 

x f y� � � , yஅச்சிற்கு வலப�க்கமொ்க அவமகிைது.

 y c=  மற்றும் y d c� �  ஆகிய ்்கொடு்களுககிவ்்ய x-அச்சிற்கு இவணயொ்க இருககும் 

ஒவபவொரு ்்கொடும் y f x= ( )  வவளவவரவய மு்தல் ்கொற்�குதியில் ஒ்ர ஒரு புளளியில் மடடு்ம 
பவடடும் எனக ்கருது்வொம். �்ம் 9.37-ல் ்கொண்்க. என்வ சுழற்சியொல் ஏற்�டும் தி்பப�ொருளின் 

்கன அளவு π x dy
c

d
2∫  ஆகும்.

x

y

x a=
O ∆x

y f x= ( )

x b=
�்ம்  9.36

x

y

∆y

y d=

y c=
x f y= ( )

O

�்ம்  9.37
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எடுத்துககோடடு 9.62
 ஆரம் a உவ்ய ்்கொளததின் ்கன அளவவக ்கொண்்க.
தீர்வு

 x y a2 2 2� �  என்ை வட்ததிற்கும் x-அச்சுககும் இவ்்ய அவமயும்  

்மல் அவர வட்ததின் அரங்்கததின் �ரபவ� x-அச்வெப ப�ொருதது  
சுழற்றினொல் ஆரம் a உவ்ய ்்கொளததின் ்கன அளவவக ்கொணலொம்.  
�்ம் 9.38ஐ �ொரக்க.

 அரங்்கததின் எல்வல்கள y a x� �2 2 ,  x-அச்சு, ்்கொடு்கள x a� �  மற்றும் 

x a= . 
 என்வ ்்கொளததின் ்கன அளவு, V y dx a x dx

a

a

a

a
= = −( )

− −∫ ∫π π2 2 2  

  =  2 2 2

0
π a x dx

a
−( )∫ , ப்தொவ்க ெொரபு a x2 2�� �  ஆனது இரடவ்ப �வ்ச் ெொரபு

  =  2
3

2
3

4

3

2
3

0

3
3

3� � �a x x a a a
a

�
�

�
�

�

�
� � �

�

�
�

�

�
� � .

எடுத்துககோடடு 9.63
 ஆரம் r மற்றும் உயரம் h  உவ்ய ்ேரவட்க கூம்பின் ்கன அளவவக ்கொண்்க. 
தீர்வு

 மு்தல் ்கொற்வட்ப�குதியில் உளள  முக்்கொண அரங்்கததின் 

�ரப�ொனது y r
h
x=  , x-அச்சு, ்்கொடு்கள x = 0  மற்றும் x h= . x-அச்வெப 

ப�ொருதது சுழற்றினொல் அடிப�க்க ஆரம்  r மற்றும் உயரம் h உவ்ய 
்ேரவட்க கூம்வ� ப�ைலொம். �்ம் 9.39-ல் ்கொண்்க. 
 என்வ கூம்பின் ்கன அளவொனது,

V y dx r
h
x dx r

h
x dx r

h
xh

= = 





= 





= 













∫π π π π2

0

2 2

2

2 3

3
 =∫∫

0
00

2

3

h
hh r hπ

எடுத்துககோடடு 9.64
 ஆரம் r மற்றும் உயரம்  h உவ்ய ்்கொள வடிவ ப்தொபபியின் ்கன அளவவக ்கொண்்க.
தீர்வு

 வட்ம் x y r2 2 2� � , x-அச்சு, ்்கொடு்கள x r h� �  மற்றும் 
x r=  ஆகியவற்ைொல் சூழப�ட் மு்தல் ்கொல் வட்ப �குதியில் 
உளள அரங்்கததின் �ரபவ�  x-அச்வெப ப�ொருதது சுழற்றும்்�ொது 
உருவொகும் தி்பப�ொருளொனது , ஆரம் r, உயரம் h உவ்ய ்்கொள 
வடிவத ப்தொபபியொகும். �்ம்  9.40-ல் ்கொண்்க.  என்வ ் ்தவவயொன 
்கன அளவு

   V  =  π π πy dx r x dx r x x
r h

r

r h

r

r h

r
2 2 2 2

3

3
= −( ) = −





−

−
− ∫∫

    =  � �r r r h
r r h

r h
r r r h rh h

2

3 3

2

3 3 2 2

3

3 3
� �� �� � �

� �� �� ��

�

�
��

�

�

�
��
� �

� � � � 33

3

� �� ��

�

�
�

�

�

�
�

 

    =  � �
3

3

1

3
3

2 3
2rh h h r h��

�
�

�

�
� � �� � .

�்ம்  9.38

y

xO

y
a

x

=

−2

2

x a=x a=−

z = 0

O h
r

y
r

h
x

=x h=

x

y

�்ம்  9.39

x

x
r
=

x
y

h
=

−

r
O

S

y

h S

O r

�்ம்  9.40
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குறிப்பு

 ்ம்ல உளள ்்கொள வடிவத ப்தொபபியின் ்கன அளவவ ப்தொபபியின் ஆரம் மூலமும் எழு்தலொம். 
ρ  என்�து ்்கொள வடிவத ப்தொபபியின் ஆரம் எனில் � 2 2 2� �� � �r h r .

 என்வ r h
h

�
�� 2 2

2
. ்ம்ல உளள ்கன அளவில் r-ன் மதிபவ� பிரதியி், ேொம் ப�றுவது

V h h
h

h h h h�
��

�
�

�

�
� �

�

�
�

�

�
� �

��

�
�

�

�
�

�

�
�

�

�
� �

1

3
3

2

1

3

3

2

1

6

2
2 2 2 2

�
�

�
�

� 33 2 2� �� h .

எடுத்துககோடடு 9.65
 �ரவவளயம் y x= 2 , x-அச்சு, ்்கொடு்கள x = 0  மற்றும் x = 1 ஆகியவற்ைொல் 
அவ்ப�டடுளள அரங்்கததின் �ரபவ� x-அச்வெப ப�ொருததுச் சுழற்றினொல் உருவொகும் 
தி்பப�ொருளின்  ்கன அளவவக ்கொண்்க..
தீர்வு

 x-அச்வெப ப�ொருததுச் சுழற்ைப�டும் அரங்்கததின் �ரப�ொனது 
�்ம் 9.41-ல் நிழலி்ப�டடுளளது. என்வ, ்்தவவயொன ்கன 
அளவொனது

   =  π πy dx2

0

1

=∫

    =  π x dx2
2

0

1

( )∫

    =  p x5

0

1

5










  

    =  p p1

5
0

5
−











= .

எடுத்துககோடடு 9.66

 x
a

y
b

a b
2

2

2

2
1� � �,  என்ை அவ்�டும் அரங்்கததின் �ரபபிவன பேட்ச்வெப ப�ொருததுச் 

சுழற்றினொல் உருவொகும் தி்பப�ொருளின் ்கனஅளவவக ்கொண்்க.
தீர்வு

 நீள வட்மொனது இரு அச்சுக்கவள ப�ொருதது ெமச்சீர ஆகும். 
x-அச்ெொனது பேட்ச்சு ஆகும். சுழற்ைப�டும் அரங்்கததின் �ரப�ொனது �்ம் 
9.42-ல் நிழலி்ப�டடுளளது. என்வ ்்தவவயொன ்கன அளவொனது,

   V  =  π πy dx b
a
a x dx

a

a

a

a2
2

2
2 2

− −∫ ∫= −( )
    =  2 2

2

2 2

0

πb
a

a x dx
a

−( )∫  (  ப்தொவ்கச் ெொர�ொனது இரடவ்ப�வ்ச் ெொரபு)

    =  2

3

2

3

2 2

3

2

2

2
3

0

2

2

3
3 2

2

3� � �b
a

a x x b
a

a a b
a

a
a

�
�

�
�

�

�
� � �

�

�
�

�

�
� �

�

�
�

�

�
� �

44

3

2�ab  

குறிப்பு

 x
a

y
b

2

2

2

2
1� �   என்ை நீளவட்ததிற்குள அவ்�டும் அரங்்கததின் �ரபவ� y-அச்வெப ப�ொருதது 

சுழற்றினொல் உருவொகும் தி்பப�ொருளின் ்கன அளவொனது 4

3

2πa b . இததி்பப�ொருள நீளவட் 

திண்மம் (ellipsoid) என அவழக்கப�டும்..

x
O

y x= 2

x= 0
x= 1

y

�்ம்  9.41

O

y

x

(0, b)

(a,0)(-a,0)

�்ம்  9.42
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எடுத்துககோடடு 9.67
 �ரவவளயம் x y� �2 1, y-அச்சு, மற்றும் ்்கொடு்கள y =1 மற்றும் y � �1 ஆகியவற்ைொல் 
அவ்�டும் அரங்்கததின் �ரபவ� y-அச்வெப ப�ொருதது சுழற்றுவ்தொல் உருவொகும் தி்பப�ொருளின் 
்கன அளவவத ப்தொவ்கயி்வலப �யன்�டுததி ்கொண்்க.
தீர்வு

 �ரவவளயம் x y� �2 1 ஆனது y x2 1� �  ஆகும். இது  x-அச்வெப 

ப�ொருததுச் ெமச்சீர மற்றும் இ்தன் முவன 1 0,� �  மற்றும் குவியம் 
5

4
0,

�
�
�

�
�
�  

ஆகும். சுழற்ைப�டும் அரங்்கததின் �ரபபு �்ம் 9.43-ல் நிழலி்ப�டடுளளது. 

என்வ ்்தவவயொன ்கன அளவு

  V  =  π x dy2

1

1

−∫

   =  π y dy2
2

1

1

1+( )
−∫

   =  2 2 14 2

0

1

π y y dy+ +( )∫ , (  ப்தொவ்கச் ெொர�ொனது இரடவ்ப�வ்ச் ெொரபு)

   =  2
5

2
3

2
1

5

2

3
1

56

15

5 3

0

1

� � �
y y y� �

�

�
�

�

�
� � � ��

�
�

�
�
� � .

எடுத்துககோடடு 9.68

 வவளவவர y x� �
3

4
162 , x ≥ 4 , y-அச்சு, மற்றும் ் ்கொடு்கள y =1 மற்றும் y = 6  ஆகியவற்ைொல் 

அவ்�டும் அரங்்கததின் �ரபவ�  y-அச்வெப ப�ொருதது சுழற்றுவ்தொல் உருவொகும் தி்பப�ொருளின் 
்கனஅளவவ ப்தொவ்கயி்வலப �யன்�டுததிக ்கொண்்க.
தீர்வு

 ப்கொடுக்கப�ட்து y x x y
� � � � �

3

4
16

16 9
12

2 2

. என்வ ப்கொடுக்கப�ட் 

வவளவவரயொனது அதி�ரவவளயம் 
x y2 2

16 9
1� �  மற்றும் ்்கொடு்கள y =1 

மற்றும் y = 6  ஆகியவற்றுககு இவ்ப�ட் ஒரு �குதியொகும். இப�குதி 

x-அச்சில் ்மல் உளளது. 

 சுழற்ைப�டும் அரங்்கததின் �ரப�ொனது �்ம் 9.44-ல் நிழலி்ப�டடுளளது.

 y-அச்வெப ப�ொருதது சுழற்றுவ்தொல் அதி�ரவவளயததின் ஒரு �குதியின் ெமன்�ொ்ொனது

x y� �
4

3
9 2 . உருவொகும் தி்பப�ொருளின் ்கன அளவு

   V  =  π π πx dy y dy y dy2

1

6
2

2

1

6
2

1

64

3
9

16

9
9∫ ∫ ∫= +





= 





+( )

    =  π π16

9
9

3

16

9
54 72 9

1

3

563

1

6







+






= 





+( ) − +





=y y
( )

000

27
π  

x y� �2 1

x

y

y = 1

y = -1

�்ம்  9.43

�்ம்  9.44

y 6=

y =1
x

y

O
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எடுத்துககோடடு 9.69
 வவளவவர y x= log , y = 0 , x = 0  மற்றும் y = 2  ஆகியவற்ைொல் அவ்�டும் அரங்்கததின் 
�ரபவ�  y-அச்வெப ப�ொருதது சுழற்றுவ்தொல் உருவொகும் தி்பப�ொருளின் ்கனஅளவவத 
ப்தொவ்கயி்வலப �யன்�டுததிக ்கொண்்க.
தீர்வு

 சுழற்ைப�டும் அரங்்கததின் �ரபபு �்ம் 9.45-ல் நிழலி்ப�டடுளளது.
 y-அச்வெப ப�ொருதது சுழற்றுவ்தொல் உருவொகும் தி்பப�ொருளின் 
்கனஅளவொனது

 V =  π π πx dy e dy e dyy y2
2

0

2

0

2
2

0

2

= ( ) =∫∫ ∫  = p
pe e

y2

0

2

4

2 2
1










 = −( ) .

பயிறசி 9.9
 1. y x= 2 2 , y = 0  மற்றும் x = 1  ஆகியவற்ைொல் அவ்�டும் அரங்்கததின் �ரபவ� x-அச்வெப 

ப�ொருததுச் சுழற்றுவ்தொல் உருவொகும் தி்பப�ொருளின் ்கனஅளவவக ்கொண்்க.
 2. y e x= −2  y = 0,   x = 0 மற்றும் x = 1 ஆகியவற்ைொல் அவ்�டும் அரங்்கததின் �ரபவ� x-அச்வெப 

ப�ொருதது சுழற்றுவ்தொல் உருவொகும் தி்பப�ொருளின் ்கனஅளவவக ்கொண்்க.

 3. x y2 1� �  மற்றும் y = 3  ஆகியவற்ைொல் அவ்�டும் அரங்்கததின் �ரபவ� y-அச்வெப 
ப�ொருதது சுழற்றுவ்தொல் உருவொகும் தி்ப ப�ொருளின் ்கனஅளவவக ்கொண்்க.

 4. y x=  மற்றும் y x= 2  என்ை வவளவவர்களுககுள அவ்�டும் அரங்்கததின் �ரபபு R எனில் 
�ரபபு R-ஐ,  x-அச்வெப ப�ொருதது  360°  சுழற்றும்்�ொது உருவொகும் தி்பப�ொருளின் ்கன 
அளவவக ்கொண்்க.

 5. ஒரு ப்கொள்கலன் (container) ஆனது ்ேரவட்க கூம்பின் 
இவ்க்கண்்ம்  (frustum of a cone) வடிவில் �்ம் 9.46-ல் உளளவொறு 
அவமந்துளளது எனில் அ்தன் ்கனஅளவவத ப்தொகுதியி்வலப 
�யன்�டுததி ்கொண்்க.

 6. ஒரு ்தரபூெணியொனது நீளவட் திண்ம வடிவில் (ellipsoid shape) 
உளளது. இந்்த நீளவட் தின்மதவ்த  ப�ை பேட்ச்சின் நீளம் 20 பெ.மீ . குற்ைச்சின் நீளம் 10 
பெ.மீ ப்கொண்் நீளவட்தவ்த பேட்ச்வெப ப�ொருதது சுழற்ை ் வண்டும் எனில் ்தரபூெணியின் 
்கனஅளவவ ப்தொகுதியி்வலப �யன்�டுததி ்கொண்்க.

பயிறசி 9.10

மகதாடுக்கப்படட நதானகு ெதாறறு வியடகளிலிருநது சரிைதா் அல்லது மிகவும் ஏறபுயடை 
வியடயிய்்த ரதர்நமதடுக்கவும் :

 1.  dx
x4 9 2

0

2

3

�
�  இன் மதிபபு 

(1) p
6

  (2) p
2

  (3) p
4

  (4) p  

 2. x dx
−∫ 1

2

  இன் மதிபபு 

(1) 1

2
 (2) 3

2
 (3) 5

2
 (4) 7

2

y = 0
x = 0

O

y

x
y = 2

y x= log

�்ம்  9.45

1 m

2 m

2 m

�்ம்  9.46
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 3. ஒவபவொரு n∈ -ககும்  e n x dxxcos cos ( )
2 3

0
2 1�� ��

�
 இன் மதிபபு 

  (1) p
2

  (2) p   (3) 0 (4) 2

 4. sin cos2

2

2

x x dx
−

∫
π

π

 இன் மதிபபு 

  (1) 
3

2
 (2) 

1

2
 (3) 0 (4) 

2

3

 5. tan tan− −

− +






+ +













∫ 1

2

4

1
4

24

4

1

1x
x

x
x

dx  இன் மதிபபு

  (1) p  (2) 2p  (3) 3p  (4) 4p

 6. 2 3 7 17 5 3

2

4

4
x x x x

x
dx− + − +



−∫ cos

π

π

 இன் மதிபபு 

  (1) 4 (2) 3 (3) 2 (4) 0

 7. f x t t dt
x

( ) cos= ∫  
0

, எனில் 
df
dx

=

  (1) cos sinx x x−  (2) sin cosx x x+  (3) x xcos  (4) x xsin

 8. y x2 4=  என்ை �ரவவளயததிற்கும் அ்தன் பெவவ்கலததிற்கும் இவ்்ய �ரப�ொனது

  (1) 
2

3
 (2) 

4

3
 (3) 

8

3
 (4) 

5

3

 9.  x x dx( )1 99

0

1

−∫  இன் மதிபபு 

  (1) 1

11000
 (2) 1

10100
 (3) 1

10010
 (4) 1

10001

 10.  dx
x1 50 +∫ cos

π
  இன் மதிபபு 

  (1) p
2

 (2) p  (3) 3

2

p  (4) 2π

 11. If 
Γ

Γ
( )

( )

n
n
+ =2

90  எனில் n  இன் மதிபபு 

  (1) 10 (2) 5 (3) 8 (4) 9

 12.  cos3

0

6 3x dx 

π

∫  இன் மதிபபு 

  (1) 2

3
 (2) 2

9
 (3) 1

9
 (4) 1

3

 13.  e n x dxxcos cos ( )
2 3

0
2 1�� ��

�
sin4

0
x dx 

�

� � இன் மதிபபு 

  (1) 3

10

p  (2) 3

8

p  (3) 3

4

p  (4) 3

2

p
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 14. e x dx nx n−∞

∫ =
0

!e x dxx��
�� 3 2

0
 இன் மதிபபு 

  (1) 7

27
 (2) 5

27
 (3) 4

27
 (4) 2

27

 15. 1

4 820 +
=∫ x

dx
a π  எனில் a  இன் மதிபபு 

  (1) 4 (2) 1 (3) 3 (4) 2

 16. y x a x2 � �( )  என்ை வவளவவரயில் அவ்�டும் அரங்்கததின் �ரபவ� x-அச்வெப ப�ொருதது 
சுழற்றுவ்தொல் உருவொகும் தி்பப�ொருளின் ்கன அளவு

  (1) pa3  (2) 
pa3

4
 (3) 

pa3

5
 (4) 

pa3

6

 17. If f x e
u
du x

ux
( ) ,

sin

= >∫ 1
1

 மற்றும் 
e
x
dx f a f

xsin

( ) ( )

2

1

2
1

1

3

� �� ��   எனில்  a ப�ைககூடிய ஒரு 

மதிபபு
  (1) 3 (2) 6 (3) 9 (4) 5

 18.  sin−( )∫ 1
2

0

1

x dx  இன் மதிபபு 

  (1) �
2

4
1�  (2) �

2

4
2�  (3) �

2

4
1�   (4) �

2

4
2�

 19. a x dx
a

2 2

0

3

−( )∫  இன் மதிபபு 

  (1) pa3

16
  (2) 3

16

4pa   (3) 3

8

2pa   (4) 3

8

4pa  

 20. f t dt x t f t dt
x

x
( ) ( )� � ��

1

0
எனில் f ( )1  இன் மதிபபு 

  (1) 1

2
  (2) 2 (3) 1 (4) 3

4
 

12th_Maths_Vol 2_TM_CH 9_Apps of Integration.indd   148 16-12-2021   17:51:14

www.tntextbooks.in



த�ொகை நுணைணி�த்தின் பயன்பொடுைள்149

போடைச்சுருககம்

(1) வகையறுத் த�ோககயிடைலின் கூடடைலின் எலகலை

   (i) f x dx
a

b

( )ò =  lim ( )
n

r

nb a
n

f a b a r
n→∞

=

− + −



∑

1

   (ii)    =f x dx
n

f r
n n

f r
nn

r

n

n
( ) lim lim=












∫ ∑

→∞
=

→∞
0

1

0

1 1 
=
∑
r

n

1

.

(2) வகையறுத்� த�ோககயிடைலின் பணபுகள்

   (i)  f x dx f u du
a

b

a

b

( ) ( )=∫ ∫  (ii) f x dx f x dx
b

a

a

b

( ) ( )= −∫∫

   (iii) f x dx f x dx f x dx
a

c

a

b

c

b

( ) ( ) ( )= +∫∫ ∫   (iv) f x dx f a b x dx
a

b

a

b
( ) ( )∫ ∫= + −

   (v) f x dx f a x dx
a a

( ) ( )
0 0∫ ∫= −  (vi) f x dx f x f a x dx

a a
( ) ( ) ( ) .

0

2

0
2∫ ∫= + −[ ]

   (vii) f (x) ஓர  இரடவ்ப �வ்ச் ெொரபு எனில் f x dx f x dx
a

a a
( ) ( ) .

−∫ ∫= 2
0

  (viii)  f (x) ஓர  ஒற்வைப �வ்ச் ெொரபு எனில் f x dx
a

a
( ) .

−∫ = 0

   (ix)   f a x f x( ) ( ),2 − =  எனில் f x dx f x dx
a a

( ) ( ) .
0

2

0
2∫ ∫=

   (x) f a x f x( ) ( ),2 − = −  எனில் f x dx
a

( ) .
0

2

0∫ =

   (xi) f a x f x( ) ( )− =  எனில் x f x dx a f x dx
a a

( ) ( )=∫ ∫2
0 0

 

(3) தபர்நனோலி சூத்திைம்

  uvdxò =
 
uv( )1

− + − +u v u v u v( )

( )

( )

( )

( )

( )

1

2

2

3

3

4  .

(4) குக்றப்புச் சூத்திைஙகள்

  (i)  sinn x dx
0

2

π

 ∫ = cosn x dx
0

2

π

∫ =

( ) ( )

( )
, , , ,

( ) ( )

( )

n
n

n
n

n

n
n

n
n

−
×
−
−
× × × =

−
×
−
−
×

1 3

2

1

2 2
2 4 6

1 3

2

 

p
vdpy;

 × =











2

3
3 5 7, , ,vdpy; n

 (ii) n இரடவ்ப�வ் எண் மற்றும் m  இரடவ்ப�வ் எனில்

  sin cos
( )

( )

( )

( )

( )

( ) ( )

(m nx x dx n
m n

n
m n

n
m n m

m
�

�
�

�
� �

�
� � �

�1 3

2

5

4

1

2

1


)) ( )

( )

( )

( )m
m
m

m
m

�
�

�
��

3

2

5

4

1

2 2
0

2



p

p
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150XII - கணிதவியல்

  (iii) n  ஒற்வைப�வ் எண் மற்றும் m மிவ்க முழு எண் (இரடவ்ப�வ் அல்லது ஒற்வைப�வ்), 

எனில்

    sin cos
( )

( )

( )

( )

( )

( ) ( )

m nx x dx n
m n

n
m n

n
m n m

�
�
�

�
� �

�
� � ��

0

2 1 3

2

5

4

2

3

�



11

1( )m �
(5) கோமோ த�ோககயிடைலகள்

   (i) Γ( )n  =  e x dxx n−∞ −∫ 0

1  = −( )!n 1

   (ii) e x dxax n−∞

∫0
 =  n

an
!
+1

(6) ஒரு வகளவகைககும் நகோடுகளுககு இகடைநய அகடைபடும் அைஙகத்தின் பைப்பு

   (i) ஒரு வவளவவரககும் ்்கொடு்கள x a=  மற்றும் x b=  ஆகியவற்றுககும் இவ்்ய 

அவ்�டும் x -அச்சின் ்மல் உளள �ரப�ொனது, A =  ydx
a

b

ò .

   (ii) ஒரு வவளவவரககும் ்்கொடு்கள x a=  மற்றும் x b=  ஆகியவற்றுககும் இவ்்ய 

அவ்�டும் x -அச்சின் கீழ் உளள �ரப�ொனது,  A = − =∫ ∫ydx ydx
a

b

a

b
.

   (iii) ஒரு வவளவவரககும் ்்கொடு்கள y c=  மற்றும் y d=   ஆகியவற்றுககும் இவ்்ய 

அவ்�டும் y -அச்சின் வலதுபுைததில் உளள �ரப�ொனது,  A = x dy
c

d

ò .

   (iv) ஒரு வவளவவரககும் ்்கொடு்கள y c=  மற்றும் y d=  ஆகியவற்றுககும் இவ்்ய 

அவ்�டும்  y -அச்சின் இ்து புைததில் உளள �ரப�ொனது, A = − =∫ ∫xdy xdy
c

d

c

d
.

(7) சுழறறுவ�ோல உருவோகும் திடைப்தபோருளின் கன அளவு

   (i) x-அச்வெப ப�ொருதது சுழற்றுவ்தொல் உருவொகும் தி்பப�ொருளின் ்கன அளவு V =  π y dx
a

b
2∫

   (ii) y-அச்வெப ப�ொருதது சுழற்றுவ்தொல் உருவொகும் தி்பப�ொருளின் ்கன அளவு V =  π x dy
c

d
2∫
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“கணிதவியலானது மனித உணர்வின் மிகவும் அழகான மற்றும் 
சக்திவாய்நத படைபபாகும்”

-  ஸ்டீபன் பானாக்

10.1 அறிமுகம் மற்றும் பாட வளர்ச்சி
        (Motivation and Early Developments)

 அன்றாட வறாழ்க்கையில் 
	 ●	 எறியப்படட ப்பறாருள், விணபவளி்ககைலன, து்ை்க்கைறாள் மற்றும் ்கைறாள்கைள் ஆகியவற்றின 

இய்ககைப்பறா்ை
	 ●	 மினசுற்றில் உள்்ள மினனூடடம் அல்லது மின்னறாடடம்
	 ●	 ஒரு ்கைறால் அல்லது ்பல்கை வழியறாகை ஏற்்படும் பவப்ப்ககைடதைல்
	 ●	 ஒரு கைம்பி அல்லது பமல்லிய ்ைறாலில் ஏற்்படும் அதிர்வுகைள்
ஆகியவற்்் கைை்ககிடும் நிகைழவுகை்்ள்க கைருது்வறாம். இது்்பறான் நிகைழவுகை்்ள கைணிைவியல் 
சமன்பறாடுகை்ளறாகை உருவறா்ககும்்்பறாது சில அறிவியல் விதிகைளின அடிப்ப்டயில் வ்கை்கபகைழுச் 
சமன்பறாடுகைள் உருவறாகின்ன. இவ்விதிகைள் ஒனறு அல்லது அைற்கு ்மற்்படட அ்ளவுகைளின மற்் 
அ்ளவுகை்்ளப ப்பறாருதது மறாறுவீைஙகை்்ள (வ்கை்கபகைழு்ககை்்ள) உள்்ளட்ககியுள்்ளது. ஆகை்வ, இநை 
அறிவியல் விதிகைள் வ்கை்கபகைழு்ககை்்ள உள்்ளட்ககிய கைணிைவியல் சமன்பறாடுகை்ளறாகை அைறாவது 
வ்கை்கபகைழுச் சமன்பறாடுகை்ளறாகை அ்மகின்ன.
 வடிவ்ககைணிைம், இயநதிரவியல், இயற்பியல், ்வதியியல் மற்றும் ப்பறாறியியல் ஆகிய ்பறாடஙகைளில் 
வ்கை்கபகைழுச் சமன்பறாடுகைள் அதிகை அ்ளவில் ்பயன்படுதைப்படுகின்ன. முந்ைய வகுபபுகைளில் 
மறாறுவீைஙகை்்ளப ்பற்றி ்படிததுள்்்ளறாம். இது கைை்ேர மறாறுவீைம் எனவும் அ்ை்ககைப்படும். இை்ன 
dy
dx

 என்ககுறிபபிடு்வறாம்.

 ஒரு சில அறியப்படறாை சறார்புகைளு்ககும் அவற்றின மறாறு வீைஙகைளு்ககும் இ்ட்யயுள்்ள 
பைறாடர்புகை்்ள கீ்ை கைறாண்்பறாம்.
 (a) x ஐப ப்பறாருதது y இன மறாறுவீைம் y ்ககு ்ேர் விகிைததில் உள்்ளது:

   
dy
dx

 =  ky .

 (b) x ஐப ப்பறாருதது y இன மறாறுவீைம் y2 மற்றும் x இன ப்பரு்ககைல் ்பலனு்ககு ்ேர்விகிைததில் 
உள்்ளது :

   
dy
dx

 =  ky x2 .

 (c) x ஐப ப்பறாருதது y இன மறாறுவீைம் y ்ககு எதிர் விகிைததில் உள்்ளது:

   
dy
dx

 =  
k
y .
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152XII - கணிதவியல்

 (d)  xஐப ப்பறாருதது y இன மறாறுவீைம்  y2 ்ககு ் ேர்விகிைததிலும் மற்றும் x ்ககு எதிர் விகிைததிலும் 

உள்்ளது :

   dy
dx

 =  k y
x

2

.

 ஓர் அறியப்படறாை சறார்பின ஒனறு அல்லது அைற்கு ்மற்்படட வ்கை்கபகைழு்ககை்்ள உள்்ளட்ககிய 
ஒரு சமன்பறாடு வ்கை்கபகைழுச் சமன்பறாடறாகும். 
 ப்பறாதுவறாகை ்ேரமறானது சறாரறா மறாறியறாகை எடுதது்க பகைறாள்்ளப்படும்.
 ே்டமு்் வறாழ்க்கை நிகைழவுகைளில் கைணிை மு்்கை்்ளப ்பயன்படுதை 
்வணடும். ப்பரும்்பறாலறான ே்டமு்்்க கைை்ககுகைள் மறாறும் அ்ளவுகைளு்ககு 
இ்ட்யயுள்்ள பைறாடர்புகை்்ள வி்ள்ககுவைறாகை்வ அ்மநதுள்்ளன. மறாறு 
வீைஙகைள் கைணிைவியலில் வ்கை்கபகைழு்ககை்ளறால் குறிபபிடப்படுவைறால் 
கைணிைவியல் மறாதிரிகைள் ஓர் அறியறாை சறார்பின ஒனறு அல்லது அைற்கு ்மற்்படட 
வ்கை்கபகைழு்ககை்்ள உள்்ளட்ககிய சமன்பறாடுகை்ளறாகை கைறாைப்படுகின்ன.
 அதை்கைய சமன்பறாடுகைள் வ்கை்கபகைழுச் சமன்பறாடுகை்ளறாகும். அறிவியல், 
ப்பறாறியியல் ்்பறான் ்படிபபுகைளில் இயற்பியல் விதிகைளும் மற்றும் பைறாடர்புகைளும் 
வ்கை்கபகைழுச் சமன்பறாடுகை்ளறாகை வடிவ்ம்ககைப்படுவைறால், இப்படிபபுகைளில் 
வ்கை்கபகைழுச் சமன்பறாடுகைள் அதிகை மு்ககியததுவம் வறாயநைைறாகை கைருைப்படுகின்ன. ம்ககைள் பைறா்கை 
ப்பரு்ககைம் அல்லது கைதிர்வீச்சு சி்ைவு ்்பறான்வற்்் உள்்ளட்ககிய கைணிைவியல் மறாதிரிகை்்ள 
உருவறா்ககும்்்பறாது வ்கை்கபகைழுச் சமன்பறாடுகைள் மிகைவும் ்பயனுள்்ளைறாகின்ன. ்மலும் உயிரியல் 
மற்றும் ப்பறாருளியியல் சறார்நை ்படிபபுகைள் வ்கை்கபகைழுச் சமன்பறாடுகைளின ்பயன்பறாடினறி 
முழு்மய்டயறாது.
 வடிவ்க கைணிைம் மற்றும் இயற்பியல் ஆகியவற்றில் உள்்ள கைை்ககுகைளின தீர்வுகை்்ள்க கைறாண்பைற்கு 
நியூடடன மற்றும் லீபினிடஸ் ஆகி்யறாரறால் நுணகைணிைததுடன கைணடுபிடி்ககைப்படடதுைறான 
வ்கை்கபகைழுச் சமன்பறாடுகை்ளறாகும்.
 ப்பர்்னறாலி குடும்்பம், ஆயலர் மற்றும் ்பலரறால்  ் மம்்படுதைப்படட நியூட்டறானியன இயற்பியலில் 
வ்கை்கபகைழுச் சமன்பறாடுகைள் மிகை மு்ககிய ்பஙகைறாற்றியது. ேறாம் அன்றாட வறாழ்க்கையில் ்பயன்படுததும் 
அ்ல்்பசி, மகிழவுநது, வறானூர்தி, இ்ையை்ளம், வறானி்ல முனனறிவிபபு, சுகைறாைறார ்மம்்பறாடு 
்்பறான்வற்றின ்பயன்பறாடடில் வ்கை்கபகைழுச் சமன்பறாடு அவசியமறாகி்து.
 இநை அததியறாயததில், முைல் வரி்ச சறாைறாரை வ்கை்கபகைழுச் சமன்பறாடுகைள் ்பற்றியும் அவற்றின 
தீர்வுகை்்ள்க கைறாணும் சில வழிமு்்கை்்ளப ்பற்றியும் கைறாண்்பறாம்.

கற்்றலின ந�ாககஙகள்

இப்பறாடப்பகுதி்ய கைற்்பின பினவருவனவற்்் மறாைவர்கைள் அறிநதிருப்பர்
	 ●	 வ்கை்கபகைழுச் சமன்பறாடுகை்்ள வ்கைப்படுததுைல்
	 ●	 வ்கை்கபகைழுச் சமன்பறாடுகை்்ள அ்மதைல்
	 ●	 வ்கை்கபகைழுச் சமன்பறாடுகைளின வரி்ச மற்றும் ்படி கைறாைல்
	 ●	 மறாறிகை்்ளப பிரிதைல், பிரதியிடல், பைறா்கையீடடு்க கைறாரணி கைறாைல் ் ்பறான் வழிமு்்கை்்ளப 

்பயன்படுததி வ்கை்கபகைழுச் சமன்பறாடுகைளின தீர்வு கைறாைல்
	 ●	 வறாழவியல் கைை்ககுகைளில் வ்கை்கபகைழுச் சமன்பறாடுகை்்ளப ்பயன்படுததுைல்,

ஜ�ாஹன் பபரஜனாலி

(1667-1748)
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10.2 வககக்கழுச் சமனபாடு, வரிகச மற்றும் படி
        (Differential Equation, Order, and Degree)
வகரயக்ற 10.1

 ஏ்ைனும் ஒரு சமன்பறாடு ஒரு சறார்பின கு்்நை்படசம் ஒரு சறாைறாரை வ்கை்கபகைழு அல்லது 
்பகுதி வ்கை்கபகைழு்வயறாவது பகைறாணடிரு்ககுமறானறால் அச்சமன்பறாடு வடகக்்கழுச் சமன்பாைாகும். 

 எடுதது்ககைறாடடறாகை, y f x= ( ) , இஙகு y  ஆனது ஒரு சறார்நை மறாறி ( f  என்பது பைரியறாை ஒரு சறார்பு)  

மற்றும் x  என்பது ஒரு சறாரறாமறாறி எனகை. பினபு,

 (1) dy
dx

= 0  என் சமன்பறாடு ஒரு வ்கை்கபகைழுச் சமன்பறாடறாகும். 

 (2) dy
dx

x= sin  என் சமன்பறாடு ஒரு வ்கை்கபகைழுச் சமன்பறாடறாகும். 

 (3) dy
dx

y x� � �7 5 என் சமன்பறாடு ஒரு வ்கை்கபகைழுச் சமன்பறாடறாகும். 

 (4) d y
dx

dy
dx

y x
2

2
� � � sin  என் சமன்பறாடு ஒரு வ்கை்கபகைழுச் சமன்பறாடறாகும். 

 (5) e x x
dy
dx � �ln , 0  என் சமன்பறாடு ஒரு வ்கை்கபகைழுச் சமன்பறாடறாகும். 

 (6) tan� � �
�

�
�

�

�
� �

1
2

2

2 2
d y
dx

y x dy
dx

 என் சமன்பறாடு ஒரு வ்கை்கபகைழுச் சமன்பறாடறாகும். 

வகரயக்ற 10.2

 ஒரு வ்கை்கபகைழுச் சமன்பறாடடில் கைறாைப்படும் மிகை உயர்நை வ்கை்கபகைழுவின வரி்ச்ய 
அச்சமன்பறாடடின வரி்ச (order) ஆகும்.

 ஆகை்வ, ஒரு சமன்பறாடடில் கைறாைப்படும் அறியறாை சறார்பின மிகை உயர்நை வரி்சயு்டய 
வ்கை்கபகைழு k ஆவது வ்கை்கபகைழு எனில், அவ்வ்கை்க பகைழுச் சமன்பறாடடின வரி்ச k ஆகும். இஙகு 
k என்பது ஒரு மி்கை முழு எணைறாகும்.

 எடுதது்ககைறாடடறாகை, 
d y
dx

d y
dx

dy
dx

3

3

2

3 2

2
3 5 4 0

�

�
�

�

�
� � � � �  எனும் வ்கை்கபகைழுச் சமன்பறாடடின வரி்ச 

மூனறு ஆகும்.

வகரயக்ற 10.3 (வககக்கழுச் சமனபாட்டின படி)

 ஒரு வ்கை்கபகைழுச் சமன்பறாட்ட ்பல்லுறுபபு்க ்கைறா்வ வடிவில் எழுை இயலுபமனில், 
அச்சமன்பறாடடில் ்ைறானறும் மிகை உயர்நை வரி்சயு்டய வ்கை்கபகைழுவின முழு எண ்படி்ய 
அச்சமன்பறாடடின ்படி எனப்படும்.

 மறா்றாகை, ்பல்லுறுபபு்க ்கைறா்வ வடிவில் எழுைப்படும் ஒரு வ்கை்கபகைழுச் சமன்பறாடு பினவரும் 
நி்பநை்னகை்்ள நி்்வு பசயயுமறானறால், அச்சமன்பறாடடில் ்ைறானறும்  மிகை உயர்நை வரி்சயு்டய 
வ்கை்கபகைழுவின அடு்ககு அவ்வ்கை்கபகைழுச் சமன்பறாடடின ்படி எனப்படும்.
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 (i) சமன்பறாடடில் உள்்ள அ்னதது வ்கை்கபகைழு்ககைளின அடு்ககுகைளும் பினனஙகை்ளற்்ைறாகை 
இரு்ககை ்வணடும்.

 (ii) மிகை உயர்நை வரி்ச பகைறாணட வ்கை்கபகைழு்ககை்்ள மறாறியறாகை்க பகைறாணட ஆழநி்லச் 
சறார்பு, மு்க்கைறாைவியல் சறார்பு, விஞ்சிய அல்லது ்படி்ககுறிச் சறார்பு ்்பறான் சறார்புகை்ளறாகை 
இரு்ககை்ககூடறாது. உயர்நை வரி்ச உ்டய வ்கை்கபகைழு்வ்க பகைறாணட எநைபவறாரு உறுபபின 
பகைழுவும் x, y அல்லது கு்்வறான வரி்ச்க பகைறாணட வ்கை்கபகைழு ஆகியவற்றில் ஒனறி்ன 
மறாறியறாகை்க பகைறாணட சறார்்பறாகை இரு்ககைலறாம். ஆனறால், வ்கை்ககைழு்ககை்்ள மறாறியறாகை்க பகைறாணட 
விஞ்சிய மு்க்கைறாைவியல், ்படி்ககுறி, மட்க்கைச் சறார்புகை்ளறாகை இரு்ககை்ககூடறாது.

 ்மற்கூ்ப்படட நி்பநை்னகைளில் ஒனறு அல்லது அைற்கு ்மற்்படட நி்பநை்னகை்்ள ஒரு 
வ்கை்கபகைழுச் சமன்பறாடு நி்்வு பசயயவில்்ல எனில், ் மற்கூ்ப்படட அ்னதது   நி்பநை்னகை்்ளயும் 
நி்்வு பசயயும் வ்கையில் ்பல்லுறுபபு்க ்கைறா்வ வடிவததிற்கு அவ்வ்கை்கபகைழுச் சமன்பறாட்ட 
மறாற்றி அ்ம்ககை ்வணடும்.

 ஒரு வடகக்்கழுச் சமன்பாடடை மிக உயர்்நத வரிடசக் ்காணை வடகக்்கழுடவ 
முதன்டம உறுபபாகக் ்காணை பல்லுறுபபுக் ககாடவச் சமன்பாைாக எழுத இயலவில்டல எனில் 
அச்சமன்பாடடின் படிடய வடையறுக்க முடியாது.

 வவ்கை்கபகைழுச் சமன்பறாடடின ்படி கைறாண்பைற்கைறான நி்பநை்னகைளில், கூ்ப்படடுள்்ள 
நுணு்ககைஙகை்்ள சரியறாகை புரிநது பகைறாள்்ளவில்்ல எனில், அவ்வ்கை்கபகைழுச் சமன்பறாடடின ்படி்ய 
தீர்மறானிப்பது அவ்வ்ளவு எளிைறானைறாகை இரு்ககைறாது. ஆகை்வ, கீ்ை பகைறாடு்ககைப்படடுள்்ள வி்ள்ககை 
எடுதது்ககைறாடடுகைளில் விவரி்ககைப்படடுள்்ள மு்்கை்்ள கைவனிதது வ்கை்கபகைழுச் சமன்பறாடுகைளின 
்படி கைறாணும் நுட்பஙகை்்ள அறிநது பகைறாள்்ளலறாம்.

படி காணபதற்கான விளகக எடுத்துககாட்டுகள் :

 (1) 3 2

3 2

2

2y dy
dx

d y
dx

x�
�
�

�
�
� � � sin எனும் வ்கை்கபகைழுச் சமன்பறாட்ட்க கைருது்வறாம்.

  இச்சமன்பறாடடில் இடம் ப்பற்றுள்்ள மிகை உயர்நை வ்கை்கபகைழுவின வரி்ச 2, மற்றும் அைன 
அடு்ககு 1 ஆகும். ஆகை்வ, இவ்வ்கை்கபகைழுச் சமன்பறாடடின வரி்ச 2 மற்றும் ்படி 1 ஆகும்.

 (2) 1

2 3

3
� �
�
�

�
�
� �

dy
dx

y d y
dx

 எனும் வ்கை்கபகைழுச் சமன்பறாட்ட கைருது்வறாம்.

  இச்சமன்பறாடு பினன அடு்ககுகை்்ளப ப்பற்றுள்்ளைறால், முைலில் பினன அடு்ககுகை்்ள நீ்ககை 
்வணடும். ஆகை்வ, சமன்பறாடடின இருபு்மும் வர்்ககைம் கைறாை, ேறாம் ப்பறுவது 

1

2

2
3

3

2

� �
�
�

�
�
� �

�

�
�

�

�
�

dy
dx

y d y
dx

.

  இபப்பறாழுது, இச்சமன்பறாடடில் இடம்ப்பற்றுள்்ள மிகை உயர்நை வ்கை்கபகைழுவின வரி்ச 3 
எனவும் அைன அடு்ககு 2 எனவும் பைளிவறாகை்க கைறாணகி்்றாம். ஆகை்வ இவ்வ்கை்கபகைழுச் 
சமன்பறாடடின வரி்ச 3 மற்றும் ்படி 2 ஆகும்.

 (3) sin
dy
dx

d y
dx

x�
�
�

�
�
� � � �

2

2
3 0  எனும் வ்கை்கபகைழுச் சமன்பறாட்ட கைருது்வறாம்.

  இஙகு மிகை உயர்நை வ்கை்கபகைழுவின வரி்ச 2 மற்றும் இவ்வ்கை்கபகைழு எநை சறார்பிலும் 
உள்்ளடஙகியைறாகை இல்்ல. என்வ, இவ்வ்கை்கபகைழுச் சமன்பறாடடின வரி்ச 2 ஆகும். 
்மலும், இச்சமன்பறாடு வ்கை்கபகைழு்ககை்்ள பகைறாணட ்பல்லுறுபபு்க ்கைறா்வச் சமன்பறாடல்ல. 
ஆகை்வ, இச்சமன்பறாடடின ்படி வ்ரயறு்ககைப்படவில்்ல.
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 (4) e x dy
dx

d y
dx

2

2

2� �sin( )  எனும் வ்கை்கபகைழுச் சமன்பறாட்ட்க கைருதுகை. இச்சமன்பறாடடில் 

கைறாைப்படும் மிகை உயர்நை வ்கை்கபகைழுவின வரி்ச 2 மற்றும் இவ்வ்கை்கபகைழு ்படி்க குறிச் 

சறார்பின மறாறியறாகை உள்்ளது. ்மலும், இச்சமன்பறாட்ட 
d y
dx

2

2  னும் வ்கை்கபகைழு்வ 

முைன்ம உறுப்பறாகை்க பகைறாணட ்பல்லுறுபபு்க ்கைறா்வயறாகை எழுை முடியறாது. என்வ, 
இச்சமன்பறாடடின ்படி்ய வ்ரயறு்ககை இயலறாது. இச்சமன்பறாடடின வரி்ச 2 ஆகும்.

 (5) பினவரும் வ்கை்கபகைழுச் சமன்பறாடுகைளு்ககு ்படி கைறாை இயலறாது.

  (i) e dy
dx

dy
dx � � 0        (ii) log

d y
dx

dy
dx

2

2
0

�

�
�

�

�
� � �          (iii) cos

d y
dx

d y
dx

3

3

2

2
2 0

�

�
�

�

�
� � � .

 (6) 10 7 5 04 5( ) ( ) sin( )��� � �� � � � �y y y  எனும் வ்கை்கபகைழுச் சமன்பறாடடின வரி்ச 3 ஆகும். 

ஆனறால், இச்சமன்பறாடடின ்படி வ்ரயறு்ககைப்படவில்்ல.
 (7) cos( ) sin� ��� � �� � � �y y y y x5 7  எனும் வ்கை்கபகைழுச் சமன்பறாடடின வரி்ச 3 ஆகும். ஆனறால், 

இச்சமன்பறாடடின ்படி வ்ரயறு்ககைப்படவில்்ல.

குறிப்புகர

 ஒரு வ்கை்கபகைழுச் சமன்பறாடடின ்படி எபப்பறாழுதும் ஒரு மி்கை முழு எணைறாகை இரு்ககும்   
என்ப்ை கைவனததில் பகைறாள்கை.

எடுத்துககாட்டு 10.1 
 பினவரும் வ்கை்கபகைழுச் சமன்பறாடுகைளின வரி்ச மற்றும் ்படி (இருபபின) ஆகியவற்்்்க 
கைறாணகை:

 (i) dy
dx

x y� � � 5   (ii) d y
dx

dy
dx

y x
4

4

3 7

4 6 5 3
�

�
�

�

�
� � �

�
�

�
�
� � � cos

 (iii) d y
dx

dy
dx

x d y
dx

2

2

2

2
2

2
3� �
�
�

�
�
� �

�

�
�

�

�
�log   (iv) 3 4

2

2

2
3

2d y
dx

dy
dx

�

�
�

�

�
� � � �

�
�

�
�
�

�

�
�
�

�

�
�
�

 

 (v) dy xy x dx� �� � �cos 0  

தீர்வு

 (i) இச்சமன்பறாடடில் கைறாைப்படும் மிகை உயர்நை வரி்ச பகைறாணட வ்கை்கபகைழு 
dy
dx

 ஆகும். 

்மலும் இைன அடு்ககு 1 ஆகும். 
  என்வ, பகைறாடு்ககைப்படட வ்கை்கபகைழுச் சமன்பறாடடின வரி்ச 1 மற்றும் ்படி 1 ஆகும்

 (ii) இஙகு, மிகை உயர்நை வரி்ச பகைறாணட வ்கை்கபகைழு 
d y
dx

4

4  ஆகும். ்மலும், இைன அடு்ககு 3 
ஆகும்.

  என்வ, பகைறாடு்ககைப்படட வ்கை்கபகைழுச் சமன்பறாடடின வரி்ச 4 மற்றும் ்படி 3 ஆகும்.
 (iii) பகைறாடு்ககைப்படட வ்கை்கபகைழுச் சமன்பறாடடில் கைறாைப்படும் மிகை உயரநத வரி்ச பகைறாணட 

வ்கை்கபகைழு 
d y
dx

2

2  ஆகும். ்மலும், இைன அடு்ககு 1 ஆகும்.

  என்வ, இச்சமன்பறாடடின வரி்ச 2 ஆகும்.
  பகைறாடு்ககைப்படட வ்கை்கபகைழுச் சமன்பறாட்ட அைனு்டய வ்கை்கபகைழு்ககை்்ள்க பகைறாணடு 

்பல்லுறுபபு்க ்கைறா்வச் சமன்பறாடறாகை எழுை முடியறாது. ஆகை்வ, இச்சமன்பறாடடின ்படி 
வ்ரயறு்ககைப்படவில்்ல.
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156XII - கணிதவியல்

 (iv) பகைறாடு்ககைப்படட வ்கை்கபகைழுச் சமன்பறாடு  3 4
2

2

2
3

2d y
dx

dy
dx

�

�
�

�

�
� � � �

�
�

�
�
�

�

�
�
�

�

�
�
�

  இருபு்மும் வர்்ககைம் கைறாை, ேறாம் ப்பறுவது  9 4
2

2

2 2
3

d y
dx

dy
dx

�

�
�

�

�
� � � �

�
�

�
�
�

�

�
�
�

�

�
�
�

.

  இச்சமன்பறாடடில் உள்்ள மிகை உயர்நை வரி்சயு்டய வ்கை்கபகைழு 
d y
dx

2

2  ஆகும். இைன 

அடு்ககு 2 ஆகும்.
  என்வ, பகைறாடு்ககைப்படட வ்கை்கபகைழுச் சமன்பறாடடின வரி்ச 2 மற்றும் ்படி 2 ஆகும்.

 (v) பகைறாடு்ககைப்படட சமன்பறாட்ட 
dy
dx

xy x� � �cos 0  என எழுைலறாம்.  என்வ,

dy xy x dx� �� � �cos 0  என்பது ்படி 1 பகைறாணட முைல் வரி்ச வ்கை்கபகைழுச் சமன்பறாடறாகும்.

பயிற்சி 10.1
 1. பினவரும் வ்கை்கபகைழுச் சமன்பறாடுகைள் ஒவ்பவறானறின வரி்ச மற்றும் ்படி (இரு்ககுமறானறால்) 

ஆகியவற்்்த தீர்மறானி்ககை.

   (i) dy
dx

xy x� � cot   (ii) d y
dx

d y
dx

dy
dx

3

3

2

3 2

2
3 5 4 0

�

�
�

�

�
� � � � �

   (iii) d y
dx

dy
dx

x d y
dx

2

2

2 2 2

2

�

�
�

�

�
� � �

�
�

�
�
� �

�

�
�

�

�
�sin   (iv) dy

dx
dy
dx

x� � �4 7 0

   (v) y dy
dx

x
dy
dx

dy
dx

�
�
�

�
�
� �

�
�
�

�
�
� �

�
�
�

�
�
�

3   (vi) x d y
dx

dy
dx

2
2

2

2
1

2

1 0� � �
�
�

�
�
�

�

�
�
�

�

�
�
�
�  

   (vii) d y
dx

dy
dx

2

2

3

1
�

�
�

�

�
� � � �

�
�

�
�
�   (viii) d y

dx
xy dy

dx

2

2
� � �

�
�

�
�
�cos  

   (ix) d y
dx

dy
dx

ydx x
2

2

35� � ��   (x) x e
xy dy
dx�

�
�
�

�
�
�
 

10.3  வககக்கழுச் சமனபாடுககள வககப்படுத்துதல்

          (Classification of Differential Equations)
வகரயக்ற 10.4:  (சாதாரண வககக்கழுச் சமனபாடு)

 ஒரு வ்கை்கபகைழுச் சமன்பறாடு ஒ்ரபயறாரு சறாரறா மறாறி்யப ப்பறாருதது ஒனறு அல்லது அைற்கு 
்மற்்படட சறார்புகைளின சறாைறாரை வ்கை்கபகைழு்ககை்்ள்க பகைறாணடுள்்ளது எனில், அச்சமன்பறாடு 
சாதாைண வடகக்்கழுச் சமன்பாடு எனப்படும்.

வகரயக்ற 10.5:  (பகுதி வககக்கழுச் சமனபாடு)

 ஒரு வ்கை்கபகைழுச் சமன்பறாடு ஒனறு அல்லது அைற்கு ்மற்்படட சறார்புகைளின ்பகுதி 
வ்கை்கபகைழு்ககை்்ள மடடும் பகைறாணடிரு்ககும் எனில், அச்சமன்பறாடு பகுதி வடகக்்கழுச் 
சமன்பாடு எனப்படும்.
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 எடுதது்ககைறாடடறாகை, அறியறாை சறார்பு y எனவும் சறாரறாமறாறி x எனவும் பகைறாள்கை. பினனர்

 
dy
dx

y e x� � �2 ,   d y
dx

dy
dx

y
2

2
5 0� � �   மற்றும் 

dx
dt

dy
dt

x y� � �3 4  என்ப்வ சறாைறாரை வ்கை்கபகைழுச் 

சமன்பறாடுகைளு்ககு சில உைறாரைஙகை்ளறாகும்.

 �
�

� �
�
�

u
y

u
x

,  �
�

�
�
�

�
2

2

2

2
0

u
x

u
y

 மற்றும் 
�
�

�
�
�

�
�
�

2

2

2

2 2u
x

u
t

u
t

 என்ப்வ ்பகுதி வ்கை்கபகைழுச் 

சமன்பறாடுகைளு்ககு சில உைறாரைஙகை்ளறாகும்.

 இநை அததியறாயததில் சறாைறாரை வ்கை்கபகைழுச் சமன்பறாடுகை்்ளப ்பற்றி மடடும் கைறாண்்பறாம்.
 சறாைறாரை வ்கை்கபகைழுச் சமன்பறாடுகை்்ள கேரியலான சறாைறாரை வ்கைபகைழுச் சமன்பறாடுகைள் 
மற்றும் கேரியலற்்ற சறாைறாரை வ்கை்கபகைழுச் சமன்பறாடுகைள் என இரு ்வறு்படட பிரிவுகை்ளறாகை 
வ்கைப்படுதைலறாம்.

வகரயக்ற 10.6:  
 வரிடச n உடைய கேரியலான சாதாைண வடகக்்கழுச் சமன்பாடடின் ்பாது வடிவம்

 a x y a x y a x y a y g xn
n

n
n� � � � � � � � � � � � �� �

�
�� �

1

1

1 0

'   ... (1)
ஆகும். இஙகு, பகைழு்ககைள் a x a x a x a xn n� � � � � � � � � ��0 0 1 1, , , ,  மற்றும் g x� �  என்பன சறாரறா மறாறி x
ஐப ப்பறாருதை சறார்புகை்ளறாகும் (பூச்சிய சறார்்்பயும் உள்்ளட்ககியது)

குறிப்பு

 (1) ்ேரியலறான வ்கை்கபகைழுச் சமன்பறாடுகைளில், ஒரு சறார்பு y x( )  உடன அைன வ்கை்கபகைழு்ககைள் 
ப்பரு்ககைலறாகை இரு்ககைறாது. மற்றும் ஒரு சறார்பு அல்லது அைன வ்கை்கபகைழு்ககைளின அடு்ககு  
1 ஐ விட அதிகைமறாகை இரு்ககைறாது என்பது கைவனததில் பகைறாள்்ள ்வணடிய மு்ககியமறான 
குறிபபுகை்ளறாகும்.

 (2) ்ேரியல் வ்கை்கபகைழுச் சமன்பறாடுகைளில் y ஐப ப்பறாருதை விஞ்சிய சறார்புகைள்       
(மு்க்கைறாைவியல், மட்க்கை ்்பறான்்வ) அல்லது அைனு்டய வ்கை்கபகைழு்ககைள் 
கைறாைப்படறாது.

 (3) ஒரு சறார்்்பறா அல்லது அைனு்டய வ்கை்கபகைழு்ககை்்ளறா மற்ப்றாரு சறார்பினுள் மறாறியறாகை 
உள்்ளடஙகி இரு்ககைறாது. உைறாரைமறாகை, ′y  அல்லது ey′ ்்பறான்்வ.

 (4) பகைழு்ககைள் a x a x a xn0 1 1� � � � � � ��, , ,  மற்றும் g x( )  ஆகிய்வ பூச்சிய அல்லது பூச்சியமற்் 
சறார்புகை்ளறாகை்வறா, மறாறிலி அல்லது மறாறிலிகை்ளற்் சறார்புகை்ளறாகை்வறா, ்ேரியலறான அல்லது 
்ேரியலற்் சறார்புகை்ளறாகை்வறா இரு்ககைலறாம். ஒரு வ்கை்கபகைழுச் சமன்பறாடு ்ேரியலறானைறா 
என்ப்ை உறுதிப்படுதை, ஒரு சறார்பு y x( )  மற்றும் அைனு்டய வ்கை்கபகைழு்ககைள் மடடு்ம 
்பயன்படுதைப்படுகின்ன.

வகரயக்ற 10.7:  
 கேரியல் அல்லாத ஒரு வடகக்்கழுச் சமன்பாடு ்ேரியலற்் வ்கை்கபகைழுச் சமன்பறாடு 
எனப்படும்.

 ஒரு வ்கை்கபகைழுச் சமன்பறாடடில், y y y y n, , , , ( )′ ′′
  பகைழு்ககைளில் சறார்நை மறாறி y  அல்லது 

அைனு்டய வ்கை்கபகைழு்ககைள் அல்லது y y y y n, , , , ( )′ ′′
 , ( )′y 2  ்்பறான் அடு்ககுகைள் 

இடம்ப்பற்றிருநைறால் அவ்வ்கை்கபகைழுச் சமன்பறாடு ்ேரியலற்் வ்கை்கபகைழுச் சமன்பறாடறாகும்.
 எடுதது்ககைறாடடறாகை

 (1) dy
dx

ax= 3 , d y
dx

dy
dx

y
2

2
2 0� � �  மற்றும் 

dy
dx

p x y q x� �( ) ( )  என்பன ்ேரியலறான சறாைறாரை 

வ்கை்கபகைழுச் சமன்பறாடுகை்ளறாகும். ஆனறால் y dy
dx

x� �sin 0  என்பது ்ேரியல்்பற்் 

வ்கை்கபகைழுச் சமன்பறாடறாகும்.

12th_Maths_Vol 2_TM_CH 10_Differential Equations.indd   157 16-12-2021   14:57:43

www.tntextbooks.in



158XII - கணிதவியல்

 (2) �� � � � �y x y xy x2 73 2  என்பது இரணடறாம் வரி்ச  

்ேரியலறான சறாைறாரை இரு்படி வ்கை்கபகைழுச் சமன்பறாடறாகும்.

 (3) �� � � �y y x  என்பது இரணடறாம் வரி்ச  

 ் ேரியலறான சறாைறாரை வ்கை்கபகைழுச் சமன்பறாடறாகும்.

 (4) y y x2 � � �  என்பது முைல் வரி்ச ்ேரியல்்பற்் 
சறாைறாரை வ்கை்கபகைழுச் சமன்பறாடறாகும்.

 (5) � �y x ysin( )  என்பது முைல் வரி்ச ் ேரியல்்பற்் சறாைறாரை வ்கை்கபகைழுச் சமன்பறாடறாகும்.

 (6) �� �y y xsin( )  என்பது இரணடறாம் வரி்ச ்ேரியலறான சறாைறாரை வ்கை்கபகைழுச் 
சமன்பறாடறாகும்.

வகரயக்ற 10.8:  
 சமன்பறாடு (1)இல் g x( ) = 0  எனில், அச்சமன்பறாடு சமபபடிததான சமன்பறாடு எனப்படும். 

அவ்வறாறில்்லபயனில் அச்சமன்பறாடு சமபடியற்்ற சமன்பறாடு எனப்படும்.
குறிப்புகர

 a x y x a x y x a x y x a x y xn
n

n
n( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) '� � � � ��
�

1

1

1 0 0        …(2)

 எனும் சமன்பறாடடின இரணடு தீர்வுகைள் y x ii ( ), ,=1 2  எனில், 
 a x y x a x y x a x y x a x y xn i

n
n i

n
i i( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )� � � � ��

�
1

1

1 0 0 , ii �1 2,  ஆகும்.

 u x c y x c y x( ) ( ) ( )� �1 1 2 2 , இஙகு c1 , c2  என்பன ஏ்ைனும் இரு மறாறிலிகைள் எனகை. பினனர், u x( )  

என்பதும் சமன்பறாடு (2)-ன தீர்வறாகும் என்ப்ை எளிதில் சரி்பறார்்ககைலறாம்.
 ஆகை்வ, முைல் வரி்ச ்ேரியலறான வ்கை்கபகைழுச் சமன்பறாட்ட � � �y p x y f x( ) ( ) என 
எழுைலறாம். அவ்வறாறு எழுை முடியறாை முைல் வரி்ச வ்கை்கபகைழுச் சமன்பறாடு ்ேரியலற்்ைறாகும். 
y = 0   என்பது � � �y p x y( ) 0  எனும் சம்படிதைறான சமன்பறாடடின தீர்வு எனத பைளிவறாகை பைரிவைறால், 

இததீர்வி்ன பவளிப்ப்டத தீர்வு என அ்ை்ககி்்றாம். இச்சமன்பறாடடின மற்் தீர்வுகை்்ள 
பவளிப்ப்டயற்் தீர்வுகைள் என்்பறாம். இது ப்பறாதுவறான ்ேரியல் வ்கை்கபகைழுச் சமன்பறாடுகைளு்ககும் 
உண்மயறாகும்.

10.4. வககக்கழுச் சமனபாடுகளின உருவாககம்

        (Formation of Differential Equations)
10.4.1  இயற்பியல் சூழ்நிகைகளிலிருந்து வககக்கழுச் சமனபாடுககள உருவாககுதல்

          (Formation of Differential equations from Physical Situations)
 அன்றாட வறாழ்க்கை நிகைழவுகைள் எவ்வறாறு வ்கை்கபகைழுச் சமன்பறாடடு மறாதிரிகை்ளறாகை உருவறாகின்ன 
என்ப்ை விவரி்ககை ேறாம் சில மறாதிரிகை்்ள கைறாண்்பறாம்.

மாதிரி 1: (நியூட்டனின விதி)

 நியூடடனின இரணடறாம் இய்ககை விதிப்படி, m  எனும் 

மறா்றாை நி்் பகைறாணட ஒரு ப்பறாருளின மீது F  எனும் 

வி்ச பசயல்்படுவைறால் ஏற்்படும் கைை்ேர முடு்ககைம் a 
ஆனது F ma= எனும் சமன்பறாடடறால் ப்ப்ப்படுகி்து.
 ை்டயினறி விழும் ஒரு ப்பறாரு்ளறானது 
ை்ரமடடததிற்கு ்மல் h t( )  என் உயரததிலிருநது 
விடுவி்ககைப்படுகி்து. 
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 பினனர், நியூடடனின இரணடறாவது விதியறானது m d h
dt

f t h t dh
dt

2

2
� � ��

�
�

�
�
�, ,  எனும் வ்கை்கபகைழுச் 

சமன்பறாடடறால் விவரி்ககைப்படுகி்து. இஙகு  m  என்பது ப்பறாருளின நி்், h  என்பது ை்ரமடடததிற்கு 

்மல் உள்்ள உயரம் ஆகும். இச்சமன்பறாடு கைறாலத்ைப ப்பறாருதது அறியறாை உயரத்ை்க குறிபபிடும் 
சறார்பின இரணடறாம் வரி்ச வ்கை்கபகைழுச் சமன்பறாடறாகும்.

மாதிரி 2: (மககள் ்தாககப் ்பருககம்)

 குைந்ைகைளின எணணி்க்கை அதிகைரி்ககும்்்பறாது 
ம்ககைள் பைறா்கையும் அதிகைரி்ககும். எடுதது்ககைறாடடறாகை, 
முயல்கைளின ப்பரு்ககைத்ை ேறாம் எடுதது்க பகைறாள்்வறாம். 
முயல்கைளின எணணி்க்கை அதிகைமறாகை இருநைறால், குடடி 
முயல்கைளின எணணி்க்கையும் அதிகைமறாகும். கைறாலம் 
அதிகைரி்ககும்்்பறாது முயல்கைளின ப்பரு்ககைம் 
அதிகைரி்ககி்து.  t  ்ேரததில் உயிரினதபைறாகுதியின 
ப்பரு்ககைததின வ்ளர்ச்சி வீைம் N t( )  ஆனது உயிரினதபைறாகுதி ப்பரு்ககைததிற்கு விகிைமறாகை 

இரு்ககுமறானறால், ப்பரு்ககைத்ை தீர்மறானி்ககும் வ்கை்கபகைழுச் சமன்பறாடு 
dN
dt

rN=  ஆகும். இஙகு,  

r > 0  என்பது வ்ளர்ச்சி விகிைம் ஆகும்.

மாதிரி 3: (ைாஜிஸ்டிக வளர்ச்சி மாதிரி)

 ஒரு குறிபபிடட ம்ககைள் பைறா்கை L இல் ்ேறாய ்பரவும் வீைமறானது (அைறாவது, ்ேறாய பைறாற்று உள்்ள 
ம்ககைளின எணணி்க்கை N  அதிகைரி்ககும் வீைமறானது) ்ேறாயபைறாற்று உள்்ள ம்ககைளின       
எணணி்க்கையும் ்ேறாயபைறாற்று இல்லறாைவர்கைளின எணணி்க்கை்யயும் ப்பரு்ககி்க கி்ட்ககும் 
மதிப்பறாகும் :

dN
dL

kN L N k= − >( ), 0 .

பயிற்சி 10.2
 1. பினவரும் இயற்பியல் கூற்றுகைள் ஒவ்பவறான்்யும், வ்கை்கபகைழுச் சமன்பறாடறாகை எழுதுகை.

   (i) ்ரடியம் சி்ைவுறும் வீைமறானது கைறாைப்படும் அ்ளவு Q  -்ககு ்ேர்விகிைததில் இரு்ககும்.

   (ii) ஒரு ேகைரததின ம்ககைள் பைறா்கை P  ஆனது, ம்ககைள்பைறா்கை மற்றும் 5,00,000-்ககும் 
ம்ககைள் பைறா்கை்ககும் உள்்ள ்வறு்பறாடு ஆகியவற்்் ப்பரு்ககி்க கி்ட்ககும் மதிபபு்ககு 
்ேர்விகிைததில் அதிகைரி்ககி்து.

   (iii) ஒரு ப்பறாருளின பவப்பநி்ல Tஐப ப்பறாருதது ஆவி அழுதைம் P-ன மறாறுவீைமறானது, ஆவி 
அழுதைததிற்கு ்ேர்விகிைததிலும், பவப்பநி்லயின வர்்ககைததிற்கு எதிர்விகிைததிலும் 
உள்்ளது.

   (iv) ஒரு ்சமிபபுத பைறா்கை்ககு ஒரு வருடததிற்கு வைஙகைப்படும் 8% வடடித பைறா்கையறானது 
பைறாடர்ச்சியறாகை அசலுடன ்சர்்ககைப்படுகி்து. ்மலும், மற்ப்றாரு முைலீடடிலிருநது 
ஒவ்பவறாரு ஆணடும் கி்ட்ககும் வரவு `400  இதபைறா்கையுடன பைறாடர்ச்சியறாகை 
்சர்்ககைப்படுகி்து.

 2. ஒரு ்கைறா்ள வடிவ ம்ைததுளியறானது அைன வ்்ள்பரபபின மறாறுவீைததிற்கு ்ேர்விகிைததில் 
ஆவியறாகி்து. ம்ைததுளியின ஆரததின மறாறுவீைத்ை உள்்ளட்ககிய வ்கை்கபகைழுச் 
சமன்பறாட்ட உருவறா்ககுகை.
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்படம் 10.1

x

y

y
x=y

x
= 2

O

y
x

= −

y
x

= −
2

10.4.2  வடிவக கணிதத்திலிருந்து வககக்கழுச் சமனபாடுககள உருவாககுதல்

            (Formation of Differential Equations from Geometrical Problems)
 சில மறாறிலிகை்்ள து்ையலகுகை்ளறாகை்க பகைறாணட பகைறாடு்ககைப்படட சறார்புகைளு்ககு, அச்சறார்புகைளில் 
உள்்ள மறாறிலிகை்்ள நீ்ககி வ்கை்கபகைழுச் சமன்பறாடுகை்்ள உருவறா்ககைலறாம். எடுதது்ககைறாடடறாகை, 

y e ex x� � �A B  எனும் சமன்பறாடடிலிருநது A, B  எனும் மறாறிலிகை்்ள நீ்ககுவைறால் 
d y
dx

y
2

2
0� �  

எனும் வ்கை்கபகைழுச் சமன்பறாடு ப்ப்ப்படுகி்து.
 n  மறாறிலிகை்்ள்க பகைறாணட ஒரு வ்்ளவ்ர குடும்்பததின சமன்பறாட்ட்க கைருது்வறாம். 
இம்மறாறிலிகைள் இல்லறாை வ்கை்கபகைழுச் சமன்பறாட்ட அ்மப்பைற்கைறான வழிமு்்்ய்க கைறாண்்பறாம்.

 பகைறாடு்ககைப்படட சமன்பறாடடின n பைறாடர் வ்கை்கபகைழு்ககை்்ள்க கைறாண்பைன மூலம் 

அச்சமன்பறாடடின n  வ்கை்கபகைழுச் சமன்பறாடுகை்்ளப ப்பறுகி்்றாம். பகைறாடு்ககைப்படட சமன்பறாட்டயும் 

அச்சமன்பறாட்டத பைறாடர்நது n  மு்் வ்கைப்படுததுவைறால் கி்ட்ககும் n  புதிய சமன்பறாடுகை்்ளயும் 

்சர்தது்க கி்ட்ககும் ( )n +1  சமன்பறாடுகைளிலிருநது n  மறாறிலிகை்்ள நீ்ககிய பினனர், n வரி்சயுள்்ள 

வ்கை்கபகைழு்வ்க பகைறாணட ்ை்வயறான வ்கை்கபகைழுச் சமன்பறாடு கி்ட்ககும்.

எடுத்துககாட்டு 10.2
 ஆதி வழியறாகைச் பசல்லும் ் ேர்்க்கைறாடுகைளின பைறாகுதியின வ்கை்கபகைழுச் சமன்பறாட்ட்க கைறாணகை.
தீர்வு

     ஆதி வழிச்பசல்லும் ் ேர்்க்கைறாடுகைளின குடும்்பததின 
சமன்பறாடு y mx=  ஆகும். இஙகு, m என்பது ஏ்ைனும் 

ஒரு  மறாறிலி.    … (1)
 இருபு்மும் xஐப ப்பறாருதது வ்கை்கபகைழு்க கைறாை, 
ேறாம் ப்பறுவது,

  dy
dx

m= .            … (2)

 சமன்பறாடுகைள் (1) மற்றும் (2) ஆகியவற்றிலிருநது, 

ேறாம் ப்பறுவது, y x dy
dx

= .  இது்வ ்ை்வயறான 

வ்கை்கபகைழுச் சமன்பறாடறாகும்.
 பகைறாடு்ககைப்படட y mx=  எனும் சமன்பறாடு 
ஒ்ரபயறாரு மறாறிலி்ய மடடு்ம ப்பற்றுள்்ளது. என்வ, ேறாம் முைல் வரி்ச வ்கை்கபகைழுச் 
சமன்பறாட்டப ப்பறுகி்்றாம் என்ப்ை கைவனததில் பகைறாள்கை.

எடுத்துககாட்டு 10.3

 y x x� �A Bcos sin  எனும் சமன்பறாடடிலிருநது A, B எனும் மறாறிலிகை்்ள நீ்ககி வ்கை்கபகைழுச் 
சமன்பறாட்ட உருவறா்ககுகை.
தீர்வு

   y  =  A Bcos sinx x+  ... (1)

 சமன்பறாடு (1)ஐ பைறாடர்நது இருமு்் வ்கையிட, ேறாம் ப்பறுவது

   dy
dx

 =  � �A Bsin cosx x . ... (2)
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   d y
dx

2

2  =  � � � � �A B A Bcos sin ( cos sin )x x x x . ... (3)

 சமன்பறாடு (1)ஐ  (3)இல் பிரதியிட, 
d y
dx

y
2

2
0� �  எனும் ்ை்வயறான வ்கை்கபகைழுச் சமன்பறாட்ட 

ேறாம் ப்பறுகி்்றாம்.

எடுத்துககாட்டு 10.4
 ( , )a 0  மற்றும் �� �a,0  எனும் புள்ளிகைள் வழியறாகைச் பசல்லும் வடட்க பைறாகுதியின வ்கை்கபகைழுச் 
சமன்பறாட்ட்க கைறாணகை.
தீர்வு

 a,0� �  மற்றும் �� �a,0  எனும் புள்ளிகைள் வழியறாகைச் பசல்லும் வடடததின ் மயம் y - அச்சின மீது 
அ்மயும்.
 வடடததின ்மயம் 0,b� �  எனகை. ஆகை்வ, வடடததின ஆரம் a b2 2+  ஆகும்.

 என்வ, a,0� �  மற்றும் �� �a,0  எனும் புள்ளிகைள் வழியறாகைச் பசல்லும் வடட்க பைறாகுதியின 

சமன்பறாடு x y b a b2 2 2 2� �� � � � .             ... (1)

 இஙகு b என்பது ஏ்ைனும் ஒரு மறாறிலியறாகும்.
 சமன்பறாடு (1)-ன இரு்ப்ககைமும்  x-ஐப ப்பறாருதது வ்கை்கபகைழு கைறாை,

   2 2x y b dy
dx

� �� �  =  0� � � � � � �y b x
dy
dx

b x
dy
dx

y .

 b-ன இம்மதிப்்ப சமன்பறாடு  (1)-ல் பிரதியிட, ேறாம் ப்பறுவது

   x x
dy
dx

2
2

2�
�
�
�

�
�
�

 =  a x
dy
dx

y2

2

� �

�

�

�
�
�

�

�

�
�
�

 

   � �
�
�

�
�
� �x dy

dx
x2

2
2  =  a dy

dx
x y dy

dx
2

2 2






+ + 











   � � �� � �x y a dy
dx

xy2 2 2 2  =  0 , இது்வ ்ை்வயறான வ்கை்கபகைழுச் சமன்பறாடறாகும்.

எடுத்துககாட்டு 10.5
 y ax2 4=  எனும் ்பரவ்்ளயத பைறாகுதியின வ்கை்கபகைழுச் சமன்பறாட்ட்க கைறாணகை. இஙகு a  
என்பது ஏ்ைனும் ஒரு மறாறிலியறாகும்.
தீர்வு

 ்பரவ்்ளய்க குடும்்பததின சமன்பறாடு y ax2 4= , 
 இஙகு a என்பது ஏ்ைனும் ஒரு மறாறிலியறாகும். ... (1)
 சமன்பறாடடின இரு்ப்ககைமும் xஐப ப்பறாருதது வ்கை்கபகைழு கைறாை, ேறாம் ப்பறுவது  

 2 4
2

y dy
dx

a a y dy
dx

� � �    

 a இன மதிப்்ப சமன்பறாடு  (1)-ல் பிரதியிட, ேறாம் ப்பறுவது  dy
dx

y
x

=
2

 எனும் ்ை்வயறான 

வ்கை்கபகைழுச் சமன்பறாடறாகும்.
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எடுத்துககாட்டு 10.6
 x -அச்சின மீது குவியஙகை்்ளயும் ஆதிபபுள்ளியில் ்மயத்ையும் பகைறாணட நீள்வடட்க 
குடும்்பததின வ்கை்கபகைழுச் சமன்பறாட்ட்க கைறாணகை.
தீர்வு

 x -அச்சின மீது குவியஙகை்்ளயும் ஆதிபபுள்ளியில் ்மயத்ையும் பகைறாணட நீள்வடட்க 

குடும்்பததின சமன்பறாடு 
x
a

y
b

a b
2

2

2

2
1� � �,                    ... (1)  

 இஙகு a , b  என்பன ஏ்ைனுமிரு மறாறிலிகைள்.

 சமன்பறாடு (1)-ன இருபு்மும்  xஐப ப்பறாருதது வ்கை்கபகைழு கைறாை,

   2 2
2 2

x
a

y
b
dy
dx

+  =  0 0
2 2

  � � �
x
a

y
b
dy
dx

  ... (2)

 
சமன்பறாடு (2)-ன இரு்ப்ககைமும்  xஐப ப்பறாருதது வ்கை்கபகைழு கைறாை,

   1 1
2 2

2

2

2

a b
y d y
dx

dy
dx

� � �
�
�

�
�
�

�

�
�
�

�

�
�
�

 =  0 1 1
2 2

2

2

2

� � � � �
�
�

�
�
�

�

�
�
�

�

�
�
�

  
a b

y d y
dx

dy
dx

 

 

1
2a

இன மதிப்்ப சமன்பறாடு  (2)-ல் பிரதியிடடு எளி்மப்படுததினறால் ேம்ககு்க கி்டப்பது,

   � � �
�
�

�
�
�

�

�
�
�

�

�
�
�

�
1

2

2

2

2

2b
y d y
dx

dy
dx

x y
b
dy
dx

 =  0 0
2

2

2

� � �
�
�

�
�
� � �xy d y

dx
x dy
dx

y dy
dx

 

இது்வ ்ை்வயறான வ்கை்கபகைழுச் சமன்பறாடறாகும்.

குறிப்புகர

 ஒரு மறாறிலி்ய்க பகைறாணட சமன்பறாடடிலிருநது அம்மறாறிலி்ய நீ்ககுவைறால் முைல் வரி்ச 
வ்கை்கபகைழுச் சமன்பறாட்டயும் மற்றும் இரணடு மறாறிலிகை்்ள்க பகைறாணட சமன்பறாடடிலிருநது 
இரணடு மறாறிலிகை்்ளயும் நீ்ககுவைறால் இரணடறாம் வரி்ச வ்கை்கபகைழுச் சமன்பறாட்டயும் 
மற்றும் இ்ை்்பறால் பைறாடர, நீ்ககைப்படும் மறாறிலிகைளின எணணி்க்கை்கைற்்ப வரி்சகை்்ள்க பகைறாணட 
வ்கை்கபகைழுச் சமன்பறாடுகை்்ளப ப்ப்லறாம்.

பயிற்சி 10.3
 1. ஒரு ை்ளததில் (i) ்ேர்்ககுதது அல்லறாை ்ேர்்க்கைறாடுகைள் (ii) கி்டமடடம் அல்லறாை 

்ேர்்க்கைறாடுகைள் ஆகிய பைறாகுபபுகைளின வ்கை்கபகைழுச் சமன்பறாடுகை்்ள்க கைறாணகை.

 2. x y r2 2 2� � எனும் வடடத்ைத பைறாடும் எல்லறா ்ேர்்க்கைறாடுகைளின வ்கை்கபகைழுச் 

சமன்பறாட்ட்க கைறாணகை.
 3. ஆதிபபுள்ளி வழியறாகைச் பசல்லும், ்மயததி்ன x -அச்சின மீது பகைறாணட எல்லறா 

வடடஙகைளின வ்கை்கபகைழுச் சமன்பறாட்ட்க கைறாணகை.

 4. பசவ்வகைலம் 4a  மற்றும் x -அச்சு்ககு இ்ையறான அச்சுகை்்ள்க பகைறாணட ்பரவ்்ளயத 

பைறாகுபபின வ்கை்கபகைழுச் சமன்பறாட்ட்க கைறாணகை.

 5. மு்ன ( , )0 1−  மற்றும் y -அச்்ச அச்சறாகைவும் பகைறாணட ்பரவ்்ளய்க குடும்்பததின 

வ்கை்கபகைழுச் சமன்பறாட்ட்க கைறாணகை.
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 6. ஆதிபபுள்ளி்ய ்மயமறாகைவும், y -அச்சின மீது குவியஙகை்்ளயும் பகைறாணட நீள்வடடத 
பைறாகுதியின வ்கை்கபகைழுச் சமன்பறாட்ட்க கைறாணகை.

 7. y e ex x� � �A B8 8  எனும் சமன்பறாட்ட்க பகைறாணட வ்்ளவ்ர்க குடும்்பததின வ்கை்கபகைழுச் 
சமன்பறாட்ட்க கைறாணகை. இஙகு A, B என்பன ஏ்ைனும் இரு மறாறிலிகைள். 

 8. xy ae be xx x� � �� 2  எனும் சமன்பறாடடறால் குறிபபிடப்படும் வ்்ளவ்ரயின வ்கை்கபகைழுச் 
சமன்பறாட்ட்க கைறாணகை.

10.5  சாதாரண வககக்கழுச் சமனபாடுகளின தீர்வு
           (Solution of Ordinary Differential Equations)

வகரயக்ற 10.9:   (வககக்கழுச் சமனபாட்டின தீர்வு)

 ஒரு வ்கை்கபகைழுச் சமன்பறாடடி்ன நி்்வு பசயயுமறாறு சறார்நை மறாறிகை்்ள சறாரறா 
மறாறிகைளுடன பைறாடர்பு்படுததும் ்கைறா்வ அச்சமன்பறாடடின தீர்வு ஆகும்.

குறிப்பு

 (i) ஒவ்பவறாரு வ்கை்கபகைழுச் சமன்பறாடும் ஒரு தீர்வி்னப ப்பற்றிரு்ககும் என உறுதியறாகை 
கூ்முடியறாது.

  எடுதது்ககைறாடடறாகை, y x y'( )� � � � �2 2 1 0  என் வ்கை்கபகைழுச் சமன்பறாட்ட கைருது்வறாம். 

இஙகு, y x y'( )� � � � �� �2 2 1  என்பைறால் y x'( ) என்பது பமயமதிப்பறாகைறாது. என்வ, 

பகைறாடு்ககைப்படட வ்கை்கபகைழுச் சமன்பறாடடிற்கு தீர்வு கி்டயறாது.

 (ii) ஒரு வ்கை்கபகைழுச் சமன்பறாடடிற்கு தீர்வு இரு்ககுமறானறால், அததீர்வு ஒரு்மதைன்ம 
வறாயநைைறாகைறாது.

  எடுதது்ககைறாடடறாகை,  y e y ex x= =2 22, ,  y e x= 8 2 எனும் சறார்புகைள் dy
dx

y� �2 0  எனும் ஒ்ர 

வ்கை்கபகைழுச் சமன்பறாடடின தீர்வுகை்ளறாகும். y ce cx� �2 , 
 எனும் சறார்புகைள் அ்னததும் 

dy
dx

y� �2 0  எனும் வ்கை்கபகைழுச் சமன்பறாடடின தீர்வுகை்ளறாகும். ஆகை்வ, ஒரு வ்கை்கபகைழுச் 

சமன்பறாடடின வறாயபபுள்்ள எல்லறா தீர்வுகை்்ளயும் குறிபபிட, ஒரு வ்கை்கபகைழுச் சமன்பறாடடின 
ப்பறாதுத தீர்வு எனும் கைருதைறா்ககைத்ை கைறாண்்பறாம்.

வகரயக்ற 10.10:   (்பாதுத் தீர்வு)

 ஒரு வ்கை்கபகைழுச் சமன்பறாடடின தீர்வில் உள்்ள மறா்தை்ககை மறாறிலிகைளின (எ்ைச்்ச 
மறாறிலிகைளின) எணணி்க்கையறானது, அவ்வ்கை்கபகைழுச் சமன்பறாடடின வரி்ச்ககுச் சமமறாகை 
இருபபின, அததீர்வி்ன அச்சமன்பறாடடின ்பாதுத தீர்வு எனகி்்றாம்.

குறிப்புகர

 ஒரு வ்கை்கபகைழுச் சமன்பறாடடின வறாயபபுள்்ள எல்லறா தீர்வுகை்்ளயும் ்பாதுததீர்வு 
உள்்ளட்ககியிரு்ககும். ப்பறாதுவறாகை, சறாைறாரை வ்கை்கபகைழுச் சமன்பறாடுகைளின ப்பறாதுததீர்வு 
மறாறிலிகை்்ளயும், ்பகுதி வ்கை்கபகைழுச் சமன்பறாடுகைளின ப்பறாதுததீர்வு சறார்புகை்்ளயும் 
உள்்ளட்ககியிரு்ககும்.

வகரயக்ற 10.11:   (குறிப்பிட்டத் தீர்வு)

 ஒரு வ்கை்கபகைழுச் சமன்பறாடடின ப்பறாதுததீர்வில் உள்்ள மறா்தை்ககை மறாறிலிகைளு்ககு 
குறிபபிடட மதிபபுகை்்ள்க பகைறாடுப்பைறால் ப்ப்ப்படும் தீர்வி்ன குறிபபிடடத தீர்வு என்்பறாம்.
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குறிப்புகர

 (i) கூடுைலறான நி்பநை்னகை்்ள்க பகைறாடுப்பைன மூலம் ஒரு வ்கை்கபகைழுச் சமன்பறாடடின 
குறிபபிடடத தீர்வி்ன்க கைறாணகி்்றாம்.

 (ii) y f x y' ,= ( )  எனும் முைல் வரி்ச வ்கை்கபகைழுச் சமன்பறாடடின ப்பறாதுத தீர்வறானது  

xy -ை்ளததில் ஒரு து்ையலகி்ன்க பகைறாணட வ்்ளவ்ரத பைறாகுதி்ய்க குறிபபிடுகி்து.

  எடுதது்ககைறாடடறாகை, y ce cx� �2 , 
 என்பது dy

dx
y� �2 0  எனும் வ்கை்கபகைழுச் சமன்பறாடடின 

ப்பறாதுத தீர்வறாகும்.
  y a x b x� �cos sin  என்பது 

d y
dx

y
2

2
0� �  எனும் இரணடறாம் வரி்ச வ்கை்கபகைழுச் 

சமன்பறாட்ட நி்்வு பசயகி்து என ஏற்கைன்வ ்படிததுள்்்ளறாம். இது இரணடு 

மறாறிலிகை்்ளப ப்பற்றுள்்ளைறால்,  d y
dx

y
2

2
0� � எனும் வ்கை்கபகைழுச் சமன்பறாடடின ப்பறாதுத 

தீர்வறாகி்து.  a b= =1 0,  எனப ப்பறாதுத தீர்வில் பிரதியிடுவைறால் ேம்ககு்க கி்ட்ககும் 

y x= cos  என்பது 
d y
dx

y
2

2
0� � எனும் வ்கை்கபகைழுச் சமன்பறாடடின சி்பபுத தீர்வறாகி்து.

 ப்பறாதுவறாகை ்பயன்பறாடடில், மறா்தை்ககை எ்ைச்்ச மறாறிலிகை்்ள நீ்ககுவைறால் வ்கை்கபகைழுச் 
சமன்பறாடுகைள் எழுவதில்்ல. வ்கை்கபகைழுச் சமன்பறாடுகைள் ப்பறாதுவறாகை ப்பறாறியியல், அறிவியல் 
மற்றும் சமூகை அறிவியல் உட்பட அ்னததுப பிரிவுகைளிலும் ே்டமு்் நிகைழவுகை்்ள ஆரறாயும்்்பறாது 
கி்ட்ககி்து. பகைறாடு்ககைப்படட கைடடுப்பறாடுகை்்ள நி்்வு பசயயுமறாறு ஒரு வ்கை்கபகைழுச் சமன்பறாடடிற்கு 
ஒரு்மதைன்ம வறாயநை தீர்வு கைறாை, ப்பறாதுவறாகை மறாறிலிகைளின  மீைறான சில நி்பநை்னகைள் 
இச்சமன்பறாடடுடன பகைறாடு்ககைப்படடு இரு்ககும்.

எடுத்துககாட்டு 10.7

 dy
dx

x
y

� �  எனும் வ்கை்கபகைழுச் சமன்பறாடடின தீர்வு x y r2 2 2� �  என நிறுவுகை. இஙகு  r என்பது 

மறாறிலியறாகும்.
தீர்வு

 பகைறாடு்ககைப்படட சமன்பறாடு x y r2 2 2� � , r∈                                     ... (1)

 இச்சமன்பறாடு ஒ்ரபயறாரு மறாறிலி்ய மடடும் ப்பற்றுள்்ளது.
 ஆகை்வ, பகைறாடு்ககைப்படட சமன்பறாடடிற்கு ஒருமு்் மடடும் வ்கை்கபகைழு கைறாண்்பறாம். சமன்பறாடு 
(1)ஐ x  ஐப ப்பறாருதது வ்கையிட, ேறாம் ப்பறுவது

2 2 0x y dy
dx

� �   ⇒    dy
dx

x
y

� � .

 ஆகை்வ, x y r2 2 2� �  என்பது 
dy
dx

x
y

� �  எனும் வ்கை்கபகைழுச் சமன்பறாட்ட நி்்வு பசயகி்து.

 என்வ, x y r2 2 2� �  என்பது 
dy
dx

x
y

� �  எனும் வ்கை்கபகைழுச் சமன்பறாடடின தீர்வறாகும்.

எடுத்துககாட்டு 10.8

 y mx
m
m� � �

7
0,  என்பது xy

y
y'

'
� � �7

1
0  எனும் வ்கை்கபகைழுச் சமன்பறாடடின தீர்வறாகும் 

என்ககைறாடடுகை.
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தீர்வு

 பகைறாடு்ககைப்படட சறார்பு y mx
m

� �
7  ,  இஙகு m  ஏ்ைனும் ஒரு மறாறிலியறாகும். ... (1)

 சமன்பறாடு (1)-ன இருபு்மும்  x ஐப ப்பறாருதது வ்கை்கபகைழு கைறாை, ேறாம் ப்பறுவது y m' =  ஆகும்.

 y '  மற்றும் y -ன மதிபபுகை்்ள்க பகைறாடு்ககைப்படட வ்கை்கபகைழுச் சமன்பறாடடில் பிரதியிட  

xy
y

y xm
m

mx
m

� �
�
� � � � � �

7 7 7
0   எனப ப்பறுகி்்றாம்.

 என்வ, பகைறாடு்ககைப்படட சறார்பு xy
y

y'
'

� � �7
1

0  எனும் வ்கை்கபகைழுச் சமன்பறாடடின தீர்வறாகும்.

எடுத்துககாட்டு 10.9

 y x Ce x� �� � � �2 12 2

 என்பது 
dy
dx

xy x� � �2 4 03  எனும் வ்கை்கபகைழுச் சமன்பறாடடின தீர்வறாகும் 

என்ககைறாடடுகை.

தீர்வு

 பகைறாடு்ககைப்படட சறார்பு y x Ce x� �� � � �2 12 2

, இஙகு C  ஏ்ைனும் ஒரு மறாறிலியறாகும். ...(1)

 சமன்பறாடு (1)-ன இருபு்மும்  x ஐப ப்பறாருதது வ்கை்கபகைழு கைறாை, 
dy
dx

x xCe x� � �4 2
2

.

 dy
dx

 மற்றும் y  ஆகியவற்றின மதிபபுகை்்ள்க பகைறாடு்ககைப்படட வ்கை்கபகைழுச் சமன்பறாடடில் 

பிரதியிட, 

 dy
dx

xy x� �2 4 3  = 4 2
2

x xCe x− − + 2 2 12 2

x x Ce x�� � ��
�

�
�

� −4 3x  = 0 எனப ப்பறுகி்்றாம்.

 என்வ, பகைறாடு்ககைப்படட சறார்பு 
dy
dx

xy x� � �2 4 03  எனும் வ்கை்கபகைழுச் சமன்பறாடடின தீர்வறாகும்.

எடுத்துககாட்டு 10.10

 y a x b x x� � � � �cos(log ) sin log , 0  என்பது x y xy y2 0�� � � � �  எனும் வ்கை்கபகைழுச் 

சமன்பறாடடின தீர்வறாகும் என்ககைறாடடுகை.

தீர்வு

 பகைறாடு்ககைப்படட சறார்பு y a x b x� � � �cos(log ) sin log     ...(1)

இஙகு a b,  என்பன ஏ்ைனும் இரணடு மறாறிலிகைள். இவ்விரு மறாறிலிகை்்ளயும் நீ்ககை பகைறாடு்ககைப்படட 

சறார்பின பைறாடர் வ்கை்கபகைழு்ககை்்ள இருமு்் கைறாை்வணடும்.

 சமன்பறாடு (1)-ன இரு்ப்ககைமும் x ஐப ப்பறாருதது வ்கை்கபகைழு கைறாை ேறாம் ப்பறுவது, 

 � � � � � � � � � �y a x
x
b x

x
sin log cos log

1 1
⇒ xy a x b x� � � � � � � �sin log cos log . 

 இச்சமன்பறாடடி்ன மீணடும் xஐப ப்பறாருதது வ்கையிட,

 
xy y a x

x
b x

x
�� � � � � � � � � � � �cos log sin log

1 1
� ��� � � �x y xy y2 0 . 

 என்வ, y a x b x� � � �cos(log ) sin log என்பது பகைறாடு்ககைப்படட வ்கை்கபகைழுச் சமன்பறாடடின 
தீர்வறாகும்.
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166XII - கணிதவியல்

பயிற்சி 10.4
 1. பினவரும் சமன்பறாடுகைள் ஒவ்பவறானறும் அவற்றிற்பகைதி்ர பகைறாடு்ககைப்படடுள்்ள 

வ்கை்கபகைழுச்  சமன்பறாடடின தீர்வறாகும் என்ககைறாடடுகை.

    (i) y x= 2 2  ; xy y' = 2

    (ii) y ae bex x� � �  ; �� � �y y 0
 2. y emx= எனும் சறார்பு பகைறாடு்ககைப்படட வ்கை்கபகைழுச் சமன்பறாடடிற்கு தீர்வறாகை அ்மயுமறாறு 

m -ன மதிபபுகை்்ள்க கைறாணகை. 
    (i) y y'� �2 0  (ii) y y y'' '� � �5 6 0  

 3. ஏ்ைனும் ஒரு புள்ளியில் ஒரு வ்்ளவ்ரயின பைறாடு்கைறாடடின சறாயவு, அபபுள்ளியின y 
அச்சுத பைறா்லவின 4 மடஙகின ை்லகீழியறாகும். ்மலும்  வ்்ளவ்ர (2,5) எனும் புள்ளி 
வழியறாகைச் பசல்கி்து  எனில், வ்்ளவ்ரயின சமன்பறாட்ட்க கைறாணகை.

 4. y e mx nx� � ��  என்பது e d y
dx

x
2

2
1 0

�

�
�

�

�
� � �  எனும் வ்கை்கபகைழுச் சமன்பறாடடின தீர்வறாகும் 

என்ககைறாடடுகை.

 5. y ax b
x
x� � �, 0  என்பது x y xy y2 0�� � � � �  எனும் வ்கை்கபகைழுச் சமன்பறாடடின தீர்வறாகும் 

என்ககைறாடடுகை.
 6. y ae bx� ��3  என்பது  d y

dx
dy
dx

2

2
3 0� �  எனும் வ்கை்கபகைழுச் சமன்பறாடடின தீர்வறாகும் 

என்ககைறாடடுகை. இஙகு a , b  ஏ்ைனும் இரு எ்ைச்்ச மறாறிலிகைள்.

 7. y a x a2

2

32� �
�

�
�

�

�
�  எனும் வ்்ளவ்ரத பைறாகுதி்ய்க குறி்ககும் வ்கை்கபகைழுச் சமன்பறாடு  

y xy dy
dx

y dy
dx

2

3 5

2 8��
�
�

�
�
� � �

�
�

�
�
�  என்ககைறாடடுகை. இஙகு a   என்பது மி்கை மதிபபு்டய 

து்ையலகைறாகும்.

 8. y a bx= cos  என்பது 
d y
dx

b y
2

2

2 0� �  எனும் வ்கை்கபகைழுச் சமன்பறாடடின தீர்வறாகும் 

என்ககைறாடடுகை.
 முைல் வரி்ச, முைற்்படி வ்கை்கபகைழுச் சமன்பறாடுகைளின தீர்வுகைறாணும் சில மு்்கை்்ள 
இபப்பறாழுது கைறாண்்பறாம்.

10.6  முதல் வரிகச, முதற்படி வககக்கழுச் சமனபாடுகளின தீர்வு

          (Solution of First Order and First Degree Differential Equations)

10.6.1  மாறிககளப் பிரிககும் முக்ற (Variables Separable Method)
 வ்கை்கபகைழுச் சமன்பறாடுகைளின மறாறிகை்்ளப பிரிதது தீர்வு கைறாணும் மு்்யறானது பைறாட்ககைததில் 
லிபினிடஸ் என்பவரறால் அறிமுகைப்படுதைப்படடது. அைன பினனர், 1694-ல் ப்பர்்னறாலி என்பவரறால் 
இது மு்்ப்படுதைப்படடது.
 ஒரு முைல் வரி்ச வ்கை்கபகைழுச் சமன்பறாட்ட h y y g x( ) ( )� �   எனும் வடிவில் எழுை 
முடியுமறானறால், அச்சமன்பறாடடின மறாறிகைள் பிரி்பட்ககூடியனவறாகும். இஙகு, ′y   மற்றும் y -ன சறார்பு 
ஆகியவற்றின ப்பரு்ககைல் இச்சமன்பறாடடின இடப்ப்ககைமும், சறார்பு  x  ஆனது இச்சமன்பறாடடின 
வலப்ப்ககைமும் அ்மநதிரு்ககும். வ்கை்கபகைழுச் சமன்பறாட்ட பிரிதது இவ்வறாறு எழுதும் மு்் 
மறாறிகைள் பிரி்ககை்ககூடிய மு்் எனப்படும்.
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 முைல் வரி்ச வ்கை்கபகைழுச் சமன்பறாடடின மறாறிகை்்ள பிரிதபைழுை முடியுமறானறால் 
அச்சமன்பறாடடின தீர்வு கைறாண்பது எளிைறாகும். f x g y dx f x g y dy1 1 2 2 0( ) ( ) ( ) ( )� �  எனும் வடிவில் 

உள்்ள சமன்பறாடு மாறிகள் பிரிபைக்கூடியது அல்லது மாறிகள் பிரிபைக்கூடிய சமன்பாடு எனப்படும். 

 பகைறாடு்ககைப்படட வ்கை்கபகைழுச் சமன்பறாட்ட 
f x
f x

dx g y
g y

dy1

2

2

1

( )

( )

( )

( )
� �  ...(1)

 எனும் அ்மபபில் எழுதுகை. சமன்பறாடு (1)-ன இருபு்மும் வ்கையிட ேம்ககு பகைறாடு்ககைப்படட 

வ்கை்கபகைழுச் சமன்பறாடடின ப்பறாதுததீர்வு
f x
f x

dx g y
g y

dy C1

2

2

1

( )

( )

( )

( )� �� � �  என்ககி்ட்ககி்து. இஙகு  

C என்பது மறாறிலியறாகும்.
குறிப்புகர

 1. இரு ்ப்ககைமும் உள்்ள மறாறிலிகை்்ள ஒருஙகி்ைதது ஒ்ர மறாறிலியறாகை  
மறாற்றுவைறால் சமன்பறாடடின தீர்வு கைறாணும்்்பறாது மறாறிலிகை்்ள இருபு்மும் ்சர்்ககைத 
்ை்வயில்்ல.

 2. இநை எ்ைச்்ச மறாறிலியுடன கைறாைப்படும் தீர்வு வ்கை்கபகைழுச் சமன்பறாடடின ப்பறாதுததீர்வு 
எனப்படும்.

ஒரு வ்கை்கபகைழுச் சமன்பறாடடின தீர்வு கைறாணும் மு்்யில் பைறா்கையிடலும் ்பயன்படுதைப்படுவைறால் 
“வ்கை்கபகைழுச் சமன்பறாடடின தீர்வு கைறாைல்” என்ப்ை “வ்கை்கபகைழுச் சமன்பறாடடின பைறா்கை 
கைறாைல்”, எனவும் குறிபபிடு்வறாம்.

எடுத்துககாட்டு 10.11

 தீர்்ககை 1 12 2�� � � �x dy
dx

y .

தீர்வு

   1 2�� �x dy
dx

 =  1 2+ y . ... (1)

 பகைறாடு்ககைப்படட சமன்பறாடடின மறாறிகை்்ளப பிரிதது

   dy
y1 2+

 =  dx
x1 2+

 ... (2)

 என எழுைலறாம்.
 சமன்பறாடு (2)-ன இரு்ப்ககைமும் பைறா்கையிட்க கி்டப்பது tan tan� �� �1 1y x C . ... (3)

   ஆனறால்  tan tan− −−1 1y x  =  tan� �
�

�

�
�

�

�
�

1

1

y x
xy

. ... (4)

சமன்பறாடு (4)ஐ (3)-ல் ்பயன்படுதை்க கி்டப்பது 

   tan� �
�

�

�
�

�

�
�

1

1

y x
xy

 =  C  ⇒   
y x
xy

C a�
�

� �
1

tan  (எனகை).

   ஆகை்வ, y x−  =  a xy( )1+ . இது்வ ்ை்வயறான தீர்வு ஆகும்.

எடுத்துககாட்டு 10.12
 y( )1 2=  எனும் நி்பநை்ன்ய நி்்வு பசயயும் 1 03 2�� � � �x dy x ydx  எனும் வ்கை்கபகைழுச் 

சமன்பறாடடின குறிபபிடடத தீர்வு கைறாணகை.

தீர்வு
 பகைறாடு்ககைப்படட சமன்பறாடு ( )1 3 2� �x dy x ydx  =  0 .
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 இச்சமன்பறாட்ட 
dy
y

x
x
dx�

�

2

31
 =  0  என எழுைலறாம்.

 இருபு்மும் பைறா்கையிட்க கி்டப்பது log log( )y x� �
1

3
1 3  =  C1

 ⇒   3 1 3log log( )y x� �  =  logC .

 3log y  =  log( ) log1 3+ +x C , 

 அைறாவது,  log y3  =  log ( )C x1 3+ .

 என்வ, பகைறாடு்ககைப்படட வ்கை்கபகைழுச் சமன்பறாடடின ப்பறாதுத தீர்வு y C x3 31� �( ) .

 x y= =1 2,  எனும்்்பறாது, 2 1 13 � �C( )  ⇒  C = 4

 என்வ, பகைறாடு்ககைப்படட வ்கை்கபகைழுச் சமன்பறாடடின குறிபபிடட தீர்வு y x3 34 1� �( ) .

10.6.2  பிரதியீட்டு முக்ற (Substitution Method)

 dy
dx

f ax by c� � �( )  எனும் வடிவில் உள்்ள வ்கை்கபகைழுச் சமன்பறாட்ட கைருது்வறாம்.

 (i) a	≠	0	மற்றும் b ¹ 0  எனில் ax by c z� � �  எனப பிரதியிட பகைறாடு்ககைப்படட சமன்பறாடு மறாறிகைள் 

பிரி்ககை்ககூடிய அ்மபபு்ககு மறாறும்.
 (ii) a = 0 அல்லது b = 0  எனில் பகைறாடு்ககைப்படட வ்கை்கபகைழுச் சமன்பறாடு மறாறிகைள் 

பிரி்ககை்ககூடியைறாகை இருப்ப்ை்க கைறாைலறாம்.

எடுத்துககாட்டு 10.13

 தீர்்ககை  : y x y' sin� � �� �2 1 .

தீர்வு
   ′y  =  sin2 1x y� �� �  

    z  =  x y� �1  எனகை. என்வ, 
dz
dx

dy
dx

� �1 .

 ஆகை்வ, பகைறாடு்ககைப்படட சமன்பறாடு  1− dz
dx

 =  sin2 z  என மறாறுகி்து.

   அைறாவது,  dz
dx

 =  1 2 2� �sin cosz z .

 மறாறிகை்்ளப பிரிதது எழுை்க கி்டப்பது 
dz
zcos2

 =  dx  (அல்லது) sec2 zdz dx= .

   பைறா்கையிட, ேறாம் ப்பறுவது  tan z  =  x C+  (அல்லது) tan x y x C� �� � � �1 .

எடுத்துககாட்டு 10.14

 தீர்்ககை  :  dy
dx

x y� � �4 2 1  .

தீர்வு

 பகைறாடு்ககைப்படட சமன்பறாடு 
dy
dx

x y� � �4 2 1  .
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 z x y� � �4 2 1  எனப பிரதியிட்க கி்டப்பது 

   
dz
dx

 =  4 2 4 2� � �
dy
dx

z

   என்வ, 
dz
z4 2+

 =  dx .

   பைறா்கையிட,   dz
z4 2��  =  x C+ .

   z  =  u2  எனபபிரதியிட,

   dz
z4 2��  =  

udu
u

u u C
+

= − + +∫ 2
2 2log ,   

   அல்லது    z z− +2 2log  =  x C+  

   z  =  4 2 1x y� �  எனப பிரதியிட, ேறாம் ப்பறும் ப்பறாைத தீர்வு

 4 2 1 2 4 2 1 2x y x y+ − − + − +log  =  x C+ .

எடுத்துககாட்டு 10.15

 தீர்்ககை : 
( )

5
2 7

dy x y
dx x y

- +
=

- +
 .

தீர்வு

 பகைறாடு்ககைப்படட சமன்பறாடு 
( )

5
2 7

dy x y
dx x y

- +
=

- +
 .

   z  =  x y−  எனகை.

   dz
dx

 =  1− dy
dx

 

   dy
dx

 =  1− dz
dx

 

 என்வ, பகைறாடு்ககைப்படட சமன்பறாடு

   1− dz
dx

 =  z
z
+
+
5

2 7
  என மறாறும்.

   dz
dx

 =  1 5

2 7
�

�
�

z
z

 

   dz
dx

 =  z
z
+
+
2

2 7

 மறாறிகை்்ளப பிரிதது எழுை, ேறாம் ப்பறுவது

   2 7

2

z
z

dz+
+

 =  dx  
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   2 2 3

2

( )z
z
+ +
+

 =  dx  

   2
3

2
�

�
�
�
�

�
�
�z
dz  =  dx  

 இரு்ப்ககைமும் பைறா்கையிட, ேறாம் ப்பறுவது
   2 3 2z z+ +log  =  x C+  

   அைறாவது,  2 3 2( ) logx y x y� � � �  =  x C+  
எடுத்துககாட்டு 10.16

 தீர்்ககை : dy
dx

x y� � �� �3 4
2 . 

தீர்வு

 பகைறாடு்ககைப்படட சமன்பறாடு 
dy
dx

x y� � �( )3 4 2

 இ்க பகைறாடு்ககைப்படடச் சமன்பறாடடின தீர்வு கைறாை z x y� � �3 4  எனபபிரதியிடுகி்்றாம்.

 xஐப ப்பறாருதது வ்கை்கபகைழு கைறாை, ேறாம் ப்பறுவது, dy
dx

dz
dx

� �3 .  என்வ, பகைறாடு்ககைப்படட 

வ்கை்கபகைழுச் சமன்பறாடு 
dz
dx

z� �2 3  என மறாறும். இச்சமன்பறாடடில் மறாறிகைள் பிரி்பட்ககூடியன.

 என்வ, மறாறிகை்்ளப பிரிதது பைறா்கையிட, பகைறாடு்ககைப்படட வ்கை்கபகைழுச் சமன்பறாடடின 

ப்பறாதுததீர்வு 
1

3

3 4

3

1tan� � ��

�
�

�

�
� � �

x y x C  என ேம்ககு்க கி்ட்ககி்து.

பயிற்சி 10.5
 1. நி்் M  உ்டய ஒரு ைறானியஙகி இயநதிரததின இய்ககியறால் உருவறா்ககைப்படும் மறா்றாை 

வி்ச F  எனில், அைனு்டய தி்ச்வகைம் V  என்பது M dV
dt

F kV� �  எனும் சமன்பறாடடறால் 

குறி்ககைப்படுகி்து.   k  என்பது மறாறிலியறாகும்.  t = 0  எனில் V = 0  என பகைறாடு்ககைப்படும்்்பறாது 

V ஐ t -ன சறார்்பறாகை எழுதுகை. 
 2. பசஙகுதைறாகை விழும் வறானகு்ட மிை்வ (parachute)யின தி்ச்வகைம் v  ஆனது 

v dv
dx

g v
k

� �
�

�
�

�

�
�1

2

2
 எனும் சமன்பறாட்ட நி்்வு பசயகி்து. இஙகு  g  மற்றும் k  என்பன 

மறாறிலிகைள் ஆகும்.  ஆரம்்ப நி்லயில்  v  மற்றும் x  ஆகிய இரணடும் பூச்சியமறானறால், v ஐ  

x -ன சறார்்பறாகை்க கைறாணகை .
 3. ஒரு வ்்ளவ்ரயின சறாயவு 

y
x x
�
�

1
2

ஆகும். வ்்ளவ்ர 1 0,� �  எனும் புள்ளி வழிச் 

பசல்லுபமனில், அைன சமன்பறாட்ட்க கைறாணகை.
 4. பினவரும் வ்கை்கபகைழுச் சமன்பறாடுகைளின தீர்வுகை்்ள்க கைறாணகை :

   (i) dy
dx

y
x

�
�
�

1

1

2

2
 (ii) ydx x x dy� �� � ��1 02 1tan  

   (iii) sin ,
dy
dx

a y� � � �  0 1  (iv) 
dy
dx

e x ex y y� �� 3
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   (v) e x dx e x dyy y�� � � �1 0cos sin    (vi) ydx xdy x
y

ny dx�� � �

�
�

�

�
� �cot 2  

   (vii) dy
dx

x x� � �25 02   (viii) x y dy e x x dxxcos log � �� �1  

   (ix) tan cos cosy dy
dx

x y x y� �� � � �� �   (x) dy
dx

x y� �� �tan2  

10.6.3 சமபடித்தான அகமப்பு அல்ைது சமபடித்தான வககக்கழுச் சமனபாடுகள்

         (Homogeneous Form or Homogeneous Differential Equation)

வகரயக்ற 10.12 :   (n-ஆம் சமபடித்தான சார்பு)

 n∈  மற்றும் ப்பறாருதைமறாகை்க கைடடுப்படுதைப்படட x y,  மற்றும் t ஆகியவற்று்ககு 
f tx ty t f x yn( , ) ( , )=   எனில், x , y  ஆகியவற்்் மறாறிகை்ளறாகை்க பகைறாணட சறார்பு  f x y( , )  ஆனது  
n ஆம் ்படியில் சமபடிததான சறார்பு எனப்படும். இது ஆயலரின் சமபடிததன்டம எனவும் 
அ்ை்ககைப்படும்.

 எடுதது்ககைறாடடறாகை,
 (i) f x y x xy y( , ) � � �6 2 42 2 என்பது x, y-ல் அ்மநை ்படி  2 உ்டய சம்படிதைறான சறார்்பறாகும்.

 (ii) ஆனறால் f x y x x ey( , ) sin� � � �3  என்பது சம்படிதைறான சறார்பு அல்ல.

 f x y( , )  என்பது ்படி 0 பகைறாணட சமபடிததான சறார்பு எனில்,  f x y( , )  என்ப்ை எபப்பறாழுதும்

g y
x

�
�
�

�
�
�  அல்லது g

x
y







எனும் வடிவில் எழுதுமறாறு g  எனும் சறார்பு இரு்ககும்.

வகரயக்ற 10.13 :   (சமபடித்தான வககக்கழுச் சமனபாடு)

ஒரு சறாைறாரை வ்கை்கபகைழுச் சமன்பறாட்ட 
dy
dx

g y
x

= 



  எனும் அ்மபபில் எழுைமுடியுமறானறால், 

அச்சமன்பறாடு சமபடிததான அடமபபில் உள்்ள வ்கை்கபகைழுச் சமன்பறாடு எனப்படும்.

கவனிக்க
 வ்ரய்் 10.8இல் ்பயன்படுதைப்படடுள்்ள “சம்படிதைறான” எனும் வறார்த்ையும் வ்ரய்் 
10.12இல் ்பயன்படுதைப்படடுள்்ள “சம்படிதைறான” எனும் வறார்த்ையும் பவவ்்வறு ப்பறாருள் 
பகைறாணட்வ என்ப்ை கைவனததில் பகைறாள்கை.
குறிப்புகர

 (i) M  மற்றும் N  என்ப்வ ஒகை படி ்காணை சமபடிததான சார்புகள் எனில், வ்கையீடு 
அ்மபபில் உள்்ள M x y dx N x y dy( , ) ( , )� � 0   எனும் வ்கை்கபகைழுச் சமன்பறாடு சமபடிததான 

வ்கை்கபகைழுச் சமன்பறாடு எனப்படும்.

 (ii)  ்மற்கைணட சமன்பறாட்ட, 
dy
dx

f x y= ( , )  [வ்கை்கபகைழு வடிவம்] என எழுைலறாம். இஙகு  

f x y M x y N x y( , ) ( , ) / ( , )� �   ஆகும். இச்சறார்பு ்படி 0  பகைறாணட சம்படிதைறான சறார்பு எனத 
பைளிவறாகை்க கைறாைலறாம்.

எடுதது்ககைறாடடறாகை,
 (1) x y dx xy dy2 23 2 0�� � � �  எனும் வ்கை்கபகைழுச் சமன்பறாட்ட கைருது்வறாம். பகைறாடு்ககைப்படட 

சமன்பறாட்ட 
dy
dx

y x
xy

�
�3

2

2 2

� �
�
�

�
�
� �

�

�
�

�

�
�

3

2

1

2

1y
x y x/

 என எழுைலறாம். 
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  ஆகை்வ, பகைறாடு்ககைப்படட சமன்பறாட்ட
dy
dx

y
x y x

g y
x

� �
�
�

�
�
� �

�

�
�

�

�
� �

�
�
�

�
�
�

3

2

1

2

1

/
 என எழுைலறாம். 

  என்வ, x y dx xy dy2 23 2 0�� � � � எனும் சமன்பறாடு சம்படிதைறான வ்கை்கபகைழுச் 

சமன்பறாடறாகும்.

 (2) dy
dx

x y
x xy

�
�
�

3 2

3 22
 எனும் வ்கை்கபகைழுச் சமன்பறாடு சமப்படிதைறான சமன்பறாடு அல்ல (சரி்பறார்!)

 dy
dx

g y
x

� �
�
�

�
�
�  எனும் வ்கை்கபகைழுச் சமன்பறாடடின தீர்வு கைறாண்பைற்கு  v y

x
=  எனப பிரதியிடுகை. 

பினனர், y xv=   மற்றும் 
dy
dx

v x dv
dx

� �  ஆகும். ஆகை்வ, பகைறாடு்ககைப்படட வ்கை்கபகைழுச் சமன்பறாடு

x dv
dx

f v v� �( )  என வடிவததிற்கு மறாறும். இச்சமன்பறாடடின தீர்வி்ன மறாறிகை்்ளப பிரி்ககும் 

மு்்யில் கைறாைலறாம். இதிலிருநது பினவரும் முடிவி்னப ப்பறுகி்்றாம்.

நதற்்றம் 10.1

 M x y dx N x y dy( , ) ( , )� � 0  என்பது சம்படிதைறான சமன்பறாடு எனில், y vx=  எனப பிரதியிடடு 

மறாறி்ய மறாற்றுவைறால் இச்சமன்பறாடு v  மற்றும் x எனும் பிரி்பட்ககூடிய மறாறிகை்்ள்க பகைறாணட 

சமன்பறாடறாகை உருமறாறுகி்து.

எடுத்துககாட்டு 10.17
 தீர்்ககை : x y dx xydy2 23 2 0�� � � � .

தீர்வு

 பகைறாடு்ககைப்படட சமன்பறாடு சம்படிதைறான சமன்பறாடறாகும் என்பது ேம்ககுத பைரியும்.

 ஆகை்வ, பகைறாடு்ககைப்படட சமன்பறாட்ட 
dy
dx

 =  3

2 2

y
x

x
y

−  என எழுைலறாம்.

 y vx=  எனில்,  v x dv
dx

+  =  3

2

1

2

v
v

−    அல்லது x dv
dx

v
v

�
�2 1

2
.

 மறாறிகை்்ளப பிரிதது எழுை 
2

12

vdv
v −

 =  dx
x

 எனப ப்பறுகி்்றாம்.

 இருபு்மும் பைறா்கையிட, log v2 1−  =  log logx C+ ,

 என்வ, v2 1−  =  Cx , இஙகு C  என்பது எ்ைச்்ச மறாறிலி

 v ்ககுப ்பதிலறாகை y
x

எனப பிரதியிட, ேம்ககு்க கி்டப்பது

 
y
x

2

2
1−  =  Cx .
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 என்வ, y x2 2−  =  Cx3 .

 ஆகை்வ, y x2 2−  =   ±Cx3  (அல்லது) y x kx2 2 3� �  
 இது்வ பகைறாடு்ககைப்படட வ்கை்கபகைழுச் சமன்பறாடடின ப்பறாதுத தீர்வறாகும்.

எடுத்துககாட்டு 10.18

 தீர்்ககை : y x y dx xdy y� �� � � � �2 2 0 1 0, ( ) .

தீர்வு

 பகைறாடு்ககைப்படட வ்கை்கபகைழுச் சமன்பறாடு சம்படிதைறான சமன்பறாடறாகும் (சரி்பறார்!).

 பகைறாடு்ககைப்படட சமன்பறாட்ட 
dy
dx

y x y
x

�
� �2 2

 எனும் வ்கை்கபகைழு அ்மபபில் எழுைலறாம்.

 x -ன ஆரம்்ப மதிபபு 1 எனைறால்,  x > 0  என கைருது்வறாம்.

 ்மலும் x x= 2  என எடுதது்க பகைறாள்்வறாம்.

 dy
dx

y
x

y
x

� � � �
�
�

�
�
�1

2

.

 y vx= . எனகை. பினனர், v x dv
dx

v v� � � �1 2 , இதிலிருநது x dv
dx

v� �1 2  எனப ப்பறுகி்்றாம்.

 மறாறிகை்்ளப பிரிதது எழுை, 
dv
v

dx
x2 1�

� .

 இச்சமன்பறாடடின இரு்ப்ககைமும் பைறா்கையிட, 

   log v v+ +2 1  =  log logx C+

   அல்லது  v v+ +2 1  =  xC .

 ்மலும் 
y
x

 ்ககு v ஐப பிரதியிட, கி்டப்பது y
x

y
x

Cx� � �
2

2
1  (அல்லது )  y x y Cx� � �2 2 2

 இது்வ பகைறாடு்ககைப்படட வ்கை்கபகைழுச் சமன்பறாடடின ப்பறாதுத தீர்வறாகும். 

 ்மலும் x =1  எனில், y = 0  எனும் நி்பநை்ன்யப ்பயன்படுததி C =1  எனப ப்பறுகி்்றாம். 

 என்வ, பகைறாடு்ககைப்படட வ்கை்கபகைழுச் சமன்பறாடடின குறிபபிடட தீர்வு y x y x� � �2 2 2 .

எடுத்துககாட்டு 10.19

 தீர்வு கைறாணகை : 2 3 0x y dx y x dy�� � � �� � � .

தீர்வு

 பகைறாடு்ககைப்படட சமன்பறாட்ட  dy
dx

 =  2 3x y
x y
�
�

 என எழுைலறாம்.

 இச்சமன்பறாடு சமப்படிதைறான சமன்பறாடறாகும்.
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  y vx=  எனகை. பினனர்,   v x dv
dx

+  =  2 3

1

�
�

v
v

.

  ⇒  x dv
dx

v v
v

�
� �
�

2 2

1

2

  அல்லது 1

1 1
2

�

�� � �
�

v
v

dv dx
x

 அல்லது�
�

� �
�

�� � �

�

�
�
�

�

�
�
�

�
1

2

2 2

2 2

4

1 1
2 2

v
v v v

dv dx
x

.

 இரு ்ப்ககைமும் பைறா்கையிட, � � � � �� � � ��1

2
2 2 2 12 1log tan log logv v v x C

 அல்லது log tan log logv v v x C2 12 2 4 1 2 2� � � �� � � � ��

 அல்லது log log tan logv v x v C2 2 12 2 4 1 2� � � � �� � � ��

 அல்லது log tan logv v x v C2 2 12 2 4 1 2� �� � � �� � � �� .

 v y
x

= எனபபிரதியிட, log tany xy x x y
x

k2 2 12 2 4� � �
��

�
�

�
�
� �

� , இஙகு k C� �2log  ஆகும். 

 இது்வ ்ை்வயறான தீர்வு ஆகும்.

எடுத்துககாட்டு 10.20

 தீர்வு கைறாணகை : y x dy
dx

xy dy
dx

2 2� � .

தீர்வு

   பகைறாடு்ககைப்படட சமன்பறாட்ட 
dy
dx

 =  y
xy x

2

2−
 என எழுைலறாம்.

 இச்சமன்பறாடு சம்படிதைறான வ்கை்கபகைழுச் சமன்பறாடறாகும்.

   y vx=  எனபபிரதியிட,  x dv
dx

 =  v
v −1

.

   மறாறிகை்்ளப பிரிதது எழுை, v
v
dv−1  =  dx

x
.

 இரு்ப்ககைமும் பைறா்கையிட, ேறாம் ப்பறுவது v v− log  =  log logx C+   அல்லது v vxC= log .

 v y
x

=  எனப பிரதியிட, 
y
x

Cy= log  அல்லது Cy ey x= / or y key x= /    (எப்படி!) 

 இது பகைறாடு்ககைப்படட வ்கை்கபகைழுச் சமன்பறாடடின தீர்வறாகும்.

எடுத்துககாட்டு 10.21

 தீர்வு கைறாணகை : 1 2 2 1 0�� � � �
�

�
�

�

�
� �e dx e x
y
dyx y x y/ / .

தீர்வு

 பகைறாடு்ககைப்படட சமன்பறாட்ட 
dx
dy

x
y

e

e
g x
y

x y

x y�
�

�

�
�

�

�
�

�
�

�

�
�

�

�
�

1 2

1 2

/

/
 என எழுைலறாம். …(1)
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 சமன்பறாடு (1)-ல் 
x
y

 எனும் உறுபபு கைறாைப்படுவைறால், இச்சமன்பறாடடில் x vy= எனப பிரதியிடுவது 

ப்பறாருதைமறாகை இரு்ககும்.

 x vy=  என சமன்பறாடு (1)-ல் பிரதியிட, y dv
dy

e v
e

v

v� �
�

�
2

1 2
 என்ககி்ட்ககி்து.

 மறாறிகை்்ளப பிரிதபைழுை,  
1 2

2

�
�

� �
e

v e
dv dy

y

v

v .

 இரு ்ப்ககைமும் பைறா்கையிட, 

 
log log log2e v y Cv � � � �  அல்லது log log2ye vy Cv � �  அல்லது 2ye vy Cv � � � .

 v x
y

=  எனபபிரதியிட, 2ye x kx y/ � � , இஙகு k C� �  ஆகும்.

 இது்வ ்ை்வயறான தீர்வு ஆகும்.

பயிற்சி 10.6
பினவரும் வ்கை்கபகைழுச் சமன்பறாடுகைளின தீர்வு கைறாணகை:

 1. x y y
x

dx x y
x
dy� �

�
�

�
�
�

�

�
�

�

�
� � �

�
�

�
�
�cos cos  2. x y dy x ydx3 3 2 0�� � � �

 3. ye dx xe y dy
x
y

x
y� �

�

�
��

�

�
��  4. 2 2 02 2xydx x y dy� �� � �

 5. y xy dx x xy dy2 22 2�� � � �� �  6. x dy
dx

y x y
x

� � �
�
�

�
�
�cos2

 7. 1 3 3 1 0�
�

�
�

�

�
� � ��

�
�

�
�
� �e dy e y
x
dx

y
x

y
x , x =1  எனில் y = 0  என்கபகைறாடு்ககைப்படடுள்்ளது

 8. x y dy xy dx2 2�� � � . y 1 1� � � மற்றும் y x e0� � �  என்கபகைறாடு்ககைப்படடுள்்ளது.

   x0 -ன மதிப்்ப்க கைறாணகை.

10.7  முதல் வரிகச ந�ரியல் வககக்கழுச் சமனபாடுகள் 

        (First Order Linear Differential Equations)

 முதல் வரிடச கேரியல் வடகக்்கழுச் சமன்பாடடின் வடிவம்

   dy
dx

Py+  =  Q . ... (1)

ஆகும். இஙகு P  மற்றும் Q  என்பன x -ல் மடடு்ம உள்்ள சறார்புகை்ளறாகும். இச்சமன்பறாடடில்  y  

மற்றும் அைன வ்கை்கபகைழு dy
dx

 இவ்விரணடின ப்பரு்ககைல் ்பலன இரு்ககைறாது. ்மலும் சறார்நை மறாறி  y  

மற்றும் சறாரறாமறாறி x ஐப ப்பறாருதை அைனு்டய வ்கை்கபகைழு ஆகிய்வ முைலறாம் ்படியறாகை மடடு்ம 

கைறாைப்படும். 

 சமன்பறாடு (1)-ன தீர்வு கைறாண்பைற்கு முைலில் 
dy
dx

Py� � 0         ...(2)
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176XII - கணிதவியல்

 எனும் சம்படிதைறான சமன்பறாட்ட எடுதது்க பகைறாள்்வறாம்.
 சமன்பறாடு (2)-ன தீர்வி்ன பினவருமறாறு கைறாைலறாம்:

 மறாறிலிகை்்ளப பிரிதது எழுை,  dy
y

 =  −Pdx .

 பைறா்கையிட, ேம்ககு்க கி்டப்பது ye
Pdxò  =  C .

 இபப்பறாழுது,  d
dx

ye Pdx��
�
�

�
�
�  =  e dy

dx
y PePdx Pdx� � �.  

  =  e dy
dx

Py QePdx Pdx� ��
�
�

�
�
� �

� ...(3) 

(சமன்பறாடு (1)ஐப ்பயன்படுதை)
 சமன்பறாடு (3)-ன இரு்ப்ககைமும்  xஐப ப்பறாருதது பைறா்கையிட, பகைறாடு்ககைப்படட வ்கை்கபகைழுச் 
சமன்பறாடடின தீர்வு 

   ye
Pdxò  =  Qe dx CPdx� ��  என்க கி்ட்ககி்து.

 
இஙகு e

Pdxò என்பது சமன்பறாடு (1)-ன ்தாடகயீடடுக் காைணி (்தா.கா) எனப்படும். 

குறிப்புகர

 1. ்ேரியல் வ்கை்கபகைழுச் சமன்பறாடடின தீர்வு
  y Q dx C� � ��( ) ( )bjh/fh bjh/fh ஆகும். இஙகு C என்பது எ்ைச்்ச மறாறிலி.

 2. பகைறாடு்ககைப்படட வ்கை்கபகைழுச் சமன்பறாடடில் கைறாைப்படும் 
dy
dx

-ன பகைழு 1 என 

இரு்ககும்்்பறாது, பைறா்கையீடடு்க கைறாரணி  e
Pdxò -ல் உள்்ள P  என்பது y -ன பகைழுவறாகும்.

 3. dx
dy

Px Q� �  என் முைல் வரி்ச ்ேரியல் சமன்பறாடடில் P  மற்றும் Q  என்பன y -ல் 

மடடு்ம உள்்ள சறார்புகை்ளறாகும். இச்சமன்பறாடடில்  x  மற்றும் 
dx
dy

 இவ்விரணடும் ப்பரு்ககைலறாகை 

இரு்ககைறாது. ்மலும் சறார்நை மறாறி x  மற்றும் சறாரறாமறாறி  y ஐப ப்பறாருதை அைன வ்கை்க பகைழு 

ஆகியவற்றின ்படி 1 ஆகை மடடு்ம கைறாைப்படும்.
  இவ்வ்கையில், வ்கை்கபகைழுச் சமன்பறாடடின தீர்வு xe Qe dy CPdy Pdy� � � ��  ஆகும்.

எடுத்துககாட்டு 10.22

 தீர்வு கைறாணகை : dy
dx

y e x� � �2 .

தீர்வு

   பகைறாடு்ககைப்படட சமன்பறாடு 
dy
dx

y+ 2  =  e x−   ... (1)

 இது dy
dx

Py Q� � என் ்ேரியல் வ்கை்கபகைழுச் சமன்பறாடடின வடிவில் உள்்ளது.

 இஙகு P = 2 ;   Q e x� �  ஆகும்.
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    Pdxò  =  2 2dx x�� .

   பைறா்கையீடடு்ககைறாரணி (பைறா.கைறா) =  e ePdx x� � 2 .

   என்வ, சமன்பறாடு (1)-ன தீர்வு ye
Pdxò  =  Qe dx CPdx� �� .

           ye e e dx Cx x x2 2� ���  அல்லது ye e Cx x2 � � or y e Cex x� �� �2  

 இது்வ சமன்பறாடு (1)-ன தீர்வறாகும்.

எடுத்துககாட்டு 10.23

 தீர்வு கைறாணகை : y x x x x dx xdy1 02�� � ��� �� � �tan cos .

தீர்வு

 பகைறாடு்ககைப்படட சமன்பறாட்ட
dy
dx

x x
x

y x x�
�� �

�
tan

cos
1

 என எழுைலறாம்.

 இது ்ேரியல் வ்கை்கபகைழுச் சமன்பறாடறாகும். இஙகு P
x x

x
�

�� �tan 1
;   Q x x= cos .

 
Pdx

x x
x

dx x x x x
x x

�
�� �

� � � � � ���
tan

log cos log log cos log
cos

1 1 .

   பைறா்கையீடடு்க கைறாரணி =  e e
x x

Pdx x x� � �
log

cos

cos

1

1  

  பகைறாடு்ககைப்படட சமன்பறாடடின தீர்வு ye
Pdxò  =  Qe dx CPdx� ��

   i.e.,   y
x x

1

cos
 =  x x

x x
dx Ccos

cos
� � ��

1

   அல்லது  y
x x

1

cos
 =  x C+

   அல்லது y  =  x x Cx x2 cos cos+

  இது்வ ்ை்வயறான தீர்வு ஆகும்.

எடுத்துககாட்டு 10.24

 தீர்வு கைறாணகை : dy
dx

y x x x� �2 3 2 2cot cosec .

தீர்வு

 பகைறாடு்ககைப்படட சமன்பறாடு 
dy
dx

y x x x� �2 3 2 2cot cosec .

 இது ்ேரியல் வ்கை்கபகைழுச் சமன்பறாடறாகும். இஙகுP x= 2cot ;   Q x x= 3 2 2cosec .

 
Pdx xdx x� ��� 2 2cot log sin   =  log sin logsinx x2 2= .

 பைறா்கையீடடு்க கைறாரணி  =  e
pdxò =  e xxlogsin sin

2 2= .

 பகைறாடு்ககைப்படட சமன்பறாடடின தீர்வு ye
Pdxò   =  Qe dx CPdx� �� .
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178XII - கணிதவியல்

 y xsin2  =  3 32 2 2 2 3x x xdx C x dx C x Ccosec � � � � � �� �sin .

 என்வ, y xsin2  =  x C3 +  என்பது ்ை்வயறான தீர்வறாகும்.

எடுத்துககாட்டு 10.25

 தீர்வு கைறாணகை : 1 6 13 2 2�� � � � �x dy
dx

x y x .

தீர்வு

 இஙகு 
dy
dx

-ன பகைழு்வ 1ஆகை மறாற்் சமன்பறாடடின இருபு்மும் 1 3�� �x ஆல் வகு்ககை ்வணடும்.

 என்வ, பகைறாடு்ககைப்படட சமன்பறாடு 
dy
dx

x y
x

x
x

�
�

�
�
�

6

1

1

1

2

3

2

3
.

 இது y-ல் ்ேரியல் வ்கை்கபகைழுச் சமன்பறாடறாகும்.

   இஙகு,  P  =  6

1

1

1

2

3

2

3

x
x
Q x

x�
�

�
�

;  

   Pdxò  =  6

1
2 1 1 1

2

3

3 3
2

3
2x

x
dx x x x

�
� � � � � �� �� log log log

   பைறா்கையீடடு்ககைறாரணி =  e e xPdx x� � � �� ��� �log 1 3
23

2

1

 பகைறாடு்ககைப்படட சமன்பறாடடின தீர்வு ye
Pdxò  =  Qe dx CPdx� �� .

   y x x
x

x dx C x x dx C x x x1
1

1
1 1 1 13

2
2

3

3
2

2 3 2 3 5�� � �
�
�

�� � � � �� � �� � � � � � �� � �� � �� dx C

 அல்லது y x x x x x C1
3 4 6

3
2

3 4 6

�� � � � � � �

 மற்றும் y =
1

1 3 4 63 2

3 4 6

( )�
� � � �

�

�
�

�

�
�x

x x x x C .  இது்வ ்ை்வயறான தீர்வறாகும்.

எடுத்துககாட்டு 10.26

 தீர்வு கைறாணகை : ye dx y xe dyy y� �� �3 2 .
தீர்வு

 பகைறாடு்ககைப்படட சமன்பறாட்ட 
dx
dy y

x y e y� � �2 2  என எழுைலறாம்.

 இது 
dx
dy

Px Q� � என் வடிவில் உள்்ள ்ேரியல் வ்கை்கபகைழுச் சமன்பறாடறாகும்.

 இஙகு  P
y

� �
2

; Q y e y� �2  

 
pdyò  =  � � � � �

�

�
�

�

�
��

�2
2

12

2y
dy y y

y
log log log ,

 பைறா்கையீடடு்ககைறாரணி =  e e
y

Pdy y� � �
�

�
��

�

�
��log

1

2

2 1 .
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 பகைறாடு்ககைப்படட சமன்பறாடடின தீர்வு xe
Pdyò  =  Qe dy CPdy� ��  

  x
y
1

2

�

�
�

�

�
�  =  y e

y
dy C e dy C e Cy y y2

2

1� � ��

�
�

�

�
� � � � � � �� �  

 அல்லது  x  =  � ��y e Cyy2 2  
 இது்வ ்ை்வயறான தீர்வறாகும்.

பயிற்சி 10.7
பினவரும் ்ேரியல் வ்கை்கபகைழுச் சமன்பறாடுகைளின தீர்வு கைறாணகை :

 1. cos sinx dy
dx

y x� �1 2. 1 12�� � � �x dy
dx

xy

 3. dy
dx

y
x

x� � sin  4. x dy
dx

xy x2 21 2 4�� � � � �

 5. 2 10 03x y dy ydx�� � � �  6. x x dy
dx

x x x y xsin cos sin sin� �� � �

 7. y e dx
dy

xx�� � � � �
�sin 1

1 02  8. dy
dx

y
x x

x�
�� �

� �
1

1

 9. 1 02 3� �� � � �� � �x xy dy
dx

y y  10. dy
dx

y
x x

x
x

� �
log

sin

log

2

 11. x a dy
dx

y x a�� � � � �� �2
4  12. dy

dx
x
x

x
x
y�

�
�

�
sin2

3

2

31

3

1

 13. x dy
dx

y x x� � log  14. x dy
dx

y x x� � �2 02 log

 15. dy
dx

y
x x

� �
3 1

2
 , x =1  எனில் y = 2  

10.8  முதல் வரிகச சாதாரண வககக்கழுச் சமனபாடுகளின பயனபாடுகள்

         (Applications of First Order Ordinary Differential Equations)
 ே்டமு்் வறாழவில் சில நிகைழவுகைளின தீர்வு கைறாண்பதில் வ்கை்கபகைழுச் சமன்பறாடுகைளின 
்பயன்பறாடு அதிகை மு்ககியததுவம் ப்பறுகி்து. எதிர்கைறாலததில் அல்லது அறியறாை ஒரு பசயல்்பறாடடின 
ைன்ம்ய முனகூடடி்ய கைணிப்பதில் வ்கை்கபகைழுச் சமன்பறாடுகைளின தீர்வுகைள் ்பயன்படுகின்ன. 
ப்பரும்்பறாலறான நிகைழவுகைளில் ஒரு அ்ளவின மறாறுவீைமறானது அநை அ்ளவின கைறாலத்ைப ப்பறாருதை 
சறார்்பறாகை பகைறாடு்ககைப்படும்்்பறாது அநை அ்ளவி்ன்க கைறாண்ப்ை ேமது குறி்க்கைறா்ளறாகும்.  t  ்ேரததில் 

ஒரு ப்பறாருளின இருபபு x  எனில், t  ்ேரததில் அபப்பறாருளின இருபபின கைை்ேர மறாறுவீைம்  dx
dt

 

ஆகும். இதிலிருநது 
dx
dt

f x t= ( , )  என் வடிவில் உள்்ள வ்கை்கபகைழுச் சமன்பறாட்டப ப்பறுகி்்றாம். 

இப்பறாடப்பகுதியில் இவ்வறா்றான கைை்ககுகை்்ள மடடு்ம ேறாம் கைறாை உள்்்ளறாம். ்மலும் கைை்ேர 
மறாறுவீைம் என்ப்ை மறாறுவீைம் என்் ேறாம் குறிபபிடு்வறாம்.

12th_Maths_Vol 2_TM_CH 10_Differential Equations.indd   179 16-12-2021   14:59:09

www.tntextbooks.in



180XII - கணிதவியல்

10.8.1 ்பாருளின இருப்பின ்பருககம் (Population growth)
 ேறாம் ப்பறாருளின இருபபின ப்பரு்ககைத்ை  (எடுததுகைறாடடறாகை ம்ககைள்பைறா்கைப ப்பரு்ககைம், விலஙகு 

இனபப்பரு்ககைம் அல்லது நுணணுயிரிகைளின வ்ளர்ச்சி) ்ேரம் t -ன சறார்்பறாகை கைருது்வறாம்.

 t  ்ேரததில் ப்பறாருளின இருபபு x t( )  எனகை.  x t( )  என்பது முழு எண மதிபபு்டய சறார்்பறாகை 

இருபபினும், கிடடைடட (்ைறாரறாயமறாகை) x t( ) ஐ வ்கை்மயுள்்ள சறார்்பறாகை்க கைருதி வ்கை்கபகைழுச் 

சமன்பறாடுகைளின உததிகை்்ளப ்பயன்படுததி  x t( ) ஐ கைறாணகி்்றாம். ப்பறாருளின இருபபின மறாறுவீைம் 

அந்ேரததில் ஆரம்்ப இருபபு்ககு ்ேர் விகிைததில் இரு்ககும் என்க கைருது்வறாம். பினனர் 

 
dx
dt

kx= , இஙகு k  என்பது விகிைச் சம மறாறிலியறாகும். … (1)

 ்மலும், ப்பறாருளின இருபபு எப்்பறாதும் அதிகைரிப்பைறால், k > 0  ஆகும். இவ்வ்கை்கபகைழுச் 

சமன்பறாடடின தீர்வு x t Cekt( ) = , இஙகு C  என்பது பைறா்கையீடடு மறாறிலியறாகும். 

 C  மற்றும் k  ஆகியவற்றின மதிபபுகை்்ள ஆரம்்ப நி்பநை்னகை்்ளப ்பயன்படுததி்க கைறாைலறாம். 

ஆகை்வ, இருபபு x t( )  என்பது அடு்க்கை ்வகைததில் அதிகைரி்ககும். ப்பறாருளின இருபபு அதிகைரி்ககும் 

இவ்விதி மால்தாஸ் விதி எனப்படும்.

எடுத்துககாட்டு 10.27
 ப்பறாருளின இருபபின ப்பரு்ககைமறானது அதில் கைறாைப்படும் ப்பறாருளின இருபபின எணணி்க்கையின 
விகிைமறாகை அ்மநதுள்்ளது. ப்பறாருளின இருபபு 50 ஆணடுகைளில் இரு மடஙகைறாகி்து எனில், எதை்ன 
ஆணடுகைளில் ப்பறாருளின இருபபு மும்மடஙகைறாகும்? 
தீர்வு

 t  ்ேரததில் ப்பறாருளின இருபபு x t( )  எனகை. பினனர் 
dx
dt

kx= .

 மறாறிகை்்ளப பிரிதது எழுை, 
dx
x

kdt= .

 இரு ்ப்ககைமும் பைறா்கையிட, log logx kt C� �    அல்லது  x Cekt= ,

 இஙகு C எ்ைச்்ச மறாறிலி.
 t = 0  எனும்்்பறாது ப்பறாருளின இருபபு x0  எனகை. என்வ, C x= 0  ஆகும்.

 ஆைலறால், x x ekt= 0 .

 t = 50  எனும்்்பறாது x x= 2 0 ,  என்பைறால் k =
1

50
2log  ஆகும்.

 என்வ, t ்ேரததில் ப்பறாருளின இருபபு x x
t

= 0
502  ஆகும்.

 t1  ்ேரததில் ப்பறாருளின இருபபு மும்மடஙகைறாகி்து எனகை.

 அைறாவது, t t= 1  எனில் x x= 3 0  என்பைறால் t1 50
3

2
�

�

�
�

�

�
�

log

log
 ஆகும். 

 என்வ, 50
3

2

log

log

�

�
�

�

�
�  வருடஙகைளில் ப்பறாருளின இருபபு மும்மடஙகைறாகும்.
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10.8.2 கதிரியககச் சிகதவு (Radioactive decay)
 ஒரு அணு்ககைருவறானது பு்ரறாடடறானகைள் மற்றும் நியுடரறானகைளின ்சர்வறாகை உள்்ளது. 
பு்ரறாடடறானகைள் மற்றும் நியுடரறானகைளின இ்ைவறானது ப்பரும்்பறாலும் நி்லயறானைறாகை 
இருப்பதில்்ல. அைறாவது, அவ்வறா்றான அணு்ககைள் சி்ைவுறும் அல்லது மற்ப்றாரு ப்பறாருளின 
அணுவறாகை உருமறாற்்ம்டயும். இதை்கைய அணு்ககைரு்ககைள் கதிரியக்கப ்பணபு பகைறாணட்வயறாகும்.

 ஒரு ப்பறாருளின அணு்ககைரு சி்ைவுறும் வீைம் d
dt
A  ஆனது t ்ேரததில் மீைமுள்்ள அபப்பறாருளின 

அ்ளவு்ககு விகிைமறாகை உள்்ளது என்ககைருது்வறாம்.

 என்வ, ்ை்வயறான வ்கை்கபகைழுச் சமன்பறாடு 
d
dt
A A∝   அைறாவது   d

dt
kA A=  …(2) 

 இஙகு k என்பது விகிைச்சம மறாறிலியறாகும். இஙகு சி்ைவுறுைல் ே்டப்பறுவைறால், k < 0  ஆகும்.

குறிப்புகர

 சமன்பறாடுகைள் (1) மற்றும் (2) ஆகிய இரணடு வ்கை்கபகைழுச் சமன்பறாடுகைளும் ஒன்்யறாகும். 
ஆனறால், அவற்றின குறியீடுகைள் மற்றும் விகிைச் சம மறாறிலிகைளின ப்பறாருள் வி்ள்ககைம் மடடும் 
பவவ்்வ்றாகும். சமன்பறாடு (1)-ல் வ்ளர்ச்சியின ்்பறாது k > 0  எனவும் சமன்பறாடு (2)-ல் 
சி்ைவுறுைலின்்பறாது  k < 0  எனவும் உள்்ளது.

ஒரு தனிதத வடகக்்கழுச் சமன்பாடு பல்கவறு மாறுபடை நிகழ்வுகளின் கணிதவியல் 
மாதிரியாகப பயன்படும்.

எடுத்துககாட்டு 10.28

 ஆரம்்பததில் ஒரு கைதிரிய்ககை ஐ்சறா்டறாபபின நி்்  200 மி.கி. ஆகும். 2 வருடஙகைளு்ககுப  பினனர் 
அைன நி்் 50 மி.கி. ஆகை உள்்ளது. t ் ேரததில் மீைமுள்்ள ஐ்சறா்டறாபபின நி்்்ககைறான சமன்பறாட்ட்க 
கைறாணகை. அைன அ்ர ஆயுடகைறாலம் எவ்வ்ளவு? (ஒரு குறிபபிடட கைதிரிய்ககை ஐ்சறா்டறாபபின ஆரம்்ப 
அ்ளவு ்பறாதியறாகை்க கு்்ய ஆகும் கைறால அ்ளவு அ்ர ஆயுட கைறாலம் எனப்படும்).

தீர்வு

 t  ்ேரததில் மீைமுள்்ள ஐ்சறா்டறாபபின இருபபு A   எனகை. −k  என்பது விகிைச் சம மறாறிலி எனகை. 

இஙகு k > 0  ஆகும். பினனர், கைதிரிய்ககை ஐ்சறா்டறாபபின சி்ைவுறும் வீைம் 
d
dt

kA A� �  எனும் 

சமன்பறாடடறால் ப்ப்ப்படுகி்து. இச்சமன்பறாடடில் உள்்ள கு்் குறி நி்் கு்்வ்ை்க குறி்ககி்து. 
்மலும், இச்சமன்பறாடு மறாறிகைள் பிரி்பட்ககூடிய சமன்பறாடறாகும். என்வ, மறாறிகை்்ளப பிரிதைது எழுை்க 

கி்டப்பது  d kdtA
A

� �  ஆகும்.

 இரு ்ப்ககைமும் பைறா்கையிட்க கி்டப்பது log logA � � �kt C   அல்லது A Ce kt� � .
 ஆரம்்பததில் ப்பறாருளின நி்் 200 மி.கி. ஆகும். 

 அைறாவது t = 0  எனும்்்பறாது A = 200  ஆகும். என்வ, சமன்பறாடு (1)லிருநது,  C = 200 எனப 

ப்பறுகி்்றாம்.
 A � �200e kt .
 ்மலும் t = 2  எனும்்்பறாது A =150  என்பைறால், k � �

�
�

�
�
�

1

2

4

3
log .

 என்வ, t வருடஙகைளு்ககுப பி்கு மீைமுள்்ள ஐ்சறா்டறாபபின நி்்  A( )
log

t e
t

�
� �

�
�

�
�
�

200 2

4

3  ஆகும்.

 A =100  மி.கிரறாமறாகை கு்்ய ஆகும் கைறாலம் அ்ர ஆயுட கைறாலம் th  ஆகும். 
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182XII - கணிதவியல்

 என்வ,   th �

�
�
�

�
�
�

�
�
�

�
�
�

2
1

2

3

4

log

log

.

10.8.3  நியூட்டனின குளிர்ச்சி அல்ைது ்வப்பம் அகடயும் விதி

            (Newton’s Law of cooling/warming)

 80°C  உள்்ள ஒரு அ்்யில் ஒரு ் கைறாப்்பயில் ஊற்றி ் வ்ககைப்படடுள்்ள கைறாபியின 

பவப்பநி்ல 150°  C எனகை. கைறாபியின பவப்பநி்ல எனனவறாகும்? கைறாபியின 

பவப்பநி்ல அ்்யின பவப்பநி்ல்ய அ்டயும் வ்ர கு்்வ்ை்க 
கைறாணகி்்றாம்.
 இபப்பறாழுது, பவப்பநி்ல 80°C  உள்்ள ஒரு அ்்யில் குளிர் 

சறாைனப ப்படடியில் இருநது எடுதது ்வ்ககைப்படட குளிர்நை நீரின பவப்பநி்ல 35°

C எனகை. குளிர்நை நீரின பவப்பநி்ல எனனவறாகும்? ்மற்கூறியவறா்், நீரின 
பவப்பநி்லயறானது அ்்யின பவப்பநி்ல்ய அ்டயும் வ்ர அதிகைரிப்ப்ை்க 
கைறாணகி்்றாம்.
 நியூடைனின் குளிர்ச்சி அல்லது ்வபபமடையும் விதிபபடி, ஒரு ப்பறாருளின பவப்பநி்ல மறாறும் 
வீைமறானது ப்பறாருளின பவப்பநி்ல்ககும் சுற்றுபபு் ஊடகைததின பவப்பநி்ல்ககும் உள்்ள 
்வறு்பறாடடிற்கு ்ேர்விகிைமறாகை அ்மயும். t  ்ேரததில் ப்பறாருளின பவப்பநி்ல T t( )  எனவும், 

சுற்றுபபு் ஊடகைததின பவப்பநி்ல Tm  எனவும், பவப்பநி்லயின மறாறுவீைம் 
dT
dt

 எனவும் இருபபின 

நியூடடனின குளிர்ச்சி (அல்லது பவப்பம்) அ்டயும் விதிப்படி 
dT
dt

T Tm� � or dT
dt

k T Tm� �� � , இஙகு 

k  என்பது விகிைச் சம மறாறிலியறாகும்.
 குளிர்ச்சி அல்லது பவப்பம் அ்டைல் எனும் இரு நி்லகைளிலும் Tm  ஒரு மறாறிலி எனில், k < 0  

ஆகும்.

எடுத்துககாட்டு 10.29
 ஒரு துப்பறிவறா்ளர் ஒரு பகைறா்ல்ககைறான புலன விசறார்ையின ்்பறாது, ஒருவரின உயிரற்் 
உட்ல சரியறாகை பிற்்பகைல் 8  மணி்ககு கைறாணகி்றார். முனபனச்சரி்க்கையறாகை துப்பறிவறா்ளர் அவ்வுடலின 
பவப்பநி்ல்ய அ்ளநது 70oF என்க குறிதது்க பகைறாள்கி்றார். 2 மணி ்ேரம் கைழிதது அநை உடலின 
பவப்பநி்ல 60oF ஆகை இருப்ப்ை்க கைறாணகி்றார். உடல் இருநை அ்்யின பவப்பநி்ல 50oF ஆகும். 
மற்றும் இ்ப்பைற்கு முனபு அநே்பரின உடல் பவப்பநி்ல 98.6oF எனில், அநே்பர் பகைறா்ல பசயயப்படட 
்ேரம் எனனவறாகை இருநதிரு்ககும்?

 
log . . ; log . .2 43 0 88789 0 5 0 69315� � � � � � ��� ��

தீர்வு

 t  ்ேரததில் உடலின பவப்பநி்ல T  எனகை. பிற்்பகைல் 8 மணி என்ப்ை t = 0  என்கபகைறாள்கை.

 நியுடடனின குளிர்வு விதிப்படி, 
dT
dt

k T� �� �50 அல்லது 
dT
T

kdt
−

=
50

.

 இரு ்ப்ககைமும் பைறா்கையிட, log log50� � �T kt C    அல்லது 50� �T Cekt .

 t = 0  எனும்்்பறாது T = 70  என்பைறால், C � �20
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 t = 2  எனும்்்பறாது T = 60  என்பைறால், � � �10 20 2ek .

 ஆகை்வ, k � �
�
�

�
�
�

1

2

1

2
log .

 என்வ, தீர்வு 50 20

1

2

1

2� � �
�
�
�

�
�
�

T e
t log

 அல்லது    T
t

� � �
�
�

�
�
�50 20

1

2

2

 ேறாம் இபப்பறாழுது T t( ) .= 98 6 ஆகை இரு்ககும்்்பறாது  t-ன மதிப்்ப்க கைறாை்வணடும்.

 t �

�
�
�

�
�
�

�
�
�

�
�
�

�

�

�
�
�
�

�

�

�
�
�
�

� �2

48 6

20

1

2

2 56

log
.

log

.

 என்வ, அநே்பர் இ்நை ்ேரம் ்ைறாரறாயமறாகை பிற்்பகைல் 5.30 மணியறாகும்.

10.8.4  கைகவ கணககுகள் (Mixture problems)

 இரசறாயனத பைறாழில்து்்யில் கைல்வ கைை்ககுகைள் ப்பரும்ளவில் ்பயன்படுதைப்படுகி்து. ஒரு 
பகைறாள்கைல்ன அடிப்ப்ட மறாதிரியறாகை்க பகைறாணடு கைல்வ்க கைை்ககின தீர்வு கைறாணும் மு்்்ய 
வி்ள்ககு்வறாம்.
 ஒரு ப்பறாருள் S  ஆனது ஒரு பகைறாள்கைலனில் உள்்ள கைல்வயில் ஓடட விகிைம் 
மறா்றாைவறாறு கைல்ககி்து. ்மலும் இ்ககைல்வ்ய பைறாடர்நது கி்ளறி கைல்வ சீரறாகை 
்வ்ககைப்படுகி்து. அம்மறாதிரியறான சூழநி்லயில், இநை சீரறான கைல்வயறானது 
ஒ்ர ்ேரததில் மற்ப்றாரு விகிைததில் பகைறாள்கைலனிலிருநது பவளி்யற்்ப்படுகி்து 
எனகை. இபப்பறாழுது, t  ்ேரததில் அ்ககைல்வயில் உள்்ள ப்பறாருள்  S -ன அ்ளவி்ன 
ேறாம் கைறாை வி்ைகி்்றாம்.

 t ்ேரததில் ப்பறாருள் S -ன x  எனகை. மற்றும் 
dx
dt

 எனும் வ்கை்கபகைழு t ஐப ப்பறாருதது x-ன 

மறாறுவீைம் எனகை. 'உள்ளீடு' என்பது ப்பறாருள் S பகைறாள்கைலனில் உள்்ள கைல்வயினுள் கைல்ககும் 
(நு்ையும்) வீைம் மற்றும் 'பவளியீடு' என்பது கைல்வ பகைறாள்கைலனிலிருநது பவளி்யறும் வீைம் எனில்,  

dx
dt

=  உள்ளீடு −பவளியீடு எனும் சமன்பறாட்டப ப்பறுகி்்றாம்.

எடுத்துககாட்டு 10.30

 ஒரு பைறாடடியில் உள்்ள 1000 லிடடர் நீரில் 100 கிரறாம் உபபு கை்ரநதுள்்ளது. பி்ரன என்பது 
அடர்நை அடர்ததி்க பகைறாணட உபபு்க கை்ரசலறாகும். வை்ககைமறாகை ்சறாடியம் கு்்ளறா்ரடு கை்ரசலறாகும். 
பி்ரன ஒரு நிமிடததிற்கு 10 லிடடர் வீைம் உடபுகுதைப்படுகி்து. ்மலும், ஒவ்பவறாரு லிடடர் நீரிலும் 5 
கிரறாம் உபபு கை்ரநதுள்்ளது. பைறாடடியில் உள்்ள நீரறானது பைறாடர்நது கைல்ககைப்படடு சீரறாகை 
்வ்ககைப்படடுள்்ளது. பி்ரன ஒரு நிமிடததிற்கு 10 லிடடர் வீைம் பவளி்யறுகி்து. t  ்ேரததில் 
பைறாடடியில் உள்்ள உபபின அ்ள்வ்க கைறாணகை.
தீர்வு

 t  ்ேரததில் பைறாடடியில் உள்்ள உபபின அ்ளவு x t( )  எனகை. இைன மறாறுவீைம் 

dx
dt

=  உள் நு்ையும் வீைம் −  பவளி்யறும் வீைம்.

 ்படம் 10.2

உள்ளீடு

பவளியீடு
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 இபப்பறாழுது ஒரு லிடடர் நீரில் 5  கிரறாம் உபபு கை்ர்ககைப்படடு பைறாடடியில் உடபுகுதைப்படுவைறால், 
10  லிடடர் நீரில் 50 கிரறாம் உபபுத பைறாடடியில் உள்்ள நீரில் கை்ரநதிரு்ககும். ்மலும், பைறாடடியில் 
இருநது உபபு்க கை்ரசல் (பி்ரன) ஒரு நிமிடததிற்கு 10 லிடடர் வீைம் பவளி்யறுகி்து. இது பைறாடடியில் 
உள்்ள பமறாதை உபபு்க கை்ரசலின 10 1000 0 01/ .= மடஙகைறாகும். ஆகை்வ, t ்ேரததில் உள்்ள உபபின 
அ்ளவு  x t( ) -ன  0.01 மடஙகைறாகும். அைறாவது  0 01. ( )x t  ஆகும்.

 என்வ, இநை மறாதிரியின வ்கை்கபகைழுச் சமன்பறாடு 
dx
dt

x x� � � � �� �50 0 01 0 01 5000. .

 இச்சமன்பறாடடி்ன 
dx

x
dt

�
� �

5000
0 01( . )  என எழுைலறாம்.

 சமன்பறாடடின இரு ்ப்ககைமும் பைறா்கையிட, log . logx t C� � � �5000 0 01

 அல்லது x Ce t� � �5000 0 01. அல்லது x Ce t� � �5000 0 01.

 ஆரம்்பததில், அைறாவது t = 0  எனும்்்பறாது x =100

 அைறாவது 100 5000� �C . ஆ்கையறால், C � �4900 .
 என்வ t ்ேரததில் பைறாடடியில் உள்்ள உபபின அ்ளவு is x e t� � �5000 4900 0 01. .

பயிற்சி 10.8
 1. நுணணுயிர்கைளின ப்பரு்ககைததில், ்பறா்கடீரியறா்ககைளின எணணி்க்கையின ப்பரு்ககை 

வீைமறானது அதில் கைறாைப்படும் ்பறா்கடீரியறா்ககைளின எணணி்க்கையின விகிைமறாகை உள்்ளது. 
இபப்பரு்ககைதைறால் ்பறா்கடீரியறாவின எணணி்க்கை மும்மடஙகைறாகி்து எனில், 10 மணி ்ேர 
முடிவில் ்பறா்கடீரியறா்ககைளின எணணி்க்கை எனனவறாகை இரு்ககும்?

 2. ஒரு ேகைரததின ம்ககைள் பைறா்கை வ்ளர்ச்சி வீைம் t ்ேரததில் உள்்ள ம்ககைள் பைறா்கையின 
விகிைமறாகை அ்மநதுள்்ளது. ்மலும் ேகைரததின ம்ககைள் பைறா்கை 40 ஆணடுகைளில்  
3,00,000லிருநது  4,00,000 ஆகை அதிகைரிததுள்்ளது என்க பகைறாடு்ககைப்படடுள்்ளது எனில்,  
t ்ேரததில் அநேகைரததின ம்ககைள் பைறா்கை்ய்க கைறாணகை.

 3. மினை்ட மற்றும் ைன மின தூணடல் பகைறாணட ஒரு மின சுற்றின மின இய்ககு வி்சயின 

சமன்பறாடு E Ri L di
dt

� �   ஆகும். இஙகு E  என்பது மின சுற்று்ககு பகைறாடு்ககைப்படும் மின 

இய்ககு வி்ச, R  என்பது மினை்ட மற்றும் L என்பது ைன மின தூணடல் எண ஆகும். E = 0 
எனும்்்பறாது t ்ேரததில், மினசறாரம் iஐ்க கைறாணகை.

 4. வினறாடி்ககு 10 மீடடர் ்வகைததில் இயஙகும் ஒரு மினவி்சப ்படகின இயநதிரம் 
நிறுதைப்படுகி்து. அைன பினனர் ஏ்ைனும் ஒரு ்ேரததில் (இயநதிரம் நிறுதைப்படட பி்கு) 
மின வி்சப ்படகின ்வகைம் கு்்யும் வீைமறானது அந்ேரததில் அைன தி்ச்வகைததிற்கு 
சமமறாகை உள்்ளது என்க பகைறாடு்ககைப்படடுள்்ளது. இயநதிரம் நிறுதைப்படட 2 வினறாடிகைளு்ககுப 
பி்கு வி்சப்படகின தி்ச்வகைம் கைறாணகை.

 5. வருடததிற்கு 5% பைறாடர் கூடடு வீைததில் ஒருவர் `10,000-த்ை வஙகி்க கைை்ககில் முைலீடு 
பசயகி்றார்.  18 மறாைஙகைளு்ககுப பினனர் அவர் வஙகி்க கைை்ககில் எவ்வ்ளவு பைறா்கை 
இரு்ககும்?

 6. ஒரு மறாதிரியில் கைறாைப்படும் கைதிரிய்ககை அணு்ககைரு்ககைள் சி்ைவுறும் வீைமறானது 
அந்ேரததில் அநை மறாதிரியில் கைறாைப்படும் அணு்ககைரு்ககைளின எணணி்க்கை்ககு விகிைமறாகை 
அ்மநதுள்்ளது. 100 ஆணடு கைறால இ்டபவளியில் ஒரு மறாதிரியில் ஆரம்்பததில் கைறாைப்படும் 
கைதிரிய்ககை அணு்ககைரு்ககைளின எணணி்க்கையில் 10% சி்ைவுறுகி்து. 1000 ஆணடுகைள் 
முடிவில் ஆரம்்பததில் கைறாைப்படும் கைதிரிய்ககை அணு்ககைரு்ககைளின எணணி்க்கையில் 
எவ்வ்ளவு மீைமிரு்ககும்?
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சாதாரண வகைக்ைழுச் சமன்ாடுைள்185

 7. பவப்பநி்ல 25C ஆகை உள்்ள ஒரு அ்்யில் ்வ்ககைப்படடுள்்ள நீரின பவப்பநி்ல 100C  

ஆகும். 10 நிமிடஙகைளில் நீரின பவப்பநி்ல 80C  ஆகை்க கு்்நது விடுகி்து எனில், 
   (i) 20 நிமிடஙகைளு்ககுப பினனர் நீரின பவப்பநி்ல
   (ii) பவப்பநி்ல 40C ஆகை இரு்ககும்்்பறாது ்ேரம் கைறாணகை.

    log . ; log .e e
11

15
0 3101 5 1 6094� � ��

��
�
��

 8. கைறா்ல 10.00 மணி்ககு ப்பண ஒருவர் ைனனு்டய ்ம்க்ரறா அ்ல ச்மயல் அடுபபிலிருநது 
சூடறான கைறாபி்ய பவளியில் எடுதது அது குளிர்வைற்கைறாகை அருகில்  உள்்ள ச்மயல் அ்்யில் 
்வ்ககி்றார். அந்ேரததில் கைறாபியின பவப்பநி்ல 180°F ஆகும். ்மலும், 10 நிமிடஙகைளு்ககுப பி்கு 
அைன பவப்பநி்ல 160F ஆகும். ச்மயல் அ்்யின நி்லயறான பவப்பநி்ல 70F எனில்

   (i) கைறா்ல 10.15 மணி்ககு கைறாபியின பவப்பநி்ல்க கைறாணகை. log .
9

11
0 6061=−













   (ii) பவப்பநி்ல 130F ்ககும் 140F ்ககும் இ்டப்படடைறாகை இரு்ககும்்்பறாது அவர் கைறாபி்ய 

அருநை நி்னதைறால், எந்ேரததிற்கு இ்டயில் அவர் கைறாபி்ய அருநை ்வணடும்?

    
log .

6

11
0 2006=−













 9. ஒரு ்பறாததிரததில் 100C  பவப்பநி்லயில் பகைறாதிதது்க பகைறாணடிரு்ககும் நீரறானது t = 0  
எனும் ்ேரததில் அடுபபின மீது இருநது இ்்ககி குளிர்வைற்கைறாகை ச்மயல்்யில் 
்வ்ககைப்படுகி்து. 5 நிமிடஙகைளு்ககுப பி்கு நீரின பவப்பநி்ல 80C  ஆகை்க கு்்கி்து. 
்மலும், அடுதை 5 நிமிடஙகைளு்ககுப பி்கு நீரின பவப்பநி்ல 65C  ஆகை கு்்கி்து எனில், 
ச்மயல்்யின பவப்பநி்ல்ய்க கைறாணகை.

 10. ஆரம்்பததில் ஒரு பைறாடடியில் 50 லிடடர் தூய்மயறான ைணணீர் உள்்ளது. பைறாட்ககை ்ேரம் 
t = 0  -ல் ஒரு லிடடர் ஒரு லிடடர் நீரில் 2 கிரறாம் வீைம் கை்ர்ககைப்படட உபபு்க கை்ரசலறானது 
ஒரு நிமிடததிற்கு 3 லிடடர் வீைம் பைறாடடியில் விடப்படுகி்து. இ்ககைல்வயறானது பைறாடர்நது 
கைல்ககைப்படடு சீரறாகை ்வ்ககைப்படுகி்து. ்மலும், அ்ை ்ேரததில் ேனகு 
கைல்ககைப்படட இ்ககைல்வயறானது அ்ை வீைததில் பைறாடடியிலிருநது 
பவளி்யறுகி்து.  t > 0  எனும் ஏ்ைனும் ஒரு ்ேரததில் பைறாடடியில் 
உள்்ள உபபின அ்ளவி்ன்க கைறாணகை.

பயிற்சி 10.9
்காடுக்கபபடை ோன்கு மாற்று விடைகளிலிரு்நது சரியான அல்லது மிகவும் ஏற்புடைய 
விடையிடனத கதர்்ந்தடுக்கவும் :

 1. d y
dx

dy
dx

x
2

2

1 3

1 4 0� �
�
�

�
�
� � �

/

/  எனும் வ்கை்கபகைழுச் சமன்பறாடடின வரி்ச மற்றும் ்படி மு்்்ய

  (1) 2 3,  (2)   3 3,  (3)   2 6,  (4)  2 4,

 2. y x B� �A cos( ) , இஙகு A, B என்பன எ்ைச்்ச மறாறிலிகைள்  எனும் சமன்பறாட்ட்க பகைறாணட 
வ்்ளவ்ர குடும்்பததின வ்கை்கபகைழுச் சமன்பறாடு

  (1)  d y
dx

y
2

2
0� �  (2)  d y

dx
y

2

2
0� �

 
(3)   d y

dx

2

2
0=

 
(4)   d x

dy

2

2
0=

 3. sin cosx dx dy x dx dy�� � � �� �  எனும் வ்கை்கபகைழுச் சமன்பறாடடின வரி்ச மற்றும் ்படி

  (1)   1 2,  (2)    2 2,  (3)   1 1,  (4)   2 1,
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186XII - கணிதவியல்

 4. ்மயம் h k,� �  மற்றும் ஆரம் ‘a’ பகைறாணட எல்லறா வடடஙகைளின வ்கை்கபகைழுச் சமன்பறாடடின 
வரி்ச

  (1)   2 (2)   3 (3)   4 (4)   1
 5. y e ex x� � �A B ,  இஙகு A, B என்பன ஏ்ைனும் இரு மறாறிலிகைள், எனும் வ்்ளவ்ரத 

பைறாகுதியின வ்கை்கபகைழுச் சமன்பறாடு

  (1)  d y
dx

y
2

2
0� �  (2)   d y

dx
y

2

2
0� �  (3)   dy

dx
y� � 0  (4)   dy

dx
y� � 0

 6. dy
dx

y
x

=  எனும் வ்கை்கபகைழுச் சமன்பறாடடின ப்பறாதுததீர்வு

  (1)  xy k=  (2)  y k x= log  (3) y kx=  (4)    log y kx=

 7. 2 3x dy
dx

y� �  எனும் வ்கை்கபகைழுச் சமன்பறாடடின தீர்வு குறிபபிடுவது

  (1)  ்ேர்்க்கைறாடுகைள் (2)   வடடஙகைள் (3)  ்பரவ்்ளயம் (4)   நீள்வடடம்

 8. dy
dx

p x y� �( ) 0  -ன தீர்வு

  (1)    y ce pdx
� �  (2)    y ce pdx

� ��  (3)   x ce pdy
� ��  (4)   x ce pdy

� �

 9. 
dy
dx

y y
x

+ = +1
  என் வ்கை்கபகைழுச் சமன்பறாடடின பைறா்கையீடடு்க கைறாரணி

  (1)   x
ex

 (2)    e
x

x

 (3)   λex  (4)   ex

 10. dy
dx

P x y Q x� �( ) ( )   என் வ்கை்கபகைழுச் சமன்பறாடடின பைறா்கையீடடு்க கைறாரணி x  எனில், 

P x( )  என்பது

  (1)  x (2)   x2

2
 (3)    1

x
 (4)   1

2x

 11. y x dy
dx

dy
dx

dy
dx

( ) ....� � �
�
�
�
�

�
�
� �

� �
�
�
�

�
�
� �1

1

1 2

1

1 2 3

2 3

  எனும் வ்கை்கபகைழுச் சமன்பறாடடின ்படி

  (1)   2 (2)      3 (3)   1 (4)    4

 12. p மற்றும் q என்பன மு்்்ய y dy
dx

x d y
dx

xy x�
�

�
�

�

�
� � �3

2

2
cos  எனும் வ்கை்கபகைழுச் 

சமன்பறாடடின வரி்ச மற்றும் ்படி எனில்,
  (1) p q<  (2) p q=  (3) p q>   (4) இவற்றில் எதுவுமில்்ல

 13. dy
dx x

�
�

�
1

1
0

2
  எனும் வ்கை்கபகைழுச் சமன்பறாடடின தீர்வு

  (1)   y x c� ��sin 1  (2)   x y� ��sin 1 0  (3)  y x C2 12� ��sin  (4)  x y2 12 0� ��sin

 14. dy
dx

xy= 2  எனும் வ்கை்கபகைழுச் சமன்பறாடடின தீர்வு

  (1)  y Cex=
2

 (2)   y x C� �2 2  (3)   y Ce Cx� �� 2

 (4)   y x C� �2

12th_Maths_Vol 2_TM_CH 10_Differential Equations.indd   186 16-12-2021   14:59:35

www.tntextbooks.in
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 15. log
dy
dx

x y�
�
�

�
�
� � �   எனும் வ்கை்கபகைழுச் சமன்பறாடடின ப்பறாதுததீர்வு

  (1)   e e Cx y� �  (2)   e e Cx y� ��  (3)  e e Cx y� � �  (4)  e e Cx y� �� �

 16. dy
dx

y x� �2   -ன தீர்வு

  (1)    2 2x y C� �  (2)    2 2x y C� �  (3)   
1

2

1

2x y C� �  (4)   x y C� �

 17. dy
dx

y
x

y
x
y
x

� �

�
�
�

�
�
�

�
�
�

�
�
�

�

� '
  எனும் வ்கை்கபகைழுச் சமன்பறாடடின தீர்வு

  (1)     x y
x

k� �
�
�

�
�
� �  (2)   � y

x
kx�
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�

�
�
� �  (3)    y y

x
k� �

�
�

�
�
� �  (4)   � y

x
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 18. dy
dx

Py Q� �  எனும் ்ேரியல் வ்கை்கபகைழுச் சமன்பறாடடின பைறா்கையீடடு்க கைறாரணி sin x  

எனில், P என்பது 
  (1)   logsin x  (2)  cos x  (3)   tan x  (4)   cot x
 19. வரி்ச n  மற்றும் n +1பகைறாணட வ்கை்கபகைழுச் சமன்பறாடுகைளின ப்பறாதுத தீர்வுகைளில் உள்்ள 

மறா்தை்ககை மறாறிலிகைளின எணணி்க்கை மு்்்ய
  (1)   n n−1,  (2)   n n, +1  (3)   n n+ +1 2,  (4)   n n+1,

 20. மூன்றாம் வரி்ச வ்கை்கபகைழுச் சமன்பறாடடின குறிபபிடடத தீர்வில் உள்்ள மறா்தை்ககை 
மறாறிலிகைளின எணணி்க்கை

  (1)    3 (2)   2 (3)   1 (4)   0

 21. dy
dx

x y
x

�
� �
�

1
1

 எனும் வ்கை்கபகைழுச் சமன்பறாடடின பைறா்கையீடடு்க கைறாரணி

  (1)     1
1x +

 (2)    x +1 (3)   1
1x +

 (4)   x +1

 22. ஏ்ைனும் ஒரு வருடம் t-ல் உள்்ள P-ன ப்பரு்ககை வீைமறானது ம்ககைள் பைறா்கை்ககு விகிைமறாகை 
அ்மயும் எனில், பினனர்

  (1)   P Cekt=  (2)   P Ce kt� �  (3)   P Ckt=  (4)   P C=

 23. t எனும் ்ேரததிற்குப பி்கு மீைமுள்்ள ஒரு ப்பறாருளின அ்ளவு P ஆகும். ப்பறாருள் ஆவியறாகும் 
வீைமறானது அந்ேரததில் மீைமிரு்ககும் ப்பறாருளின அ்ளவிற்கு விகிைமறாகை அ்மநதுள்்ளது 
எனில், பினனர்

  (1)   P Cekt=  (2)   P Ce kt� �  (3)   P Ckt=  (4)   Pt C=

 24. dy
dx

ax
y f

�
�
�

3

2
 எனும் வ்கை்கபகைழுச் சமன்பறாடடின தீர்வு ஒரு வடடத்ை்க குறி்ககுமறானறால், 

a-ன மதிபபு
  (1)   2 (2)    −2  (3)     1 (4)   −1
 25. y = f (x) எனும் வ்்ளவ்ரயின ஏ்ைனும் ஒரு புள்ளியிடதது சறாயவு 

dy
dx

x= 3x2 என்க 

பகைறாடு்ககைப்படடுள்்ளது. ்மலும் வ்்ளவ்ரயறானது (-1,1) புள்ளி வழியறாகைச் பசல்கி்து 
எனில், வ்்ளவ்ரயின சமன்பறாடு

  (1) y = x3 + 2 (2) y = 3x2 + 4 (3) y = 3x3 + 4 (4) y = x3 + 5
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188XII - கணிதவியல்

பாடச்சுருககம்
1.  ஏ்ைனும் ஒரு சமன்பறாடு ஒரு சறார்பின கு்்நை்படசம் ஒரு சறாைறாரை வ்கை்கபகைழு அல்லது ்பகுதி 

வ்கை்கபகைழு்வயறாவது பகைறாணடிரு்ககுமறானறால் அச்சமன்பறாடு வடகக்்கழுச் சமன்பாைாகும். 
2.  ஒரு வ்கை்கபகைழுச் சமன்பறாடடில் கைறாைப்படும் மிகை உயர்நை வ்கை்கபகைழுவின வரி்ச்ய 

அச்சமன்பறாடடின வரி்ச (order) ஆகும்.
3.  ஒரு வ்கை்கபகைழுச் சமன்பறாட்ட ்பல்லுறுபபு்க ்கைறா்வ வடிவில் எழுை இயலுபமனில், 

அச்சமன்பறாடடில் ்ைறானறும் மிகை உயர்நை வரி்சயு்டய வ்கை்கபகைழுவின முழு எண ்படி்ய 
அச்சமன்பறாடடின ்படி எனப்படும்.

4.  ஒரு வ்கை்கபகைழுச் சமன்பறாட்ட மிகை உயர்நை வரி்ச்க பகைறாணட வ்கை்கபகைழு்வ முைன்ம 
உறுப்பறாகை்க பகைறாணட ்பல்லுறுபபு்க ்கைறா்வச் சமன்பறாடறாகை எழுை இயலவில்்ல எனில் 
அச்சமன்பறாடடின ்படி்ய வ்ரயறு்ககை முடியறாது.

5.  ஒரு வ்கை்கபகைழுச் சமன்பறாடு ஒ்ரபயறாரு சறாரறா மறாறி்யப ப்பறாருதது ஒனறு அல்லது அைற்கு 
்மற்்படட சறார்புகைளின சறாைறாரை வ்கை்கபகைழு்ககை்்ள்க பகைறாணடுள்்ளது எனில், அச்சமன்பறாடு 
சறாைறாரை வ்கை்கபகைழுச் சமன்பறாடு எனப்படும்.

6.  ஒரு வ்கை்கபகைழுச் சமன்பறாடு ஒனறு அல்லது அைற்கு ்மற்்படட சறார்புகைளின ்பகுதி 
வ்கை்கபகைழு்ககை்்ள மடடும் பகைறாணடிரு்ககும் எனில், அச்சமன்பறாடு ்பகுதி வ்கை்கபகைழுச் 
சமன்பறாடு எனப்படும்.

7.   ஒரு மறாறிலி்ய்க பகைறாணட சமன்பறாடடிலிருநது அம்மறாறிலி்ய நீ்ககுவைறால் முைல் வரி்ச 
வ்கை்கபகைழுச் சமன்பறாட்டயும் மற்றும் இரணடு மறாறிலிகை்்ள்க பகைறாணட சமன்பறாடடிலிருநது 
இரணடு மறாறிலிகை்்ளயும் நீ்ககுவைறால் இரணடறாம் வரி்ச வ்கை்கபகைழுச் சமன்பறாட்டயும் 
மற்றும் இ்ை்்பறால் பைறாடர, நீ்ககைப்படும் மறாறிலிகைளின எணணி்க்கை்கைற்்ப வரி்சகை்்ள்க 
பகைறாணட வ்கை்கபகைழுச் சமன்பறாடுகை்்ளப ப்ப்லறாம்.

8.  ஒரு வ்கை்கபகைழுச் சமன்பறாடடி்ன நி்்வு பசயயுமறாறு சறார்நை மறாறிகை்்ள சறாரறா மறாறிகைளுடன 
பைறாடர்பு்படுததும் ்கைறா்வ அச்சமன்பறாடடின தீர்வு ஆகும்.

9.  ஒரு வ்கை்கபகைழுச் சமன்பறாடடின தீர்வில் உள்்ள மறா்தை்ககை மறாறிலிகைளின (எ்ைச்்ச 
மறாறிலிகைளின) எணணி்க்கையறானது, அவ்வ்கை்கபகைழுச் சமன்பறாடடின வரி்ச்ககுச் சமமறாகை 
இருபபின, அததீர்வி்ன அச்சமன்பறாடடின ப்பறாதுத தீர்வு எனகி்்றாம்.

10.  ஒரு வ்கை்கபகைழுச் சமன்பறாடடின ப்பறாதுததீர்வில் உள்்ள மறா்தை்ககை மறாறிலிகைளு்ககு குறிபபிடட 
மதிபபுகை்்ள்க பகைறாடுப்பைறால் ப்ப்ப்படும் தீர்வி்ன குறிபபிடட தீர்வு என்்பறாம்.

11.  f x g y dx f x g y dy1 1 2 2 0( ) ( ) ( ) ( )� �  எனும் வடிவில் உள்்ள சமன்பறாடு மறாறிகைள் பிரி்பட்ககூடியது 

அல்லது மறாறிகைள் பிரி்பட்ககூடிய சமன்பறாடு எனப்படும்.

12.  n∈  மற்றும் ப்பறாருதைமறாகை்க கைடடுப்படுதைப்படட x y,  மற்றும் t ஆகியவற்று்ககு 

f tx ty t f x yn( , ) ( , )=   எனில், x , y  ஆகியவற்்் மறாறிகை்ளறாகை்க பகைறாணட சறார்பு  f x y( , )  ஆனது  

n ஆம் ்படியில் சம்படிதைறான சறார்பு எனப்படும். இது ஆயலரின சம்படிதைன்ம எனவும் அ்ை்ககைப்படும்.

13.  f x y( , )  என்பது ்படி 0 பகைறாணட சம்படிதைறான சறார்பு எனில்,  f x y( , )  என்ப்ை எபப்பறாழுதும் g y
x

�
�
�

�
�
�  

அல்லது g
x
y







எனும் வடிவில் எழுதுமறாறு g  எனும் சறார்பு இரு்ககும்.

14.  ஒரு சறாைறாரை வ்கை்கபகைழுச் சமன்பறாட்ட 
dy
dx

g y
x

= 



  எனும் அ்மபபில் எழுைமுடியுமறானறால், 

அச்சமன்பறாடு சம்படிதைறான அ்மபபில் உள்்ள வ்கை்கபகைழுச் சமன்பறாடு எனப்படும்.
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சாதாரண வகைக்ைழுச் சமன்ாடுைள்189

15.  M  மற்றும் N  என்ப்வ ஒ்ர ்படி பகைறாணட சம்படிதைறான சறார்புகைள் எனில், வ்கையீடு அ்மபபில் 

உள்்ள M x y dx N x y dy( , ) ( , )� � 0   எனும் வ்கை்கபகைழுச் சமன்பறாடு சம்படிதைறான வ்கை்கபகைழுச் 

சமன்பறாடு எனப்படும்.
16.   முைல் வரி்ச ்ேரியல் வ்கை்கபகைழுச் சமன்பறாடடின வடிவம்

 dy
dx

Py+ = Q ...(1) 

 
      ஆகும். இஙகு P  மற்றும் Q  என்பன x -ல் மடடு்ம உள்்ள சறார்புகை்ளறாகும். இச்சமன்பறாடடில்  y  

மற்றும் அைன வ்கை்கபகைழு 
dy
dx

 இவ்விரணடின ப்பரு்ககைல் ்பலன இரு்ககைறாது. ்மலும் சறார்நை மறாறி  

y  மற்றும் சறாரறாமறாறி x ஐப ப்பறாருதை அைனு்டய வ்கை்கபகைழு ஆகிய்வ முைலறாம் ்படியறாகை 

மடடு்ம கைறாைப்படும். பகைறாடு்ககைப்படட வ்கை்கபகைழுச் சமன்பறாடடின தீர்வு ye
Pdxò = Qe dx CPdx� ��  

என்க கி்ட்ககி்து. இஙகு e
Pdxò என்பது சமன்பறாடு (1)-ன பைறா்கையீடடு்க கைறாரணி (பைறா.கைறா) 

எனப்படும். 

17.  
dx
dy

Px Q� �  என் முைல் வரி்ச ்ேரியல் சமன்பறாடடில் P  மற்றும் Q  என்பன y -ல் மடடு்ம 

உள்்ள சறார்புகை்ளறாகும். இச்சமன்பறாடடில்  x  மற்றும் 
dx
dy

 இவ்விரணடும் ப்பரு்ககைலறாகை இரு்ககைறாது. 

்மலும் சறார்நை மறாறி x  மற்றும் சறாரறாமறாறி  y ஐப ப்பறாருதை அைன வ்கை்க பகைழு ஆகியவற்றின ்படி 

1 ஆகை மடடு்ம கைறாைப்படும். இவ்வ்கையில், வ்கை்கபகைழுச் சமன்பறாடடின தீர்வு 

xe Qe dy CPdy Pdy� � � ��  ஆகும். 

18.  t  ்ேரததில் ஒரு ப்பறாருளின இருபபு x  எனில், t  ்ேரததில் அபப்பறாருளின இருபபின கைை்ேர 

மறாறுவீைம்  
dx
dt

 ஆகும்.
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“Ordinary Differential Equations” எனும் அததியறாயத்ைத ்ைர்வு பசயகை. 
 இபப்பறாழுது இப்பறாடம் பைறாடர்்பறான ்பல ்பணிதைறாள்கை்்ள இப்ப்ககைததில் கைறாணபீர்கைள்.  
அ்னததுப ்பணிதைறாள்கை்்ளயும் பசயது ்பறார்்ககைவும்.
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“நிகழ்தகவுக் ககோட்ோடு என்து கணிப்புக்கு உட்டுத்தப்்ட்ட 
ப்ோது அறிவு ்தவிர கேறில்லை”

-  லேபேஸ்

     சமவாய்ப்பு மாறிகளின் வரலாறும், அவவ கூறுவவளியிலிருந்து 
வமய்வயெணகளுககான சார்ாக ்ரிணமித்தது எப்்டி என்்தும் 
ஓர ஆரவமூட்டும் வசய்தியொகும். எவரவமன்்கா  கூறியெது ்்ால 
சமவாய்ப்பு மாறிகள் முன்ன்ர ்யென்்டுத்தப்்ட்டிருந்்தாலும், கணஙகள் 
மற்றும் ்காரத்தல் (1900), கணடுபிடிககப்்ட்்ட பின்னர்தான் நவீன 
விளககஙகள் எழுந்்தன எனலாம். சமவாய்ப்பு மாறிகவள ்காரத்தலாக  
வ்ாருள்வகாள்ள்வணடியெ ்்தவவ இருப்்்தாக கணி்தவியெலாளரகள் 
உணரந்்தனர. ்லப்லஸ் எனும் கணி்தவியெலாளர, புள்ளியியெலின் ்ல 
அடிப்்வ்ட முடிபுகவள ்தனது புத்தகமான "Theory analytique des 
probabilities"–ல் (1812) வகுத்தார. அப்புத்தகததில் முற்்ாதியில் நிகழ்தகவு 
முவைகள் மற்றும் அ்தன் கணககுகவளப் ்ற்றியும் பிற்்ாதியில்  புள்ளியியெல் 
்யென்்ாடுகவளப் ்ற்றியும் விளககியுள்ளார.

கற்றலின் ந�ோககஙகள்

 இப்்ா்டப்்குதி நிவைவுறும்்்ாது மாணவரகள் அறிந்திருகக ்வணடியெவவ

	 ●	 ்தனிநிவல மற்றும் வ்தா்டரச்சியொன சமவாய்ப்பு மாறிகவள வவரயெறுத்தல்,

	 ●	 நிகழ்தகவு நிவைச் (வசறிவு) சாரபிவன வவரயெறுத்தல்,

	 ●	 குவிவுப் ்ரவல் சாரபிலிருந்து நிகழ்தகவு நிவைச்(வசறிவு) சாரபிவனத தீரமானித்தல்,

	 ●	 நிகழ்தகவு நிவைச்(வசறிவு) சாரபிலிருந்து குவிவுப் ்ரவல் சாரபிவனத தீரமானித்தல்,

	 ●	 சமவாய்ப்பு மாறிகளுககான சராசரி மற்றும் ்ரவற்்டிவயெக கணககி்டல் 

	 ●	 வ்ர்னாலி மற்றும் ஈருறுப்பு ்ரவல் இனஙகாண ்யென்்டுத்தல்

11.1 அறிமுகம் (Introduction)
 ஒரு சமவாய்ப்பு மாறி ்சா்தவனயின் சாததியெமான விவளவுகவள முழுவமயொக விவரிககும் 
ஒரு கூறுவவளியின் ்காட்்ாட்வ்டப் ்ற்றி ்மல்நிவல மு்தலாமாணடு இரண்டாம் வ்தாகுதியில் 
விளககப்்ட்டுள்ளது.
 ஒரு  சமவாய்ப்புச் ்சா்தவனயின் கூறுவவளியில் வவரயெறுககப்்ட்்ட சமவாய்ப்பு மாறி என 
அவைககப்்டும் ஒரு சாரபு, அ்தன் நிகழ்தகவுப் ்ரவல் ஆகியெவற்வைப் ்ற்றி இப்்ா்டப்்குதியில் 
கற்்்ாம்.

11.2  சமவோய்ப்பு மோறி (Random Variable)
  சமவாய்ப்புச் ்சா்தவனயின் முடிவவக குறியீடுகளால் குறிப்்து அவனதது நிகழவுகளிலும் 
எளி்தானது அல்ல.  நாம் கருதும் ்ல சமவாய்ப்புச் ்சா்தவனகளில் சாததியெமான முடிவுகளின் 
விளககமாக S எனும் கூறுவவளி்யெ அவமகின்ைது. 

்லப்லஸ்
(1749-1827)
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நிகழ்தகவு பரவலகள்
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நிகழ்தகவு பரவலகள்191

 அ்தாவது ்சா்தவனயின் முடிவு அல்லது  S  எனும் கூறுவவளியின் கூறுபுள்ளிகள் எணகளாக 
இருகக ்வணடியெ அவசியெமில்வல. உ்தாரணமாக ஒரு நாணயெதவ்தச் சுணடும்்்ாது கிவ்டககும் 
முடிவுகள் H (்தவல) அல்லது T (பூ). ஆகும். சமவாய்ப்புச் ்சா்தவனயின் முடிவுகளில் சில 
்தருணஙகளில் எண மதிப்புகவளத்தான் வகயொள ் வணடியுள்ளது. என்வ ் சா்தவனயின் ஒவவவாரு 
முடிவிற்கும் ஓர எணவண ஒதுககீடு வசய்கி்ைாம். அ்தாவது ்தவலககு 1 எனவும் பூவிற்கு 0 எனவும் 
ஒதுககீடு வசய்கி்ைாம். இவவாறு S –இல் உள்ள உறுப்புகளுககு எண மதிப்புகவள ஒதுககீடு வசய்்தல் 
ஒரு சமவாய்ப்பு மாறி என அவைககப்்டுகிைது. ஒரு சமவாய்ப்பு மாறி என்்து உணவமயில் ஒரு 
சார்ாகும். 

வரரயர்ற 11.1
 ஒரு சமேோய்ப்பு மோறி X  என்்து S  எனும் கூறுவவளியிலிருந்து    எனும் வமய்வயெண 
கணததின் மீது பின்வருமாறு வவரயெறுககப்்டும் சார்ாகும். 
    –இல் உள்ள இவ்டவவளி அல்லது உட்கணம் அல்லது கூறுபுள்ளிகளின் ் நரமாறு பிம்்ஙகள் 
S  –இல், ஒரு நிகழவாக அவமகிைது. ஒவவவாரு நிகழவும் நிகழ்தகவு மதிப்வ்க வகாணடிருககும்.

 சமவாய்ப்பு மாறிகவளக குறிப்பி்ட ஆஙகில எழுததுகளில் ்தவலப்பு எழுததுககளான  X, Y மற்றும் 
Z  ்்ான்ைவற்வையும் சமவாய்ப்பு மாறிகளுககான சாததியெமுள்ள மதிப்புகவளக குறிப்பி்ட  சிறியெ 
எழுததுககளான  x, y மற்றும் z  ்்ான்ைவற்வையும் ்யென்்டுதது்வாம்.

 ஒரு சமவாய்ப்பு மாறிககான கூறுவவளி S � � �� � �1 2 3, , ,  என்க.    என்்து வமய்வயெண ் காட்வ்டக 
குறிககிைது. இனி X என்்து S -இல் வவரயெறுககப்்ட்்ட வமய்மதிப்புச் சாரபு என்க. X S: →   எனக 
குறிப்பி்டப்்டுகிைது.  ω என்்து S -இல் உள்ள கூறுபுள்ளி என்்்தால் X ( )ω  என்்து ஒரு 
வமய்வயெணணாகும்.
 ��S  எனுமாறு உள்ள X ( )ω  வ்தாகுப்பு வீச்சகமாகும். அ்தாவது Rx எனக குறிப்பி்டப்்டும் 
வீச்சகமானது Rx X S� � � �� �� �/  ஆகும்.

 வமய்வயெண ்காட்டின் மீ்தான கூறுவவளி  S -இன் 
சில கூறுபுள்ளிகள் ωi  அல்லது நிகழவுகளின் 
வவர்்டதவ்த ்்டம் 11.1-ல் காணலாம்.
 சான்ைாக, � � � �11 12 13 1, , , k S� –ககு x என்்து 
X -இன் ஒரு சாததியெமான மதிப்பு எனில் 
� � � �11 12 13 1, , , k� �என்்து x –இன் ்நரமாறு மதிப்்ாகும்.

 அ்தாவது X x k
− = { }1

11 12 13 1( ) , , ,ω ω ω ωω ω ω ω11 12 13 1, , , k{ }ω11, ω12, ω13,...ω1k ω ω ω ω11 12 13 1, , , k{ } என்்து S–
இல் ஒரு நிகழவாகும்.
விளகக எடுத்துககோட்டு 11.1
 ஒரு நாணயெம் ஒரு முவை சுண்டப்்டுகிைது என்க. H(்தவல) மற்றும் T(பூ) என இரு கூறுபுள்ளிகள் 
கூறுவவளியில் உள்ளன. 

 அ்தாவது S T H�� �,

 X S: →   என்்து ்தவலகளின் எணணிகவக என்க.

 அ்தாவது X T� � � 0 , மற்றும்   X H� � �1ஆகும்.

 என்வ X  எனும் சமவாய்ப்பு மாறி 0 மற்றும்  1 ஆகியெ மதிப்புகவளப் வ்றுகிைது. X ( )ω என்்து 

்தவலகளின் எணணிகவகவயெக குறித்தால்

X
T
H

( )
( )

( )
�

�
�

�
�
�

�
�
�

0

1

  g{

  jiy

்்டம்  11.1

iω rω

 i( )X ω ( )rX ω

S

X

x

�

ω ω ω ω11 12 13 1, , ,… k

கூறுவவளி

வமய்வயெண ்காடு
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192XII - கணிதவியல்

எடுத்துககோட்டு 11.1
 இரு நாணயெஙகள் ஒரு முவை சுண்டப்்டுகின்ைன. X  என்்து பூககளின் எணணிகவகவயெக 
குறித்தால், (i) கூறுவவளிவயெ எழுதுக (ii) 1–ன் ்நரமாறு பிம்்தவ்தக காணக (iii) சமவாய்ப்பு 
மாறியின் மதிப்புகள்,  மற்றும் ் நரமாறு பிம்்ஙகளில் உள்ள உறுப்புகளின் எணணிகவகவயெக காணக.
தீர்வு

 (i) கூறுவவளி S  �� ��� �H T H T, ,
  அ்தாவது S TT TH HT HH� � �, , ,

 (ii) X S: →   என்்து பூககளின் எணணிகவக என்க.

  என்வ X TT� �  =  2  (2 பூககள்)
  X TH� �  =  1  (1 பூ)
  X HT� �  =  1 (1 பூ)
  மற்றும் X HH� �  =  0  (0 பூககள்).
 இனி X  என்்து 0, 1 மற்றும் 2 ஆகியெ மதிப்புகவளப் வ்றும் சமவாய்ப்பு மாறியொகும். 
 X ( )ω என்்து பூககளின் எணணிகவகவயெக குறிப்பிடுகிைது என்க, இதிலிருந்து

X
TT
HT TH
HH

( )

,

, ,

,

�
�
�
�

�
�
�
�

�

�
�

�
�

2

1

0

 எனப் வ்றுகி்ைாம்.

  1-இன் ்நரமாறு பிம்்ஙகள் TH HT,� �  ஆகும். அ்தாவது  X TH HT� � �� � � � �1 1 , .

 (iii) ்நரமாறு பிம்்ஙகளில் உறுப்புகளின் எணணிகவக ்ட்டியெலில் காட்்டப்்ட்டுள்ளது.

சமவாய்ப்பு மாறியின் மதிப்புகள் 0 1 2 வமாத்தம் 

்நரமாறு பிம்்ஙகளில் உறுப்புகளின் எணணிகவக 1 2 1 4

எடுத்துககோட்டு 11.2
 சீரான இரு ்கவ்டகள் உருட்்டப்்டுவ்தாகக வகாள்்வாம். X என்்து இரு ்கவ்டயில் கிவ்டககும் 
எணகளின் வமாத்தக கூட்டுத வ்தாவக எனில், (i) கூறுவவளி (ii) X எனும் சமவாய்ப்பு மாறி எடுககும் 
மதிப்புகள், (iii) 10-இன் ் நரமாறு பிம்்ம், மற்றும் (iv) X-ன் ் நரமாறு பிம்்ததில் உள்ள உறுப்புகளின் 
எணணிகவக ஆகியெவற்வைக காணக.
தீர்வு

 (i) கூறுவவளி
  S = 1 2 3 4 5 6 1 2 3 4 5 6, , , , , , , , , ,� ��� � , 
  36 வரிவசப்்டுத்தப்்ட்்ட ்சாடிகள் � �,� �-இல்  

உள்ளன. இஙகு α மற்றும் β  ஆகியெவவ 1 
மு்தல் 6 வவர ்்டததிலிருப்்து ்்ால் 
எந்்தவவாரு முழு எண மதிப்வ்யும் வ்றும். 
ஒவவவாரு புள்ளி � �,� �  என்்்தற்கும் X 
என்்து ்கவ்டயின் ்மலுள்ள எணகளின் கூடு்தல் என ஒதுககீடு வசய்யெப்்டுகிைது.

  அ்தாவது X � � � �,� � � � ஆகும். 
  என்வ
   X 1 1,� �  =  1 1 2� �

   X 1 2,� �  =  X 2 1 3,� � �

்காரப்பு X (.)-இன் ்டி S → 

்்டம்  11.2

S �

� � � � � �
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� � � �
� � � �

� � � �
� � � �

� �
� �

, , , , , ,

, , , , , , ,

,

,

,

, , 55 6

6 56 1 6 4 6 66 2 6 3

,

,, , , , , , , ,, ,

� �
� �� � � � � �
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கூறுவவளி
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   X 1 3,� �  =  X X2 2 3 1 4, ,� � � � � �
   X 1 4,� �  =  X X X2 3 3 2 4 1 5, , ,� � � � � � � � �
   X 1 5,� �  =  X X X X2 4 3 3 4 2 5 1 6, , , ,� � � � � � � � � � � �
   X 1 6,� �  =  X X X X X2 5 3 4 4 3 5 2 6 1 7, , , , ,� � � � � � � � � � � � � � �
   X 2 6,� �  =  X X X X3 5 4 4 5 3 6 2 8, , , ,� � � � � � � � � � � �
   X 3 6,� �  =  X X X4 5 5 4 6 3 9, , ,� � � � � � � � �
   X 4 6,� �  =  X X5 5 6 4 10, ,� � � � � �
   X 5 6,� �  =  6 5 11,� � �
   X 6 6,� �  =  12 .

  (ii) என்வ X  எனும் சமவாய்ப்பு மாறி 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12 ஆகியெ மதிப்புகவளப் 

வ்றுகிைது.
  (iii) 10-இன் ்நரமாறு பிம்்ம் 4 6,� �� , 5 5,� � , 6 4,� ��  ஆகும்.

  (iv) ்நரமாறு பிம்்ஙகளில் எணணிகவக கீ்ை ்ட்டியெலி்டப்்ட்டுள்ளது.

சமவாய்ப்பு மாறியின் மதிப்புகள் 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 வமாத்தம்
்நரமாறு பிம்்ஙகளில் உறுப்புகளின் 
எணணிகவக 1 2 3 4 5 6 5 4 3 2 1 36

எடுத்துககோட்டு 11.3
 ஒரு ஜாடியில் 2 வவள்வள ்ந்துகள் மற்றும் 3 சிவப்பு ்ந்துகள் உள்ளன. சமவாய்ப்பு முவையில் 
3  ் ந்துகள் ஜாடியிலிருந்து ் ்தரந்வ்தடுககப்்டுகின்ைன.  X  என்்து ் ்தரந்வ்தடுககும் சிவப்பு ் ந்துகளின் 
எணணிகவகவயெக குறிப்பிட்்டால், சமவாய்ப்பு மாறி X -இன் மதிப்புகவளயும் அ்தன் ்நரமாறு 
பிம்்ஙகளில் எணணிகவகவயெயும் காணக.

தீர்வு

 வவள்வள மற்றும் சிவப்பு ்ந்துகவள,  w w r r1 2 1 2, , , மற்றும் r3 எனக குறிப்பிடு்வாம். 
 கூறுவவளியில் 5

3
c = 10 வவவ்வறு 3 எணணிகவக அளவுள்ள கூறுகள் உள்ளன.

 அ்தாவது S w w r w w r w w r w r r w r r w r r w r r w r r� 1 2 1 1 2 2 1 2 3 1 1 2 1 2 3 1 1 3 2 1 2 2 2 3, , , , , , , , ww rr r r r2 1 3 1 2 3,� �ஆகும்.

 சமவாய்ப்பு மாறி X  எடுககும் மதிப்புகள் 1, 2, மற்றும் 3 ஆகும்.

்காரப்பு X (.)-இன் ்டி S → 

்்டம்  11.3

கூறுவவளி

வமய்வயெண ்காடு

X = 1 X = 1X = 1 X = 3X = 2 X = 2X = 2 X = 2 X = 2X = 2

S

1w 2w

1r
2w 3r

2r
2w

1r
2r1w

1r
2r

1w
2r

3r 1w 1r

3r
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3r
2w1w
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                       S
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சமவாய்ப்பு மாறி X-இன் மதிப்புகள் 1 2 3 வமாத்தம்

்நரமாறு பிம்்ஙகளில் உறுப்புகளின் எணணிகவக 3 6 1 10

குறிப்புரர

 X என்்து வவள்வள ்ந்துகளின் எணணிகவகவயெக குறிப்பிட்்டால்  X எடுககக கூடியெ மதிப்புகள் 
0,1, மற்றும் 2 ஆகும். ்நரமாறு பிம்்ஙகளில் எணணிகவக கீழககாணுமாறு ்ட்டியெலி்டப்்டுகிைது.

சமவாய்ப்பு மாறி X-இன் மதிப்புகள் 0 1 2 வமாத்தம்

்நரமாறு பிம்்ஙகளில் உறுப்புகளின் எணணிகவக 1 6 3 10

விளகக எடுத்துககோட்டு 11.2
 150 மாணவரகவளக வகாண்ட ஒரு குழு 4 ்்ருந்துகளில் சுற்றுலாவிற்குச் வசல்கின்ைனர. ஒரு 
்்ருந்தில் 38 மாணவரகளும், இரண்டாவது ்்ருந்தில் 36 மாணவரகளும், மூன்ைாவது ்்ருந்தில் 
32 மாணவரகளும், மீ்தமுள்ள மாணவரகள் நான்காவது ்்ருந்திலும் ்யெணித்தனர. ்சருமி்டம் 
வந்்ததும் அந்்த 150 மாணவரகளில் ஒருவர சமவாய்ப்பு முவையில் ்்தரந்வ்தடுககப்்ட்்டார. 
 X  என்்து சமவாய்ப்பு முவையில் ்்தரந்வ்தடுககப்்ட்்ட மாணவன் இருந்்த ்்ருந்திலுள்ள 
மாணவரகளின் எணணிகவகவயெக குறிககிைது என்க. என்வ  X  என்்து 32, 36, 38, மற்றும் 44 
ஆகியெ மதிப்புகவளக வகாணடிருககும்.
எடுத்துககோட்டு 11. 4

 6  வவள்வள மற்றும் 4 கருப்பு ்ந்துகள் வகாண்ட ஒரு ஜாடியிலிருந்து இரு ்ந்துகள் சமவாய்ப்பு 
முவையில் ்்தரந்வ்தடுககப்்டுகின்ைன. ்்தரந்வ்தடுககப்்டும் ஒவவவாரு கருப்பு ்ந்திற்கும் ` 30 
வவல்வ்தாகவும் ்்தரந்வ்தடுககப்்டும் ஒவவவாரு வவள்வள ்ந்திற்கும் ` 20 ்்தாற்்்தாகவும் வகாள்க. 
வவல்லும் வ்தாவகவயெ X  குறிப்்்தாகக வகாண்டால், X -இன் மதிப்புகவளயும் மற்றும் அ்தன் 
்நரமாறு பிம்்ஙகளில் புள்ளிகளின் எணணிகவகயும் காணக.
தீர்வு

 சாததியெமான தீரவுகள் (i) இரணடு்ம கருப்்ாக இருககலாம் அல்லது (ii) ஒரு வவள்வள மற்றும் 
ஒரு கருப்பு அல்லது (iii) இரணடு்ம வவள்வளயொக இருககலாம். என்வ X என்்து பின்வரும் 
மதிப்புகவளக வகாணடிருககும் சமவாய்ப்பு மாறியொகும்.
   X  (இரணடு்ம கருப்பு ்ந்துகள்) =  ̀  2(30) =  ` 60
   X  (ஒரு கருப்பு மற்றும் ஒரு வவள்வள ்ந்து) =  ̀  30−  ` 20=  ` 10
   X  (இரணடு்ம வவள்வள ்ந்துகள்) =  ̀  2(−  20)� �  ` 40
  என்வ X  ஆனது 60,10, மற்றும் −  40 மதிப்புகவளக வகாணடிருககும்.
      குறிப்பு :  60-இன் ்நரமாறு பிம்்ம் b b b b b b b b b b b b1 2 1 3 1 4 2 3 2 4 3 4, , , , , .� �  ஆகும்.

சமவாய்ப்பு மாறி X-இன் மதிப்புகள் 60 10 – 40 வமாத்தம்

்நரமாறு பிம்்ஙகளில் உறுப்புகளின் எணணிகவக 6 24 15 45

விளகக எடுத்துககோட்டு 11.3
 ்தவல நிகழும்வவர ஒரு நாணயெம் சுண்டப்்டுகிைது. அ்தன் கூறுவவளி
 S H TH TTH TTTH�� �, , , ,  ஆகும்.
 ்தவல நிகழும்வவர சுண்டப்்டும் எணணிகவகவயெ X என்க.
 இனி X  எனும் சமவாய்ப்பு மாறி 1 2 3, , ,  மு்தலியெ மதிப்புகவளக வகாணடிருககும்.

(6
0)(4

2) (6
1)(4
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விளகக எடுத்துககோட்டு 11.4
 N  என்்து ஒரு கால இவ்டவவளியில் உ்தவிவமயெததிற்குச் வசன்று  வரிவசயில் காததிருககும் 
நுகர்வாரகளின் எணணிகவக எனில் குவையெற்ை எணகளின் கணமாகத்தான் கூறுவவளி அவமயும் . 
அ்தாவது S ={ , , , , }0 1 2 3   மற்றும் N  என்்து ஒரு சமவாய்ப்பு மாறி வகாணடிருககும் மதிப்புகள் 
0 1 2 3, , , ,  ஆகும்.

விளகக எடுத்துககோட்டு 11.5
 ஒரு ்சா்தவன மின் விளககின் ஆயுவள ஆராயும் எனில் மின்விளககின் ஆயுட்காலமாகக 
கூறுவவளி அவமயும். என்வ கூறுவவளியொனது S � �[ , )0  ஆகும். X  என்்து மின்விளககின் 
ஆயுட்காலதவ்தக குறித்தால், X  எனும் சமவாய்ப்பு மாறி வகாணடிருககும் மதிப்புகள் 0,�� � -ல் 
அவமயும்.
விளகக எடுத்துககோட்டு 11.6
 r  ஆரமுள்ள ஒரு வட்டு D  என்க. D -இல் சமவாய்ப்பு முவையில் ஒரு புள்ளி ்்தரந்வ்தடுககப்்டுகிைது. 
வமயெததிலிருந்து புள்ளி இருககும் வ்தாவலவவ X  என்க. கூறுவவளி S D=  மற்றும் X  எனும் 
சமவாய்ப்பு மாறிக வகாணடிருககும் மதிப்புகள் 0  மு்தல் r  வவர ஆகும். அ்தாவது ��S -ககு 
X r�� ��� �0,  ஆகும்.

பயிறசி 11.1
 1. X என்்து மூன்று சீரான நாணயெஙகவள ஒ்ர சமயெததில் ஒரு முவைச் சுணடும்்்ாது விழும் 

பூககளின் எணணிகவக என்க. சமவாய்ப்பு மாறியொன X–இன் மதிப்புகவளயும் அ்தன் ்நரமாறு 
பிம்்ஙகளில் உள்ள புள்ளிகளின் எணணிகவகவயெயும் காணக.

 2. 52 சீட்டுகட்டுகவள உவ்டயெ ஒரு சீட்டுககட்டிலிருந்து இரு சீட்டுகள் ஒ்ர சமயெததில்  
சமவாய்ப்பு முவையில் எடுககப்்டுகின்ைன. அவவாறு எடுககப்்ட்்ட சீட்டுகள் கருப்்ாக 
இருப்பின் சமவாய்ப்பு மாறியொன X–இன் மதிப்புகவளயும் அ்தன் ்நரமாறு பிம்்ஙகளில் உள்ள 
புள்ளிகளின் எணணிகவகவயெயும் காணக.

 3. ஒரு கூவ்டயில் 5 மாஙகனிகள் மற்றும் 4 ஆப்பிள்கள் உள்ளன. அதிலிருந்து மூன்று ்ைஙகள் 
சமவாய்ப்பு முவையில் ்்தரந்வ்தடுககப்்டுகின்ைன. அவவாறு ்்தரந்வ்தடுககும் ்ைஙகள் 
ஆப்பிள்கள் எனில், சமவாய்ப்பு மாறியொன X–இன் மதிப்புகவளயும் அ்தன் ்நரமாறு 
பிம்்ஙகளில் உள்ள புள்ளிகளின் எணணிகவகவயெயும் காணக.

 4. 6 சிவப்பு மற்றும் 8 கருப்பு ்ந்துகள் உள்ள ஒரு வகாள்கலனிலிருந்து இரு ்ந்துகள் சீரான 
முவையில் ்்தரந்வ்தடுககப்்டுகின்ைன. அவவாறு ்்தரந்வ்தடுககப்்டும் ஒவவவாரு சிவப்பு 
்ந்திற்கும் ` 15 வவல்வ்தாகவும் ்்தரந்வ்தடுககப்்டும் ஒவவவாரு கருப்பு ்ந்திற்கும் ` 10 
்்தாற்்்தாகவும் வகாள்க. வவல்லும் வ்தாவகவயெ X குறிப்்்தாகக வகாண்டால் X -இன் 
மதிப்புகவளயும் மற்றும் அ்தன் ்நரமாறு பிம்்ஙகளில் புள்ளிகளின் எணணிகவகவயெயும் 
காணக. 

 5. ஆறு ்கக ்கவ்ட ஒன்றின் ஒரு ்ககததில் ‘2’ எனக குறிககப்்ட்டுள்ளது. அ்தன் இரணடு 
்ககஙகளில்  ‘3’ எனவும், மீ்தமுள்ள மூன்று ்ககஙகளில் ‘4’ எனவும் உள்ளது. இருமுவை 
்கவ்ட உருட்்டப்்டுகிைது. X  என்்து இரு உருட்்டல்களில் கிவ்டககும் எணகளின் கூட்டுத 
வ்தாவகவயெ குறிககிைது எனில், X –இன் மதிப்புகவளயும் மற்றும் அ்தன் ் நரமாறு பிம்்ஙகளில் 
புள்ளிகளின் எணணிகவகவயெயும் காணக.

11.3  சமவோய்ப்பு மோறிகளின் வரககள் (Types of Random Variable)
 இந்்த அததியொயெததில் இரு வவக சமவாய்ப்பு மாறிகவளப் ்ற்றி மட்டும் ்ாரப்்்ாம். அவற்றில் 
ஒன்று  எணணி்ட்தகக மதிப்புகவளக வகாணடிருககும் ஒரு சமவாய்ப்பு மாறி மற்றும் மற்வைான்று 
வ்தா்டரச்சியொன மதிப்புகவளக வகாணடிருககும் சமவாய்ப்பு மாறியொகும். அ்தாவது,

 (i) ்தனிநிவல சமவாய்ப்பு மாறி (எணணத்தகக அளவவ)

 (ii) வ்தா்டரச்சியொன சமவாய்ப்பு மாறி (அளவி்டத்தகக அளவவ)
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11.3.1  ்தனிநிரை சமவோய்ப்பு மோறிகள் (Discrete random variables)
 இப்்ா்டப்்குதியில் நாம் பின்வருவனவற்வைப் ்ற்றி விவாதிககலாம். 
 (i)  ்தனிநிவல சமவாய்ப்பு மாறி (ii) நிகழ்தகவு நிவைச் சாரபு.
 (iii) குவிவு ்ரவல் சாரபு.   (iv) நிகழ்தகவு நிவைச் சாரபிலிருந்து  குவிவு ் ரவல் சாரபு வ்று்தல்.
 (v) குவிவு ்ரவல் சாரபிலிருந்து நிகழ்தகவு நிவைச் சாரபு வ்று்தல்.
 சமவாய்ப்பு மாறியின் வீச்சு கணமானது எணகளின் ்தனிநிவல கணம் எனில் சமவாய்ப்பு மாறியின் 
்நரமாறு பிம்்ம் முடிவுறு அல்லது எணணி்டத்தகக முடிவுறு கணமாக அவமயும். அத்தவகயெ 
சமவாய்ப்பு மாறிகள் ்தனிநிவல சமவாய்ப்பு மாறிகள் என அவைககப்்டுகின்ைன. ்தனிநிவல 
கூறுவவளியில் வவரயெறுககப்்டும் ஒரு சமவாய்ப்பு மாறி ்தனிநிவலயொக இருககும். 

வரரயர்ற 11.2 (்தனிநிரை சமவோய்ப்பு மோறி)
 கூறுவவளி S–லிருந்து வமய்வயெணகள் 



–ககு வவரயெறுககப்்டும் X எனும் ஒரு சமவாய்ப்பு 
மாறி, X –இன் வீச்சு எணணி்ட்தகக்தாக இருந்்தால் ்தனிநிவல சமவாய்ப்பு மாறியொகும். அ்தாவது, 
முடிவுறு அல்லது எணணி்ட்தகக முடிவுைா எண மதிப்புகவள மட்டு்ம வகாணடிருககும். இஙகு S  
கணததில் உள்ள ஒவவவாரு மதிப்பின் நிகழ்தகவும் மிவகவயெண நிகழ்தகவுக வகாண்ட்தாகவும், 
நிகழ்தகவுகளின் வமாத்த கூடு்தல் ஒன்ைாகவும் இருககும்.

குறிப்புரர

 வ்தா்டர கூறுவவளியில் கூ்ட ்தனிநிவல சமவாய்ப்பு மாறிவயெ வவரயெறுகக இயெலும். சான்ைாக,
 (i) வ்தா்டர கூறுவவளி S = [ , ]0 1 –இல், அவனதது ��S -ககு, X ( )� �10 என வவரயெறுககப்்டும் 

சமவாய்ப்பு மாறி என்்து ஒரு ்தனிநிவல சமவாய்ப்பு மாறியொகும்.
 (ii) வ்தா்டர கூறுவவளி S = [ , ]0 20 –ககு, வவரயெறுககப்்டும் சமவாய்ப்பு மாறி  

X ( )
[ , )

[ , ]
�

�
�

�
�
�

�
�
�

1 0 10

2 10 20

 ,

 ,
 என்்து ஒரு ்தனிநிவல சமவாய்ப்பு மாறியொகும்.

11.3.2  நிகழ்தகவு நிர்றச் சோர்பு (Probability Mass Function)
  ஒரு ்தனிநிவல சமவாய்ப்பு மாறி குறிப்பிட்்ட x, மதிப்வ்ப் வ்றும்்்ாது, அ்தாவது  P X x( )=  
என்்து f x( )  அலலைது p x( )  எனக குறிப்பி்டப்்டும்.  f x( ) எனும் சாரபு நிகழ்தகவு நிவைச் சாரபு என 
அவைககப்்டுகிைது. இருப்பினும் சில நூலாசிரியெரகள் இ்தவன நிகழ்தகவு சாரபு எனவும் நிகழவவண 
சாரபு எனவும் குறிப்பிடுகின்ைனர.  இப்்ா்டப்்குதியில், சமவாய்ப்பு மாறி ்தனிநிவலயொக 
இருககும்்்ாது, வைககமான துவைச் வசால்லான நிகழ்தகவு நிவைச் சாரபு என்்து 
்யென்்டுத்தப்்டுகிைது மற்றும்  அ்தன் வைககமான சுருககம் pmf  ஆகும். 

வரரயர்ற 11.3 (நிகழ்தகவு நிர்றச் சோர்பு)

 x x x xn1 2 3, , , ,   என்ை ்தனி மதிப்புகவளக வகாண்ட X என்்து ஒரு ்தனிநிவல சமவாய்ப்பு 
மாறிவயெனில், சாரபு f (.)  அல்லது p(.)   எனக குறிப்பி்டப்்டுகிைது. ்மலும் f x P X xk k( ) ( )= = ,
k n=1 2 3, , , , என்்து நிகழ்தகவு நிவைச் சார்ாக வவரயெறுககப்்டுகிைது.

ந்தற்றம் 11.1 (நிரூபணமின்றி)

 f x( )  எனும் சாரபு  x1, x2, x3, ... xn .... என்ை வமய்வயெண மதிப்புகளுககு நிகழ்தகவுச் சார்ாக 
்்தவவயொனதும் மற்றும் ் ்ாதுமானதுமான நி்ந்்தவனகளாகக கீழககாணும் ் ணபுகவளக 
வகாணடிருகக ்வணடும்.

 (i) f xk( ) ≥ 0        k n=1 2 3, , , ,  –ககு மற்றும் (ii) f xk
k

( )=∑ 1  
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குறிப்பு

 (i) f x P X x k nk k( ) ( ), , , , ,� � �� �1 2 3   என்ை நிகழ்தகவுகளின் கணம். ்தனிநி்லை சமேோய்ப்பு 
மோறியின நிகழ்தகவுப் ்ரேல என்றும் அவைககப்்டுகின்ைது. 

 (ii) சமவாய்ப்பு மாறி ஒரு சாரபு என்்்தால் அ்தவன
  (a)  ்ட்டியெல் முவை (b) வவர்்டம் முவை (c) ்காவவ முவை 
  ஆகியெ முவைகளில் குறிப்பி்டலாம்.
எடுத்துககோட்டு 11.5
 இரு சீரான நாணயெஙகள் ஒ்ர சமயெததில் சுணடி வி்டப்்டுகின்ைன. (ஒரு சீரான நாணயெம் இரு 
முவை சுணடி வி்டப்்டுவ்தற்கு சமானமானது). கிவ்டத்த ்தவலகளின் எணணிகவகககு நிகழ்தகவு 
நிவைச் சாரபு காணக.
தீர்வு
        கூறுவவளி S  =  H T H T, ,� ��� �  
   அ்தாவது S  =  TT TH HT HH, , ,� �  
 ்தவலகளின் எணணிகவகவயெக குறிககும் சமவாய்ப்பு மாறி X என்க. 
 என்வ,       
   X TT� �  =  0 , X TH� �  =  1,

   X HT� �  =  1, மற்றும்  X HH� �  =  2 .
 என்வ சமவாய்ப்பு மாறி X –ஆனது 0, 1 மற்றும் 2 ஆகியெ மதிப்புகவளக வகாணடிருககும்.

சமவாய்ப்பு மாறியின் மதிப்பு 0 1 2 வமாத்தம்
்நரமாறு பிம்்ஙகளில் உறுப்புகளின் எணணிகவக 1 2 1 4

 நிகழ்தகவு நிவைச் சாரபு கீழககாணுமாறு வகாடுககப்்ட்டுள்ளது. 

    f ( )0  =  P X( )= =0
1

4
,

   f ( )1  =  P X( )= =1
1

2
 

   மற்றும்  f ( )2  =  P X( )= =2
1

4
 

 சாரபு f x( ) கீழககாணும் நி்ந்்தவனகவளப் பூரததி வசய்கிைது

 (i) f x( ) ≥ 0 ,  x = 0 1 2, ,

 (ii) f x f x f f f
x

x

x
( ) ( ) ( ) ( ) ( )� � � �

�

�

�� 0 1 2
0

2

 

   =  1
4

1

2

1

4
1� � �  

 என்வ f x( ) என்்து ஒரு நிகழ்தகவு நிவைச் சாரபு ஆகும்.  
நிகழ்தகவு நிவைச் சாரபு கீழககாணுமாறு வகாடுககப்்ட்டுள்ளது.

x 0 1 2

f x( )
1

4

1

2

1

4

(அல்லது)

்்டம்  11.4

f x

x

x

x

( ) �

�

�

�

�

�

�
�
�

�

�
�
�

1

4
0

1

2
1

1

4
2

,

,

,

-இன் நிகழ்தகவு நிவைச் சாரபு
1 2

1

f(x)

f(x)

x

1-
4

1-
2

3-
4

1-
4

1-
2

0
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எடுத்துககோட்டு 11.6
 இரு சீரான ்கவ்டகள் ஒரு முவை 
உருட்்டப்்டுகின்ைன. கிவ்டத்த நான்குகளின் 
எணணிகவகககான நிகழ்தகவு நிவைச் சாரபு காணக.
தீர்வு

 நான்குகளின் எணணிகவகவயெ x -இன் 

மதிப்புகளாகக வகாண்ட சமவாய்ப்பு மாறி X என்க.

 கூறுவவளி S  அட்்டவவணயொகத ்தரப்்ட்டுள்ளது.
 இ்தவன

 S i j� � �( , ) எனவும் எழு்தலாம், இஙகு i =1 2 3 6, , ,  மற்றும் j =1 2 3 6, , ,  ஆகும்.

 என்வ X –ஆனது 0, 1, மற்றும் 2 ஆகியெ மதிப்புகவளக வகாணடிருககும்.
 (i) X = 0,  ∀ ( , )i j , i j¹ ¹4 4,  எனில்

 (ii)  X =1,  1,4 , 2,4 , 3,4 , 5,4 , 6,4� � � � � � � � � � � � � � � � � � �, , , , , , , , , ,4 1 4 2 4 3 4 5 4 6��  என்்வற்றில்

 (iii) X = 2,  4 4,� �-இல்
 என்வ, 

சமவாய்ப்பு மாறி X-இன் மதிப்பு 0 1 2 பமோத்தம்

்நரமாறு பிம்்ஙகளில் உறுப்புகளின் எணணிகவக 25 10 1 36

 நிகழ்தகவுகள்

   f ( )0  =  P X( )= =0
25

36
,

   f ( )1  =  P X( )= =1
10

36
 

   மற்றும்  f ( )2  =  P X( )= =2
1

36
 ஆகும்.

 இஙகு சாரபு f x( )  கீழககாணும் 
நி்ந்்தவனகவளப் பூரததி வசய்கின்ைது.

 (i) f x( ) ,≥ 0  x = 0 1 2, ,  மற்றும் 

 (ii) f x f x f f f
x

x

x
( ) ( ) ( ) ( ) ( )� � � � �

�

�

�� 0 1 2 1
0

2

 

  =  25

36

10

36

1

36
1� � �

 நிகழ்தகவு நிவைச் சாரபு கீழககாணுமாறு வைஙகப்்டுகிைது.

x 0 1 2

f x( )
25

36

10

36

1

36

(அல்லது)

)( ) ( ) ( ) ( ) ( ( )
)( ) ( ) ( ) ( ) ( ( )
)( ) ( ) ( ) ( ) ( (
)

1, 1 , 1, 2 , 1, 3 , 1, 4 , 1, 5 , 1, 6

( ) ( ) ( ) ( ) ( (
)

)( ) ( ) ( ) ( ) ( (
)

)( ) ( ) ( ) ( ) ( (
)
)

2, 1 , 2, 2 , 2, 3 , 2, 4 , 2, 5 , 2, 6

3, 1 , 3, 2 , 3, 3 , 3, 4 , 3, 5 , 3, 6

4, 1 , 4, 2 , 4, 3 , 4, 4 , 4, 5 , 4, 6

5, 1 , 5, 2 , 5, 3 , 5, 4 , 5, 5 , 5, 6

6, 1 , 6, 2 , 6, 3 , 6, 4 , 6, 5 , 6, 6

=S { {( )4, 4

்்டம்  11.5

f x

x

x

x

( ) �

�

�

�

�

�

�
�
�

�

�
�
�

25

36
0

10

36
1

1

36
2

,   

,   

,   

-இன் நிகழ்தகவு நிவைச் சாரபு

1 2

1

f(x)

f(x)

x

y

0

1-
36

25-
36

10-
36
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11.3.3  குவிபுப் பரவல சோர்பு அலைது பரவல சோர்பு

            (Cumulative Distribution Function or Distribution Function)
 ்ல ்தருணஙகளில் நிகழ்தகவவக கண்டறியும்வ்ாழுது, சமவாய்ப்பு மாறி X, ஏற்கும் மதிப்புகளானது 
ஏ்்தனும் ஒரு வமய்வயெண x-ககு குவைவாக்வா அல்லது சமமாக்வா இருப்்வ்தக காணலாம். 
ஒவவவாரு வமய்வயெண x –ககும் F x P X x( ) � �� �  என்றிருந்்தால், F x( ) -ஐ சமவாய்ப்பு மாறி  
X -இன் குவிவு ்ரவல் சாரபு அல்லது ்ரவல் சாரபு மற்றும் அ்தன் வ்ாதுவான சுருககம்  cdf  ஆகும்.

வரரயர்ற 11.4 (குவிவு பரவல சோர்பு)

 x x x1 2 3< < <எனும்்டி x x x1 2 3, , ,மதிப்புகளுககு F x( ) –ஐ நிகழ்தகவு நிவைச் 

சார்ாகக வகாணடிருககும் ்தனிநிவல சமவாய்ப்பு மாறி X –இன் குவிவு ்ரவல் சாரபு   

F x( ) –இன் நிகழ்தகவு நிவைச் சாரபு   F x P X x f x xi
x xi

( ) ,� �� � � � � �
�
� ஆகும்.

 ்தனிநிவல சமவாய்ப்பு மாறியின் ்ரவல் சாரபு ்தனிநிவல ்ரவல் சாரபு எனப்்டுகிைது.  எனினும், 
நிகழ்தகவு நிவைச் சாரபு f x( )  என்்து x x x1 2 3, , , ,  எனும் ்தனிநிவல மதிப்புகள் கணததிற்குத்தான் 
வவரயெறுககப்்ட்்டது. குவிவு ்ரவல் சாரபு F x( )  என்்து அவனதது வமய் மதிப்புகளான x∈ –ககு 
வவரயெறுககப்்டுகிைது.  
 நிகழ்தகவு நிவை சாரபிவனப் ்யென்்டுததி குவிவு ்ரவல் சாரபிவனக கணிககலாம்.
 F x P X x f x P X xi

x x
i

x xi i

( ) � �� � � � � � �� �
� �
� �

 X  எனும் சமவாய்ப்பு மாறி, x x x xn1 2 3, , , , ( x x x xn1 2 3< < < <, ) என்ை முடிவுறு 
எணணிகவகயிலான மதிப்புகவள மட்டும் வகாணடிருந்்தால் , அ்தன் குவிவு ்ரவல் சாரபிவன 
கீழககாணுமாறு வவரயெறுககலாம்.

F x

x x
f x x x x
f x f x x x x
f x f x

( )

,

( ),

( ) ( ),

( ) ( )
�

�� � �
� �

� � �
� �

0 1

1 1 2

1 2 2 3

1 2 ff x x x x

f x f x f x x xn n

( ),

( ) ( ) ( ) ,

3 3 4

1 2

� �

� � � � � �

�

�

�
�
��

�

�
�
�
�

� �
…

 ்தனிநிவல சமவாய்ப்பு மாறி X–ககு ,குவிவு ்ரவல் சாரபு கீழககாணும் ்ணபுகவளப் பூரததி 
வசய்கிைது.

 (i) அவனதது x∈ -ககு 0 1£ £F x( ) ,  

 (ii) F x( ) , ஒரு வமய் மதிப்புவ்டயெக குவைவுைாச் சாரபு ஆகும் x y F x F y� �� �, ( ) ( )vdpy; .

 (iii) F x( )  ஒரு வலப்்ககத வ்தா்டர சாரபு ஆகும் lim
x a

F x F a
� �

� � � � �� � .

 (iv) lim
x

F x F
���

� � � ��� � � 0 .

 (v) lim
x

F x F
���

� � � ��� � �1 .

 (vi) P x X x F x F x1 2 2 1� �� � � � � � � � .

 (vii) P X x P X x F x�� � � � �� � � � � �1 1 .

 (viii) P X x F x F xk k k=( ) = − −( ) ( ) .
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குறிப்பு
 சில நூலாசிரியெரகள் குவிவு ்ரவல் சாரபு F x( )-இன் வவரயெவைககு வலப்்ககத வ்தா்டரச்சிககு 
்திலாக இ்டப்்கக வ்தா்டரச்சிவயெப் ்யென்்டுததுகிைாரகள்.

11.3.4  நிகழ்தகவு நிர்ற சோர்பிலிருந்து குவிவு பரவல சோர்பு

            (Cumulative Distribution Function from Probability Mass function)
 ஒரு ்தனிநிவல சமவாய்ப்பு மாறி X  –இன் நிகழ்தகவு நிவை சாரபு மற்றும் குவிவு ்ரவல் சாரபு 
ஆகியெ இரணடும் X –இன் அவனதது நிகழ்தகவு ்தகவல்கவளயும் வகாணடிருககும். X –ன் நிகழ்தகவு 
்ரவவல இந்்த இரணடிவலான்று தீரமானிகக இயெலும். உணவமயில்,  ்தனிநிவல சமவாய்ப்பு மாறி  
X –இன் ்ரவல் சாரபு F-இவன X-இன் நிகழ்தகவு நிவைச்சாரபு f x( )  மூலமாக விளககலாம். அ்தற்கு 

்நரமாைாகவும் விளககலாம்.
எடுத்துககோட்டு 11.7
 சமவாய்ப்பு மாறி X –இன் நிகழ்தகவு நிவை சாரபு f x( )  என்்து 

x 1 2 3 4

f x( )
1

12

5

12

5

12

1

12

 எனில்,  (i) அ்தன் குவிவு ்ரவல் சாரபு காணக. அ்தன் மூலமாக  (ii)P X( )£3  மற்றும்,  
(iii)P X( )≥ 2  ஆகியெவற்வைக காணக
தீர்வு

 (i) வவரயெவைப்்டி ்தனிநிவல சமவாய்ப்பு மாறிககான குவிவு ்ரவல் சாரபு 
F x P X x P X xi

x xi

( ) ( ) ( )� � � �
�
�

 P X( )<1  =  0 ,  −∞ < <x 1.

 F ( )1  =  P X P X x P X x P X P Xi
x xi

( ) ( ) ( ) ( ) ( )� � � � � � � � � � � �
� ��
� �1 1 1 0

1

12

1

12

1

 .

 F ( )2  =  P X P X x P X P X P X( ) ( ) ( ) ( ) ( )� � � � � � � � �
��
�2 1 1 2

2

.

  =  0 1

12

5

12

1

2
� � � .

 F ( )3  =  P X P X x P X P X P X P X( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )� � � � � � � � � � �
��
�3 1 1 2 3

3

.

  =  0 1

12

5

12

5

12

11

12
� � � � .

 F ( )4  =  P X P X x P X P X P X P X P X�� � � � � � � � � � � � � �
��
�4 1 1 2 3 4

4

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) .

  =  0 1

12

5

12

5

12

1

12
1� � � � � .

 என்வ குவிவு ்ரவல் சார்ானது

12th_Maths_Vol 2_TM_CH 11_Probability.indd   200 16-12-2021   15:03:11

www.tntextbooks.in
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 (ii) P X F( ) ( )� � �3 3
11

12
.

 (iii) P X P X P X F( ) ( ) ( ) ( )� � � � � � � � � � � �2 1 2 1 1 1 1 1
1

12

11

12
.

எடுத்துககோட்டு 11.8
 ஓர ஆறு ்கக ்கவ்டயின் ஒரு ்ககததில் ‘1’ என 
குறிககப்்டுகிைது. அ்தன் இரு ்ககஙகளில் ‘2’ எனவும் 
மீ்தமுள்ள மூன்று ்ககஙகளில்  ‘3’ எனவும் குறிககப்்டுகிைது. 
இரு முவை ்கவ்ட உருட்்டப்்டுகிைது. இருமுவை எறி்தலின் 
வமாத்தத வ்தாவகவயெ  X  குறிககிைது எனில்

 (i) நிகழ்தகவு நிவை சாரபு காணக. 

 (ii) குவிவு ்ரவல் சாரபு காணக.

 (iii) P X( )3 6� �  காணக  (iv) P X( )≥ 4 காணக.

தீர்வு

 இருமுவை எறி்தலின் வமாத்தத வ்தாவக X -ஐ குறிப்்்தால், X -ஆனது  2, 3, 4, 5, மற்றும் 6 ஆகியெ 
மதிப்புகவளக வகாணடிருககும். 
 அருகிலுள்ள அட்்டவவண S-லிருந்து, 

சமவாய்ப்பு 
மாறியின் மதிப்பு 2 3 4 5 6 பமோத்தம்

்நரமாறு 
பிம்்ஙகளில் 
உறுப்புகளின் 
எணணிகவக

1 4 10 12 9 36

 P X( )= 2  =  1

36
, P X( )= 3  =  4

36
 

 P X( )= 4  =  10

36
, P X( )= 5  =  12

36
, 

                        மற்றும் P X( )= 6   =  9

36
.

கூறுபேளி S 
   II
I  1 2 2 3 3 3

1 2 3 3 4 4 4
2 3 4 4 5 5 5
2 3 4 4 5 5 5
3 4 5 5 6 6 6
3 4 5 5 6 6 6
3 4 5 5 6 6 6

்்டம்  11.6

13

3

1

2

3

32 3

்்டம்  11.7

O
1 2 3 4

x

yF(x)

1

12

1

2

11

12

1

1

12

1

2

11

12

1

F(x)

 0, 1

1
, 1   2

12

12

1

2

11
,

,

3   4

1 4

x

x

x

 x

<

<

<−∞

∞



 ≤  <

, 2            3x≤  <





 ≤  <   


≤

F(x) =

-இன் குவிவு ்ரவல் சாரபு
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 (i) நிகழ்தகவு நிவை சார்ானது

x  2 3 4 5 6

f x( )  
1

36
 4

36
 10

36
 12

36
 9

36
 

 (ii) குவிவு ்ரவல் சாரபு
  வவரயெவைப்்டி ்தனிநிவல சமவாய்ப்பு 

மாறியின் குவிவு ்ரவல் சார்ானது,

 F x( )  =  P X x P X xi
x xi

( ) ( )� � �
�
� ,

 P X x( )<  =  0 ,     �� � �X 2 .

 F ( )2  =  P X P X x P X P X( ) ( ) ( ) ( )� � � � � � � � � �
��
�2 2 2 0

1

36

1

36

2

 .

 F ( )3  =  P X P X x P X P X P X( ) ( ) ( ) ( ) ( )� � � � � � � � � � � � �
��
�3 2 2 3 0

1

36

4

36

5

36

3

.

 F ( )4  =  P X P X x P X P X P X P X�� � � � � � � � � � � �
��
�4 2 2 3 4

4

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

  =  0
1

36

4

36

10

36

15

36
� � � �  .

 F(5) =  P X P X x P X P X P X P X P X( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )� � � � � � � � � � � � �
��
�5 2 2 3 4 5

5

  =  0 1

36

4

36

10

36

12

36

27

36
� � � � �  .

 F ( )6  =  P X P X x( ) ( )� � �
��
�6

6

  =  P X P X P X P X P X P X( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )� � � � � � � � � � �2 2 3 4 5 6

  =  0 1

36

4

36

10

36

12

36

9

36
1� � � � � � .

 
என்வ, குவிவு ்ரவல் சார்ானது, 

 

0 2

1

36
2 3

5

36
3 4

15

36
4 5

27

36
5 6

1 6

,

,

,

,

,

,

�� � �

� �

� �

� �

� �

� � �

�

�

�
�
�

x

x

x

x

x

x

��
�
�

�

�
�
�
�
�
�

்்டம்  11.8

்்டம்  11.9

1 2 3 4 5 6O

y

x

f (x)

1

36

4

36

10

36

12

36

9

36

1

36

10

36

5

36

நிகழ்தகவு நிவைச்சாரபு

y

குவிவு ்ரவல் சாரபு
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 (iii) P X( )3 6� �  =  P X x P X P X P Xi
x

( ) ( ) ( ) ( )� � � � � � �
�
� 3 4 5

3

5

 

    =  4

36

10

36

12

36

26

36
� � �  .

 (iv) P X( )≥ 4  =  P X xi
x

( )�
�

�

�
4

 

   =  P X P X P X( ) ( ) ( )� � � � �4 5 6

   =  10

36

12

36

9

36

31

36
� � �  .

11.3.5  குவிவு பரவல சோர்பிலிருந்து நிகழ்தகவு நிர்ற சோர்பு

            (Probability Mass Function from Cumulative Distribution Function)

 ஒரு ்தனிநிவல சமவாய்ப்பு மாறி X-ககு, குவிவு ்ரவல் சாரபு F ஒவவவாரு  xi -யிலும் துள்ளல் 
இருககும். ்மலும் அடுத்தடுத்த xi -களில் மாைாமலும் இருககும். xi -இல் இருககும் துள்ளலின் 
உயெரம் f xi( ) ; இ்்த முவையில் F -லிருந்து xi -இன் நிகழ்தகவவ மீட்வ்டடுககலாம்.

 x x x1 2 3< <, என்ைவாறு இருககும் x x x1 2 3, , மதிப்புகவளக வகாணடிருககும் 
்தனிநிவல சமவாய்ப்பு மாறி X என்க. மற்றும் F xi( )  என்்து ்ரவல் சார்ாகும். என்வ 
நிகழ்தகவு நிவை சாரபு f xi( )  ஆனது,

f x F x F xi i i( ) ( ) ( )� � �1 ,   i =1 2 3, , ,ஆகும்.

குறிப்பு

 x a= -ல் F x( )  சாரபின் துள்ளல் F a F a( ) ( )� ��  ஆகும்.  F  குவைவுைாமலும் மற்றும் 

வலப்்ககமாக வ்தா்டரச்சியொகவும் இருப்்்தால், குவிவு ்ரவல் சாரபு F -ன் துள்ளல் 

P X x F x F x( ) ( ) ( )� � � � ஆகும்.
 இஙகு துள்ளல் (வ்தா்டரச்சியில்லாமல் இருப்்்தால்) நிகழ்தகவாக நிகழகிைது. அ்தாவது ஒரு 
குவிவு ்ரவல் சாரபின் வ்தா்டரச்சியெற்ைவவகளின் கணம் எணணத்தககது!

எடுத்துககோட்டு 11.9

 கீ்ை வகாடுககப்்ட்டுள்ள குவிவு ்ரவல் சாரபு F x( ) -இன் ்தனிநிவல சமவாய்ப்பு மாறி X -யின் 

நிகழ்தகவு நிவைசாரபிவனக காணக.

F x

x
x
x
x
x

( )

.

.

.

�

�� � � �
� � � �
� � �

� �
� � �

�

�

�
��

�

�
�
�

0 2

0 25 2 1

0 60 1 0

0 90 0 1

1 1

 ்மலும்  (i) P X( )< 0  மற்றும்  (ii) P X( )� �1  காணக.

12th_Maths_Vol 2_TM_CH 11_Probability.indd   203 16-12-2021   15:03:23

www.tntextbooks.in



204XII - கணிதவியல்

தீர்வு
     X என்்து ஒரு ்தனிநிவல சமவாய்ப்பு மாறி என்்்தால், வகாடுககப்்ட்்ட ்தகவல்களிலிருந்து, 
X பின்வரும் மதிப்புகளான − −2 1 0, , மற்றும் 1ஆகியெவற்வைப் வ்றும்.
     வவரயெவைப்்டி ்தனிநிவல சமவாய்ப்பு மாறி X-ககு, f x( ) =P X x( )=
     என்வ F x( )-இன் x � �2-ல் இ்டப்்கக எல்வல F ( )− −2 ஆகும்.

  f ( )−2  =  P X F F( ) ( ) . .( )� � � � � � � �� �2 2 0 25 0 0 252 .
 இ்்த ்்ான்று ஏவனயெ துள்ளல் புள்ளிகளுககும்,

  f ( )−1  =  P X F F( ) ( ) ( ) . . .� � � � � � � � �1 1 2 0 60 0 25 0 35 .

  f ( )0  =  P X F F( ) ( ) ( ) . . .� � � � � � �0 0 1 0 90 0 60 0 30 ,

  f ( )1  =  P X F F( ) ( ) ( ) . .� � � � � �1 1 0 1 0 90 0 10  எனப் வ்ைப்்டுகிைது. 
       என்வ நிகழ்தகவு நிவை சார்ானது

x −2 −1 0 1

f x( ) 0 25. 0 35. 0 30. 0 10.

 ஆகும்.

 F x( )  எனும் ்ரவல் சாரபிற்கு x �� �2 1 0, , ,  மற்றும் 1-ல் துள்ளல்கள் உள்ளன. அந்்த 
துள்ளல்கள் முவை்யெ, 0 25 0 35 0 30. , . , . , மற்றும் 0 1.  என கீழககாணும் ்்டததில் 
காணபிககப்்ட்டுள்ளது. 
 இந்்த துள்ளல்க்ள நிகழ்தகவு நிவைச் சாரபிவனத தீரமானிககின்ைன. 

்்டம்  11.10

 (i)  P X( )< 0  =  P X x P X P X( ) ( ) ( ) . . .� � � � � � � � � �
��

�

�
1

2 1 0 25 0 35 0 60 .

 (ii)  P X( )� �1  =  P X x P X P X P X( ) ( ) ( ) ( ) . . . .= = = − + = + = = + + =
−
∑

1

1

1 0 1 0 35 0 30 0 10 0 75  

எடுத்துககோட்டு 11.10
     ஒரு ்தனிநிவல சாரபு X -ன் நிகழ்தகவு நிவை சார்ானது 

x 1 2 3 4 5 6
f x( ) k 2k 6k 5k 6k 10k  

 எனில், (i) P X( )2 6< <     (ii) P X( )2 5� �     (iii)  P X( )£ 4    (iv) P X( )3 <  என்்வற்வைக 
காணக.

 துள்ளல்கள்

-ன் ்ரவல் சாரபு மற்றும்
xi -இல் அ்தன் துள்ளல்கள்

-இன் நிகழ்தகவு நிவை சாரபு
2− 1− O 1 2

1

0.25

0.60

0.90

0

0.25

0.35

0.30

0.10

x

y yF(x)

2− 1− O 1 2

1

0.50

0.25
0.35

0.30

0.10

x

f (x)

1

0.50

F(x)
f (x)
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தீர்வு

 வகாடுககப்்ட்்ட சாரபு நிகழ்தகவு நிவை சாரபு என்்்தால் வமாத்த நிகழ்தகவு ஒன்ைாகும். அ்தாவது    

f x
x

( ) �� 1ஆகும்.

 வகாடுககப்்ட்்ட ்தகவல்களிலிருந்து    k k k k k k� � � � � �2 6 5 6 10 1

   
30 1

1

30
k k� � �   

 என்வ நிகழ்தகவு நிவை சார்ானது,

x 1 2 3 4 5 6

f(x)
1

30

2

30

6

30

5

30

6

30

10

30

 (i)  P X( )2 6< <   =  f f f( ) ( ) ( )3 4 5
6

30

5

30

6

30

17

30
� � � � � � .

 (ii)  P X( )2 5� �  =  f f f2 3 4
2

30

6

30

5

30

13

30
� � � � � � � � � � � � .

 (iii)  P X( )£ 4  =  f f f f( )1 2 3 4
1

30

2

30

6

30

5

30

14

30
� � � � � � � � � � � � � � .

 (iv)  P X( )3 <  =  f f f( ) ( ) ( )4 5 6
5

30

6

30

10

30

21

30
� � � � � � .

பயிறசி 11.2

 1. மூன்று சீரான நாணயெஙகள் ஒ்ர ்நரததில் சுண்டப்்டுகின்ைன. கிவ்டககும் ்தவலகளின்  
எணணிகவகககான நிகழ்தகவு நிவை சாரபிவனக காணக.

 2. ஓர அறு்கக ்கவ்டயின் ஒரு ்ககததில் ‘1’ எனவும், இரு ்ககஙகளில் ‘3’ மூன்று எனவும், 
மற்றும் ஏவனயெ மூன்று ்ககஙகளில் ‘5’ எனவும் குறிககப்்ட்டுள்ளது. ்கவ்ட இருமுவை 
வீசப்்டுகிைது. இருமுவை வீசப்்ட்்டதின் வமாத்த எணணிகவகவயெ X குறிககிைது.

   (i) நிகழ்தகவு நிவை சாரபு (ii) குவிவு ்ரவல் சாரபு

   (iii) P X( )4 10≤ <    (iv) P X( )≥ 6

 3. மகன் மற்றும் மகளுககு சமவாய்ப்பு நிகழ்தகவுகள் எனக கருதி 4 குைந்வ்தகள் வகாண்ட ஒரு 
குடும்்ததில் உள்ள மகள்களின் எணணிகவகககு நிகழ்தகவு நிவை சாரபிவனயும் குவிவு 
்ரவல் சாரபிவனயும் காணக.

 4. ஒரு ்தனிநிவல சமவாய்ப்பு மாறி 0, 1, மற்றும் 2 மதிப்புகவள மட்டு்ம வகாள்ளும் என்க.

                             f x
x
k

x

x
( )

, , ,
�

�
�

�
�
�

��

2 1
0 1 2

0 ?,d; gpw kjpg;g[fSf;F 

  என வவரயெறுககப்்ட்்ட நிகழ்தகவு நிவை சாரபிற்கு
  (i) k-இன் மதிப்பு (ii) குவிவு ்ரவல் சாரபு (iii) P X( )≥ 1  ஆகியெவற்வைக காணக.
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 5. F x

x
x
x
x
x
x

( )

.

.

.

.

�

�� � � �
� � �

� �
� �
� �
� � �

�

�

0 1

0 15 1 0

0 35 0 1

0 60 1 2

0 85 2 3

1 3

��
�
�

�

�
�
�

  எனக வகாடுககப்்ட்்ட ஒரு ்தனிநிவல சமவாய்ப்பு மாறியின் குவிவு ்ரவல் சாரபிற்கு
         (i) நிகழ்தகவு நிவை சாரபு ( ) ( )ii P X <1 மற்றும் ( ) ( )iii P X ≥ 2 காணக

 6. ஒரு சமவாய்ப்பு மாறி X-ககு நிகழ்தகவு நிவைசார்ானது

x  1 2 3 4 5

f x( ) k 2 2 2k 3 2k 2k 3k

  எனில்  (i) k மதிப்பு   (ii) P X( )2 5� �        (iii) P X( )3 <  ஆகியெவற்வைக காணக.

 7.                                    F x

x

x

x

x

x

x

( ) �

�� � �

� �

� �

� �

� �

� � �

�

�

�
�
�

0 0

1

2
0 1

3

5
1 2

4

5
2 3

9

10
3 4

1 4

,

,

,

,

,

,

��
�
�

�

�
�
�
�
�
�

  என்்து ஒரு ்தனிநிவல சமவாய்ப்பு மாறியின் குவிவு ்ரவல் சாரபு எனில்
  (i) நிகழ்தகவு நிவை சாரபு    (ii) P X( )< 3   மற்றும்  (iii) P X( )≥ 2  ஆகியெவற்வைக காணக.

11.4  த்தோடர்ச்சியோனப் பரவலகள் (Continuous Distributions)

    இப்்குதியில்

  (i) வ்தா்டரச்சியொன சமவாய்ப்பு மாறி

 (ii) நிகழ்தகவு அ்டரததி சாரபு

 (iii) ்ரவல் சாரபு (குவிவு ்ரவல் சாரபு).

 (iv) நிகழ்தகவு அ்டரததி சாரபிலிருந்து ்ரவல் சாரபிவனத தீரமானித்தல்.

 (v) ்ரவல் சாரபிலிருந்து நிகழ்தகவு அ்டரததி சாரபிவனத தீரமானித்தல். 

  ஆகியெவற்வைக கற்்்ாம்.

    சில சமயெஙகளில் வசப்பு கம்பியில் உள்ள மின்சாரததின் அளவு அல்லது ஒரு மின்விளககின் 
ஆயுட்காலம் ் ்ான்ைவற்வை அளவி்ட ஒரு வமய்வயெண இவ்டவளியில் உள்ள ஏ்்தனும் ஒரு மதிப்வ்க 
கரு்த்வணடியுள்ளது. அ்தன்பிை்க அந்்த அளவீட்டின் துல்லியெம் சாததியெமாகும். இந்்த அளவீடு 
எடுததுவரககும் சமவாய்ப்பு மாறி வ்தா்டரச்சியொன சமவாய்ப்பு மாறி எனப்்டுகிைது. ஒரு வமய்வயெண 
இவ்டவவளியிலுள்ள அவனதது மதிப்புகவளயும் உள்ள்டககியெ்தாக சமவாய்ப்பு மாறியின் வீச்சு 
அவமயும்; அ்தாவது, வமய்வயெணகளின் வ்தா்டரகமாக வீச்சு அவமகிைது எனலாம்.
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( )P a X b≤ ≤

a b x

( )f x

11.4.1  த்தோடர்ச்சியோன சமவோய்ப்பு மோறியின் வரரயர்ற

            (The definition of continuous random variable)

வரரயர்ற 11.5 (த்தோடர்ச்சியோன சமவோய்ப்பு மோறி)

 S  என்்து ஒரு கூறுவவளி என்க. X S: →   எனும் ஒரு சமவாய்ப்பு மாறி  -ன் ஒரு 
கணமான I -ல் ஏ்்தனும் மதிப்வ்ப் வ்றும் என்க. I -இல் உள்ள அவனதது x -ககும் 
P X x�� � � 0 என்்து X -இன் ஒரு ப்தோ்டர்ச்சியோன சமேோய்ப்பு மோறியோகும்.

11.4.2  நிகழ்தகவு அடர்த்தி சோர்பு (Probability density function)

வரரயர்ற 11.6 (நிகழ்தகவு அடர்த்தி சோர்பு)

 வ்தா்டரச்சியொன சமவாய்ப்பு மாறியில் x a b�� �,  எனுமாறு உள்ள 

சாததியெமான ஒவவவாரு நிகழவு x -ற்கும் P a X b f x dx
a

b

( ) ( )� � � �  

எனும் ்ணபு உள்ளது எனில், f x( ) எனும் ஒரு குவையெற்ை 

வமய்வயெண மதிப்புவ்டயெ சார்ானது, நிகழ்தகவு அ்டர்ததி சோர்்ோகும். 

ந்தற்றம் 11.2 (நிரூபணமின்றி)
 ஏ்்தனும் ஒரு வ்தா்டரச்சியொன சமவாய்ப்பு மாறி X -ககு, ஒரு சாரபு நிகழ்தகவு அ்டரததி 
சார்ாகத ்்தவவயொனதும் மற்றும் ்்ாதுமானதுமான நி்ந்்தவனகளாகக கீழககாணும் 
்ணபுகவளக வகாணடிருகக ்வணடும்.

 (i) f x( ) ≥ 0 , அவனதது x -ககும் மற்றும்     (ii) f x dx( ) �
��

�

� 1  .

குறிப்பு

 ்மற்கண்ட வவரயெவையிலிருந்து,  X ஒரு வ்தா்டரச்சியொன சமவாய்ப்பு மாறி எனில்,

 P a X b f x dx
a

b

( ) ( ) ,� � � � என்்்தனால் P X a f x dx
a

a

( ) ( )� � �� 0  ஆகும்.

 என்வ X  குறிப்பிட்்ட ஒரு மதிப்வ்க வகாண்டால் அ்தன் நிகழ்தகவு பூச்சியெமாகும். 

11.4.3  பரவல சோர்பு (குவிவு பரவல சோர்பு)

          (Distribution function (Cumulative distribution function))

வரரயர்ற 11.7 (குவிவு பரவல சோர்பு)

 f(x)  எனும் நிகழ்தகவு அ்டரததியுவ்டயெ ஒரு வ்தா்டரச்சியொன சமவாய்ப்பு மாறி X-ன்  
்ரவல் சாரபு அல்லது குவிவு ்ரவல் சாரபு F x( )  என்்து

F x P X x f u du u
x

( ) ( ) ,= ≤( ) = − ∞ < < ∞
−∞
∫ .

குறிப்புரர

 (1) ்தனி நிவலயில், f a P X a� � � �� �  என்்து X ஆனது a மதிப்வ்க வகாள்வ்தற்கான 
நிகழ்தகவாகும்.

  வ்தா்டரச்சியொனதில், x a=  -இல் f x� �  என்்து X  ஆனது a மதிப்வ்க வகாள்வ்தற்கான 
நிகழ்தகவு அல்ல. அ்தாவது f a� � � �� �P X a  ஆகும். X வ்தா்டரச்சியொன வவக எனில், 
அவனதது a∈ -ககு P X a�� � � 0  ஆகும்.

்்டம்  11.11
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208XII - கணிதவியல்

 (2) சமவாய்ப்பு மாறி வ்தா்டரச்சியொன்்ாது ்தனிநிவலயில் ்யென்்டுத்தப்்ட்்ட கூட்்டல் 
வ்தாவகயி்டலாக மாற்ைம் வ்றுகிைது.

 (3) வ்தா்டரச்சியொன சமவாய்ப்பு மாறிககு    
  P a X b P a X b P a X b P a X b( ) ( ) ( ) ( )� � � � � � � � � � �
 (4) வ்தா்டரச்சியொன சமவாய்ப்பு மாறியின் ்ரவல் சாரபு வ்தா்டரச்சியொன ்ரவல் சாரபு என 

அவைககப்்டுகிைது.

11.4.3.1  பரவல சோர்பின் பண்புகள் (Properties of distribution function)
 X எனும் வ்தா்டரச்சியொன சமவாய்ப்பு மாறிககு, கீழககாணும் ்ணபுகவள குவிவு ்ரவல் சாரபு 
பூரததி வசய்கிைது.
 (i) 0 1£ £F x( ) .
 (ii) F x( )  -ன் குவையெற்ை வமய்மதிப்்ாகும். அ்தாவது x y< , எனில் F x F y( ) ( )£ .
 (iii) F x( )  எவவி்டததிலும் வ்தா்டரச்சியொகும். 

 (iv) lim ( )
x

F x F
���

� ��� � � 0  மற்றும் lim ( )
x
F x F

��
� ��� � �1.

 (v) P X x P X x F x�� � � � �� � � � � �1 1 .
 (vi) P a X b F b F a( ) ( ) ( )� � � � .

எடுத்துககோட்டு 11.11

  f x
Cx x

x
( ) �

� ��
�
�

��

2 1 4

0 ?,d; gpw kjpg;g[fSf;F
எனும் சாரபு ஒரு அ்டரததி சாரபு எனில் மாறிலி  

C -இன் மதிப்பு காணக. ்மலும்  (i) P X( . . )1 5 3 5< <     (ii) P X( )£ 2     (iii) P X( )3 <  ஆகியெவற்வைக 
காணக.
தீர்வு

 வகாடுககப்்ட்்ட சாரபு நிகழ்தகவு அ்டரததி சாரபு என்்்தால், 

   f x dx( ) �
��

�

� 1.

 அ்தாவது     f x dx f x dx f x dx( ) ( ) ( )� � �� ��
�

�� 1

4

4

1

1.

 வகாடுககப்்ட்்ட ்தகவல்களிலிருந்து

  0 0 12

1

4

4

1

dx Cx dx dx� � �� ��
�

��

.

 
0

3
0 1

64 1

3
1 21 1

1

21

3

1

4

�
�

�
�

�

�
� � � �

��
��

�
��
� � � � �C x C C C, .

 என்வ நிகழ்தகவு அ்டரததி சார்ானது 

 

f x
x x

x
( ) �

� ��
�
�

��

1

21
1 4

0

2

?,d; gpw kjpg;g[fSf;F

ஆகும்.

 f x( ) வ்தா்டரச்சியொ்தலால், குறிப்பிட்்ட எந்்த மதிப்பிற்கும் X -ன் நிகழ்தகவு பூச்சியெமாகும்.  என்வ 
சமவாய்ப்பு மாறி வ்தா்டரச்சியொன்்ாது குறியீடுகளான <-ஐ £  ஆகவும் மற்றும் > -ஐ ≥  -ஆகவும்  
ஆகியெ இரு ்ஜாடிக குறியீடுகவள ஒன்றுகவகான்று இ்டமாற்ைம் வசய்து ்யென்்டுத்தலாம்.

்்டம்  11.12
-இன் நிகழ்தகவு நிவைச் சாரபு
1 2 3 4

21
( )

21
f x x=

x

f (x)

f (x)

்ரப்்ளவு = 1

12th_Maths_Vol 2_TM_CH 11_Probability.indd   208 16-12-2021   15:03:43

www.tntextbooks.in



நிகழ்தகவு பரவலகள்209

 (i) P X P X P X P X( . . ) ( . . ) ( . . ) ( . . )1 5 3 5 1 5 3 5 1 5 3 5 1 5 3 5� � � � � � � � � � �  

  என்வ

   P X( . . )1 5 3 5< <  =  f x dx x dx( )
.

.

.

.

1 5

3 5

2

1 5

3 5
1

21� ��

    =  1

21 3

1

21

3 5 1 5

3

3 3 3

x�

�
�

�

�
� �

� � � � ��

�
�
�

�

�
�
�

. .

    =  79

126
.

 (ii) P X f x dx f x dx f x dx( ) ( ) ( ) ( )� � � �
�� ��
� � �2

2 1

1

2

  

  என்வ

   P X f x dx f x dx f x dx( ) ( ) ( ) ( )� � � �
�� ��
� � �2

2 1

1

2

 = + =




∫0

1

21

1

21 3

2

1

2 3

1

2

x dx x

    =  1

21

2 1

3

7

63

3 3��

�
�

�

�
� � .

 (iii)   P X f x dx f x dx f x dx( ) ( ) ( ) ( )3
3 43

4

� � � �
� �

� ��  

    =  1

21
0

1

21 3

2

3

4 3

3

4

x dx x
� �

�

�
�

�

�
�� .

    =  1

21

4 3

3

37

63

3 3��

�
�

�

�
� �

11.4.4   நிகழ்தகவு அடர்த்தி சோர்பிலிருந்து பரவல சோர்பு

            (Distribution function from Probability density function)
 ஒரு வ்தா்டரச்சியொன சமவாய்ப்பு மாறி X -இன், நிகழ்தகவு அ்டரததி சாரபு மற்றும் குவிவு ்ரவல் 
சாரபும் (அல்லது ்ரவல் சாரபும்) X -இன் அவனதது நிகழ்தகவு ்தகவல்கவளக வகாணடிருககும்.  
X -இன் நிகழ்தகவு ்ரவவல இவற்றில் ஏ்்தனுவமான்று தீரமானிககும். X -இன் நிகழ்தகவு அ்டரததி 

சாரபிலிருந்து வ்தா்டரச்சியொன சமவாய்ப்பு மாறி X -இன் ்ரவல் சாரவ்த தீரமானிககவும், மற்றும் 
மறு்தவலயொகவும் காணும் வழிமுவைவயெக கற்்்ாம்.   

எடுத்துககோட்டு 11.12

 f x
x x
x x

x
� � �

� � �
� � � �
�

�
�

�
�

1 1 2

3 2 3

0

,

,

?,d; gpw kjpg;g[fSf;F

 என்்து சமவாய்ப்பு மாறி X -இன் நிகழ்தகவு அ்டரததி  
சாரபு f x� �  எனில்

(i)  ்ரவல் சாரபு F x� �    (ii) P X( . . )1 5 2 5£ £  

     ஆகியெவற்வைக காணக.

்்டம்  11.13

்்டம்  11.14

்்டம்  11.15

்்டம்  11.16

்ரப்்ளவு

21
( )

21
f x x=

x

f (x)

79

126
=

1.5 3.5O

(1.5 3.5) =P x< <
3.5

1.5

( )f x dx∫

்ரப்்ளவு

1 2 3 4

21
( )

21
f x x=

x

f (x)

         = 
7

63

2

1

( )f x dx= ∫( 2)P x ≤

O

்ரப்்ளவு

1 2 3 4

21
( )

21
f x x=

x

f (x)

=
37

63

4

3

(3 ) ( )P x f x dx< = ∫

O

நிகழ்தகவு அ்டரததி சாரபு

1
x − 3

x− +

O 1 2 3

0.25

0.50

0.75

1.00

x

( )f x
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210XII - கணிதவியல்

தீர்வு

 (i) வவரயெவைப்்டி F x P X x f u du
x

( ) ( ) ( )= ≤ =
−∞
∫  

   x <1 எனும்்்ாது, F x( )  =  P X x du
x

( )≤ = =
−∞
∫ 0 0 .

  1 2� �x  எனும்்்ாது, F x( )  =  P X x du u du
x

( )≤ = + −( )
−∞
∫ ∫0 1

1

1

    =  0
1

2

1

2

2

1

2

+
−( )











=
−( )u x

x

 

  2 3� �x  எனும்்்ாது, F x( )  =  P X x du u du u du
x

( )≤ = + −( ) + −( )
−∞
∫ ∫ ∫0 1 3

1

1

2

2

    =  0
1

2

3

2

2 2

1

2

2

+
−( )











+ −
−( )











u u
x

 

    =  
1 0

2

1 3

2
1

3

2

2 2 2− +
− −( ) = −

−( )x x
 

  x ≥ 3  எனும்்்ாது, F x( )  =  P X x du u du u du du
x

( )≤ = + −( ) + −( ) +
−∞
∫ ∫ ∫ ∫0 1 3 0

1

1

2

2

3

3

    =  0 1 3 0

1

1

2

2

3

3

du u du u du du
x

−∞
∫ ∫ ∫ ∫+ −( ) + −( ) +

    =  0
1

2

3

2
0

2 2

1

2

2

3

+
−( )











+ −
−( )











+
u u

    =  1
2

1

2
1� � .

  இவற்றின் மூலம்  F x

x

x
x

x
x

x

( )

,

,

,

=

− ∞ < <

−( ) ≤ <

−
−( ) ≤ <

≤ < ∞















0 1

1

2
1 2

1
3

2
2 3

1 3

2

2
 

 (ii)  P X( . . )1 5 2 5£ £  =  F F( . ) ( . )2 5 1 5−  

    =  1
3 2 5

2

1 5 1

2

2 2

�
�� ��

�
�
�

�

�
�
�
�

�� ��

�
�
�

�

�
�
�

. .
 

்்டம்  11.17

O 1 2 3

0.25

0.50

0.75

1.00

x

( )F  x

( )F  x

்ரவல் சாரபு
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    =  1 75 0 25

2
0 75

. .
.

− =  

அல்லது

   P X( . . )1 5 2 5£ £   = f x dx x dx x dx� � � �� � � � �� � �� � �
1 5

2 5

1 5

2

2

2 5

1 3 0 75
.

.

.

.

.   

கசோதிக்க: (i) F x( )  அவனதது இ்டஙகளிலும் வ்தா்டரச்சியொ எனவும்

 (ii) ்்டம் 11.16-லிருந்து, முக்காணததின் ்ரப்பு = =
1

2
1bh  எனவும் ்சாதிகக.

11.4.5  நிகழ்தகவு பரவல சோர்பிலிருந்து நிகழ்தகவு அடர்த்தி சோர்பு

           (Probability density function from Probability distribution function)

 வ்தா்டரச்சியொன சமவாய்ப்பு மாறி X -ன் ்ரவல் சாரபு F x( ) -லிருந்து  நிகழ்தகவு அ்டரததி 

சாரவ்த தீரமானிககும் வழிமுவைவயெக கற்்்ாம். 

 ஒரு ப்தோ்டர்ச்சியோன சமேோய்ப்பு மோறி X -ன ்ரேல சோர்பு F x( )  எனக. இனி ே்கயி்டல 

இருக்கும் இ்டததிபலைலலைோம் f x dF x
dx

F x( )
( )

( )� � � , என்து நிகழ்தகவு அ்டர்ததி சோர்்்க் 

குறிக்கும்.

எடுத்துககோட்டு 11.13
 ஒரு சமவாய்ப்பு மாறி X -இன் ்ரவல் சாரபு, 

 F x
x

x x
x

( )

,

,

,

�
�
� �
�

�

�
�

�
�

0 0

0 1

1 1

 எனில்

  (i)  நிகழ்தகவு அ்டரததி சாரபு f x( )    (ii) P X( . . )0 2 0 7£ £  ஆகியெவற்வைக காணக.

தீர்வு

 (i) f x( ) -ன் வ்தா்டரச்சி புள்ளிகளில் x-ஐப் வ்ாறுதது F x( ) -ஐ வவகயி்ட

f x F x
x
x

x
� � � � �

�
� �
�

�

�
�

�
�

( )

,

,

,

0 0

1 0 1

0 1

  எனப் வ்றுகி்ைாம்.

  f x( )  எனும் நிகழ்தகவு அ்டரததி சாரபு  x = 0 -ல், அல்லது x =1-ல் வ்தா்டரச்சியெற்று உள்ளது. 

f ( )0  மற்றும் f ( )1 -ஐ எவவவகயிலும் வவரயெறுககலாம். f ( )0 1= , மற்றும் f ( )1 0=  எனத 

வ்தரிவு வசய்்வாம் .

  என்வ f x( )  எனும் நிகழ்தகவு அ்டரததி சாரபு

f x
x

x� � �
� ��

�
�

1 0 1

0

,

, ?,d; gpw kjpg;g[fSf;F
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 (ii)  P X( . . )0 2 0 7£ £  =  F F( . ) ( . )0 7 0 2−

    =  0 7 0 2 0 5. . .� �  
அல்லது

   P X( . . )0 2 0 7£ £  =  f x dx dx� � � �� �
0 2

0 7

0 2

0 7

1 0 5
.

.

.

.

.  

குறிப்புரர

 வவரயெவைப்்டி, P X x F x f u du
x

( ) ( ) ( )≤ = =
−∞
∫ ஆகும்.  F x( )  அல்லது f x( ) ஆகியெ 

இவற்றிவலான்றிலாவது நிகழ்தகவு  P a X b� �� � -ஐப் வ்ைலாம்.
குறிப்பு

 ்மற்குறிப்பிட்்ட நிகழ்தகவு அ்டரததி சாரபிவன

 f x
x� � �

�
�

�
� �1 0 1

0

,

, gpw kjpg;g[fSf;F
 அல்லது f x

x� � �
�
�

�
� �1 0 1

0

,

, gpw kjpg;g[fSf;F
 

 அல்லது f x
x� � �

�
�

�
� �1 0 1

0

,

, gpw kjpg;g[fSf;F
 எனவும் வவரயெறுககலாம்.

எடுத்துககோட்டு 11.14

 சமவாய்ப்பு மாறி X-ன் நிகழ்தகவு அ்டரததி சாரபு   f x
k x

( ) �
� ��

�
�

1 5

0 gpw kjpg;g[fSf;F
எனில்

 (i) ்ரவல் சாரபு    (ii) P X( )< 3    (iii) P X( )2 4< <     (iv) P X( )3£

தீர்வு

         f x( ) ஒரு நிகழ்தகவு அ்டரததி சாரபு என்்்தால், f x( ) ≥ 0  மற்றும் f x dx( )
��

�

� �1

 அ்தாவது                 0 0 1

1

1

5

5

dx k dx dx
��

�

� � �� � �

                              0 0 1
1

5� � � � � �k x 4 1k � � k =
1

4

 என்வ நிகழ்தகவு அ்டரததி சார்ானது 

  f x
x

( )
,

,

�
� ��

�
�

��

1

4
1 5

0 gpw kjpg;g[fSf;F

 (i) ்ரவல் சாரபு

  ்ரவல் சாரபு F x( )  =  P X x f u du
x

( ) ( )≤ =
−∞
∫ .

  x <1 எனும்்்ாது F x( )  =  f u du du
x x

( )
−∞ −∞
∫ ∫= =0 0 .

  1 5� �x  எனும்்்ாது F x( )  =  f u du du du x
x x

( )
−∞ −∞
∫ ∫ ∫= + = −( )0

1

4

1

4
1

1

1

.
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  x ≥ 5  எனும்்்ாது  F x( )  =  f u du du du du
x x

( )
−∞ −∞
∫ ∫ ∫∫= + + =0

1

4
0 1

1

51

5

.

  அ்தாவது F x( )  =  F x

x
x x

x

( )

,

,

, .

�

�
�

� �

�

�

�
��

�
�
�

0 1

1

4
1 5

1 5

 

 (ii)  P X( )< 3  =  P X F( ) ( )≤ = = − =3 3
3 1

4

1

2
  (F x( )  வ்தா்டரச்சியொக இருப்்்தால்).

 (iii)  P X( )2 4< <  =  P X F F( ) ( ) ( )2 4 4 2
3

4

1

4

1

2
� � � � � � � .

 (iv)  P X( )3£  =  P X P X( ) ( )≥ = − < = − =3 1 3 1
1

2

1

2
.

எடுத்துககோட்டு 11.15
 ஒரு மின்சா்தனததின் ஆயுட்காலதவ்தக குறிககும் சமவாய்ப்பு மாறி X -ன் நிகழ்தகவு அ்டரததி 

சாரபு  
f x

k e x
x

x

( ) �
�
�

�
�
�

�2 0

0 0

, 

,   
ஆகும்.

 (i) k -ன் மதிப்பு காணக (ii) ்ரவல் சாரபு (iii) P X( )< 2     
 (iv) X -ன் குவைந்்த்ட்சம் நான்கு ்நர அலகுகளுககான நிகழ்தகவு காணக (v) P X( )= 3 .
தீர்வு

 (i) நிகழ்தகவு அ்டரததி சாரபு f x( )  என்்்தால், f x( ) ≥ 0  மற்றும் f x dx( )
��

�

� �1  

  அ்தாவது 0

0

2

0

dx k e dxx

��

�
�

� ��  =  1

   0
2

2

0

�
�

�

�
�

�

�
�

� �

k e x

 =  1
2

1 2
0

�
�
�

�

�
�

�

�
� � � �

��

k e e k  

  என்வ நிகழ்தகவு அ்டரததி சாரபு  

   f x( )  =  
2 0

0 0

2e x
x

x� �
�

�
�
�

,  

,  
.

 (ii) ்ரவல் சாரபு
  வவரயெவைப்்டி ்ரவல் சாரபுF x( ) = P X x f u du

x

( ) ( )≤ =
−∞
∫  

  x £ 0  எனும்்்ாது F x( )  =  f u du du
x x

( )
−∞ −∞
∫ ∫= =0 0  

  x > 0  எனும்்்ாது  F x( )  =  f u du du e du e e
x

u
x u x

x( )
−∞ −∞

−
−

−∫ ∫ ∫= + =
−







= −0 2 2
2

1

0

2

0

2

0

2  

  இதிலிருந்து வ்றுவது F x( )  =  
0 0

1 02

, , 

, 

x
e xx

�

� �

�
�
�

� .

 (iii) P X P X F e e( ) ( ) ( )� � � � � � � �� � �2 2 2 1 12 2 4   (F x( )  வ்தா்டரச்சி என்்்தால்)
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214XII - கணிதவியல்

 (iv) X  குவைந்்த்ட்சம் நான்கு ்நர அலகுகளுககான நிகழ்தகவு
  P X P X F e e( ) ( ) ( ) ( )� � � � � � � � � �� � �4 1 4 1 4 1 1 2 4 8  
 (v) வ்தா்டரச்சியொனதில், x a= -ல் f x� �என்்து Xஆனது a மதிப்வ்க வகாள்வ்தற்கான நிகழ்தகவு 

அல்ல. அ்தாவது f a P X a� � � �� �  ஆகும். X வ்தா்டரச்சியொன வவக எனில்,  அவனதது 
a∈ -ககுP X a�� � � 0  ஆகும். என்வ P X( )= =3 0 ஆகும்.

பயிறசி 11.3

 1. சமவாய்ப்பு மாறி X  -யின் நிகழ்தகவு அ்டரததி சாரபு f x
k x e x

x

x

( ) �
�
�

�
�
�

�2 0

0 0

,  

,  
 

  எனில் k -ன் மதிப்வ்க காணக.

 2. சமவாய்ப்பு மாறி X  -யின் நிகழ்தகவு அ்டரததி சாரபு f x
x x
x x( ) �

� �
� � �

�

�
�

�
�

0 1

2 1 2

0 gpw kjpg;g[fSf;F

.

  ‘(i) P X0 2 0 6. .� �� �   (ii) P X1 2 1 8. .� �� �   (iii) P X0 5 1 5. .� �� �  ஆகியெவற்வைக  காணக

 3. ஒரு ்ால் விற்்வனயெகததில் வினி்யொகிககப்்டும் ்ாலின் அளவு சமவாய்ப்பு மாறி X  என்க. 
குவைந்்த்ட்சம் 200 லிட்்டரகள் மற்றும் அதிக்ட்சம் 600 லிட்்டரகளு்டன் நிகழ்தகவு அ்டரததி 
சாரபு 

  f x
k x

( ) �
� ��

�
�

200 600

0 gpw kjpg;g[fSf;F

   (i) k மதிப்பு காணக.   (ii)  ்ரவல் சாரபு காணக.
   (iii) 300 லிட்்டரகள் மற்றும் 500  லிட்்டரகளுககிவ்ட்யெ தினசரி விற்்வன இருப்்்தற்கான 

நிகழ்தகவு காணக?

 4. சமவாய்ப்பு மாறி X -யின் நிகழ்தகவு அ்டரததி சாரபு  f x k x
x

e
x

( ) � �
�

�
�
�

��

�
3 0

0 0

,  

,  
எனில்

   (i) k மதிப்பு       (ii)  ்ரவல் சாரபு    (iii) P X( )< 3  

   (iv) P X( )5£      (v) P X( )£ 4  ஆகியெவற்வைக காணக.

 5. சமவாய்ப்பு மாறி X  -யின் நிகழ்தகவு அ்டரததி சாரபு,

f x
x x
x x� � �
� � � �

� � � �
�

�
�

�
�

1 1 0

1 0 1

0

,

,

gpw kjpg;g[fSf;F

எனில்

  (i) ்ரவல் சாரபு F x( )      (ii) P X( . . )− ≤ ≤0 5 0 5  காணக.

 6. சமவாய்ப்பு மாறி X  -யின் ்ரவல் சாரபு F x( )  

F x

x

x x x

x

( )

,

,

=

− ∞ < <

+( ) ≤ <

≤ < ∞










0 0

1

2
0 1

1 1

2

  எனில் (i) நிகழ்தகவு அ்டரததி சாரபு f x( )     (ii) P X( . . )0 3 0 6£ £  ஆகியெவற்வைக காணக.
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11.5  கணி்த எதிர்போர்ப்பு (Mathematical Expectation)
 சமவாய்ப்பு மாறியின் முககியெமான சிைப்பியெல்புகளில் ஒன்று அ்தன் கணி்த எதிர்ாரப்பு ஆகும். 
கணி்த எதிர்்ோர்ப்பின பிை வ்யெரகள்  எதிர்ாரப்பு மதிப்பு, சராசரி, மற்றும் மு்தல் விலககப் வ்ருககத 
வ்தாவக மு்தலியென.

 வைககமாக எண சராசரி முவையி்ல்யெ கணி்த எதிர்ாரப்பும் அ்தவனவயொட்டி 
வவரயெறுககப்்டுகிைது.

 n எணகளின் a a a an1 2 2, , , , -ன்  சராசரி  எண மதிப்பு, 
a a a a

n
n1 2 3+ + + +

 ஆகும் .

 a a a an1 2 2, , , ,  ஆகியெ n  எணகளின்  முழு வ்தாகுப்வ்யும் வ்தாகுதது ஒற்வை மதிப்பில் 

சுருககமாக்வா அல்லது வவகப்்டுத்த்வா சராசரி உ்தவுகிைது.

விளகக எடுத்துககோட்டு 11.7

 6, 2, 5, 5, 2, 6, 2, 4, 1, 5− எனும் ்தது எணகவளக கருதுக.

                    இ்தன் சராசரி 
6 2 5 5 2 6 2 4 1 5

10
3

� � � � � � � � �
�  ஆகும்.

 6, 2, 5, 5, 2, 6, 2, , 1, 5− 4 ஆகியெ  10  எணகவளயும் சமவாய்ப்பு மாறி X-ன் மதிப்புகளாக 
கருதினால் நிகழ்தகவு நிவை சாரபு

        x 4− 1 2 5 6

( )P X x=
1

10
1

10
3

10
3

10
2

10

 ஆகும்.  
 சராசரிககான ்மற்கண்ட கணககீட்வ்ட 

 � � � � � � � � � � �4
1

10
1

1

10
2

3

10
5

3

10
6

2

10
3  எனவும் மாற்றி எழு்தலாம்.

 இவவவடுததுககாட்டின் மூலம் சமவாய்ப்பு மாறியின் ஓவவவாரு மதிப்வ்யும் அ்தன் நிகழ்தகவால் 
வ்ருககி கிவ்டககும் வ்ருககல்களின் கூட்்டலாக எந்்தவவாரு சமவாய்ப்பு மாறியின் சராசரி அல்லது 
எதிர்ாரப்பு மதிப்வ்ப் வ்ைலாம் என்்து வ்தளிவாகிைது.

 என்வ சராசரி� �(x -இன் மதிப்பு ) (´ நிகழ்தகவு )  

 சமவாய்ப்பு மாறி ்தனிநிவல எனில் இககூற்று வமய்யொகும். வ்தா்டரச்சியொன சமவாய்ப்பு மாறிவயெப் 
வ்ாறுத்தவவரயில், கணி்த எதிர்ாரப்பும் கூட்்டலுககு ்திலாக வ்தாவகயி்டலின் அடிப்்வ்டயி்ல்யெ 
அவமயும்.

 சமவாய்ப்பு மாறி X -ககான நிகழ்தகவு ்ரவலுககு வ்தாகுகக வ்ாதுவாக இரு அளவுகள்  
்யென்்டுத்தப்்டுகின்ைன. புள்ளியியெவலப் வ்ாறுத்தவவர ஒன்று வமயெப்்்ாககு மற்வைான்று சி்தைல் 
அல்லது நிகழ்தகவு ்ரவலின் மாறு்ாடு எனலாம். நிகழ்தகவு ்ரவலின் வமயெப்்்ாககின் அளவவ்யெ 
சராசரி ஆகும். ்மலும் சி்தைலின் அளவவ்யெ ்ரவற்்டி அல்லது ்ரவலின் மாறு்ாடு ஆகும்.  ஆனால் 
இவவிரு அளவவகளும் ஒரு நிகழ்தகவு ்ரவலிவன  ்தனிச்சிைப்புப்்்ட இனங காணவில்வல. அ்தாவது 
இரு வவவ்வறு ்ரவல்களுககும் ஒ்ர சராசரியும் சி்தைலும் அவமயெலாம். இருப்பினும் இத்தகு 
அளவவகள் எளி்தாக கணிகக இயெலும். சமவாய்ப்பு மாறி  X -இன் நிகழ்தகவுப் ்ரவலிவனப் ்ற்றி 
கற்க உ்தவுகின்ைன.
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11.5.1  சரோசரி (Mean)

வரரயர்ற 11.8 (சரோசரி)

 ஒரு சமவாய்ப்பு மாறி X -இன் நிகழ்தகவு ்ரவல் சாரபு f x� �  என்க. E X( ) அல்லது µ எனக 
குறிப்பி்டப்்டும்

                                   E X

x f x X

x f x dx X

x
( )

( )

( )

�

� jdpepiy khwp vdpy;

bjhlu;r;rpahd khwp vvdpy;

��

�

�

�

�
��

�
�
�

 என்்து எதிர்ாரப்பின் மதிப்பு அல்லது சராசரி அல்லது X -இன் கணி்த எதிர்ாரப்பு என 
வவரயெறுககப்்டுகிைது. 

 எதிர்ாரககப்்டும் மதிப்பு வ்ாதுவாக சமவாய்ப்பு மாறி வகாள்ளும் மதிப்்ாக இருககாது.  
்ன்முவை சார்ற்று வசய்யெப்்டும் ஒரு ் சா்தவனயில் ஒரு சமவாய்ப்பு மாறியின் எதிர்ாரப்வ் புரிந்து 
வகாள்ள இந்்த எதிர்ாரககப்்டும் மதிப்பு  உ்தவும்.

ந்தற்றம் 11.3 (நிரூபணமின்றி)
 நிகழ்தகவு ்ரவல் சாரபு f x� �  உவ்டயெ ஒரு சமவாய்ப்பு மாறி X என்க. g X� �  எனும் புதியெ 
சமவாய்ப்பு மாறியின் சாரபின் எதிர்ாரப்பு மதிப்பு, 

                                   E g X

g x f x g x

g x f x dx g x

x
( ( ))

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

�

� jdpepiy khwp vdpy;

bjhluu;r;rpahd khwp vdpy;

��

�

�

�

�
��

�
�
�

 g X X k� � � ,= xk, எனில் ்மற்கண்ட ்்தற்ைம் ்தரும் எதிர்ாரககப்்டும் மதிப்பு சமவாய்ப்பு மாறி X-ன் 
ஆதிபுள்ளியில் உள்ள k -வது விலககப் வ்ருககத வ்தாவக எனப்்டுகிைது.

 

E X

x f x X

x f x dx X
k

k

x

k
( )

( )

( )

�

� jdpepiy khwp vdpy;

bjhlu;r;rpahd khwwp vdpy;

��

�

�

�

�
��

�
�
�

குறிப்பு

 k = 0  எனும்்்ாது, வவரயெவைப்்டி, 

                       E

f x X

f x dx X

x
( )

( )

( )

1

1

1

�

�

�

�

�
��

�

jdpepiy khwp vdpy;

bjhlu;r;rpahd  khwp vdpy;

�

�
��

�
�
�

11.5.2  பரவறபடி அலைது மோறுபோட்டளரவ (Variance)
 ்ரவற்்டி எனும் புள்ளியியெல் அளவவ ்தரவுகளின் வ்தாகுப்பின் சராசரி மதிப்பிலிருந்து 
அளவி்டப்்ட்்ட ்தரவு எவவாறு மாறு்டுகிைது என்்வ்தக கூறுகிைது. கணி்த ரீதியொக, மாறு்ாட்்டளவவ 
என்்து ஒரு ்தரவு வ்தாகுப்பின் எணகணி்த சராசரியிலிருந்து விலகல்களின் வரககஙகளின் 
சராசரியொகும். மாறு்ாடு, ்ரவல் மற்றும் சி்தைல் ஆகியெ வசாற்கள் ஒத்தவவயொகும், ்மலும் ்ரவல் 
எவவாறு ்ரவுகிைது என்்வ்தக குறிககிைது.
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வரரயர்ற 11.9 (பரவறபடி)

 V X or x( ) ( )σ σ2 2or  எனக குறிப்பி்டப்்டும் சமவாய்ப்பு மாறி X-ன் ்ரவற்்டி   

                                              V X E X E X E X( ) ( ( )) ( )� � � �2 2�  ஆகும்.

 ்ரவற்்டியின் வரககமூலம் திட்்ட விலககம் எனப்்டும். அ்தாவது  திட்்ட விலககம்� � V X( )

ஆகும். சமவாய்ப்பு மாறியின் ்ரவற்்டியும் திட்்டவிலககமும் குவையெற்ை எணணாகத்தான் இருககும்.

11.5.3  கணி்த எதிர்போர்ப்பு மறறும் பரவறபடியின் பண்புகள்

            (Properties of Mathematical expectation and variance)

 (i) E aX b aE X b( ) ( )� � � , இங்கு a  மற்றும் b   ஆகியன மோறிலிகள்.

நிரூபணம்

 X ஒரு ்தனிநிவல சமவாய்ப்பு மாறி எனில்,

   E aX b( )+  =  ax b f xi
i

i�� �
�

�

�
1

( )   (வவரயெவைப்்டி)

    =  ax f x bf xi i i
i

( ) ( )�� �
�

�

�
1

    =  a x f x b f xi
i

i i
i�

�

�

�

� ��
1 1

( ) ( )

    =  aE X b( ) � � �1    f xi
i

( ) ��

�
�

�

�
�

�

�

� 1
1

 

   E aX b( )+  =  aE X b( ) + .

 இ்்த்்ான்று, X  ஒரு வ்தா்டரச்சியொன சமவாய்ப்பு மாறி எனில், கூட்்டவல வ்தாவகயி்டலாக 

மாற்றி நிரூபிககலாம்.

கிவளத்்தற்ைம் 1 :    E aX( )  = aE X( )     (b = 0  எனும்்்ாது)         
கிவளத்்தற்ைம் 2 :     E b( )  = b                ( a = 0  எனும்்்ாது)      

 (ii)  Var X E X E X( ) ( ) ( )= −( )2 2  

நிரூபணம்

   E x( )  =  µ  என அறி்வாம்.

   Var X( )  =  E X( )� � 2

    =  E X X( )2 22� �� �
    =  E X E X( )2 22� � � �� �   (μ என்்து ஒரு மாறிலி)

    =  E X E X( ) ( )2 2 2 22� � � ��� � �

   Var X( )  =  E X E X( ) ( )2 2� � �  
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218XII - கணிதவியல்

 சமவாய்ப்பு மாறி X -இன் ்ரவற்்டிவயெக கணககி்ட ஒரு மாற்று வழி 
   σ 2  =  Var ( ) ( ) ( )X E X E X� � � �2 2  

 (iii)  Var(aX +b) a Var X= 2 ( )  இங்கு a  மற்றும் b   ஆகிய்ே  மோறிலிகள்.

நிரூபணம்

   Var aX b( )+  =  E aX b E aX b( ) ( )� � �� �2

    =  E aX b aE X b� � �� �( ) )
2

    =  E aX aE X�� �( )
2  

    =  E a X E X−( )( )( )
2

    =  a E X E X2 2�� �( ) .

 என்வ Var aX b( )+  =  a Var X2 ( )  

கிவளத்்தற்ைம் 3 :    V aX( )  = a V X2 ( )  (b = 0  எனும்்்ாது)        
கிவளத்்தற்ைம் 4 :    V b( )  = 0  ( a = 0  எனும்்்ாது)

 ்ரவற்்டி என்்து சமவாய்ப்பு மாறியின் மதிப்புகளின் சராசரி µ-ஐப் வ்ாறுதது விலகல் ்ற்றியெ 
்தகவல்கவளத ்தருகிைது. σ 2  சிறியெ்தாக இருந்்தால் சமவாய்ப்பு மாறிகள் சராசரிவயெப் வ்ாறுதது 
அதிகமாகத திரணடு குவிந்்த்தாக அவமயும். σ 2  வ்ரியெ்தாக இருந்்தால் சமவாய்ப்பு மாறியின் 
மதிப்புகள் சராசரியிலிருந்து மிகவும் விலகியிருககும்  என்்து வ்ாருளாகும்.

்்டம்  11.18
 ஓ்ர சராசரியும் ஆனால் வவவ்வறு ்ரவற்்டி வகாண்ட இரு வ்தா்டரச்சியொன சமவாய்ப்பு 
மாறிகளின் pdf-கவள ்மற்கண்ட ்்டம் காணபிககிைது. அவற்றின் வவளவவரகள் மணி வடிவில்  
உள்ளது.

எடுத்துககோட்டு 11.16
 கீழககாணும் சாரபு ஒரு நிகழ்தகவு நிவை சாரபிவனக குறிககிைது என்க.  

x 1 2 3 4 5 6

f x( ) c2 2 2c 3 2c 4 2c c 2c

 (i) c-ன் மதிப்பு (ii) சராசரி மற்றும் ்ரவற்்டி காணக.

( )f x
( )f x

µ µ xx

்ரவற்்டி வ்ரியெது ்ரவற்்டி சிறியெது

சராசரியிலிருந்து விலகல் சராசரியிலிருந்து விலகல்

ஒ்ர சராசரியிலிருந்து வவவ்வறு ்ரவற்்டிகள்
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தீர்வு

     (i) f x( ) ஒரு நிகழ்தகவு நிவை சாரபு என்்்தால், அவனதது x -ககும், f x( ) ≥ 0  மற்றும் f x
x

( ) �� 1 .

   ஆவகயொல்,   f x
x

( )å  =  1

   c c c c c c2 2 2 22 3 4 2+ + + + +  =  1

   c  =  1
5

 அல்லது − 1

2
.

  அவனதது x -ககும், f x( ) ≥ 0  என்்்தால், c -இன் சாததியெமான மதிப்பு 
1

5
ஆகும்.

  என்வ, நிகழ்தகவு நிவை சார்ானது

x 1 2 3 4 5 6

f x( )
1

25

2

25

3

25

4

25

1

5

2

5

 (ii) சராசரி மற்றும் ்ரவற்்டி காண கீழககாணும் அட்்டவவணவயெப் ்யென்்டுதது்வாம். 

                           
x f x( ) x f x( ) x f x2 ( )

1
1

25

1

25

1

25

2
2

25

4

25

8

25

3 3

25

9

25

27

25

4 4

25

16

25

64

25

5 1

5

5
5

25

5

6 2

5

12

5

72

5

f x( )� �1 x f x( )� �
115

25
x f x2 ( )å = 585

25

  சரோசரி:     E X( )  =  x f x( ) .� � �
115

25
4 6   

  ்ரேற்்டி: V X( )  =  E X E X x f x x f x( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 2

� � � � � � �� �

    =   585

25

115

25

2

��
�
�

�
�
� �= 23.40 21.16 = 2.24

  என்வ சராசரி மற்றும் ்ரவற்்டி முவை்யெ 4.6 மற்றும் 2.24  ஆகும்.
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எடுத்துககோட்டு 11.17
 8 வவள்வள மற்றும் 4 கருப்பு ்ந்துகள் வகாண்ட ஒரு கூவ்டயிலிருந்து இரு ்ந்துகள் சமவாய்ப்பு 
முவையில் ்்தரந்வ்தடுககப்்டுகின்ைன. ்்தரந்வ்தடுககப்்டும் ஒவவவாரு கருப்பு ்ந்துககும் `.20 
வவல்லும் வ்தாவகயொகவும் ்்தரந்வ்தடுககப்்டும் ஒவவவாரு வவள்வள ்ந்துககும்  `.10 ்்தாற்கும் 
வ்தாவகயொகவும் கருதுக. எதிர்ாரககப்்டும் வவல்லும் வ்தாவக மற்றும் ்ரவற்்டி காணக.
தீர்வு

 X  என்்து வவல்லும் வ்தாவக என்க. சாததியெமான ்்தரவுகளாவன  (i) இரு ்ந்துகளு்ம கருப்பு, 
அல்லது (ii) ஒரு வவள்வள மற்றும் ஒரு கருப்பு (iii) இரணடு்ம வவள்வள. என்வ X எனும் 
சமவாய்ப்பு மாறி கீழககாணுமாறு வவரயெறுககப்்டுகிைது:
   X  (இரணடு்ம கருப்பு ்ந்துகள்) =  ` 2 20( ) =  ` 40

   X (ஒரு கருப்பு ்ந்து மற்றும் ஒரு வவள்வளப் ்ந்து) =  ` 20−  ` 10 =  `10

   X  (இரணடு்ம வவள்வளப் ்ந்துகள்) =  ` ( )� � �20  ` 20

 என்வ X  வகாள்ளும் மதிப்புகள் 40 10,  மற்றும் −20  ஆகும்.

   வமாத்த ்ந்துகள்  n  =  12  

   2 ்ந்துகள் ்்தரந்வ்தடுகக வமாத்த வழிகள் =  
12

2

12 11

1 2
66

�

�
�

�

�
� �

�
�

�

   2 கருப்பு ்ந்துகள் ்்தரந்வ்தடுகக வழிகள் =  
4

2
6

�

�
�
�

�
� �

 ஒரு கருப்பு ்ந்து மற்றும் ஒரு வவள்வள ்ந்து ்்தரந்வ்தடுகக =  
8

1

4

1
32

�

�
�
�

�
�
�

�
�
�

�
� �

 2 வவள்வள ்ந்துகள் ்்தரந்வ்தடுகக வழிகள் =  
8

2
28

�

�
�
�

�
� �  

சமவாய்ப்பு மாறி X -இன் மதிப்புகள் 40 10 −20  வமாத்தம்

்நரமாறு பிம்்ஙகளிலுள்ள உறுப்புகளின் எணணிகவக 6 32 28 66

 நிகழ்தகவு நிவை சார்ானது

X 40 10 −20 வமாத்தம்

f x� �
6
66

32

66

28

66
1

சரோசரி :

   E X( )  =  x f x( )� � ��
�
�

�
�
� � ��

�
�

�
�
� � �� � ��

�
�

�
�
� �40

6

66
10

32

66
20

28

66
0  

  அ்தாவது எதிர்ாரககப்்டும் வவல்லும் வ்தாவக 0 .

்ரேற்்டி :

   E X( )2  =  x f x2 2 2 2
40

6

66
10

32

66
20

28

66

400
( )� � ��

�
�

�
�
� � ��

�
�

�
�
� � �� � ��

�
�

�
�
� �

00

11
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   E X( )� �2  =  0 02 =

  இ்தன்்டி  V X( )  =  E X E X( ) ( )2 2 4000

11
0

4000

11
� � � � � �  

   என்வ  E X( )  =  0  மற்றும் Var( )X = 4000

11 .

எடுத்துககோட்டு 11.18

 f x
e xx

( )
,

�
��

�
�

�� � 0

0 gpw kjpg;g[fSf;F

 எனும் நிகழ்தகவு அ்டரததி சாரபு உள்ள ஒரு சமவாய்ப்பு மாறி X -ககு சராசரி மற்றும் ்ரவற்்டி 
காணக.
தீர்வு

 வகாடுககப்்ட்டுள்ள ்ரவல் வ்தா்டரச்சியொனது என்்வ்த கவனிககவும். 

சரோசரி 

வவரயெவைப்்டி  μ =  E X x f x dx( ) ( )�
��

�

�

  =  0
0

0

� �� �e dx x e dxx x�

��

�
�

� � � � �� �  

  =  0
0

� � ��
�

�� �x e dxx  

  =  0
1
2

� �
�
�

�
�
��

�
 (மிவக முழு எண n -ககு ,காமா வ்தாவகயி்டல் n , x e dx nn x

n
�

�

�

�� �

� 1

0

)
  =   1

λ
 

்ரேற்்டி 

  வவரயெவைப்்டி,  E X( )2  =  x f x dx2 ( )
��

�

�

    =  0

0

2

0

� �� �e dx x e dxx x�

��

�
�

� � � � �� �  

    =  0 2

0

� � ��
�

�� �x e dxx  

    =  0
2 2
3 2

� �
�
�

�
�
� ��

� �
  (காமா வ்தாவகயி்டல் ்யென்்டுத்த)

என்வ  Var X( )  =  E X E X( ) ( )2 2
−( )

    =  2 1 1
2

2

2� � �
��
�
�

�
�
� �

  ஆவகயொல் சராசரி மற்றும் ்ரவற்்டி முவை்யெ 
1
λ

மற்றும் 
1

2λ
.

(வ்ர்னாலி சூததிரப்்டி 
அல்லது ்குதி வ்தாவகயி்டல் 
முவையிவனயும் 
்யென்்டுத்தலாம்)

(வ்ர்னாலி சூததிரப்்டி 
அல்லது ்குதி வ்தாவகயி்டல் 
முவையிவனயும் 
்யென்்டுத்தலாம்)
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பயிறசி 11.4
 1. கீழககாணும் ஒரு சமவாய்ப்பு மாறி X -ன் நிகழ்தகவு நிவை சாரபுகளுககு சராசரி மற்றும் 

்ரவற்்டி காணக:

   (i) f x
x

x
� � �

�

�

�

�
��

�
�
�

1

10
2 5

1

5
0 1 3 4

,

, , ,

 (ii) f x x x� � � �
��

�
�

4

6
1 2 3, ,

   (iii) f x
x x

� � �
� � ���

�
�

2 1 1 2

0

( )

gpw kjpg;g[fSf;F
 (iv) f x

e x
x

( )
,

�
�

�
�
�

��

�1

2
0

0

2  

gpw kjpg;g[fSf;F

 2. நான்கு சிவப்பு ் ந்துகள் மற்றும் மூன்று கருப்பு ் ந்துகள் வகாண்ட ஒரு கூவ்டயிலிருந்து ் திலீ்டாக 
இ்டாது அடுத்தடுதது இரு ்ந்துகள் வவளியில் எடுககப்்டுகின்ைன. சிவப்பு ்ந்து வவளியில் 
எடுககும் சாததியெ கூறுகவள X என்க. X-ன் நிகழ்தகவு நிவை சாரவ்யும் சராசரிவயெயும் 
காணக.

 3. µ மற்றும் σ 2  ஆகியெவவ முவை்யெ ்தனிநிவல சமவாய்ப்பு மாறி X -ன் சராசரி மற்றும் ்ரவற்்டி 
மற்றும் E X( )� �3 10  மற்றும் E X( )� �3 1162 , எனில் µ மற்றும் σ 2 காணக.

 4. நான்கு சீரான நாணயெஙகள் ஒரு முவை சுண்டப்்டுகின்ைன. ்தவலகளின் எணணிகவக 
நிகழவிற்கு நிகழ்தகவு நிவை சாரபு, சராசரி, மற்றும் ்ரவற்்டி காணக.

 5. ஒரு ்யெணிகள் இரயில் ஒவவவாரு அவர மணி ்நரததிற்கும் ஒரு நிவலயெததிற்கு சரியொன 
்நரததில் வந்து ்சரும். ஒவவவாரு நாள் காவலயிலும், ஒரு மாணவர ்தனது வீட்டிலிருந்து 
இரயில் நிவலயெததிற்கு வசல்கிைார. மாணவர ரயில் நிவலயெதவ்த அவ்டயும் ்நரததிலிருந்து 
ரயிலுககாக காததிருககும் ்நரதவ்த X  என நிமி்டஙகளில் குறிககலாம். X -ன் நிகழ்தகவு 
அ்டரததி சாரபு

 f x
x

( ) �
� ��

�
�

��

1

30
0 30

0 gpw kjpg;g[fSf;F

  எனில் சமவாய்ப்பு மாறி X -ன் எதிர்ாரப்பு மதிப்வ் கணிதது விளககுக.

 6. கணினி ்தயொரிககப்்டும்்்ாது ஆயிரககணககான மணி்நரம் ்யென்்டுத்தப்்டும் ஒரு 
மின்னணு சா்தனவமான்றின் ்ழு்தவ்டயும் ்நரததின் அ்டரததி சாரபு

f x
e xx

( ) �
��

�
�

�3 0

0

3

gpw kjpg;g[fSf;F
.

  ஆகும். இம்மின்னணு சா்தனததின் எதிர்ாரககப்்டும் ஆயுட்காலதவ்த காணக. 

 7. சமவாய்ப்பு மாறி X -ன் நிகழ்தகவு அ்டரததி சாரபு 

f x
x e x

x

x

( ) �
�
�

�
�
�

�16 0

0 0

4 ,  

,  

  ஆகும். சமவாய்ப்பு மாறி X -ன் சராசரி மற்றும் ்ரவற்்டி காணக.

 8. 600 டிகவகட்டுகள் வகாண்ட ஒரு லாட்்டரியில் ஒரு ்ரிசு `. 200 -ககும் நான்கு ்ரிசுகள்  
`.100 -ககும், ஆறு ் ரிசுகள் ̀ .50 -ககும் எனகவகாடுககிைது. டிகவகட் வசலவு ̀ .2 என்ைால், ஒரு 
டிகவகட்டின் எதிர்ாரககப்்டும் வவற்றி வ்தாவகவயெக கண்டறியெவும்.
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11.6  அறிமுர்ற பரவலகள் : சிை சி்றப்பு ்தனி நிரை பரவலகள்

          (Theoretical Distributions: Some Special Discrete Distributions)
 சராசரி மற்றும் ்ரவற்்டியு்டன் ்ல்வறு வ்ாதுவான நிகழ்தகவு ்ரவல்கவள முந்வ்தயெப் 
்குதியில் கற்்ைாம். சில சிைப்பு வாய்ந்்த  ்தனிதிவல நிகழ்தகவு ்ரவல்கவளக காண்்ாம்.

 இப்்குதியில் பின்வரும் ்தனிநிவல ்ரவல்கவளக காண்்ாம்.
 (i) ஒரு புள்ளி ்ரவல் (ii) இருபுள்ளி ்ரவல்
 (iii) வ்ர்னாலி ்ரவல் (iv) ஈருறுப்பு ்ரவல்.

11.6.1  ஒரு புள்ளி பரவல (The One point distribution)
 f x P X x( ) ( )= = =0 1என வவரயெறுககப்்டும் நிகழ்தகவு நிவை சாரபு f x( ) -ன்்டி ஒரு புள்ளி x0  
இருககுமானால், சமவாய்ப்பு மாறிX  -ககு, ஒரு புள்ளி ்ரவற்்டி அவமயும்.
 அ்தாவது ஒரு புள்ளியில் நிகழ்தகவு நிவை குவிந்துள்ளது.
 குவிவு ்ரவல் சாரபு

F x
x x

x x
( ) �

�� � �
� � �

�
�
�

0

1

0

0

                        

சரோசரி :
   E X( )  =  x f x x x

x
( ) � � �� 0 01  

்ரேற்்டி :
   V X( )  =  E X E X x f x x x x

x
( ) ( ) ( )2 2 2

0

2

0

2

0

2 0� � � � � � � � � ��  

  என்வ சராசரி மற்றும் ்ரவற்்டி முவை்யெ x0  மற்றும் 0 ஆகும்.

11.6.2  இரு புள்ளி பரவல (The Two point distribution)

 (a) சமச்சீரற்்ற ே்க:  f x
p x x
p x x

( ) �
�

� �
�
�
�

, 

,

1

21
  இஙகு 0 1< <p . 

  என அவமயுமாறு இரு மதிப்புகள் x
1

மற்றும் x
2

 இருககுமானால் சமவாய்ப்பு மாறி X -ககு 
இரு புள்ளி ்ரவல் உணடு.   

  குவிவு ்ரவல் சாரபு

F x
x x

p x x x
x x

( ) �
�
� �
�

�

�
�

�
�

0

1

1

1 2

2

,

,

,

சரோசரி :
   E X( )  =  x f x x p x p px qx

x
( ) ( )� � � � � � �� 1 2 1 21  இஙகு q p� �1 .

்ரேற்்டி :
   V X( )  =  E X E X x f x px qx

x
( ) ( ) ( )2 2 2

1 2

2
� � � � � �� ��

    =  x p x q px qx pq x x1

2

2

2

1 2

2

2 1

2�� � � �� � � �� �  

 சராசரி மற்றும் ்ரவற்்டி முவை்யெ px qx1 2+  மற்றும் pq x x2 1

2�� �  ஆகும். 
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 (b) சீரோன ே்க : 

  p q= =
1

2
எனும்்்ாது, இரு புள்ளி ்ரவல் 

      f x
x x

x x
( ) �

�

�

�

�
��

�
�
�

1

2

1

2

1

2

,

,

        இஙகு 0 1< <p  என ஆகும். ்மலும் குவிவு ்ரவல் சாரபு

  
F x

x x

x x x

x x

( ) ,�

�

� �

�

�

�
��

�
�
�

0

1

2

1

1

1 2

2

,

 

,

  ஆகும். சராசரி மற்றும் ்ரவற்்டி முவை்யெ 
x x1 2

2

+
மற்றும் 

x x2 1

2

4

�� �
ஆகும்.

11.6.3   தபர்நனோலி பரவல (The Bernoulli distribution)
 வவற்றிககான நிகழ்தகவு p ஆக இருககும் சார்ற்ை ்சா்தவனகவள மு்தலில் 
ஆராய்ந்்தது சுவிஸ் கணி்தவியெலாளர ்ஜகஸ் வ்ர்னாலி(Jacques Bernoulli) 
(1654–1705)ஆவார. அவர காலமாகி எட்டு ஆணடுகளுககுப் பிைகு 1713 இல் 
அவரது மருமகன் நிக்காலஸால் வவளியி்டப்்ட்்ட அவரது நூலான ஊகித்தல் 
கவலயில், வ்ர்னாலி இது்்ான்ை ்சா்தவனகளின் எணணிகவக வ்ரி்தாக 
இருந்்தால், வவற்றிகளின் விகி்தம் p ககு வநருககமாக நிகழ்தகவு 1 -ககு அருகில் 
இருககும் எனச் சுட்டிக காட்டினார.
 நிகழ்தகவு கருததியெலில் சுவிஸ் கணி்தவியெலாளர ்ஜகஸ் வ்ர்னாலியின் 
வ்யெரால் விளஙகும் வ்ர்னாலி ்ரவல் ஒரு சமவாய்ப்பு மாறியின் ்தனிநிவல நிகழ்தகவு ்ரவலாகும்.  
ஒன்வைவயொன்று விலககும் மற்றும் யொவுமளாவியெ வவககளில் அ்தாவது வவற்றி அல்லது ்்தால்வி 
( எடுததுககாட்்டாக: ்தவலகள் அல்லது பூககள், குவை்ாடுள்ளவவ அல்லது குவை்ா்டற்ை நல்ல 
வ்ாருள்கள், பிைப்பு அல்லது இைப்பு அல்லது ்ல்்வறு சாததியெ ்ஜாடிகள்) என வவகப்்டுத்தப்்டும் 
ஒரு சமவாய்ப்பு ்சா்தவன வ்ர்னாலி ்சா்தவனயொகும். ்சா்தவனககு ்சா்தவன மாைாது இருககும் 
வவற்றியின் நிகழ்தகவு அவமயுமாறு ்லமுவை சார்ற்ை வவகயில் ்மற்வகாள்ளும் வ்ர்னாலி 
்சா்தவன மூலம் வ்ர்னாலி ்சா்தவனத வ்தா்டர  ்நரிடுகிைது.

வரரயர்ற 11.10 (தபர்நனோலி பரவல)

 X (வவற்றி) = 1  மற்றும் X (்்தால்வி) = 0 என வவரயெறுககப்்டும் ஒரு வ்ர்னாலி 
்சா்தவனயு்டன் இவணந்்த சமவாய்ப்பு மாறி X -ககு , 

                            f x
p x
q p x

( ) �
�

� � �
�
�
�

1

1 0
,  இஙகு 0 1< <p   

    X என்்து வ்ர்னாலி சமவாய்ப்பு மாறி எனவும் மற்றும் f x( )  என்்து வ்ர்னாலி்ரவல் எனவும் 
முவை்யெ அவைககப்்டுகிைது
 அல்லது சமானமாக
 வவற்றி p ஆகியெ நிகழ்தகவு உவ்டயெ  வ்ர்னாலி ்ரவவல பின்்ற்றும் ஒரு சமவாய்ப்பு மாறி, 
்ண்ளவவயொக அவைககப்வ்றும் p மற்றும்  X Ber p ( ) எனக குறிப்பி்டப்்ட்்டால், X -இன் 
நிகழ்தகவு நிவை சாரபு 
                                    f x p p xx x( ) ( ) , ,� � ��1 0 11  ஆகும்.

 நேகஸ் தபர்நனோலி

(1654 - 1705)
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 வ்ர்னாலி ்ரவலின் குவிவு ்ரவல்

F x
x

q p x
x

( )

,

,

,

�
�

� � � �
�

�

�
�

�
�

0 0

1 0 1

1 1

 எனப்்டும்.

சரோசரி :
   E X( )  =  x f x p p p

x
( ) ( )� � � � � �� 1 0 1 ,

 
0   மற்றும் 1  மதிப்புகவள மட்டு்ம X வகாள்வ்தால் , அ்தன் எதிர்ாரப்பு மதிப்பு  p என்்வ்தப் 

“்ாரத்ததில்வல” எனக கூைலாம்.
்ரேற்்டி :
   V X( )  =  E X E X x f x p

x
( ) ( ) ( )2 2 2 2� � � � ��  

    =  1 0 12 2 2p q p p p pq�� � � � � �( )    இஙகு q p� �1  

 
்ண்ள்ே p, சரோசரி μ மற்றும் ்ரேற்்டி σ 2  ஆகிய்ே உ்்டய ப்ர்கனோலி ்ரே்லைப் 

பின்ற்றும் X ஒரு ப்ர்கனோலி சமேோய்ப்பு மோறி எனில 
                             � � p        மற்றும்      � 2 � pq

 p q= =
1

2
 எனும்்்ாது, வ்ர்னாலி ்ரவல்   

  

     f x
x

x
( )

,

�
�

�

�

�
��

�
�
�

1

2
0

1

2
1,

   இஙகு 0 1< <p . 

 மற்றும் குவிவு ்ரவல் F x

x

x

x

( ) �

�

� �

�

�

�
��

�
�
�

0 0

1

2
0 1

1 1

,

      , 

,

 ஆகும். சராசரி மற்றும் ்ரவற்்டி முவை்யெ 
1

2
மற்றும் 

1

4
ஆகும்.

11.6.4  ஈருறுப்பு பரவல (The Binomial Distribution)
 ்தவலகள் அல்லது பூககள், வவற்றி அல்லது ்்தால்வி, குவை்ாடு உவ்டயெ வ்ாருள் அல்லது நல்ல 
வ்ாருள் அல்லது இத்தவகயெ சாததியெமான ்சாடிகள் இருககும் இரணடு சாததியெக கூறுகவள 
மட்டு்ம வகாணடிருககும் வ்தா்டரந்து நிகழத்தப்்டும் சில ்சா்தவனகளில் ஈருறுப்பு ்ரவல் 
முககியெமாக ்யென்்டுத்தப்்டுகிைது. அத்தவகயெ ஒவவவாரு கூறுகளின் நிகழ்தகவிவனயும் வ்ருககல் 
விதியிவனப் ்யென்்டுததி சில சமயெஙகளில் கிவள வவர்்டதது்டன் கணிககப்்டுகிைது. 
 ஒரு நாணயெம் ஒரு முவை சுண்டப்்டுகிைது என்க. ்தவலகளின் எணணிகவகவயெ X குறிககிைது 
என்க. இனி X Ber p ( ),  ஏவனனில் p  அல்லது 1− p. எனும் நிகழ்தகவு்டன் ்தவல X �� �1  அல்லது  
பூ X �� �0 ஆகியெ  இரணடில் ஒன்று மட்டு்ம கிவ்டககிைது. 
 ஒரு நாணயெம் n ்த்டவவ சுண்டப்்டுகிைது என்க. ்தவலகளின் எணணிகவகவயெ X குறிககிைது 
என்க. இனி 0 1 2, , , , n  ஆகியெ மதிப்புகவள X வகாள்கிைது. ்தவலகளின் எணணிகவக x -ககான 
நிகழ்தகவு
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P X x

n
x
p px n x( ) ( )� �

�

�
�
�

�
� � �1

 X x= ,என்்து n சுண்டல்களில் x ்தவலகளின்  ்சரப்பிப்பிற்கு ஒத்த்தாக, அ்தாவது 
n
x
�

�
�
�

�
�  

வழிகளில் ்தவலகளும் மற்றும் மீ்தமுள்ள வழிகளில் n x−  பூககளும் என அவமகிைது. என்வ 
ஒவவவாரு விவளவின் நிகழ்தகவு p px n x( )1− − ஆகும். n மதிப்பு 30 -ககும் குவைவாக இருககும்்்ாது 
ஈருறுப்பு ்்தற்ைம் ்யென்்டுததுவது வ்ாருத்தமான்தாகும். 

வரரயர்ற 11.11 (ஈருறுப்பு சமவோய்ப்பு மோறி)

     n -வ்தா்டரச்சியொன முயெற்சிகளில் உள்ள வவற்றிகளின் எணணிகவகவயெ X குறித்தால்,          
 (i) n  -வ்தா்டரச்சியொன முயெற்சிகள் சார்ற்ைவவயொகவும்  மற்றும் n -எணணி்டத 

்தககவவயொகவும்
 (ii) ’வவற்றி’ அல்லது ‘்்தால்வி’ எனப் வ்யெரி்டப்்ட்்ட இரு சாததியெமான விவளவுகவள 

மட்டு்ம ஒவவவாரு முயெற்சியும் வகாணடிருககவும்
 (iii) ஒவவவாரு முயெற்சியிலும் p  எனக குறிககப்்டும் வவற்றியின் நிகழ்தகவு மாைாது 

இருககவும், அவமந்்தால் ஒரு ்தனிநிவல சமவாய்ப்பு மாறி X ஈருறுப்பு சமவாய்ப்பு மாறி 
என அவைககப்்டும்.

வரரயர்ற 11.12 (ஈருறுப்பு பரவல)

 ஈருறுப்பு சமவாய்ப்பு மாறி  X என்்து  n-சார்ற்ை முயெற்சிகளில் வவற்றிகளின் எணணிகவகவயெக 
குறிககிைது என்க. வவற்றிககான நிகழ்தகவு p  எனக வகாண்டால், ்்தால்விககான நிகழ்தகவு  

q p� �1  ஆகும். ஈருறுப்பு ்ரவவல X B n p ( , )  எனக குறிப்்ர.  

  X -ன் நிகழ்தகவு நிவை சாரபு f x
n
x
p p x nx n x( ) ( ) , , , ,..., .�

�

�
�
�

�
� � ��1 0 1 2  ஆகும்.

 ஈருறுப்பு விரிவாககததிலிருந்து ்ரவலின் வ்யெர வ்ைப்்ட்்டது.  a மற்றும் b, மாறிலிகளுககு, 
ஈருறுப்பு விரிவாககம்,

a b
n
x
a bn

x

n
x n x�� � �

�

�
�
�

�
�

�

��
0

 ஆகும்.

 ஒரு ்தனி முயெற்சியில் வவற்றிககான நிகழ்தகவு p என்க. இனி, a p= மற்றும் b p� �1 என்்வ்தப் 
ஈருறுப்பு விரிவாககததில் ்யென்்டுததும்்்ாது ஈருறுப்பு சமவாய்ப்பு மாறிகளின் நிகழ்தகவுகளின் 
கூடு்தல் 1 எனக காணலாம். ்சா்தவனயில் ஒவவவாரு முயெற்சியும் இரு விவளவுகள், {வவற்றி, 
்்தால்வி} என வவக்டுததுவ்தால், ்ரவல் “ஈர’’-உறுப்பு என அவைககப்்டுகிைது.

 p மற்றும் n எனும் ்ண்ளவவகவளக வகாண்ட ஈருறுப்புப் ்ரவலிவனப் பின்்ற்றும் ஓர 
ஈருறுப்பு சமவாய்ப்பு மாறி X  என்க. சராசரி µ மற்றும் ்ரவற்்டி σ 2 முவை்யெ 

                                    � � np   and  � 2 1� �np p( )

 எதிர்ாரககப்்டும் மதிப்பு வ்ாதுவாக சமவாய்ப்பு மாறி வகாள்ளும் மதிப்்ாக இருககாது.  
்ன்முவை சார்ற்று வசய்யெப்்டும் ஒரு ்சா்தவனயில் ஒரு சமவாய்ப்பு மாறியின் எதிர்ாரப்வ்ப் 
புரிந்து வகாள்ள இந்்த எதிர்ாரககப்்டும் மதிப்பு  உ்தவும். p = 0 5.  எனும்்்ாது அல்லது n வ்ரியெ்தாக 
இருககும்்்ாது ஈருறுப்பு ்ரவலின் அவமப்பு சமச்சீராக அவமயும்.
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 p q= =
1

2
எனும்்்ாது, ஈருறுப்பு ்ரவல்

 f x
n
x

x n
x n x

( ) , , , ,..., .�
�

�
�
�

�
�
�
�
�

�
�
�
�
�
�

�
�
� �

�
1
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1

2
0 1 2  ஆகும். 

 அ்தாவது,

             f x
n
x

x n
n

( ) , , , ,..., .�
�

�
�
�

�
�
�
�
�

�
�
� �

1

2
0 1 2

 சராசரி மற்றும் ்ரவற்்டி முவை்யெ 
n
2

மற்றும் 
n
4

ஆகும்.

எடுத்துககோட்டு 11.19
 பின்வருவனவற்றிற்கு ஈருறுப்பு ்ரவல் காணவும்.
 (i) ஐந்து சீரான நாணயெஙகள் ஒரு முவை சுண்டப்்டுகின்ைன மற்றும் ்தவலகளின் எணணிகவகவயெ 

X குறிககிைது என்க. 
 (ii) ஒரு சீரான ் கவ்ட 10 முவை உருட்்டப்்டுகிைது மற்றும் எண 4  ் ்தான்றுவதின் எணணிகவகவயெ 

X குறிககிைது என்க.
தீர்வு

 (i) ஐந்து சீரான நாணயெஙகள் ஒருமுவை சுண்டப்்டுகின்ைன. நாணயெஙகள் சீரானவவ என்்்தால் 

ஓர ஒற்வை நாணயெததிலிருந்து ஒரு ்தவல கிவ்டப்்்தற்கான நிகழ்தகவு p =
1

2
மற்றும் 

q p� � �1
1

2

 ஐந்து நாணயெஙகளிலிருந்து ்தவலகள் கிவ்டப்்்தற்கான எணணிகவகவயெ X குறிககிைது என்க. 

0 1 2 3 4, , , , மற்றும் 5 ஆகியெ மதிப்புகவளக வகாள்ளும் ஈருறுப்பு சமவாய்ப்பு மாறி X என்க.  n = 5  

மற்றும் p =
1

2
 ஆகும். அ்தாவது X B 5

1

2
,

�
�
�

�
�
�  ஆகும்.

 என்வ ஈருறுப்பு ்ரவல்

   f x( )  =  
n
x
p p x nx n x�

�
�
�

�
� � ��( ) , , , ,...,1 0 1 2  

 என்்து

    f x( )  =  
5 1

2

1

2
0 1 2 5

x
x

x n x�

�
�
�

�
�
�
�
�

�
�
�
�
�
�

�
�
� �

�

, , , ,...,  என்ைாகும்.

 அ்தாவது, f x( )  =  
5 1

2
0 1 2

x
x n

n�

�
�
�

�
�
�
�
�

�
�
� �, , , ,...,  

 (ii) ஒரு சீரான ் கவ்ட 10 முவை உருட்்டப்்டுகிைது மற்றும் எண 4  ் ்தான்றுவதின் எணணிகவகவயெ 

X குறிககிைது என்க. 0 1 2 3 10, , , ,  எனும் மதிப்புகவளக வகாள்ளும் ஈருறுப்பு சமவாய்ப்பு 

மாறி X  என்க. n =10  மற்றும் p =
1

6
ஆகும். அ்தாவது X B 10

1

6
,

�
�
�

�
�
�ஆகும்.
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  ்கவ்டயில் நான்கு கிவ்டப்்்தற்கான நிகழ்தகவு p =
1

6
மற்றும் q p� � �1

5

6
 ஆகும்.

  என்வ ஈருறுப்பு ்ரவல்

   f x( )  =  
10 1

6

5

6
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, , , ,..., .

எடுத்துககோட்டு 11.20
 ்தது வினாககள் வகாண்ட ஒரு ்ல்வாய்ப்புத ்்தரவில், ஒவவவாரு வினாவிற்கும் நான்கு கவனச் 
சி்தைல் விவ்டகளில் ஒன்று சரியொன விவ்டயொகும். ஊகததின் அடிப்்வ்டயில் ஒரு மாணவர 
விவ்டயெளிககிைார என்க. சரியொன விவ்டகளின் எணணிகவகவயெ X குறிககிைது எனில், (i) ஈருறுப்பு 
்ரவல் (ii) மாணவர ஏழு சரியொன விவ்டகள் அளிப்்்தற்கான நிகழ்தகவு (iii) குவைந்்த்ட்சம் ஒரு 
விவ்ட சரியொன்தாக இருகக நிகழ்தகவு ஆகியெவற்வைக காணக.
தீர்வு

 (i) வவற்றிகளின் எணணிகவகவயெ X குறிப்்்தால், X  வகாள்ளும் மதிப்புகள் 0 1 2 10, , ,..., ஆகும். 

  வவற்றிககான நிகழ்தகவு p =
1

4
 மற்றும் ்்தால்விககு q p� � �1

3

4
, மற்றும் n =10 ஆகும்.

  என்வ X ஈருறுப்பு ்ரவவல அனுசரிககிைது. X B 10
1

4
,

�
�
�

�
�
�  எனக குறிப்பி்டப்்டுகிைது. 

  இதிலிருந்து வ்றுவது , f x( ) =
10 1

4

3

4
0 1 2 10

10

x
x

x x�
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�

�

�
�
�
�
�

�
�
�
�
�
�

�
�
� �

�

, , , ,..., ஆகும். 

 (ii) ஏழு சரியொன விவ்டகவள அளிப்்்தற்கான  நிகழ்தகவு  

   P X( )= 7  =  f ( )7
10

7
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4
120

3

4
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  ஒரு மாணவர ஏழு சரியொன விவ்டகவள அளிப்்்தற்கான நிகழ்தகவு 120
3

4

3

10

�

�
�

�

�
�  ஆகும்.

 (iii) குவைந்்த்ட்சம் ஒரு சரியொன விவ்டயெளிப்்்தற்கான நிகழ்தகவு
   P X( )≥1  =  1 1 1 0� � � � �P X P X( ) ( )

    =  1
10

0

1

4

3

4

0 10

�
�

�
�

�

�
�
�
�
�

�
�
�
�
�
�

�
�
� �  1 3

4

10

��
�
�

�
�
� .

  மாணவர குவைந்்த்ட்சம் ஒரு சரியொன விவ்டயெளிப்்்தற்கான நிகழ்தகவு 1
3

4

10

��
�
�

�
�
� ஆகும்.

எடுத்துககோட்டு 11.21
  ஓர ஈருறுப்பு மாறி X  யின் சராசரி மற்றும் ்ரவற்்டி முவை்யெ 2 மற்றும் 1.5 ஆகும்.  காணக
  (i)  P X( )= 0      (ii)  P X( )=1       (iii) P X( )≥1  ஆகியெவற்வைக காணக.
தீர்வு

 நிகழ்தகவு கண்டறியெ n  மற்றும் p ஆகியெ ்ண்ளவவகளின் மதிப்புகவளக கண்டறியெ்வணடும். 

 ்தரப்்ட்்ட ்தகவல்களிலிருந்து,
   சராசரி =  np = 2  மற்றும் ்ரவற்்டி= =npq 1 5.  

   இதிலிருந்து வ்றுவது  
npq
np

 =  1 5

2

3

4

.
=

12th_Maths_Vol 2_TM_CH 11_Probability.indd   228 16-12-2021   15:05:13

www.tntextbooks.in



நிகழ்தகவு பரவலகள்229

   q  =  3
4

 மற்றும் p q� � � � �1 1
3

4

1

4

   np  =  2 , என்்்தன் மூலம் n
p

= =
2

8 . என்வ X B 8
1

4
,

�
�
�

�
�
�  .

 என்வ நிகழ்தகவு ்ரவலானது

   P X x( )=  =  f x
x

x
x x

( ) , . ,...�
�

�
�
�

�
�
�
�
�

�
�
�
�
�
�

�
�
� �

�
8 1

4

3

4
0 1 2 8

8

 

 (i)  P X( )= 0  =  f ( )0
8

0

1

4

3

4

3

4

0 8 0 8

�
�

�
�
�

�
�
�
�
�

�
�
�
�
�
�

�
�
� � �

�
�

�
�
�

�

 (ii)  P X( )=1  =  f ( )1
8

1

1

4

3

4
2

3

4

1 8 1 7

�
�

�
�
�

�
�
�
�
�

�
�
�
�
�
�

�
�
� � �

�
�

�
�
�

�

 (iii)  P X( )≥1  =  1 1 1 0 1
3

4

8

� � � � � � ��
�
�

�
�
�P X P X( ) ( )  

எடுத்துககோட்டு 11.22
 ABC குழுமம் ்தயொரிககும் வ்ாருட்களில் சராசரியொக, 20% வ்ாருட்கள் குவை்ாடுள்ளவவ எனக 
கண்டறியெப்்ட்்டது. சமவாய்ப்பு முவையில் இதிலிருந்து 6  வ்ாருட்கள் ்்தரந்வ்தடுககப்்டுகிைது. 
்மலும் குவை்ாடுள்ள வ்ாருட்களின் எணணிகவகவயெ X  குறித்தால் (i) இரு வ்ாருட்கள் 
குவை்ாடுள்ளவவ (ii) அதிக்ட்சம் ஒரு வ்ாருள் குவை்ாடுள்ளது (iii) குவைந்்த்ட்சம் இரு 
வ்ாருட்கள் குவை்ாடுள்ளவவ. ஆகியெவற்றிற்கான நிகழ்தகவு காணக.
தீர்வு

 வகாடுககப்்ட்்டது n = 6 .
 குவை்ாடுள்ள ஒரு வ்ாருவளத ்்தரந்வ்தடுப்்்தற்கான நிகழ்தகவு 

20

100
, அ்தாவது p =

1

5
.

 q p� � �1
4

5
 குவை்ாடுள்ள வ்ாருட்களின் எணணிகவகவயெ X குறிப்்்தால், X  வகாள்ளும் 

மதிப்புகள் 0 1 2 6, , ,..., ஆகும்.

 என்வ X ஈருறுப்பு ்ரவவலப் பின்்ற்றுகிைது. அ்தவன X B 6
1

5
,

�
�
�

�
�
�எனக குறிப்பி்டலாம்.

 இதிலிருந்து வ்றுவது f x( )  =  
6 1

5

4

5
0 1 2 6

6

x
x

x x�

�
�
�

�
�
�
�
�

�
�
�
�
�
�

�
�
� �

�

, , , ,..., .

 (i) இரு குவை்ாடுகளுள்ள வ்ாருட்களுககான நிகழ்தகவு,

   P X( )= 2  = f ( )2
6

2

1

5

4

5
15

4

5

2 6 2 4

6
�
�

�
�
�

�
�
�
�
�

�
�
�
�
�
�

�
�
� �

�

�
�

�

�
�

�

 

 (ii) அதிக்ட்சம் ஒரு வ்ாருள் குவை்ாடுள்ள்தாக இருகக நிகழ்தகவு,
   P X( )≤ 1  =  P X P X( ) ( )� � �0 1

    =  
6

0

1

5

4

5

6

1

1

5

4

5

0 6 0 1 6 1�

�
�
�

�
�
�
�
�

�
�
�
�
�
�

�
�
� �

�

�
�
�

�
�
�
�
�

�
�
�
�
�
�

�
�
�

� �
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    =  4

5
6

4

5
2

4

5

6 5

6

5

�
�
�

�
�
� � � ��

�
�

�

�
� � �

�
�

�
�
�

 அதிக்ட்சம் ஒரு வ்ாருள் குவை்ாடுள்ள்தாக இருகக நிகழ்தகவு 2
4

5

5

�
�
�

�
�
� .

 (iii) குவைந்்த்ட்சம் இரு வ்ாருட்கள்குவை்ாடுள்ள்தாக இருகக நிகழ்தகவு

   P X( )≥ 2  =  1 2 1 1 1 2
4

5

5

� � � � � � � �
�
�

�
�
�P X P X( ) ( )

  குவைந்்த்ட்சம் இரு வ்ாருட்கள்குவை்ாடுள்ள்தாக இருகக நிகழ்தகவு 1 2
4

5

5

� �
�
�

�
�
� .

பயிறசி 11.5
 1. கீ ழககாணும் ஈருறுப்பு ்ரவல்B n p( , ) -ககாக  P X k( )= என்்வ்தக கணிகக

  (i) n p k= = =6
1

3
3, ,  (ii) n p k= = =10

1

5
4, ,  (iii) n p k= = =9

1

2
7, ,

 2. எந்்த முயெற்சியிலும் ஒரு இலகவகத திரு. Q ்தாகக நிகழ்தகவு
1

4
ஆகும். ்தது முவை இலகவக 

அவர ்தாகக முயெற்சிககிைார எனக வகாள்க. இலகவகத ்தாகக (i) சரியொக  4  முவைகள்  (ii) 
குவைந்்த்ட்சம் ஒரு முவை ்தாககுவ்தற்கு ஆகியெவற்றிற்கான நிகழ்தகவு காணக.

 3. கீழககாணும் ் சா்தவனகளில் ஈருறுப்பு ் ரவவலப் ் யென்்டுததி சமவாய்ப்பு மாறி X -ன் சராசரி 
மற்றும் ்ரவற்்டி காணக.

   (i) 100  ்த்டவவ ஒரு சீரான நாணயெம் சுண்டப்்டுகிைது. ்தவலகளின் எணணிகவகவயெ X  
    குறிககிைது.
   (ii) 240 ்த்டவவ ஒரு சீரான ்கவ்ட சுண்டப்்டுகிைது. எண நான்கு ்்தான்றுவ்தற்கான 

எணணிகவகவயெ X குறிககிைது.
 4. ஒரு மின்்சா்தவனயில் ஒரு குறிப்பிட்்ட சா்தனததின் ்தாஙகும் திைனுககான நிகழ்தகவு 

3

4
. 

்சாதிககப்்்ட ஐந்தில் சரியொக மூன்று சா்தனஙகளின் ்தாஙகு திைனுககான நிகழ்தகவவக  
கண்டறிக.

 5. ஒரு உற்்ததியொளரி்டமிருந்து ஒரு குறிப்பிட்்ட மின்வவகக கருவிவயெ ஒரு விற்்வனயொளர 
வகாள்மு்தல் வசய்கிைார. உற்்ததியொளர கருவியின் ்ழு்தாகும் ச்தவீ்தம் 5%  எனக கூறுகிைார. 
வகாள்மு்தல் வசய்யெப்்ட்்ட சரககிலிருந்து 10  வ்ாருட்கவள விற்்வனயொளரின் ்ரி்சா்தகர 
சமவாய்ப்பு முவையில் ்ரி்சாதிககிைார. அவற்றுள் (i) குவைந்்த்ட்சம் ஒரு ்ழு்தான வ்ாருள் 
(ii)  சரியொக இரு வ்ாருட்கள் ்ழு்தாக இருகக நிகழ்தகவு காணக.

 6. ஒரு ்ா்தரச ஆவி விளககின் ்யென்்டும் காலம் குவைந்்த்ட்சம் 600 மணிததுளிகளுககான 
நிகழ்தகவு 0 9.  எனில் அத்தவகயெ 12  விளககுகளில்

   (i) சரியொக 10  விளககுகளின் ்யென்்டும் காலம் குவைந்்த்ட்சம் 600 மணிததுளிகளுககான 
நிகழ்தகவு;

   (ii) குவைந்்த்ட்சம் 11 விளககுகளின் ்யென்்டும் காலம் குவைந்்த்ட்சம் 600

மணிததுளிகளுககான நிகழ்தகவு
   (iii) குவைந்்த்ட்சம் 2  விளககுகளின் ்யென்்டும் காலம் குவைந்்த்ட்சம் 600 மணிததுளிகள் 

கூ்ட இல்லா்த்தற்கான நிகழ்தகவு ஆகியெவற்வைக காணக.
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நிகழ்தகவு பரவலகள்231

 7. ஓர ஈருறுப்பு சமவாய்ப்பு மாறி X -ன் சராசரி மற்றும் திட்்ட விலககம் முவை்யெ 6   மற்றும் 2  
ஆகும். (i) நிகழ்தகவு நிவை சாரபு (ii)  P X( )= 3  (iii) P X( )≥ 2 ஆகியெவற்வைக காணக.

 8. 4 4 2P X P X( ) ( )= = =  மற்றும் n = 6 எனும்்டி உள்ள X B n p ( , )  -ன் ்ரவல், சராசரி மற்றும் 

திட்்டவிலககம் ஆகியெவற்வைக காணக.
 9. 5  சார்ற்ை ்சா்தவனகவள உவ்டயெ ஒரு ஈருறுப்பு ்ரவலின் 1 மற்றும் 2  வவற்றிககான 

நிகழ்தகவுகள் முவை்யெ 0.4096 மற்றும் 0.2048 ஆகும். ஈருப்பு ்ரவலின் சராசரி மற்றும் 
்ரவற்்டி காணக.

பயிறசி 11.6
பகோடுக்கப்்ட்ட நோனகு மோற்று வி்்டகளிலிருந்து சரியோன அலலைது மிகவும் ஏற்பு்்டய 
வி்்டயி்னத க்தர்ந்ப்தடுக்கவும் :

 1. X எனும் சமவாய்ப்பு மாறியின் நிகழ்தகவு அ்டரததி சாரபு

f x x
x

x
( ) =

≥

<







2
1

0 1

3

  எனில், இவற்றில் எந்்த கூற்று சரியொனது?
  (1)   சராசரி மற்றும் ்ரவற்்டி உள்ளது (2) சராசரி உள்ளது ஆனால் ்ரவற்்டி இல்வல
  (3)   சராசரி ,்ரவற்்டி இரணடு்ம இல்வல (4) ்ரவற்்டி உள்ளது ஆனால் சராசரி இல்வல

 2. 2l நீளமுள்ள ஒரு கம்பி சமவாய்ப்பு முவையில் இரு துண்டாக உவ்டந்்தது. இரு துணடுகளில் 
குட்வ்டயொன்தற்கான நிகழ்தகவு அ்டரததி சாரபு 

  

f x l
x l

l x l
( ) =

< <

≤ <







1
0

0 2

  எனில் குட்வ்டயொனப் ்குதிககான சராசரி மற்றும் ்ரவற்்டி முவை்யெ,

  (1) l l
2 3

2

,   (2) l l
2 6

2

,  (3) l l
,

2

12
 (4) l l

2 12

2

,

 3. ஒரு விவளயொட்டில் அறு்கக ்கவ்டவயெ விவளயொடு்வர உருட்டுகிைார. ்கவ்ட எண 6 -ஐக 
காட்டினால், விவளயொடு்வர ` 36 வவல்லுவார, இல்வலவயெனில் ` k 2 , ்்தாற்்ார. இஙகு k 
என்்து ்கவ்ட காட்டும் எண. k �� �1 2 3 4 5, , , , . விவளயொட்டில் எதிர்ாரககப்்டும் 
வவல்லும் வ்தாவக  `

  (1) 19

6
 (2) −19

6
 (3) 

3

2
 (4) − 3

2

 4. 1, 2 , 3 , 4 , 5 , 6  எணணி்டப்்ட்்ட அறு்கக ்கவ்டயும் 1, 2 , 3 , 4  என எணணி்டப்்ட்்ட 
நான்கு ்கக ்கவ்டயும் ்சாடியொக உருட்்டப்்ட்டு இரணடும் காட்டும் எணகளின் 
கூட்்டல்வ்தாவக தீரமானிககப்்டுகிைது . இந்்த கூட்்டவலத குறிககும் சமவாய்ப்பு மாறி X என்க. 
இனி 7 -இன் ்நரமாறு பிம்்ததின் உறுப்புகளின் எணணிகவக 

  (1) 1  (2) 2  (3) 3  (4) 4

 5. n = 25 மற்றும் p = 0 8.  என்று உள்ள ஈருறுப்பு ்ரவல் வகாண்ட  சமவாய்ப்பு மாறி X  எனில் 
X -ன் திட்்ட விலககததின் மதிப்பு

  (1) 6 (2) 4 (3) 3 (4) 2
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 6. n  முவை சுண்டப்்டும் ஒரு நாணயெததினால் வ்ைப்்டும் ்தவல மற்றும் பூககளின் எணணிகவக 
்வறு்ாட்வ்ட  X குறிககிைது என்க. X -இன் சாததியெ மதிப்புகள்

  (1) i+2n, i = 0,1,2...n  (2) 2i–n, i = 0,1,2...n (3) n–i, i = 0,1,2...n (4) 2i+2n, i = 0,1,2...n

 7. f x( ) =
1

12
, a x b< <  எனும் சாரபு ஒரு வ்தா்டரச்சியொன சமவாய்ப்பு மாறியின் நிகழ்தகவு 

அ்டரததி சாரபிவனக குறிககிைது எனில், பின்வருவனவற்றுள் எது a மற்றும் b -இன் 
மதிப்புகளாக இராது? 

  (1) 0 மற்றும் 12 (2) 5 மற்றும் 17 (3) 7 மற்றும் 19  (4) 16 மற்றும் 24

 8. ஒரு கால்்ந்்தாட்்ட அரஙகிற்கு ஒ்ர ்ள்ளியிலிருந்து நான்கு ்்ருந்துகள்160  மாணவரகவள 
ஏற்றிகவகாணடு வருகிைது. அப்்்ருந்துகளில் முவை்யெ 42 , 36 , 34 ,மற்றும் 48 மாணவரகள் 
்யெணிககின்ைனர. சமவாய்ப்பு முவையில் ஒரு மாணவர ்்தரந்வ்தடுககப்்டுகிைார. அவவாறு 
சமவாய்ப்பு முவையில் ்்தரந்வ்தடுககப்்ட்்ட மாணவர ்யெணிககும் ்்ருந்திலுள்ள 
மாணவரகளின் எணணிகவகவயெ X குறிககிைது என்க. நான்கு ்்ருந்து ஓட்டுனரகளில் 
ஒருவர சமவாய்ப்பு முவையில் ்்தரந்வ்தடுககப்்டுகின்ைனர.  அவவாறு ்்தரந்வ்தடுககப்்ட்்ட 
ஓட்டுநர ஓட்டி வரும் ்்ருந்திலுள்ள மாணவரகளின் எணணிகவகவயெ Y குறிககிைது என்க. 

இனி E X( )மற்றும் E Y( )  முவை்யெ

  (1) 50 40,  (2)  40 50,   (3) 40 75 40. ,  (4) 41 41,  

 9. இரு நாணயெஙகள் சுண்டப்்டுகின்ைன. மு்தல் நாணயெததில் ்தவல கிவ்டப்்்தற்கான நிகழ்தகவு 
0 6. மற்றும் இரண்டாவது நாணயெததின் மூலம் ்தவல கிவ்டகக நிகழ்தகவு 0 5. ஆகும்.  சுணடி 
விடு்தலின் முடிவுகள் சார்ற்ைவவ எனக கருதுக. X என்்து வமாத்த ்தவலகளின் 
எணணிகவகவயெக குறிககிைது என்க. E X( )-ன் மதிப்பு

  (1) 0 11.  (2) 1 1.  (3)11 (4)1

 10.  ்லவுள் ்்தரவு ஒன்றில் 5 வினாககள் ஒவவவான்றிற்கும் 3 சாததியெமானக கவனச் சி்தைல் 

விவ்டகள் உள்ளது. ஊகததின் அடிப்்வ்டயில் 4 அல்லது அ்தற்கு ்மல் சரியொன விவ்டவயெ 

ஒரு மாணவர அளிப்்்தற்கான நிகழ்தகவு

  (1) 11

243
  (2) 10

243
 (3) 1

243
  (4) 5

243

 11. P X P X( ) ( )= = − =0 1 1 மற்றும்E X Var X( )= ( )3  எனில், P X( )= 0  காணக

  (1) 2

3
  (2) 2

5
  (3) 1

5
  (4) 1

3

 12. எதிர்ாரப்பு மதிப்பு 6 மற்றும் ்ரவற்்டி 2 4. வகாண்ட ஒரு ஈருறுப்பு சமவாய்ப்பு மாறி  X  

எனில் P X( )= 5 -இன் மதிப்பு 

  (1) 
10

5

3

5

2

5

6 4

















  (2) 
10

5

3

5

10









   

  (3) 
10

5

3

5

2

5

4 6

















  (4) 
10

5

3

5

2

5

5 5
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 13. சமவாய்ப்பு மாறி X -ன் நிகழ்தகவு அ்டரததி சாரபு

f x
ax b x

( ) �
� � ��

�
�

0 1

0 gpw kjpg;g[fSf;F

  மற்றும் E X( ) =
7

12
,எனில் a மற்றும் b -ன் மதிப்புகள் முவை்யெ  

  (1) 1 மற்றும்  1

2
  (2) 1

2
 மற்றும்1  (3) 2 மற்றும் 1  (4) 1 மற்றும் 2

 14. 0 1, , மற்றும் 2   ஆகியெ மதிப்புகளில் ஒன்வை X வகாள்கிைது என்க. ஏ்்தா ஒரு மாறிலி  

k -விற்கு , P X i k P X i�� � � � �� �1 , i =1 2,  மற்றும் P X �� � �0
1

7
 எனில் k -இன் மதிப்பு 

காணக 
  (1) 1  (2) 2  (3) 3  (4) 4

 15. பின்வருவனவற்றுள் எது ்தனிநிவல சமவாய்ப்பு மாறி?
   I.  ஒரு நாளில் ஒரு குறிப்பிட்்ட சமிகவகவயெக க்டககும் மகிழுந்துகளின் எணணிகவக
   II.  ஒரு குறிப்பிட்்ட கணததில் வ்தா்டரவணடி ்யெணச் சீட்டு வாஙக வரிவசயில் 

காததிருககும் ்யெணிகளின் எணணிகவக. 
   III.  ஒரு வ்தாவல்்சி அவைப்வ் நிவைவு வசய்யும் காலம். 
  (1) I மற்றும் II (2) II மட்டு்ம (3) III மட்டு்ம (4) II மற்றும் III

 16. ஒரு சமவாய்ப்பு மாறியின் நிகழ்தகவு அ்டரததி சாரபு f x
x x a

( ) �
� ��

�
�

2 0

0 gpw kjpg;g[fSf;F

  எனில், a –இன் மதிப்பு

  (1) 1  (2) 2  (3) 3  (4) 4

 17. ஒரு நிகழ்தகவு மாறியின் நிகழ்தகவு சாரபு கீழககாணுமாறு வவரயெறுககப்்டுகிைது:

x –2 –1 0 1 2

( )f x k 2k 3k 4k 5k

  எனில், E X( ) -ககு சமமான மதிப்பு

  (1) 
1

15
   (2) 

1

10
  (3) 1

3
 (4) 

2

3
 

 18. சராசரி 0 4. வகாண்ட ஒரு வ்ர்னாலி ்ரவல் X எனில் 2 3X −( )-ன் ்ரவல்

  (1) 0.24   b)  0.48  (3) 0.6 (4) 0.96

 19. ஈருறுப்பு மாறி X  ஆறு முயெற்சிகளில் 9 4 2P X P X=( )= =( )எனும் வ்தா்டரபிவன 
அனுசரிககிைது எனில் வவற்றியின் நிகழ்தகவு 

  (1)0.125  (2) 0.25 (3) 0.375 (4) 0.75

 20. ஒரு கணினி விற்்வனயொளர ்தனது க்டந்்த கால அனு்வததிலிருந்து ்தனது காட்சிகூ்டததிற்குள் 
நுவையும் ஒவவவாரு இரு்து வாடிகவகயொளரகளில் ஒருவருககு கணினிகவள விற்கிைார 
என்்து வ்தரியும். அடுத்த மூன்று வாடிகவகயொளரகளில் சரியொக இரணடு ்்ருககு அவர ஒரு 
கணினிவயெ விற்கும் நிகழ்தகவு என்ன? 

  (1) 57

203
 (2) 

57

202
 (3) 19

20

3

3
 (4) 

57

20
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போடச்சுருககம்

• ஒரு சமேோய்ப்பு மோறி X  என்்து S  எனும் கூறுவவளியிலிருந்து    எனும் வமய்வயெண கணததின் 
மீது பின்வருமாறு வவரயெறுககப்்டும் சார்ாகும். 

    –இல் உள்ள இவ்டவவளி அல்லது உட்கணம் அல்லது கூறுபுள்ளிகளின் ்நரமாறு பிம்்ஙகள் 
S  –இல், ஒரு நிகழவாக அவமகிைது. ஒவவவாரு நிகழவும் நிகழ்தகவு மதிப்வ்க வகாணடிருககும்.

• கூறுவவளி S–லிருந்து வமய்வயெணகள் 


–ககு வவரயெறுககப்்டும் X எனும் ஒரு 
சமவாய்ப்பு மாறி, X –இன் வீச்சு எணணி்ட்தகக்தாக இருந்்தால் ்தனிநிவல சமவாய்ப்பு 
மாறியொகும். அ்தாவது, முடிவுறு அல்லது எணணி்ட்தகக முடிவுைா எண மதிப்புகவள 
மட்டு்ம வகாணடிருககும். இஙகு S  கணததில் உள்ள ஒவவவாரு மதிப்பின் நிகழ்தகவும் 
மிவகவயெண நிகழ்தகவுக வகாண்ட்தாகவும், நிகழ்தகவுகளின் வமாத்த கூடு்தல் ஒன்ைாகவும் 
இருககும்.

• x x x xn1 2 3, , , ,   என்ை ்தனி மதிப்புகவளக வகாண்ட X என்்து ஒரு ்தனிநிவல சமவாய்ப்பு 
மாறிவயெனில், சாரபு f (.)  அல்லது p(.)   எனக குறிப்பி்டப்்டுகிைது. ்மலும் f x P X xk k( ) ( )= = ,
k n=1 2 3, , , , என்்து நிகழ்தகவு நிவைச் சார்ாக வவரயெறுககப்்டுகிைது.

• x x x1 2 3< < <எனும்்டி x x x1 2 3, , ,மதிப்புகளுககு F x( ) –ஐ நிகழ்தகவு நிவைச் சார்ாகக 

வகாணடிருககும் ்தனிநிவல சமவாய்ப்பு மாறி X –இன் குவிவு ்ரவல் சாரபு   F x( ) –இன் 

நிகழ்தகவு நிவைச் சாரபு   F x P X x f x xi
x xi

( ) ,� �� � � � � �
�
� ஆகும்.

• S  என்்து ஒரு கூறுவவளி என்க. X S: →   எனும் ஒரு சமவாய்ப்பு மாறி  -ன் ஒரு 
கணமான I -ல் ஏ்்தனும் மதிப்வ்ப் வ்றும் என்க. I -இல் உள்ள அவனதது x -ககும் 
P X x�� � � 0 என்்து X -இன் ஒரு ப்தோ்டர்ச்சியோன சமேோய்ப்பு மோறியோகும்.

• வ்தா்டரச்சியொன சமவாய்ப்பு மாறியில் x a b�� �,  எனுமாறு உள்ள சாததியெமான ஒவவவாரு 

நிகழவு x -ற்கும் P a X b f x dx
a

b

( ) ( )� � � �  எனும் ்ணபு உள்ளது எனில், f x( ) எனும் ஒரு 

குவையெற்ை வமய்வயெண மதிப்புவ்டயெ சார்ானது, நிகழ்தகவு அ்டர்ததி சோர்்ோகும். 

• f(x)  எனும் நிகழ்தகவு அ்டரததியுவ்டயெ ஒரு வ்தா்டரச்சியொன சமவாய்ப்பு மாறி X-ன்  ் ரவல் 
சாரபு அல்லது குவிவு ்ரவல் சாரபு F x( )  என்்து

F x P X x f u du u
x

( ) ( ) ,= ≤( ) = − ∞ < < ∞
−∞
∫ .

• ஒரு சமவாய்ப்பு மாறி X -இன் நிகழ்தகவு ்ரவல் சாரபு f x� �  என்க. E X( ) அல்லது µ எனக 
குறிப்பி்டப்்டும்

                                   E X

x f x X

x f x dx X

x
( )

( )

( )

�

� jdpepiy khwp vdpy;

bjhlu;r;rpahd khwp vvdpy;

��

�

�

�

�
��

�
�
�

 என்்து எதிர்ாரப்பின் மதிப்பு அல்லது சராசரி அல்லது X -இன் கணி்த எதிர்ாரப்பு என 

வவரயெறுககப்்டுகிைது. 
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• V X or x( ) ( )σ σ2 2or  எனக குறிப்பி்டப்்டும் சமவாய்ப்பு மாறி X-ன் ்ரவற்்டி   

        V X E X E X E X( ) ( ( )) ( )� � � �2 2�  ஆகும்.

கணி்த எதிர்போர்ப்பு மறறும் பரவறபடியின் பண்புகள்

 (i) E aX b aE X b( ) ( )� � � , இங்கு a  மற்றும் b   ஆகியன மோறிலிகள்.

கிவளத்்தற்ைம் 1 :    E aX( )  = aE X( )     (b = 0  எனும்்்ாது)         
கிவளத்்தற்ைம் 2 :     E b( )  = b                ( a = 0  எனும்்்ாது)      

 (ii)  Var X E X E X( ) ( ) ( )= −( )2 2

 

 (iii)  Var(aX +b) a Var X= 2 ( )  இங்கு a  மற்றும் b   ஆகிய்ே  மோறிலிகள்.

கிவளத்்தற்ைம் 3 :    V aX( )  = a V X2 ( )  (b = 0  எனும்்்ாது)        
கிவளத்்தற்ைம் 4 :    V b( )  = 0  ( a = 0  எனும்்்ாது)

• X (வவற்றி) = 1  மற்றும் X (்்தால்வி) = 0 என வவரயெறுககப்்டும் ஒரு வ்ர்னாலி ் சா்தவனயு்டன் 
இவணந்்த சமவாய்ப்பு மாறி X -ககு , 

                            f x
p x
q p x

( ) �
�

� � �
�
�
�

1

1 0
,  இஙகு 0 1< <p   

     X என்்து வ்ர்னாலி சமவாய்ப்பு மாறி எனவும் மற்றும் f x( )  என்்து வ்ர்னாலி ்ரவல் 

எனவும் முவை்யெ அவைககப்்டுகிைது
    

• X என்்து வ்ர்னாலி சமவாய்ப்பு மாறி எனவும் மற்றும் f x( )  என்்து வ்ர்னாலி ் ரவல் எனவும் 

முவை்யெ அவைககப்்டுகிைது.
• ்ண்ளவவ p உவ்டயெ வ்ர்னாலி ்ரவவலப் பின்்ற்றும் X ஒரு வ்ர்னாலி சமவாய்ப்பு மாறி 

எனில்,  சராசரி µ  மற்றும் ்ரவற்்டி σ 2  ஆகியெவவ 
                            � � p        மற்றும்      � 2 � pqஆகும்.

• n -வ்தா்டரச்சியொன முயெற்சிகளில் உள்ள வவற்றிகளின் எணணிகவகவயெ X குறித்தால்,          

  (i)  n  -வ்தா்டரச்சியொன முயெற்சிகள் சார்ற்ைவவயொகவும்  மற்றும் n -எணணி்டத 
்தககவவயொகவும் 

  (ii) ’வவற்றி’ அல்லது ‘்்தால்வி’ எனப் வ்யெரி்டப்்ட்்ட இரு சாததியெமான விவளவுகவள 
மட்டு்ம ஒவவவாரு முயெற்சியும் வகாணடிருககவும் 

  (iii) ஒவவவாரு முயெற்சியிலும் p  எனக குறிககப்்டும் வவற்றியின் நிகழ்தகவு மாைாது 
இருககவும், அவமந்்தால்ஒரு ்தனிநிவல சமவாய்ப்பு மாறி X ஈருறுப்பு சமவாய்ப்பு மாறி 
என அவைககப்்டும்.
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• ஈருறுப்பு சமவாய்ப்பு மாறி  X என்்து  n-சார்ற்ை முயெற்சிகளில் வவற்றிகளின் எணணிகவகவயெக 
குறிககிைது என்க. வவற்றிககான நிகழ்தகவு p  எனக வகாண்டால், ்்தால்விககான நிகழ்தகவு  

q p� �1  ஆகும். ஈருறுப்பு ்ரவவல X B n p ( , )  எனக குறிப்்ர.

  X -ன் நிகழ்தகவு நிவை சாரபு f x
n
x
p p x nx n x( ) ( ) , , , ,..., .�

�

�
�
�

�
� � ��1 0 1 2  ஆகும்.

• p மற்றும் n எனும் ்ண்ளவவகவளக வகாண்ட ஓர ஈருறுப்பு ்ரவலின் ஈருறுப்பு 

சமவாய்ப்பு மாறி X என்க. சராசரி µ மற்றும் ்ரவற்்டி σ 2 முவை்யெ 

                                    � � np   மற்றும்  � 2 1� �np p( ) ஆகும்.

இரணயச் தசயலபோடு (ICT CORNER)

https://ggbm.at/dy9kwgbt அலைது  Scan the QR Code
 இவணயெ உலாவிவயெ திைககவும், வகாடுககப்்ட்டுள்ள உரலி/விவரவுக 

குறியீட்வ்ட ்தட்்டச்சு வசய்யெவும், GeoGebra-வின்  “12th Standard Mathematics 

Vol-2” ்ககம் ்்தான்றும். இப்்ணித்தாள் புத்தகததின் இ்டது்ககம் உஙகள் 
்ா்டநூலு்டன் வ்தா்டரபுவ்டயெ ்ல அததியொயெஙகள் காணப்்டும். அவற்றில் 

“Probability Distributions” எனும் அததியொயெதவ்தத ்்தரவு வசய்க. 
 இப்வ்ாழுது இப்்ா்டம் வ்தா்டர்ான ்ல ்ணித்தாள்கவள இப்்ககததில் காணபீரகள்.  
அவனததுப் ்ணித்தாள்கவளயும் வசய்து ்ாரககவும்.
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“இளைஞனே! கணிதத்தின் நுணுககஙகள் புரியாதிருப்பினும் 
நீ பயன்படுத்தப் பயன்படுத்தப் பழகிக ககாள்்ாய்”

-  ஜான் ஃபான் நியுமேன்

12.1 அறிமுகம் (Introduction)
 கணிதவியலை ததொடர்நிலைக் கணிதம் என்றும் தனிநிலைக் கணிதம் 
என்றும் இரு தெரும் பிரிவுகளொக வலகபெடுத்துவர். அவற்றுள் ததொடர்நிலைக் 
கணிதம் என்ெது தெயதயணகள் கணத்திலுள்ள எணணிடமுடியொத முடிவற்்ற 
எணகலள (uncountably infinite)  தகொணட முடிவுகளின் கூற்றுகலள 
அடிபெலடயொகக் தகொணடதொகும். அதொவது எநத இரு தெய எணகளுக்கு 
இலடயய எணணிட முடியொத முடிவற்்ற கணத்லதக் தகொணடிருக்கும் 
தன்லெலயக் தகொணடது. எடுத்துக்கொடடொக ததொடர்நிலைக் கணிதத்தில் 
அலெயும் சொர்ெொனது ஒரு ததொடர்ச்சியொன வலளவலையொனது இலடதவளியற்்ற 
புள்ளிகளொல் அலெயபதெற்றிருக்கும்.
 தனிநிலைக் கணிதத்தில் (Discrete Mathematics) உள்ள 
உறுபபுகள் முடிவுறு நிலையுலடயதொகவும் அல்ைது அவ்வுறுபபுகள் 
முடிவற்்றதொயிருநதொல் எணணிடத்தக்கதொகவும் (countably infinite), தனித்த 
நிலையில் இருக்கும். அதொவது எநத இரு புள்ளிகளுக்கும் இலடயய முடிவுறு 
அல்ைது எணணிடத்தக்க முடிவற்்ற புள்ளிகலளக் தகொணடிருக்கும். எடுத்துக்கொடடொக ஒரு முடிவுறு 
கணத்தின் உறுபபுகலளக் தகொணடு அலெயும் ஒரு சொர்பிலன வலையறுத்துப தெறும் இலணபபின் 
வரிலச யசொடிகளொக அலெத்து பின் அதலன வரிலச யசொடிகள் முழுவலதயும் ெடடியலிடடு கொடடும் 
வலகயில் வலையறுக்க இயலும்.
 ெத்ததொன்ெதொம் நூற்்றொணடின் இறுதியிலும், 20ஆம் நூற்்றொணடின் ததொடக்கத்திலும் வொழநத 
கணித அறிஞர்கள் தனிநிலைக் கணிதம் என்்ற ஒரு புதிய பிரிலவ உருவொக்கினர். இபபிரிவில் 
உள்ள கருத்துகள் இயல் எணகள் கணத்லதப யெொை முடிவுறு அல்ைது எணணிடத்தக்க முடிவற்்ற 
கணஙகலளக் தகொணட உறுபபுகலள அடிபெலடயொகக் தகொணடிருக்கும். இவ்வலக கணஙகலள 
தனிநிலைக் கணஙகள் என்று அலைக்கைொம். யெலும் தனிநிலைக் கணிதத்தின் சி்றபபியல்ெொனது 
இக்கணத்திலிருநது இயல் எணகள் கணத்திற்கு உறுபபுகலள ஒன்றுக்தகொன்று ததொடர்புெடுத்த 
முடிகி்றது. எனயவ தனிநிலை உறுபபுகலளக் தகொணட கணத்லதக் தகொணடு ஒரு வரிலசலய 
(sequence) அலெக்க முடிகி்றது. தனிநிலை உறுபபுகளொன கணஙகளில் இச்சி்றபபுத் தன்லெயிலனக் 
கொண இயலுயெயன்றி எணணிட முடியொத இலடதவளிகள் ஏதும் இல்ைொததொல் வரிலசயொக 
அலெக்கபெடட உறுபபுகலளக் தகொணட தெய கணத்தில் கொண இயைொது.
 கணினிப ெயன்ெொடு அலனத்துத் துல்றகளிலும் முக்கியப ெஙகொற்றி வருதல் ெற்றி அலனவரும் 
அறிவர். தனிநிலைக் கணஙகள் மூைம் கணக்கீடுகளின் ெயன்ெொடுகள் அதிகரித்ததினொல் கணினி 
அறிவியல், அறிவியலின் ஒரு முக்கியப ெகுதியொகயவ ெொறியிருபெலதக் கொணைொம்.
 யெலும், தனிநிலைக் கணஙகள் ெற்றிய கருத்துகலள அடிபெலடயொகக் தகொணடு சுருக்கெொனதும், 
ததளிவொனதுெொன நவீன கணினி நிைல் தெொழிகள் (programming languages) உருவொக்கபெடுகின்்றன. 
அதனொல் கணினி அறிஞர்கள், தனிநிலைக் கணஙகள் ெற்றி நன்கு கற்று அதன் மூைம் நிைல் 
தநறிமுல்றகள் (computer algorithms)  உருவொக்கிடும் நிலை ஏற்ெடடுள்ளது.
 தனிநிலைக் கணிதம் கற்ெதொல் உணடொகும் நன்லெகளொகக் கூ்றபெடுவது யொததனில், 
பிைச்சிலனகலளப ெகுத்தறிதல், அவற்றிற்குத் தீர்வு கொணுதல் யெொன்்ற தி்றன்கலள வளர்பெதில் தக்க 
கருவியொக விளஙகி தசயல்ெடுவயத ஆகும்.

ஜான் ஃபான் நியுனேன்
(1903-1957)

237
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தனிநிலைக் கணிதம்
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 தனிநிலைக் கணக்கியலில் யசர்ெொனஙகள். கணித தர்க்கவியல், பூலியன் இயற்கணிதம், வலைெடக் 
யகொடெொடு, குறியீடடுக் யகொடெொடு யெொன்்ற ெை பிரிவுகள் உள்ளன. அவற்றுள் தனிநிலைக் கணிதம் 
சொர்நத வரிலச ெொற்்றஙகள், யசர்வுகள் கணிதத் ததொகுத்தறிதல் யெொன்்ற தலைபபுகளில் முநலதய 
வகுபபியையய கற்்றறிநயதொம். இபெொடத்தில், ஈருறுபபுச் தசயல்கள் (Binary operations), தர்க்கக் 
கணிதம் (Mathematical logic) எனும் இரு பிரிவுகலளப ெற்றி அறிநது தகொள்யவொம்.
குறியீடுகள்

∈  - உள்ளது (அ) இருக்கும்.
⋺ - என்்றவொறு (அ) எனுெொறு
∀  - ஒவ்தவொரு (அ) அலனத்திற்கும்
⇒  - ததரிவிபெது
∃  - அஙயக உளது (அ) இருத்தல்

 தெொதுவொக ஒரு கணத்தில் ஒன்று அல்ைது ஒன்றுக்கும் யெற்ெடட உறுபபுகளின் மீது ஒரு 
தசயலிலய தசயல்ெடுத்தும் முல்றலய தசயல் (operation) என்று குறிபபிடபெடும். ℤ-ல்  உள்ள ஓர் 
உறுபபின் குல்ற உறுபபு (negative element) கொணல் என்ெது, அச்செயத்தில் ஒயை ஒரு உறுபலெ ெடடுயெ 
அச்தசயலுக்குக் கருதுவதொகும். அவ்வொ்றொன தசயல் ஓருறுபபுச் தசயல் (unary operation)ஆகும். ℤ 
என்்ற கணத்தில் ஏயதனும் இரு உறுபபுகளின் கூடுதல் கொணெதற்கு இரு உறுபபுகள் யதலவயொகி்றது. 
அதொவது கூடுதல் கொணல் எனும் தசயல் ஈருறுபபுச் தசயல் என்று கூ்றபெடும். கூடுதலுக்கொன + என்்ற 
தசயலி, ஈருறுபபுச் தசயலி (Binary operator) என்று அலைக்கபெடும்.
 தெொதுவொக, ஒரு கணத்தில் ஒரு தசயலுக்கு n உறுபபுகள் ெயன்ெடுத்தபெடும்யெொது, அது n உறுபபுச் 
தசயலி என்று அலைக்கபெடுகி்றது. இபபிரிவில், ஈருறுபபுச் தசயல்கள் ெற்றி விரிவொகக் கொணயெொம். 

கற்றலின் ந�ோக்கஙகள்

 இநத அத்தியொயத்தின் முடிவில் ெொணவர்கள் பின்வருவனவற்ல்ற அறிநதிருபெர்.
 ● ஈருறுபபுச் தசயலியின் வலையல்ற ெற்றும் அதன் ெணபுகலள யசொதித்தல்
 ● பூலியன் அணிகள் மீது ஈருறுபபுச் தசயலிலய வலையறுத்து அதன் ெணபுகலளச் சரிெொர்த்தல்
 ● ெடடு எண கணித ததொகுபபுகளின் மீது ஈருறுபபுச் தசயலிலய வலையறுத்து அதன் 

ெணபுகலள யசொதித்தல்
 ● தனி ெற்றும் கூடடுக் கூற்றுகலள அலடயொளம் கொணுதல்
 ● தர்க்க இலணபபுகலள வலையல்ற தசயது தெயலெ அடடவலணகலள அலெத்தல்
 ● தெயெம், முைணெொடு ெற்றும் நிச்சயமின்லெகலள அலடயொளம் கொணுதல்
 ● தர்க்க செொனெொனலவகலள யதொற்றுவித்து அவற்றிற்கு இைடலடக் யகொடெொடுகலளப 

ெயன்ெடுத்துதல்

12.2 ஈருறுப்புச் செயலிகள் (Binary Operations)

12.2.1 வலையல்றகள் (Definitions)
  -ன் மீது அடிபெலட எணகணித ஈருறுபபுச் தசயலிகள் கூட்டல்  ( )+ , கழித்தல் (− ), கபருககல்  
(× ), ெற்றும் ்குத்தல்  (÷) என்ெலவகளொகும்.  19ஆம் நூற்்றொணடின் இறுதியிலும் ெற்றும் 20ஆம் 
நூற்்றொணடின் ததொடக்கத்திலும் வொழநத கணித அறிஞர்கள் எயெல், தகயலி, யகொஷி யெொன்ய்றொர்  
யெற்கூறிய வைக்கெொன இயற்கணிதச் தசயலிகள் நில்றவு தசயயும் ெணபுகலள தெொதுலெபெடுத்த 
முயற்சி தசயதொர்கள். அதன் மூைம் அவர்கள் புதிய நுண இயற்கணித அலெபபுகலளக் ககாள்ளக 
ரீதியாே அணுகுமுளை மூைம் உருவொக்கினொர்கள். அவ்வொறு தெ்றபெடட இநத புதிய பிரிவு நுண் 
இயறகணிதம் என்று அலைக்கபெடுகின்்றது.
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தனி நிலைக் கணிதம்239

 எடுத்துக்கொடடொக ஏயதனும் இரு இயல் எணகளின் கூடுதல் ஓர் இயல் எண என்றும் அவற்றின் 
தெருக்கலும் ஓர் இயல் எண என்றும் அறியவொம். அதொவது, வைக்கெொன கூடடல் (+) ெற்றும் (×) 
தெருக்கல் தசயலிகள் ℕ என்்ற கணத்தில் இரு உறுபபுகலளக் தகொணடு தசயல்ெடுத்துவதொல் 
ஈருறுபபுச் தசயலி என்று அலைக்கபெடுகின்்றன.  
 அலதயய குறியீடடு வடிவில் , m n� � ; m n� � , � � �m n, { , , ,...} 1 2 3 என்று எழுதுகிய்றொம்.
 யெற்கூறிய இைணடு ஈருறுபபுச் தசயல்களும் கீழக்கொணும் விதிகலள நில்றவுச் தசயவலதக் 
கவனிக்க.
 (1)  -ல் இருநது ஒயை யநைத்தில் இைணடு எணகள் எடுக்கபெடடு தசயல்ெடுத்தபெடுகின்்றன.
 (2) அலவகளின் முடிவில் கிலடக்கும் உறுபபு மீணடும்  என்்ற கணத்தியையய இருக்கி்றது.
 இவ்வொ்றொக ஒரு தவற்்றற்்ற கணம் மீது வலையறுக்கபெடும் எநத ஒரு தசயலையும் நுணகணிதத்தில் 
ஒரு ஈருறுப்பு கெயலி அல்ைது ஈருறுப்புத் கதாகுப்பு எனபெடும்.

வலையல்ற 12.1
 ஒரு தவற்்றற்்ற கணம் S –இன் மீது வலையறுக்கபெடட  *  என்்ற ஏயதனும் ஒரு தசயல், ஓர் 
ஈருறுப்புச் கெயல் என அலைக்கபெடயவணடுதெனில் அது பின்வரும் ெணபுகலளக் தகொணடிருக்க 
யவணடும்.
 (i) S S× -ல் உள்ள ஒவ்தவொரு வரிலசச் யசொடி ( , )a b -க்கு * என்்ற தசயல் கணடிபெொக 

வலையறுக்கபெடடிருக்க யவணடும்.
 (ii) S S× -ல் ஒவ்தவொரு வரிலசச் யசொடி ( , )a b -யுடன்  S -ல் a b∗  என்்ற ஒனே ஓர் உறுபபு 

இருக்கும்.

 யவறுவிதெொகச் கூறினொல், S -ன் மீது வலையறுக்கபெடும் * என்்ற ஈருறுபபுச் தசயைொனது S -ல் 
உள்ள உறுபபுகளின் ஒவக்ாரு ்ரிளெச் னொடிளயயும்  S  -ல் ஒனே ஓர் உறுபலெத் ததொடர்புெடுத்தும் 
ஒரு விதி ஆகும். இதலன ஒரு சொர்ெொகவும் பின்வருெொறு வலையறுக்கைொம்.

� � �: S S S   ;  அதொவது, � � � �( , )a b a b S , இஙகு a b*  என்ெது ஒயை ஓர் உறுபெொகும்.
 *-ன் விலளவு a b∗ எபதெொழுதும் கணடிபெொக S -ல் அலெய யவணடும் ெற்றும் S -க்கு தவளியய 
அலெயக்கூடொது. இநநிலையில் S -ஆனது *-ன் கீழ அள்டவு கபறறுள்ைது எனக் கூ்றைொம்.  
இபெணலெ அள்டவுப் பண்பு என்று கூறுவர்.

வலையல்ற 12.2
 ஒன்று அல்ைது அதற்கு யெற்ெடட ஈருறுபபுச் தசயல்கலளப தெொருத்து ஏயதனும் 
ஒரு தவற்்றற்்ற கணத்தின் மீது வலையறுக்கபெடடொல் அது இயறகணித அளேப்பு 
எனபெடும்.
 ∗  என்்ற ஈருறுபபுச் தசயலை S -இன் மீது பின்வருெொறும் வலையறுக்கைொம்: 
� �a b S, , a b∗  என்ெது ஒருலெத்தன்லெ வொயநதது, யெலும் a b S� � .

குறிப்பு

 யெயையுள்ள வல்றயல்றயிலிருநது ஒவ்தவொரு ஈருறுபபுச் தசயலும் அலடவுப ெணலெ நில்றவு 
தசயயும் என்ெது ததளிவொகி்றது.
குறிப்பு

 ∗என்்ற தசயல் ஒரு குறியீடுதொன். இது � � �, , ,  ÷ அணிக் கூடடல், அணிப தெருக்கல்,  
அணிவகுத்தல் ஆகியலவ ஈருறுபபுச் தசயலியொக இருபெயதொ (அ) இல்ைொெலிருபெயதொ அது 
வலையறுக்கபெடும் கணத்லதப தெொருத்ததொகும்.
 எடுத்துக்கொடடொக, வைக்கெொன கூடடல் +  ெற்றும் தெருக்கல் ×  ஆனது  -ன் மீது ஓர் ஈருறுபபுச் 
தசயல் ஆகும். ஆனொல், கழித்தல் −  ஆனது  –ன் மீது ஓர் ஈருறுபபுச் தசயல் ஆகாது.   
 இதலன சரிெொர்க்க. ( , )3 4 � �   என்க.

� � � � � � � �( , ) ( , )a b 3 4 3 4 1 

.
 எனயவ −ஆனது   -ன் மீது ஓர் ஈருறுப்புச் கெயல் ஆகாது. அயத செயத்தில் −  ஆனது  -ன் 
மீது ஓர் ஈருறுபபுச் தசயல் என்ெது ததளிவு. எனயவ,   ஆனது � �,  ெற்றும் −−  ஐ தெொருத்து கீழ 
அலடவு தெற்றுள்ளது. எனயவ, ( , , , ) � � �  ஓர் இயற்கணித அலெபபு ஆகும்.

ெடம் 12.1

a b

Sa b*
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240XII - கணிதவியல்

உறறுன�ாககி அறிநதள்
 ஒரு தசயலின் ஈருறுபபுப ெணெொனது அது வலையறுக்கபெடும் கணத்லதப தெொருத்ததொகும்.
 (a)   உடன் 0 ெற்றும் குல்ற முழு எணகலளயும் யசர்த்து விரிவுெடுத்தபெடட கணம்தொன்   

எனபெடும் முழு எண கணம் ஆகும்.  -ன் மீது  −  ஆனது ஒரு ஈருறுபபுச் தசயலி ஆகும். 
ஆனொல்  -ன் மீது −  ஒரு ஈருறுப்புச் கெயலி ஆகாது.

 (b) தசயலி ÷ ஆனது,   -ன் மீது ஓர் ஈருறுப்புச் கெயல் ஆகாது. எடுத்துக்கொடடொக,  

( , )1 2 � �  -க்கு ÷ 1 2
1

2
,  � � � � . எனயவ,   என்்ற கணத்லத விரிவுெடுத்தக் கிலடக்கப 

தெறும் கணம்    ஆகும்.

 (c) எணகலளக் தகொணட அடிபெலடச் தசயல்ெொடுகளில் ‘ 0 ’ ஆல் வகுபெது 
வலையறுக்கபெடவில்லை என்்ற உணலெலய அறியவொம். எனயவ, ÷ ஆனது  \{ }0 -ன் மீது 
ஓர் ஈருறுபபுச் தசயல் ஆகும். இவ்வொய்ற � � �, ,  ஆகியலவகள்   -ன் மீது ஈருறுபபுச் 
தசயல்கள் ஆகும் ஆனொல் ÷ ஆனது  \{ }0 -ன் மீது அலெயும் ஓர் ஈருறுபபுச் தசயல் ஆகும். 

 யெற்தகொணடு   ஐ   -க்கும் ெற்றும்   ஐ  -க்கும் விரிவுெடுத்துவதற்குக் கொைணம் என்ன? 
என்்ற வினொ எழுநதுள்ளது. எனயவ, + − ×, , , ÷ ஆகிய அடிபெலடயொன எணகணித தசயல்களுடன் “
x2 2 0� � ” ; “ x2 1 0� � ” என்்ற சென்ெொடடு வலககளின் மூைஙகலளயும் உள்ளடக்கிய ஒரு எண 
ததொகுபபு யதலவபெடுகி்றது. எனயவ, ஏற்கனயவ உள்ள எண ததொகுபபுடன் விகிதமு்றொ எணகலளயும் 
கற்ெலன எணகலளயும் திைடடி [அத்தியொயம் 3ஐப ெொர்க்க] உள்ளடக்கும்தெொழுது கிலடக்கும் எண 
ததொகுபெொனது  -ம்  -ம் ஆகும். இதில் மிகபதெரிய எண ததொகுபெொன ஆனது முல்றயய , ,
  ெற்றும்   ஆகிய எண ததொகுபபுகலள தகொணடிருக்கும் உடகணஙகளொக இருக்கும். 

    

 \ 0� �  \ 0� �  \ 0� �

+
அலடவு 
தெற்று 

உள்ளது

அலடவு 
தெற்று 

உள்ளது

அலடவு 
தெற்று 

உள்ளது

அலடவு 
தெற்று 

உள்ளது

அலடவு 
தெற்று 

உள்ளது

அலடவு 
தெ்ற 

-வில்லை

அலடவு 
தெ்ற 

-வில்லை

அலடவு 
தெ்ற 

-வில்லை

−
அலடவு 

தெ்ற
-வில்லை

அலடவு 
தெற்று 

உள்ளது

அலடவு 
தெற்று 

உள்ளது

அலடவு 
தெற்று 

உள்ளது

அலடவு 
தெற்று 

உள்ளது

அலடவு 
தெ்ற 

-வில்லை

அலடவு 
தெ்ற 

-வில்லை

அலடவு 
தெ்ற 

-வில்லை

×
அலடவு 
தெற்று 

உள்ளது

அலடவு 
தெற்று 

உள்ளது

அலடவு 
தெற்று 

உள்ளது

அலடவு 
தெற்று 

உள்ளது

அலடவு 
தெற்று 

உள்ளது

அலடவு 
தெற்று 

உள்ளது

அலடவு 
தெற்று 

உள்ளது

அலடவு 
தெற்று 

உள்ளது

÷
அலடவு 

தெ்ற
-வில்லை

அலடவு 
தெ்ற 

-வில்லை

அலடவு 
தெ்ற 

-வில்லை

அலடவு 
தெ்ற 

-வில்லை

அலடவு 
தெ்ற 

-வில்லை

அலடவு 
தெற்று 

உள்ளது

அலடவு 
தெற்று 

உள்ளது

அலடவு 
தெற்று 

உள்ளது

அட்ட்ளை 12.1
எடுத்துக்கோட்டு 12.1 
 கீழக்கொணும் ஈருறுபபுச் தசயலிகள், அதற்குரிய கணஙகளில் அலடவுப ெணலெப தெற்றுள்ளதொ 
என்ெலதச் யசொதிக்க. அவ்வொறில்ைொதவற்றிற்கு ஈருபபுச் தசயலியின் நிெநதலனலய நில்றயவற்றும் 
முல்றலயக் கொணக.
  (i) a b a ab b a b� � � � � �3 5 2; , 

 (ii) a b a
b

a b� �
�
�

�
�
�

�
�
� � �

1

1
, , 

தீர்வு
 (i)  ℤ-இன் மீது ×  ஆனது ஈருறுபபுச் தசயலி என்ெதொல் � � � � � �a b a b ab,    ெற்றும் 

b b b� � �2
     ... (1)

   -ன் மீது +  ஆனது ஈருறுபபுச் தசயலி என்ெதொல் (1) ⇒ 3ab ab ab ab� � � �( )   ெற்றும் 
5 2 2 2 2 2 2b b b b b b� � � � � �( )  .     .... (2)

  யெலும், a∈  ெற்றும் 3ab∈ ⇒ a ab� �3  .   ... (3)

எண் 
கதாகுப்பு

கெயலிகள்

12th_Maths_Vol 2_TM_CH 12_Discrete Mathematics.indd   240 16-12-2021   15:28:08

www.tntextbooks.in



தனி நிலைக் கணிதம்241

  (2), (3) ஆகியவற்றிலிருநது  -ன் மீது '− ' ஆனது ஈருறுபபுச் தசயலி என்ெதொலும் 
a b a ab b� � � � �( )3 5 2

  கிலடக்கும். எனயவ a b* ∈  என்ெதொல் * ஆனது   -ன் மீது 
அலடவு தெற்றுள்ளது.

 (ii) இநத எடுத்துக்கொடடில், a b∗  ஆனது ஒரு பின்ன வடிவில் உள்ளது. 0 ஆல் வகுபெது 
வலையறுக்கபெடொததொல் தகொடுக்கபெடட பின்னத்தின் ெகுதி b −1 கணடிபெொக 
பூச்சியெற்்றதொக  இருக்க யவணடும்.

  b =1 எனில், b � �1 0   என்ெது உணலெ. 1∈  என்ெதொல் * ஆனது  -ன் மீது அலடவு 
தெ்றவில்லை. எனயவ  -ல் இருநது 1 ஐ நீக்க a b∗ –ன் விலளவு  \{ }1 -ல் இருக்கும். 
எனயவ, * ஆனது  \{ }1 -ன் மீது அலடவு தெற்றுள்ளது.

12.2.2  ஈருறுப்புச் செயலியின் நேலும் சிை பண்புகள்
            (Some more properties of a binary operation)
பரிேோறறுப் பண்பு (Commutative property)
 ஒரு தவற்்றற்்ற கணம் S –ன் மீது ஈருறுபபுச் தசயலி ∗  ஆனது ெரிெொற்றுத் தன்லெயுலடயதொயின் 
ஒவ்தவொரு a b S, ∈  -க்கும் a b b a� � � ,  என்ெது உணலெயொக யவணடும்.
நெர்ப்புப் பண்பு (Associative property)
 ஒரு தவற்்றற்்ற கணம் S  -ன் மீது ஈருறுபபுச் தசயலி ∗  ஆனது யசர்பபுப ெணபு உலடயதொயின் 
a b c a b c a b c S� � � � � ��( ) ( ) , , ,  என்ெது உணலெயொகயவணடும்.

ெேனிப் பண்பு (Existence of Identity property)
 ∗  என்்ற ஈருறுபபுச் தசயலியின் கீழ  e S∈ என்ெது S -ன் ெேனி உறுப்பு எனில் � �a S , a e a� �  
ெற்றும் e a a� �  என்ெலத நில்றவு தசயயும்.
எதிர்ேல்றப் பண்பு (Existence of inverse property)
 S -ல் e  எனும் ஒரு செனி உறுபபு இருநதொல் � � � �a S b S , � � �a b e  ெற்றும் b a e� �  எனில், 
b S∈  என்ெது a -ன் ன�ர்ோறு உறுப்பு அல்ைது எதிர்ேளை உறுப்பு எனபெடும். இலத நொம் b a� �1  
என எழுதைொம்.
குறிப்பு 

  a–1 ஆனது S-ல் ஒரு உறுபெொகும்.  a–1-ஐ a-ன் எதிர்ெல்ற என்று கூ்றைொயெயன்றி  1
a

 என்று  கூ்ற 
இயைொது.
குறிப்பு

 (i) 1∈  என்ெது ஒரு கபருககல் ெேனி.  -ல் ஒயை ஓர் உறுபபுதொன் இத்தன்லெலயப 
தெற்றிருக்கும். இவ்வுறுபபு  n n n n� � � � � �1 1 ,   என்்ற ெணலெ நில்றவு தசயயும். 

 (ii) ஓர் உறுபபின் தெருக்கல் எதிர்ெல்றலய விளக்க  எடுத்துக்கொடடொக, 2∈  -ன் தெருக்கல் 

எதிர்ெல்ற 1

2
∈  ஆகும். x = 1

2
 தவிை யவறு எநத எணணும்  2 2 1� � � �x x , 0 � �x Q  

என்்ற சென்ெொடலட நில்றவு தசயயும் ெணலெ தெற்றிருக்கொது.
குறிப்பு

 ஒரு கணிதக் கூற்றில் 'ஒவ்தவொன்றுக்கும்' அல்ைது ‘அலனத்திற்கும்’ என்ெலத 
ததொடர்புெடுத்தும்தெொழுது அது ஒவ்தவொரு யசொடி அல்ைது மூன்று உறுபபுகளுக்கும் 
நிரூபிக்கபெடயவணடும்.  ஒவ்தவொரு யசொடி அல்ைது மூன்று உறுபபுகளுக்கு நிரூபிபெது என்ெது 
அவ்வளவு எளிதல்ை. ஆனொல் இநத வலகயொன நிலைலெகளில் இக்கூற்றின் ெறுபலெ நிரூபிபெது 
சொைச் சி்றநதது. அதொவது “ஒவ்தவொன்றுக்கும்” அல்ைது “அலனத்திற்கும்” என்ெதன் ெறுபெொனது 
“அஙயக உளது (அ) இருத்தல்” என்ெதற்கு ஒபெ ஒரு யசொடி அல்ைது மூன்று உறுபபுகளொக எடுத்துக் 
தகொணட கூற்ல்ற ெறுக்குெொறு உருவொக்க முயற்சிக்கைொம். அவ்வொறு கொண இயலுெொயின், தைபெடடக் 
கூற்று சரியொனது அல்ை என்ெது முடிவொகும்.
    செனி ெற்றும் எதிர்ெல்ற உறுபபுகளின் ஒருலெத்தன்லெ சொர்நத  வினொக்கள் ஆைொயபெடயவணடும்.

12th_Maths_Vol 2_TM_CH 12_Discrete Mathematics.indd   241 16-12-2021   15:28:13

www.tntextbooks.in



242XII - கணிதவியல்

 பின்வரும் யகொடெொடுகள் யெயை குறிபபிடட முடிவுகலள மிகவும் தெொதுவொன வடிவத்தில் 
நிரூபிக்கின்்றன.
நதற்றம் 12.1 (ெேனி உறுப்பின் ஒருலேத்தன்லே)

 ஓர் இயற்கணித அலெபபில் செனி உறுபெொனது (உளது எனில்) ஒருலெத்தன்லெ வொயநதது.

நிரூபணம்
 ( , )S ∗  என்ெது ஓர் இயற்கணித அலெபபு என்க. ∗  ஐ தெொருத்து S -ன் செனி உறுபெொனது S  -ல் 
உள்ளது எனக் தகொள்க.  யெலும் ஒயை ஒரு செனி உறுபபு ெடடுயெ உள்ளது என நிரூபிக்க.
 S –ன் செனி உறுபபுகள் e1 , e2 என இருபெதொகக் தகொள்யவொம்.

 முதலில் e1  ஐ செனி உறுபெொகவும், e2 ஐ S  -ன் உறுபெொகவும் எடுத்துக்தகொணடொல்,

 e e e e e2 1 1 2 2� � � � .    ... (1)
 பி்றகு e2 ஐ செனி உறுபெொகவும், e1 ஐ S  -ன் உறுபெொகவும் எடுத்துக்தகொணடொல், 
 e e e e e1 2 2 1 1� � � � .       …(2)
 (1), (2) -லிருநது, e e1 2= . எனயவ, செனி உறுபபு ஒருலெத்தன்லெ வொயநதது.

நதற்றம் 12.2 (எதிர்ேல்ற உறுப்பின் ஒருலேத்தன்லே)
 ஓர் இயற்கணித அலெபபில் ஓர் உறுபபின் எதிர்ெல்ற (இருபபின்) ஒருலெத்தன்லெ வொயநதது.

நிரூபணம்

 ( , )S ∗  என்ெது ஓர் இயற்கணித அலெபபு என்க. யெலும்  a S∈  என்க. a  -ன் எதிர்ெல்ற S  -ல் 
உள்ளது  எனக் தகொள்க.  S -ல் உள்ள ஒவ்தவொரு உறுபபிற்கும் ஒயை ஒரு எதிர்ெல்ற உறுபபு ெடடுயெ 

இருக்கும். யெலும் S -ல் எதிர்ெல்ற உறுபபு இருநதொல் அதில் செனி உறுபபு e உறுதியொக இருக்கும்.
 a S∈  என்க. S  -ல் உள்ள உறுபபு a -ற்கு ஒயை ஒரு எதிர்ெல்ற  உறுபபு ெடடுயெ இருக்கும் என 
நிரூபிக்க. 
 a  -ன் எதிர்ெல்ற உறுபபுகள் a1 , a2  என்்ற இரு உறுபபுகள் இருபெதொகக் தகொள்யவொம்.
 a1  ஐ a  -ன் எதிர்ெல்றயொகக் தகொள்யவொெொயின் a a a a e� � � �1 1  …(1)
 a2  ஐ a  -ன் எதிர்ெல்றயொகக் தகொள்யவொெொயின் a a a a e� � � �2 2  …(2)
   a1  =  a e a a a1 1 2� � � �( )

 ((2) -ன்ெடி)
    =  ( )a a a1 2∗ ∗  (யசர்பபுப ெணபின்ெடி)
    =   e a∗ 2 ((1) -ன்ெடி)
    =   a2 (செனிபெணபின்ெடி)).
 � �a a1 2 . எனயவ, S  -ல் உள்ள உறுபபு a -ற்கு ஒயை ஒரு எதிர்ெல்ற உறுபபு ெடடுயெ இருக்கும் 
என்று அறியைொம்.
குறிப்பு

 யதற்்றம் 12.1 ெற்றும் 12.2-இன் உணலெயொன ஒருலெத்தன்லெலய விரிவொக யெற்ெடிபபில் 
ததரிநது தகொள்ளைொம்.

எடுத்துக்கோட்டு 12.2
   என்்ற கணத்தில் '+' என்்ற ஈருறுபபுச் தசயலி தகொணடு  (i) அலடவுப ெணபு (ii) ெரிெொற்றுப 
ெணபு (iii) யசர்பபுப ெணபு (iv) செனிப ெணபு ெற்றும் (v) எதிர்ெல்றப ெணபு ஆகியலவகலளப 
தெற்றுள்ளதொ எனச் சரிெொர்க்க.
தீர்வு

 (i) m n� � ,� �m n,  . எனயவ, '+ ' ஆனது,   -ன் மீது ஓர் ஈருறுபபுச் தசயலி ஆகும்.

 (ii) யெலும் m n n m m n� � � � �, ,  . எனயவ, ெரிெொற்றுப ெணபு உணலெயொகும்.
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 (iii) � � � � � � �m n p m n p m n p, , , ( ) ( ) . எனயவ, யசர்பபுப ெணபு உணலெயொகும்.

 (iv) m e e m m e� � � � � � 0.  எனயவ, � �0 ⋺ ( ) ( )m m m� � � �0 0 . எனயவ செனிபெணபு 
உள்ளது.

 (v) m m m m m m� � � � � � �' ' ' .0  எனயவ, � � � � �m m , ⋺
    m m m m� � � � � �( ) ( ) 0 .  எனயவ, எதிர்ெல்றப ெணபும் உள்ளது. இவ்வொ்றொக, கூடடல் 

தசயலி  +  ஆனது,   -ன் மீது யெற்கணட ஐநது ெணபுகலள நில்றவு தசயயும்.
  கூடடல் செனி = 0  ெற்றும் ஏயதனும் ஒரு முழு எண m -ன் கூடடல் எதிர்ெல்ற −m  

என்ெலதக் கவனத்தில் தகொள்யவொம்.
எடுத்துக்கோட்டு 12.3
  -ன் மீது இயற்கணித தசயலி '− ' ஆனது
 (i) அலடவுப ெணபு (ii) ெரிெொற்றுப ெணபு (iii) யசர்பபுப ெணபு (iv) செனிப ெணபு ெற்றும் 
(v) எதிர்ெல்றப ெணபு ஆகியலவகலள தகொணடுள்ளதொ எனச் சரிெொர்க்க.
தீர்வு

 (i) கழித்தல் '− ' ஆனது ன் மீது ஓர் ஈருறுபபுச் தசயல் அல்ை. ஆனொல்  
ன் மீது ஓர் ஈருறுபபுச் தசயல் ஆகும். எனயவ, யெலும் சிை ெணபுகலள '–' என்்ற ஈருறுபபுச் 
தசயலிலயக் தகொணடு ன் மீது எளிதொன ெதிபபுகளுக்குச்  சரிெொர்பெது நல்ைது. 

 (ii) m = 4 , n = 5  எனில், ( ) ( )m n� � � � �4 5 1 ெற்றும் ( ) ( )n m� � � �5 4 1. 
    இஙகு m n n m� � �� � � �� . எனயவ, '− ' ஆனது  -இன் மீது ெரிெொற்றுப ெணலெ நில்றவு 

தசயயொது.
 (iii) m n p�� � �  ெற்றும் m n p� �� �யெொன்்றவற்றில் m n= =4 5,  ெற்றும் p = 7  என்்ற 

( ) ( ) ( )m n p− − = − − = − − =−4 5 7 1 7 8  ெற்றும் …(1)

   
m n p− − = − − = + =( ) ( ) ( )4 5 7 4 2 6 .        …(2)

   (1), (2) -லிருநது m n p m n p− ≠ − −( )( )− .
   எனயவ, '–' ஆனது  -ன் மீது யசர்பபுப ெணலெ நில்றவு தசயயொது.
 (iv) செனி உறுபபு இல்லை. (ஏன்?)
 (v) எதிர்ெல்ற உறுபபு இல்லை (ஏன்?)
எடுத்துக்கோட்டு 12.4
   e ன் மீது + என்்ற ஈருறுபபுச் தசயலி  (i) அலடவுப ெணபு (ii) ெரிெொற்றுப ெணபு (iii) யசர்பபுப 
ெணபு (iv) செனிப ெணபு ெற்றும் (v) எதிர்ெல்றப ெணபு ஆகியலவகலள தெற்றுள்ளதொ எனச் 
சரிெொர்க்க. இஙகு  e = அலனத்து இைடலட முழுக்களின் கணம்.
தீர்வு

  e k k� �� � � � � �� �2 6 4 2 0 2 4 6| ..., , , , , , , ,...  என்்ற இேடள்ட முழுககளின் கணத்லதக் கருதுக.
  e -ன் மீது கூடடலின் '+ ' என்்ற ஈருறுபபுச் தசயலிலயக் தகொணடு பின்வரும் ெணபுகலளச் 
சரிெொர்க்கைொம்.
 (i) ஏயதனும் இைணடு இைடலட முழுக்களின் கூடுதல் ஓர் இைடலட முழு எண ஆகும். 
   ஏதனனில், x y x me, � � � 2  ெற்றும் y n= 2 , m n, ∈ . 
  எனயவ, x y m n m n e� � � � �� � � ��2 2 2  . எனயவ,  e -ன் மீது '+ ' ஆனது அலடவுப ெணபு 

தெற்றுள்ளது.
 (ii) � �x y e,  , ( ) ( ) ( ) ( ) ( )x y m n n m n m y x� � � � � � � � �2 2 2 2 . 
  எனயவ, + ஆனது ெரிெொற்று விதிலய நில்றவு தசயகி்றது. 
 (iii) இயதயெொல், � �x y z e, ,  , ( ) ( )x y z x y z� � � � � . 
  எனயவ, யசர்பபு விதியும் உணலெயொகி்றது. 
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 (iv)  x k= 2 எனக் தகொள்க. 2 2 2 0k e e k k e� � � � � � .  
   எனயவ,� � � �x e e , 0 ⋺ x x x� � � �0 0 .  
   ஆலகயொல், 0 செனி உறுபெொகும்.

 (v) x k= 2  என எடுத்துக்தகொணடொல், இதன் எதிர்ெல்ற ′x  ஆனது பின்வருெொறு தெ்றபெடுகி்றது. 
2 0 2 2k x x k x k� � � � � � �' ' ' . அதொவது x x' � � .

    எனயவ, � � � � �x xe e , ⋺ x x x x� � � � � �( ) ( ) 0

   எனயவ, −x  என்ெது x  -ன் எதிர்ெல்ற ஆகும்.
எடுத்துக்கோட்டு 12.5

  0  = அலனத்து ஒற்ல்ற முழுக்களின் கணம் எனில்  o -ன் மீது இயற்கணித தசயலி + ஆனது 
(i) அலடவுப ெணபு (ii) ெரிெொற்றுப ெணபு (iii) யசர்பபுப ெணபு (iv) செனிப ெணபு ெற்றும் (v) எதிர்ெல்றப 
ெணபு ஆகியவற்ல்றப தெற்றுள்ளதொ எனச் சரிெொர்க்க. 
தீர்வு

  o k k� � �� � � � � �� �2 1 5 3 1 1 3 5: ..., , , , , , ,...  என்்ற அலனத்து ஒற்ல்ற முழுக்கலளக் தகொணட 
கணத்லதக் கருதுக. கூடடல் + ஆனது  o -இன் மீது ஓர் ஈருறுப்புச் கெயல் ஆகாது. ஏதனனில், 
x m y n� � � �2 1 2 1,  எனும்தெொழுது x y m n� � � �2 2( )  என்ெது அலனத்து m n, -க்கும் இைடலட 
எணணொகயவ அலெயும்.  எடுத்துக்கொடடொக, 3 7, ∈ o என்்ற இரு ஒற்ல்ற எணகலளக் கருதுக. 
அலவகளின் கூடுதல் 3 7 10� �  என்ெது ஓர் இைடலட எணணொகும். தெொதுவொக, x, y∈ 0 எனில், 
x y�� �� 0 ஆகும். + ஆனது  o ன் மீது ஓர் ஈருறுபபுச் தசயல் அல்ைொததொல் ஏலனயப ெணபுகலளச் 

சரிெொர்க்க  யவணடிய அவசியமில்லை.
எடுத்துக்கோட்டு 12.6
  தகொடுக்கபெடட கணத்தின்மீது பின்வரும் தசயலியொனது (i) அலடவுப ெணபு (ii) ெரிெொற்றுப 
ெணபு ெற்றும் (iii) யசர்பபுப ெணபு ஆகியலவகலளக் தகொணடுள்ளதொ எனச் சரிெொர்க்க.
 a b a a bb� � �� � �; ,  (அடுக்குக்குறி ெணபு)
தீர்வு

 (i) a b a a bb� � �� � ; ,  என்ெது உணலெ. எனயவ   ஆனது ∗  –ன் கீழ் அள்டவு தெற்றுள்ளது. 
 (ii) a = 2 , b = 3  ஆகிய ெதிபபுகலள a b ab� �  ெற்றும் b a ba� � ஆகியலவகளில் பிரிதியிட, 

a b� � �2 83  ஆனொல் b a� � �3 92   � � � �a bb a
  எனயவ ∗ஆேது பரிோறறுப் பண்ளப நிளைவு கெய்யாது.
 (iii) a b c a b ac bc� � � � �� � � � ( )    எனக் தகொள்க. 

  இதில் a b= =2 3,  ெற்றும் c = 4  எனப பிைதியிடக் கிலடபெது

   a b c� � � � � � �� � � �2 3 4 2 23 814

  ஆனொல் a b c a c a a ab b c bc bc�� �� � � �� � � � � � �( ) 212

  a b c a b c� �� � � �� ��
  எனயவ, ∗ ஆனது னெர்ப்புப் பண்ளப நிளைவு கெய்யாது.
குறிப்பு

  இநத ஈருறுபபு தசயலிக்கு செனியும் எதிர்ெல்றயும் இல்லை. (கொைணத்துடன் விளக்குக)
எடுத்துக்கோட்டு 12.7

 தகொடுக்கபெடட கணத்தின்மீது பின்வரும் தசயைொனது (i) அலடவுப ெணபு (ii) ெரிெொற்றுப ெணபு 
(iii) யசர்பபுப ெணபு (iv) செனிப ெணபு ெற்றும் (v) எதிர்ெல்றப ெணபு ஆகியலவகலளப தெற்றிருக்குெொ 
எனச் சரிெொர்க்க. 
 m n m n mn m n� � � � �; , 

 m n m n mn m n� � � � �; , 
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தீர்வு

 (i)  m n m n� � -ன் விலளவு ஆனது ஒரு முழு எண என்ெது ததளிவொகி்றது. எனயவ ∗  ஆனது 
 -ன் மீது அள்டவு தெற்றுள்ளது.

 (ii) m n m n mn n m nm n m� � � � � � � � � , � �m n,  . எனயவ, ∗  ஆனது பரிோறறுப் 
பண்ளப நில்றவு தசயகி்றது.

 (iii)  ( )m n p∗ ∗ = ( )m n mn p+ − ∗ = ( ) ( )m n mn p m n mn p+ − + − + −
     =  m n m n mn n m nm n m� � � � � � � � � ,  ... (1)
      இயதயெொன்று,  m n p∗ ∗( ) = m n p np∗ + −( )  = m n p np m n p np� � � � � �( ) ( )

      = m n p np mn mp mnp� � � � � �  ... (2)
   (1) ெற்றும் (2) -லிருநது m n p m n p� � � � �( ) ( ) . எனயவ ∗  ஆனது னெர்ப்புப் பண்ளப  

நில்றவு தசயகி்றது. 

 (iv) e என்்ற ஒரு முழு எணலண  m e e m m� � � � , � �m   என்்றவொறு கொண யவணடும்.

  ஆகயவ, m e m� �  � � �m e m e = m � �e m( )1 = 0 ⇒ e  =  0 ஏதனனில் m =1. இஙகு , 
m  ஆனது ஒரு தன்னிச்லசயொன முழு எண என்ெதொல் m =1 என இருக்க யவணடிய 
அவசியமில்லை. எனயவ e = 0  ெடடும்தொன் இருக்கமுடியும். யெலும் m∗0 = 0� �m m,

� �m  . எனயவ 0 என்ெது செனி உறுபெொகும். எனயவ ெேனிப் பண்பு 
உறுதிபெடுத்தபெடுகி்றது.

 (v) ��m   என்்ற ஓர் உறுபலெ m m� � = �� � �m m e 0, � �m   என்்றவொறு கொணயவணடும்.

  m m� � = 0 � � �� �m m m m = 0 � �m =
m

m −1
. m=1 எனும்யெொது ′m ஐ வலையறுக்க 

முடியொது.
  m=2 எனும்தெொழுது ′m  ஒரு முழு எண. ஆனொல் m=2 தவிை m -ன் அலனத்து ெதிபபுகளுக்கும் 

′m  ஒரு முழு எணணொக இருக்கத்யதலவயில்லை. எனயவ,  -ல் எதிர்ேளை உறுப்பு 
அளேயாது.

12.2.3  பூலியன் அணிகள் மீது சிை ஈருறுப்புச் செயலகள்

           (Some binary operations on Boolean Matrices)

வலையல்ற 12.3
 ஒரு தெய அணியின் ஒவ்தவொரு உறுபபும் 0 அல்ைது 1 ஆக இருநதொல் அத்தலகய அணி  
பூலியன் அணி எனபெடும். 

 குறிபெொக பூலியன் ெதிவுகளொன 0 ெற்றும் 1, ெல்யவறு விதஙகளில் வலையறுக்கமுடியும். 
மின்சொை ஓடடத்லத நிறுத்த அல்ைது ஓடச் தசயயும் சொதனத்தில் “ஓடச் தசயதல் ெற்றும் நிறுத்துதல்” 
என்ெதலனயும், வலைக்தகொள்லகயில், யசர்பபு அணி யெொன்்ற ெை இடஙகளில் பூலியன் ெதிவுகள் 0 
ெற்றும் 1 ெயன்ெடுத்தபெடுகின்்றன.  நொம் அயத வலக பூலியன் அணிகலள விவொதத்திற்கு எடுத்துக் 
தகொள்யவொம்.
 பூலியன் அணிகளின் ததொகுபபின் மீது பின்வரும் இரு வலகயொன தசயற்ெொடுகள் 
வலையறுக்கபெடுகின்்றன.

 A aij� �� ��  ெற்றும் B bij� �� ��  என்்ற ஒயை வலகயொன ஏயதனும் இரு பூலியன் அணிகள் என்க. 

அலவகளின் இளைப்பு ∨  ெற்றும் ெநதிப்பு ∧  என்றுக் குறிக்கபெடடு பின்வருெொறு 

வலையறுக்கபெடுகி்றது.
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வலையல்ற 12.4   A ேறறும் B-ன் இலணப்பு

   A B∨  =  a b a b cij ij ij ij ij�� �� � �� �� � ��� �� � �� ��

   இஙகு cij  =  
அ�ல�
ம��� எ��

எ��

வலையல்ற 12.5   A ேறறும் B-ன் ெந்திப்பு

 A B∧ = a b a b cij ij ij ij ij�� �� � �� �� � ��� �� � �� ��  இஙகு cij =
ம���
அ�ல�

எ��
எ��

  யெற்கூறியவற்றிலிருநது , a b a b�� � � � �, இல் தெரியது; a b a b�� � � � �, இல் சிறியது என்ெது 

விளஙகும் a b, ,�� �0 1 .

எடுத்துக்கோட்டு 12.8

 A � �
�
�

�

�
�

0 1

1 1
, B �

�

�
�

�

�
�

1 1

0 1
 ஆகிய இைணடும் ஒயை வலகயொன பூலியன் அணிகள் எனில், A B∨  

ெற்றும் A B∧  ஆகியவற்ல்றக் கொணக.
தீர்வு

   A B∨  =  
0 1

1 1

1 1

0 1

0 1 1 1

1 0 1 1

1 1

1 1

�

�
�

�

�
� �

�

�
�

�

�
� �

� �
� �

�

�
�

�

�
� �

�

�
�

�

�
�

   A B∧  =  
0 1
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இலணப்பு ேறறும் ெந்திப்பு நில்றவு செய்யும் பண்புகள்

 𝔹 என்ெது ஒயை வலகயொன பூலியன் அணிகளின் ததொகுபபு என்க. இலணபபு ெற்றும் சநதிபபு  
𝔹-ன் மீது நில்றவு தசயயக்கூடிய ெணபுகலளக் கொணயெொம்

அலைவுப் பண்பு

 A B, ∈𝔹, A B a b a bij ij ij ij� � � � � �[ ] [ ] [ ]                                              𝔹
 ஏதனனில், a bij ij�� � � 0  அல்ைது 1 ∀i j, . எனயவ ∨  என்ெது 𝔹 –ன் மீது அலடவு தெற்றுள்ளது.

நெர்ப்புப் பண்பு

 A B C� �� �  = A B C A B C�� �� � �, , , 𝔹. எனயவ, ∨  என்ெது யசர்பபுப ெணலெ நில்றவு தசயகி்றது.

ெேனிப் பண்பு

 � �A 𝔹, ∃  பூச்சிய அணி 0∈  𝔹⋺ A A A� � � �0 0.                          ,  ∨ -க்கு செனி உறுபபு பூச்சிய அணி ஆகும்.

எதிர்ேல்றப் பண்பு

 எநத ஓர் அணி A∈𝔹-க்கு, A B B A� � � � 0                                  என்்ற சென்ெொடலட நில்றவு தசயயும்ெடி
 B∈𝔹  என்்ற யநர்ெொறு அணிலயக் கொணமுடியொது.
 எனயவ, எதிர்ெல்ற உறுபபு 𝔹 –ல் இருக்கொது. இதுயெொையவ, சநதிபபு ∧  என்்ற தசயலி ஆனது 
பின்வருெலவகலள நில்றவு தசயயும் என்ெலத சரிெொர்க்கமுடியும். (i) அலடவுப ெணபு (ii) ெரிெொற்றுப 

ெணபு (iii) யசர்பபுப ெணபு (iv) செனி உறுபபு  U �
�

�
�

�

�
�

1 1
1 1

 என்்ற அணி ஆகும்   (v) எதிர்ெல்ற உறுபபு 

இருபெலத உறுதிபெடுத்தமுடியொது.
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12.2.4  ேட்டு எண் கணிதம் (Modular Arithmetic)
 இதுவலை வைக்கெொன அடிபெலட இயற்கணித தசயலிகள், அணிக் கூடடல், அணிப தெருக்கல், 
பூலியன் அணிகளின் இலணபபு ெற்றும் சநதிபபு ஆகிய ஈருறுபபுச் தசயலிகளின் ெணபுகலளப ெற்றி 
விவொதித்யதொம். இபபிரிவில்  ‘ேடடு எண் கணிதம்’ என்்ற பிரிவில் ஒரு புதிய ஈருறுபபுச் தசயலி ெற்றி 
விவொதிபயெொம். n  > 1 ஒரு மிலக முழு எண  என்க. இஙகு n என்ெது ‘ெடடு எண’ என அலைக்கபெடும்.
 a, b ஆகிய இைணடு முழுக்களுக்கு இலடயயயுள்ள வித்தியொசம் n –ன் ெடஙகு எனில், ெடடு  
n –ன் அடிபெலடயில் a  -ம் b -ம் ஒருஙகிலசவு உலடயதொகும். இதலனயய குறியீடுகள் மூைம், 
a b n≡ (mod )  எனக்குறிபபிடுவர்.
 இதன்ெடி a b n k k� � � �,   ெற்றும் a - ஐ n ஆல் வகுக்கும்தெொழுது கிலடக்கும் மீதி b  ஆனது 
மிகக் குல்றநத மிலக முழு எண ஆகும்.
 எடுத்துக்கொடடொக, 25 4 7 20 2 3 1 3� � � � �(mod ), (mod ) (mod )  ெற்றும் 15 0 5≡ (mod ) , ... யெலும் 
முழுக்களின் கணத்லத n ஆல் வகுக்கும்யெொது கிலடக்கும் மீதிக்கொன சொத்தியக் கூறுகள் 
0 1 2 1, , , , n −  ஆகும்.  5 -ல்
   [ ]0  =  

 , , , , , , , ,� � �� �15 10 5 0 5 10 15

   [ ]1  =  � � � � �� �, , , , , , ,14 9 4 1 6 11  

   [ ]2  =  { ], , , , , , ,� � � � �13 8 3 2 7 12  
   [ ]3  =   � � � � �� �, , , , , , ,12 7 2 3 8 13

   [ ]4  =  � � � � �� �, , , , , , , .11 6 1 4 9 14  என்ெவற்ல்ற

  5 0 1 2 3 4�� �[ ],[ ],[ ],[ ],[ ]  என எழுதைொம். ஒவ்தவொரு ததொகுபபிலும் ஏயதனும் இைணடு எணகள் 
ெடடு 5க்கு ஒருஙகிலசவு உலடயதொகும். குல்ற எணகள் ததொகுபபில் இருக்கும். ஆனொல்  5  லய 
குறிக்க மிலக எணகலள உெயயொகிக்கைொம்.

 2007ககு முன், ெடடு எணகணிதெொனது 10-இைக்க ISBN (சர்வயதச நிலையொன தை புத்தக 
எண/International Standard Book Number) எண ததொகுபபில் ெயன்ெடுத்தபெடடது. உதொைணெொக, 
கலடசி இைக்கெொனது செநிலை யசொதலனக்கொனது ஆகும். இது { , , , , , , , , , , }0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 X  என்்ற 
கணத்திலிருநது கிலடக்கி்றது. 81-7808-755-3 என்்ற ISBN எணணில் கலடசி இைக்கெொன 3 ஆனது 
பின்வருெொறு கிலடக்கபதெறுகி்றது.
    1*8+2*1+3*7+4*8+5*0+6*8+7*7+8*5+9*5=8+2+21+32+0+48+49+40+45 =245≡ 3(ெடடு 11).
 ெொற்்றொக நில்றயிடட கூடுதல் பின் திருபபுலக முல்றயில் கணக்கிடபெடுகி்றது.
 9*8+8*1+7*7+6*8+5*0+4*8+3*7+2*5+1*5=245 = 3 (ெடடு 11).
 இைணடு வழிகளிலும், நொம் ஒயை சரிெொர்பபு (check) எண 3 ஐப தெறுகிய்றொம். 
 2007-ககுப் பிைகு 13-இைக்க ISBN எண பின்ெற்்றபெடுகி்றது. (இடமிருநது வைெொக) 
வைமிருநது இடெொகத் ததொடஙகும் முதல் 12 இைக்கஙகலள 3, 1, 3, 1,…. என்கி்ற நில்றகளொல் 
தெருக்கபெடுகின்்றன. பின்னர் நில்றயிடட கூடுதல் கணக்கிடபெடுகி்றது. 10 –ன் அதிக ெடஙகு 
எடுக்கபெடுகி்றது. பின்னர் வித்தியொசம் கணக்கிடபெடுகி்றது. அதன் கூடடல் எதிர்ெல்ற ெடடு 10 
என்ெது ெதிமூன்்றொவது இைக்கெொகும்.
 உதொைணெொக, 978-81-931995-6-5 என்்ற ISBN எணலணக் கருதுயவொம். இதில் இடமிருநது 
வைெொக 12 இைக்கஙகலள எடுத்துக்தகொள்யவொம்.

9 7 8 8 1 9 3 1 9 9 5 6
1 3 1 3 1 3 1 3 1 3 1 3
9 21 8 24 1 27 3 3 9 27 5 18

 இதில் இறுதி நிலையின் கூடுதல் 155 ஆகும். 10 –ன் ெடஙகுகளில் அருகிலுள்ள (உயர்) முழு 
எண 160 ஆகும். 160-க்கும் 155-க்கும் உள்ள வித்தியொசம் 5 ஆகும். எனயவ 5-ன் கூடடல் எதிர்ெல்ற 
ெடடு 10 –ஐ தெொருத்து   5 ஆகும். இது ISBN எணணில் 13-வது இைக்கெொகும்.
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248XII - கணிதவியல்

 ெடடு எணகணிதத்தில், n ஐ விட குல்றவொன மிலக முழுக்கலளக் தகொணட கணம்  n  -ன் மீது 
“n-ன் ேடடுககு கூட்டல் n n( )+ ” ெற்றும் “n-ன் ேடடுககு கபருககல் n n( )× ” ஆகிய புதிய இைணடு 
தசயலிகலள வலையறுபயெொம்.

வலையல்ற 12.6

 (i) n –ன் ெடடுக்கு கூடடைொனது பின்வருெொறு வலையறுக்கபெடுகி்றது.
   a b n, ∈  என்க. பி்றகு a b+  ஐ n  ஆல் வகுக்க கிலடக்கும் மீதி a bn+
 (ii) n –ன் ெடடுக்கு தெருக்கைொனது  பின்வருெொறு வலையறுக்கபெடுகி்றது.
  a b n, ∈  என்க. பி்றகு a b×  ஐ n  ஆல் வகுக்க கிலடக்கும் மீதி a bn×  

எடுத்துக்கோட்டு 12.9 
 ெடடுக் கூடடல் 5 தசயலி அடடவலணலயப ெயன்ெடுத்தி கணம்  5 -ன் மீது  +5  என்்ற தசயலிக்கு 
(i) அலடவுப ெணபு (ii) ெரிெொற்றுப ெணபு (iii) யசர்பபுப ெணபு  (iv) செனிப ெணபு ெற்றும் (v) எதிர்ெல்றப 
ெணபு ஆகியலவகலளச் சரிெொர்க்க.
தீர்வு

  5 0 1 2 3 4�� �[ ], ], ], ], ] [  [  [  [  ெடடு 5 கூடடல் தசயலி அடடவலண பின்வருெொறு தெ்றபெடுகி்றது. 
மீதிகளின் கணெொனது { , , , , }0 1 2 3 4  {[ ],[ ],[ ],[ ],[ ]}0 1 2 3 4  என்்ற ததொகுபபு அலெபலெக் குறிக்கி்றது. 

+5 0 1 2 3 4
0 0 1 2 3 4
1 1 2 3 4 0
2 2 3 4 0 1
3 3 4 0 1 2
4 4 0 1 2 3

அட்ட்ளை 12.2
 (i) தசயலி அடடவலணயில் உள்ள எல்ைொ தவற்றிடஙகளும்  5 -ன் ெரியாக ஓர் உறுப்பு மூைம் 

நிைபெபெடடிருநதொல் a b+5  -ன் விலளவு ஒருலெத்தன்லெ வொயநதது. எனயவ, +5 ஆனது 
 5 –ன் மீது அள்டவு தெற்றுள்ளது.

 (ii) அடடவலணயில் உள்ள ெதிவுகள் முதன்ளே மூளைவிட்டத்து்டன் ெேச்சீோக 
லவக்கபெடடுள்ளதொல் +5  ஆனது பரிோறறுப் பண்புள்டயது.

 (iii) யசர்பபுப ெணலெ சரிெொர்பெதற்கு தசயலி அடடவலணலய யநைடியொகப ெயன்ெடுத்த 
முடியொது. எனயவ, இலத வைக்கம்யெொை ஓர் எடுத்துக்கொடடின் மூைம் சரிெொர்க்க யவணடும். 

        2 3 4 5, , ∈ எனில், 2 3 4 0 4 45 5 5� � � � �� �  (ெடடு 5)

       2 3 4 2 2 45 5 5� �� � � � � (ெடடு 5)

       எனயவ, 2 3 4 2 3 45 5 5 5�� � � � � �� � . 

  இது யெொன்று ததொடர்நதொல் எல்ைொ சொத்தியெொன மும்மூன்று உறுபபுகளின் ததொகுபபிற்கும் 
இலத சரிெொர்க்க முடியும். முடிவொக, +5  ஆனது யசர்பபுப ெணலெ நில்றவு தசயயும் எனக் 
கொடடைொம். 

 (iv) 0 தலைலெயிைொன நிலை ெற்றும் நிைல் ஒயை ெொதிரியொனலவ. எனயவ, 0 5∈  என்ெது செனி 
உறுபெொகும்.

 (v) ஒவ்தவொரு நிலை ெற்றும் நிைலிலும் செனி உறுபபு 0 உள்ளதொல் எதிர்ெல்ற உறுபபு உறுதி 
தசயயபெடுகி்றது. எனயவ, அடடவலண 12.2-லிருநது எதிர்ெல்றப ெணபு உணலெ என்ெது 
ததளிவொகி்றது. 
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எடுத்துக்கொடடொக
   *   5 -ன் உறுபபுகளில் ஏயதனும் ஓர் உறுபபு ‘2’ இன் எதிர்ெல்றலயக் கொணும் முல்ற கீயை 

யகொடிடடுக் கொடடபெடடுள்ளது.

   *  2 தலைலெயிைொன III வது நிலையில் செனி உறுபபின் நிலைலய முதலில் கணடறியவும். III 
வது நிலையில் கிலடெடடெொக நகர்நது 0 ஐ அலடநத பி்றகு IV வது நிைலில் 0 –க்கு யெயை 
நகரும்யெொது கிலடக்கும் 3-ஐதொன் 2-ன் எதிர்ெல்ற உறுபெொகக் தகொள்வர். யெலும் இதற்கு 
அத்தொடசியொக 2 3 0� �   (ெடடு 5) என்ெதும் உணலெயொவதொகக் கொணைொம். ஏதனனில்,  
0 ஆனது III வது நிலை ெற்றும் IVவது நிைலை இலணக்கும் உறுபெொகும். IV வது நிைலில் மிக 
உயர்நத நிலையில் கிலடக்கபதெற்்ற உறுபபு 3 ஆகும். எனயவ 2-ன் எதிர்ெல்ற உறுபபு 3 ஐத் 
தவிை யவறில்லை. இயதவழியில்  5  -ன் ஒவ்யவொர் உறுபபின் எதிர்ெல்றலயப தெ்றைொம்.

  *  இவ்வொ்றொக 0-ன் எதிர்ெல்ற 0 5∈  1 –ன் எதிர்ெல்ற 4∈ 5 , 2–ன் எதிர்ெல்ற 3∈ 5 ,  

3–ன் எதிர்ெல்ற 2∈ 5  , 4 –ன் எதிர்ெல்ற 1∈ 5  ஆகும்.

எடுத்துக்கோட்டு 12.10
 ெடடு 11ஐப தெொருத்து எச்சத் ததொகுதிகளின் கணம் { , , , , , , , , , , }0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 -இன் உட்கணம் 
A ={ , , , , }1 3 4 5 9  -ன் மீது ×11  என்்ற தசயலிக்கு (i) அலடவுப ெணபு (ii) ெரிெொற்றுப ெணபு (iii) யசர்பபுப 

ெணபு  (iv) செனிப ெணபு (v) எதிர்ெல்றப ெணபு ஆகியலவகலளச் சரிெொர்க்க.

தீர்வு

 ×11  என்்ற தசயலியின் தசயலி அடடவலண பின்வருெொறு.

×11 1 3 4 5 9
1 1 3 4 5 9
3 3 9 1 4 5
4 4 1 5 9 3
5 5 4 9 3 1
9 9 5 3 1 4

அட்ட்ளை 12.3

 முநலதய எடுத்துக்கொடடில் விவரித்தெடி  ×11  என்்ற தசயலிக்கு A –ன் மீது பின்வரும் ெணபுகலளச் 

சரிெொர்த்தல் கீழக்கணடவொறு தகொடுக்கபெடடுள்ளது.

 (i) தெருக்கல் அடடவலணயில் உள்ள எல்ைொ தவற்றிடஙகளும் A-ல் சரியொக ஓர் உறுபபு மூைம் 

நிைபெபெடடிருபெதொல் ×11 , A –ன் மீது அள்டவுப் பண்பு தெற்றுள்ளது.

 (ii) அடடவலணயில் உள்ள உறுபபுகள் அலனத்தும் முதன்லெ மூலைவிடடத்திற்கு செச்சீைொக 

இருபெதொல், ×11  பரிோறறுப் பண்புள்டயதாகும்.

       (iii) ×11 என்ெது வைக்கெொக னெர்ப்புப் பண்புககு கடடுபெடும்.

 (iv) 1 தலைலெயிைொன நிலை ெற்றும் நிைல் ஒயை ெொதிரியொனலவ. எனயவ, 1∈ A  என்ெது ெேனி 

உறுபெொகும்.

 (v) ஒவ்தவொரு நிலை ெற்றும் நிைலில் செனி உறுபபு 1 இருபெதொல் எதிர்ேளைப் பண்பு ×11 -க்கு 

உணலெயொகி்றது. 1 –ன் எதிர்ெல்ற 1∈ A , 3 –ன் எதிர்ெல்ற 4∈ A , 4–ன் எதிர்ெல்ற  

3∈ A , 5 –ன் எதிர்ெல்ற 9∈ A , 9 –ன் எதிர்ெல்ற 5∈ A  ஆகும்.
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பயிறசி 12.1
 1. கீயை தகொடுக்கபெடடுள்ள கணஙகளின் மீது வலையறுக்கபெடடிருக்கும் ∗  ஓர் ஈருறுபபுச் 

தசயலியொ எனத் தீர்ெொனிக்க.

   (i)  -ன் மீது a b a b� � .    (ii) A �� �1 2 3 4 5, , , , -ன் மீது a b a b� � � �, -ல் சிறியது, 

   (iii)  -ன் மீது a b a b� �� �
 2.  -ன் மீது ⊗  என்்ற தசயலி பின்வருெொறு வலையறுக்கபெடடுள்ளது. 

m n m n m nn m�� � � � � �: ,    ∗   ஆனது  -ன் மீது அலடவுப ெணலெ தெற்றுள்ளதொ?

 3.  -ன் மீது ∗   ஆனது ( )a b a b ab� � � � � 7  என வலையறுக்கபெடடொல் ∗ ,  -ன் மீது அலடவு 

தெற்றுள்ளதொ? அவ்வொத்றனில், 3 7

15
�
��
�
�

�
�
�  கொணக.

 4. A a b a b� � �{ : , }5  என்க. வைக்கெொன தெருக்கல் A -ன் மீது ஓர் ஈருறுபபுச் தசயல் 
ஆகுெொ என ெரியசொதிக்க.

 5.  (i) ∗என்்ற ஓர் ஈருறுபபுச் தசயலி  -ன் மீது பின்வருெொறு வலையறுக்கபெடுகி்றது இநத  
∗ஆனது, அலடவுப ெணபு, ெரிெொற்றுப ெணபு, யசர்பபுப ெணபு ஆகியவற்ல்ற நில்றவு 

தசயகி்றதொ எனச் யசொதிக்க  a b a b a b� �
��

�
�

�
�
� � �

2
; ,  .

   (ii) ∗ஆனது, செனிப ெணபு ெற்றும் எதிர்ெல்றப ெணபு ஆகியலவ,  -ன் மீது 

உணலெயொகுெொ எனச் யசொதிக்க.  a b a b a b� �
��

�
�

�
�
� � �

2
; ,  . 

 6. ∗  என்்ற ஈருறுபபுச் தசயலி ஆனது A a b c={ , , }  என்்ற கணத்தின் மீது ெரிெொற்று விதிக்கு 
கடடுபெடடொல் பின்வரும் ெடடியலைப பூர்த்தி தசயக.

∗ a b c

a b

b c b a

c a c

 7. A a b c d={ , , , }  என்்ற கணத்தின் மீது ∗  என்்ற ஈருறுபபுச் தசயலிலய பின்வரும் ெடடியலுடன் 
கருதுக.

∗ a b c d

a a c b d

b d a b c

c c d a a

d d b a c

   இது ெொற்றுபெணபு ெற்றும் யசர்பபுப ெணபுகலளப தெற்றுள்ளதொ?
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 8. Let A �
�

�

�
�
�

�

�

�
�
�

1 0 1 0

0 1 0 1

1 0 0 1

, B �
�

�

�
�
�

�

�

�
�
�

0 1 0 1

1 0 1 0

1 0 0 1

, C �
�

�

�
�
�

�

�

�
�
�

1 1 0 1

0 1 1 0

1 1 1 1

 

  என்ெலவகள்ஒயை ெொதிரியொன வலகயிலன உலடய  ஏயதனும் மூன்று பூலியன் அணிகள் 
எனில், (i) A B∨  (ii) A B∧  (iii) A B C∨( )∧   (iv) A B C∧( )∨  ஆகியலவகலளக் கொணக.

 9.  (i) M
x x
x x

x R�
�

�
�

�

�
� � �

�
�
�

�
�
�

: { }0  என்க.   ∗  என்ெது அணிப தெருக்கல் எனக் தகொள்க.  

∗ஆனது M –ன் மீது அலடவு தெற்றுள்ளதொ எனத் தீர்ெொனிக்க. அவ்வொத்றனில்,  

∗  ஆனது M -ன் மீது ெரிெொற்றுப ெணபு, யசர்பபுப ெணபுகலளயும் நில்றவு தசயயுெொ 
எனச் யசொதிக்க. 

   (ii) M
x x
x x

x R�
�

�
�

�

�
� � �

�
�
�

�
�
�

: { }0  ∗  என்ெது அணிப தெருக்கல் எனக் தகொள்க. ∗ஆனது  

M –ன் மீது அலடவு தெற்றுள்ளதொ எனத் தீர்ெொனிக்க. அவ்வொத்றனில், ∗  ஆனது  
M  -ன் மீது செனிபெணபு ெற்றும் எதிர்ெல்றப ெணபுகலள நில்றவு தசயயுெொ எனவும் 
யசொதிக்க.

 10.  (i) A � � � \ 1  என்க.  A -ன் மீது ∗  பின்வருெொறு வலையறுக்கபெடுகி்றது. x y x y xy� � � �
. ∗  ஆனது A -ன் மீது அலடவு தெற்றுள்ளதொ? அவ்வொத்றனில்,  A -ன் மீது ∗  ஆனது 
ெரிெொற்று விதி ெற்றும் யசர்பபு விதிகலள நில்றவு தசயயுெொ எனச் யசொதிக்க.

   (ii) A � � � \ 1  என்க. A  -ன் மீது ∗  பின்வருெொறு வலையறுக்கபெடுகி்றது. 
    x y x y xy� � � �   ∗  ஆனது A  -ன் மீது அலடவு தெற்றுள்ளதொ? அவ்வொத்றனில், A  -ன் 

மீது ∗  ஆனது செனிபெணபு ெற்றும் எதிர்ெல்றப ெணபுகலள நில்றவு தசயயுெொ எனச் 
யசொதிக்க. 

12.3  கணித தர்க்கவியல (Mathematical Logic)

  ஜொர்ஜ் பூயை ஒரு சுயெொயக் கற்றுத் யதர்நத கணிதயெலத ெடடுெல்ை, ஒரு 
தத்துவஞொனி ெற்றும் தர்க்கவியைொளரும் ஆவொர். இருெ எணகலள உள்ளடக்கிய 
பூலியன் இயறகணிதம் குறித்த அவைது முடிவுகள் ெல்யவறு துல்றகளில் முக்கியப 
ெஙகு வகிக்கின்்றன. குறிபெொக கணினி ெயன்ெொடுகளில் அதிகெொக ெஙகு 
வகிக்கின்்றன. குறியீடடு தர்க்கத்தின் கருத்லத அவர் அறிமுகபெடுத்தினொர் ெற்றும் 
கணித தர்க்கத்தின் விலைவொன வளர்ச்சிக்கு நில்றய முடிவுகலள வைஙகினொர்.
 தர்க்கவியலின் முதல் புத்தகத்லத எழுதியவர் ெதிபபிற்குரிய கியைக்க 
தத்துவஞொனி அரிஸடொடில் (384-322கி.மு (தெொ.ஆ.மு)) ஆவொர். 17ஆம் நூற்்றொணடில் 
தஜர்ெொனிய தத்துவ ஞொனியும் கணித வல்லுநருெொன கொடஃபிலைட தைபினிடஸ 
என்ெொர் தர்க்கவியலில் குறியீடுகலள ெயன்ெடுத்தும் முல்றலய வித்திடடொர். பின்னர் 
இநத முல்றலய 19ஆம் நூற்்றொணடில் வழிமுல்றபெடுத்தியவர்கள் ஜொர்ஜ் பூயை ெற்றும் அகஸடஸ 
டீெொர்கன் ஆவர். தர்க்கம், குறியீடுகள், இயற்கணிதம் ஆகியவற்ல்ற ஒன்றுெடுத்திப ெொர்த்தொல் 
தர்க்கவியல், கணிதவியயைொடு அதிகம் ஒத்துபயெொகி்றது என்்ற உணலெலய நிறுவியவர் ஜொர்ஜ்பூயை. 
19ஆம் நூற்்றொணடின் இறுதியிலும் ெற்றும் 20 ஆம் நூற்்றொணடின் ததொடக்கத்திலும் கணித தர்க்கவியல் 
வளர்ச்சி தெற்்றது. 
 1930களில் ஆைொயச்சியொளர்கள் இருெ எணகளொன (binary numbers) (நியூெொன் தனது 
ெைணபெடுக்லகயில் இருெ எணகளொன  0 ெற்றும் 1 இநத உைலக ஆளபயெொகி்றது என்்றொர்.)  0 ெற்றும் 
1 கலளக் தகொணடு மின்சுற்ல்ற அளவிடவும் ெற்றும் மின்னணு கணினிகலள வடிவலெக்கவும் 

ஜார்ஜ் பூனை
(1815-1864)
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முடியும் என்று கணடறிநதனர். இன்று டிஜிடடல் (மின்னணு) கணினிகள் ெற்றும் மின்சுற்றுகள் 
இநத இருெ எண கணிதத்லத (binary arithmetic) தசயல்ெடுத்த வடிவலெக்கபெடடுள்ளது. நொம் 
கணிதத் தர்க்கத்லத தெொழியொகவும் ெற்றும் கணிதம் ெற்றும் கணினி அறிவியல் ெொடஙகளில் உயத்து 
அறிதைொகவும் ஆயவு தசயயைொம்.
 தெொதுவொக தர்க்கம் என்ெது சரியொன ெகுத்தறிவின் ஆயவொகும். ஆனொல் கணித தர்க்கம் அறிலவ 
ஒரு துல்லியெொன கணித வழியில் பிைதிநிதித்துவபெடுத்த அனுெதிக்கி்றது. யெலும் இது துல்லியெொன 
விதிகளின் ததொகுபலெப ெயன்ெடுத்தி சரியொன அனுெொனஙகலளச் தசயய அனுெதிக்கி்றது. இது 
கணினி அறிவியலுக்கொன ஒரு சக்தி வொயநத கருவியொகக் கருதபெடுகி்றது. ஏதனனில் இது முக்கியெொக 
நிகழச்சி நிைல்களின் சரியொன தன்லெலய சரிெொர்க்கப ெயன்ெடுகி்றது. 

12.3.1  கூறறு ேறறும் அதன் சேய் ேதிப்பு (Statement and its truth value)
 கணித தர்க்கவியலின் எளிய ெகுதி என்னதவன்்றொல் அதன் முன்கோழி தர்ககோகும் இபெகுதிலய 
உருவொக்க ஏதுவொக அதன் கூற்றுகள் அல்ைது அதன் முன்தெொழிவுகள் ெயன்ெடுகின்்றன. தெரும்ெொலும் 
கருத்துத் ததொடர்பில் நம்முலடய எணணஙகலள தவளிபெடுத்த தெொழி யதலவபெடுகி்றது. அலவகள் 
வொக்கிய வலககளொக இருக்கின்்றன. தவவ்யவறு வலகயொன வொக்கிய வலககள்
 (1) சொதொைண வொக்கியம் (Assertive type)

 (2) கடடலள வொக்கியம் (A command or a request type)

 (3) வியபபு வொக்கியம் (Emotions, excitement type)

 (4) வினொ வொக்கியம் (Question type)

 (5) தி்றநத வொக்கியம் (open type)

வலையல்ற 12.7

 கூற்று என்ெது ஒரு சொதொைண வொக்கியெொகும். இவ்வொக்கியத்தின் தெொருள் ஆனது உணலெ 
அல்ைது தவறு. என அலெயைொம். ஆனொல் இைணடும் கைநது இருத்தல் கூடொது.

 கடடலள வொக்கியயெொ, வியபபு வொக்கியயெொ, வினொ வொக்கியயெொ. ஒரு கூற்று ஆகொது.

 ஒரு கூற்றின் தெயெதிபபு என்ெது அதன் ‘உணலெ’ அல்ைது ‘தவறிலன’ குறிபெதொக அலெவது. 
ஒரு கூற்று உணலெயொயின் அதன் தெயெதிபலெ T அல்ைது 1 எனக் குறிபபிடுகிய்றொம். ஒரு கூற்று 
தவறு எனில் அதன் தெயெதிபலெ F அல்ைது 0 எனக் குறிபபிடுகிய்றொம்.
 எநத ஒரு வொக்கியத்திற்கும் அதன் தெய ெதிபபு வொக்கியத்தில் கூ்றபெடொத சிை நிெநதலனகளுக்கு 
ஏற்ெ ெொறுெடடொல் அது ஒரு திைநத ்ாககியோகும். எடுத்துக்கொடடொக, (i) x� �7 35  ஒரு தி்றநத 
வொக்கியம். இதன் தெய ெதிபெொனது x -ன் ெதிபலெ தெொருத்தது. அதொவது, x = 5  எனில் அது 
உணலெ. x � 5 எனில் அது தவறு.  அவன் ஒரு தகடடவன். இது தி்றநத வொக்கியம் ஏதனனில். 
உணலெதயனக் கருதபெடும் கருத்து நெருக்கு நெர் ெொறுெடும். 

எடுத்துக்கோட்டு 12.11
 பின்வரும் வொக்கியஙகளிலிருநது சரியொன கூற்றுகலள அலடயொளம் கொணவும்.
தீர்வு

 (1) உைகத்தில் மிக உயைெொன சிகைம் எவதைஸட சிகைெொகும்.

 (2) 3 4 8� � .

 (3) 7 5 10� � .

 (4) அநதப புத்தகத்லத எனக்கு தகொடு.

 (5) x = 3 என்றிருக்கும் யெொது ( )10 7� �x .
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 (6) இநத ெைர் எவ்வளவு அைகொக இருக்கி்றது!
 (7) நீ எஙயக தசல்கின்்றொய?
 (8) நீ தவற்றி தெ்ற வொழத்துக்கள்.
 (9) இது முடிவின் ஆைம்ெம்.
 (2) ன் தெயெதிபபு F ஆகும். (1) ெற்றும் (3) ஆவது வொக்கியஙகளின் தெயெதிபபு T ஆக உள்ளது. 

எனயவ, அலவகள் யொவும் கூற்றுகளொகும்.
 (5) வது வொக்கியம் x = 3  க்கு உணலெ ெற்றும் x � 3-க்கு தவறு. எனயவ இது உணலெயொகயவொ 

அல்ைது தவ்றொகயவொ இருக்குயெ தவிை ஒயை யநைத்தில் இைணடுெொக இல்ைொெல் இருபெதொல் 
இதுவும் ஒரு கூற்்றொகும்.

 (4) வது வொக்கியம் கடடலளலயயும் (6) வது ஆச்சரியத்லதயும் (7) வது வினொலவயும் (8) 
வது வொழத்லதயும் குறிபெதொல் (4), (6), (7), (8) ெற்றும் (9) ஆகிய வொக்கியஙகள் கூற்றுகளல்ை.  
(9) ஆனது ஒரு முைணெொடொன (paradox) கூற்்றொகும்.

12.3.2  கூட்டுக் கூறறுகள், தர்க்க இலணப்புகள் ேறறும் சேய் அட்ைவலணகள்

           (Compound Statements, Logical Connectives and Truth Tables)

வலையல்ற 12.8 (தனி ேறறும் கூட்டுக் கூறறுகள்)

 ஒரு கூற்றிலன இைணடு அல்ைது அதற்கு யெற்ெடட கூற்றுகளொக பிரிக்க இயைொவிடில் 
அக்கூற்ல்ற தனிககூறறு அல்ைது அணுககூறறு என அலைபெர். ஒரு கூற்்றொனது இைணடு அல்ைது 
அதற்கு யெற்ெடட கூற்றுகளின் யசர்பெொயின் அது ஒரு கூடடுக் கூற்று என அலைக்கபெடும். எனயவ, 
எநத ஒரு கூற்றும் தனிககூறறு அல்ைது கூடடுககூறறு ஆக இருக்க முடியும் என்ெது இதன்மூைம் 
ததளிவொகி்றது. 

தனிக்கூறறுக்கு எடுத்துக்கோட்டு 
 எடுத்துக்கொடடு 12.11 –ல் (1), (2), (3) ஆகிய வொக்கியஙகள் தனிக் கூற்றுகளொகும்.

கூட்டுக் கூறறுக்கு எடுத்துக்கோட்டு 
 “1 ஒரு ெகொ எண அல்ை ெற்றும் ஊடடி யகைளொவில் உள்ளது” என்்ற கூற்ல்றக் கருதுக. 
யெற்கணட கூற்்றொனது பின்வரும் தனிக் கூற்றுகளின் கூடடுக் கூற்்றொகும்.

 p : 1 ஒரு ெகொ எண அல்ை.

 q : ஊடடி யகைளொவில் உள்ளது. 
 எனயவ, தகொடுக்கபெடட கூற்று ஒரு தனிக் கூற்று அல்ை. அது ஒரு கூடடுக் கூற்று ஆகும்.

 யெயை உள்ள விவொதஙகளிலிருநது, எநததவொரு எளிய கூற்றும் T அல்ைது F -இன் ெதிபலெப 
தெறுகி்றது. எனயவ இது ஒரு ெொறியொக கருதபெடைொம். இநத ெொறி, கூறறு ோறி அல்ைது முன்கோழிவு 
ோறி என அலைக்கபெடுகி்றது. முன்தெொழிவு ெொறிகள் தெொதுவொக, p, q, r , .... எனக் குறிக்கபெடுகின்்றன.

வலையல்ற 12.9 (தர்க்க இலணப்புகள்)

 இைணடு அல்ைது அதற்கு யெற்ெடட கூற்றுகலள இலணத்து புதிய கூற்றுகலள உருவொக்குவதற்கு 
“ெற்றும்”, “அல்ைது”, “எனில்-பின்னர்”, “என்்றொல் ெற்றும் என்்றொல் ெடடுயெ” ெற்றும் “அல்ை” 
முதலிய வொர்த்லதகலள இலணபபுகளொகப ெயன்ெடுத்துகிய்றொம். இவ்வொர்த்லதகலள ஆஙகிைத்தில் 
முல்றயய ‘and’, ‘or’, ‘if-then’, ‘if and only if’ ெற்றும் ‘not’ என்கிய்றொம். இநத இலணபபு 
வொர்த்லதகலள ‘தர்கக இளைப்புகள்’ என்று கூறுவர்.
 தனிக் கூற்றுகளிலிருநது ஒரு கூடடுக் கூற்ல்ற அலெபெதற்கு சிை இலணபபுகள் 
ெயன்ெடுத்தபெடுகின்்றன. ேறுப்பு (அல்ை), இளையல் (ேறறும்) ெற்றும் பிரிப்பிளைவு (அல்ைது) 
ஆகியலவகள் சிை அடிபெலட தர்க்க இலணபபுகள் ஆகும். 
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வலையல்ற 12.10
 ஒரு ‘கூறறுக னகாள்’ என்ெது ஒன்று அல்ைது அதற்கு யெற்ெடட கூற்றுகலள சிை அடிபெலட 
தர்க்க இலணபபுகளொல் இலணத்து உருவொக்கும் ஒரு யகொலவ ஆகும்.

வலையல்ற 12.11 (சேய்லே அட்ைவலண)

 தனிக் கூற்றுகள் ெற்றும் கூடடுக் கூற்றுகளுக்கு இலடயயயொன ததொடர்பிலன அலவகளின் 
தெய ெதிபபுகள் மூைம் தவளிபெடுத்தும் ஒரு அடடவலணலய ‘கேய்ளே அட்ட்ளை’ என்ெர்.

வலையல்ற 12.12
 (i) p  ஒரு தனிக் கூற்று என்க. p  -ன் ேறுப்பு என்ெது p -ன் தெயெதிபபின் எதிர்ெல்றலய 

உலடய கூற்்றொகும். அலத p என்்ற குறியீடடொல் குறிபபிடுவர். p -ன் தெய ெதிபபு 
‘F’ எனில் p-ன் தெயெதிபபு T  ஆகும். அவ்வொறில்லைதயனில் அது F ஆகும்.

 (ii) p , q  ஏயதனும் இரு தனிக் கூற்றுகள் என்க. ‘ெற்றும்’ (and) என்்ற வொர்த்லதயொல் 
இலணக்கபெடும்தெொழுது, p  ெற்றும் q  என்்ற கூடடுக கூறளை அலடகிய்றொம். இதலன 
p q∧  என்்ற குறியீடடொல் குறிபபிடுவர். இதலன ‘ p இலணயல் q ’ அல்ைது ‘ p ததொபபி q ’ 

எனப ெடிக்கைொம். p -ம்  q -ம்  T ஆக தெய ெதிபலெ தெற்றிருநதொல் p q∧  -ன் தெய 
ெதிபபு T  ஆகும். அவ்வொறில்லை எனில், அது F ஆகும்.

 (iii) இைணடு தனிக் கூற்றுகள் p  ெற்றும் q  கள் அல்ைது (or) என்்ற வொர்த்லதயொல் 
இலணக்கபெடும்தெொழுது தெ்றபெடும் கூடடுக் கூற்று p , q -ன் பிரிப்பிளைவு (disjunction) 
எனபெடும். இதலன, p q∨  என்்ற குறியீடடொல் குறிபபிடுவர். இதலன ‘ p பிரிபபிலணவு q ’ 
அல்ைது or ‘ p கிணணம் q ’ எனப ெடிக்கைொம். p -ம் q -ம் F என்்ற தெயெதிபலெ 
தெற்றிருநதொல் p q∨  -ன் தெயெதிபபு F  ஆகும். அவ்வொறில்லை எனில் அது T  ஆகும்.

தர்க்க இலணப்புகள் ேறறும் அதன் சேய்லே அட்ைவலணகள்

(Logical Connectives and their Truth Tables)
(1) அலை NOT [¬] என்பதறகுரிய ேறுப்பின் சேய்லே அட்ைவலண

¬ p-ன் கேய்ளே அட்ட்ளை
p ¬ p

T F
F T

அட்ட்ளை 12.4

(2) ேறறும் AND [∧∧ ] என்பதறகுரிய இலணயலின் சேய்லே அட்ைவலண

p qÙ -ன் கேய்ளே அட்ட்ளை
p q p q∧∧
T T T
T F F
F T F
F F F

அட்ட்ளை 12.5
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(3) அலைது OR [∨∨ ] என்பதறகுரிய பிரிப்பிலணவின் சேய்லே அட்ைவலண

p q∨∨ -ன் கேய்ளே அட்ட்ளை

p q p q∨∨
T T T
T F T
F T T
F F F

அட்ட்ளை 12.6

எடுத்துக்கோட்டு 12.12
 p  : ‘குளிைொக இருக்கி்றது’, q : ‘ெலை தெயகி்றது’ என்்ற கூற்றுகளுக்கு¬ p, p q∧ , p q∨  ெற்றும் 
q∨¬p ஆகிய வொர்த்லதகளுடன் கூடிய வொக்கியஙகலள அலெக்க (எழுதுக). 

தீர்வு

 (1) ¬p : குளிைொக இல்லை 
 (2) p q∧  : குளிைொக இருக்கி்றது ெற்றும் ெலை தெயகி்றது
 (3) p q∨  : குளிைொக இருக்கி்றது அல்ைது ெலை தெயகி்றது

 (4) q∨¬p : ெலை தெயகி்றது அல்ைது குளிைொக இல்லை

 ¬p என்்ற கூற்றில் ஒயை ஒரு தனிக்கூற்று p  ெடடும் உள்ளதொல் அதற்குரிய தெயலெ 

அடடவலணயில் 2 21� � �  நிலைகள் இருக்கும். p q∧  ெற்றும் p q∨  என்கி்ற கூடடுக் கூற்றுகள்,  

p  ெற்றும் q  ஆகிய இைணடு தனிக் கூற்றுகலளப தெற்றுள்ளது. எனயவ அலவகளுக்குரிய தெயலெ 
அடடவலணகளில் 4� � �22  நிலைகள் இருக்கும். எனயவ, இயதயெொை ஒரு கூடடுக் கூற்றில் n  
தவவ்யவ்றொன உள் கூற்றுகள் இடம்தெறின் தெயலெ அடடவலணயொனது 2n  நிலைகலளக் 
தகொணடிருக்கும்.
எடுத்துக்கோட்டு 12.13
 பின்வரும் கூற்றின் வொயபெொடுகளுக்கு எத்தலன நிலைகள் யதலவபெடும்?
  (i) p t p s�� � ��� �  (ii) p q r s t v�� �� � ��� �� � � � �� �
தீர்வு

 (i) p t p s��� � � ��� �  என்்ற கூற்றில் p s, , t  என்்ற ெொறிகள் அதொவது 3 உள் கூற்றுகள் 

இடம்தெறுகின்்றன. எனயவ, இதன் தெயலெ அடடவலணயில் 2 83 =  நிலைகள் 
இடம்தெறும்.

 (ii) ( ) ( ) ( )p q r s t v� � � �� � � �� �  என்்ற கூற்றில் p q r s t, , , , , v  என்்ற 6 ெொறிகள் இடம் 

தெறுவதொல் அதன் தெயலெ அடடவலணயில் 2 646 =  நிலைகள் இடம்தெறும்.

நிபந்தலைக் கூறறு

வலையல்ற 12.13
 p  ெற்றும் q  ஏயதனும் இரு கூற்றுகளின் நிெநதலனக் கூற்்றொனது, “ p எனில் q ” என்்ற 

கூற்ல்றக் குறிக்கும். இலத p q→  எனக் குறிபபிடுவர். இஙகு p  ஐக் கருதுனகாள் அல்ைது 

முன்உதாேைம் என்றும் q  ஐ முடிவு அல்ைது விளைவு என்றும் அலைபெொர்கள். p –ன் தெய 

ெதிபபு உணலெயொக இருநது q  -ன் தெயெதிபபு தவ்றொக இருபபின் p q→  -ன் தெய ெதிபபு 

தவ்றொகும். அவ்வொறில்லை எனில் அது உணலெயொகும்.
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p q→ -ன் கேய்ளே அட்ட்ளை 

p q p q→→
T T T
T F F
F T T
F F T

அட்ட்ளை 12.7
எடுத்துக்கோட்டு 12.14
 இன்று திஙகள் எனில், பி்றகு 4 + 4 = 8, என்ெதலன p q→ -ஆகக் கருதுக,

 இஙகு உள்கூற்றுகள் p ெற்றும் q பின்வருெொறு தகொடுக்கபெடுகி்றது. 
 p: இன்று திஙகள் கிைலெ; q: 4 + 4 = 8. 
 q –ன் முடிவொனது T என்ெதொல் p q→  -ன் தெயெதிபபு T ஆகி்றது. 

 ஒரு முக்கியெொன கருத்து என்னதவன்்றொல் p ெற்றும் q-ன் வொக்கியஙகளின் அர்த்தஙகலள 
கருத்தில் தகொணடு p q→  ஐ தசயல்ெடுத்தக்கூடொது. யெலும் p  என்ெது q வுடன் ததொடர்புலடயதொக 

இருக்கயவணடிய அவசியமில்லை.

விலைவுகள்

 p q→  என்்ற நிெநதலனக் கூற்றிலிருநது யெலும் மூன்று நிெநதலனக் கூற்றுகள் 
வருவிக்கபெடுகின்்றன. அலவகள் கீயை ெடடியலிடபெடுகி்றது.

 (i) ேறுதளைக கூறறு (Converse statement)  q p→ .
 (ii) எதிர்ேளைக கூறறு (Inverse statement) � ��p q .
 (iii) ன�ர்ோறுக கூறறு (Contrapositive statement) � ��q p .

எடுத்துக்கோட்டு 12.15
 கீயை தகொடுக்கபெடடிருக்கும் இைணடு கூற்றுகள் p  ெற்றும் q -க்கு பின்வருெலவகலள எழுதுக.

 (i) நிெநதலனக் கூற்று (ii) ெறுதலைக் கூற்று (iii) எதிர்ெல்றக் கூற்று (iv) யநர்ெொறுக் கூற்று

 p : ெகொ எணகளின் எணணிக்லக முடிவில்ைொதது

 q: ஊடடி யகைளொவில் உள்ளது

தீர்வு

 p  ெற்றும் q சம்ெநதபெடட நொன்கு விதெொன நிெநதலனக் கூற்றுகள் கீயை தகொடுக்கபெடடுள்ளன.

 (i) p q→ : (நிெநதலனக் கூற்று) “ெகொ எணகளின் எணணிக்லக முடிவில்ைொதது எனில் பின்னர் 
ஊடடி யகைளொவில் உள்ளது”. 

 (ii) q p→  : (ெறுதலைக் கூற்று) “ஊடடி யகைளொவில் உள்ளது எனில், ெகொ எணகளின் 
எணணிக்லக முடிவில்ைொதது” 

 (iii) � ��p q  (எதிர்ெல்றக் கூற்று) “ெகொ எணகளின் எணணிக்லக முடிவில்ைொதது அல்ை 
எனில், ஊடடி யகைளொவில் இல்லை”.

 (iv) � ��q p  (யநர்ெொறுக் கூற்று) “ஊடடி யகைளொவில் இல்லை எனில், பின்னர் ெகொ எணகளின் 
எணணிக்லக முடிவில்ைொதது அல்ை”.
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இரு நிபந்தலைக் கூறறு

வலையல்ற 12.14
 p  ெற்றும் q  என்்ற ஏயதனும் இரு கூற்றுகளின் இரு நிபநதளேக கூறறு “ p இருநதொல்  
இருநதொல் ெடடுயெ q ” என்்ற கூற்்றொகும். இதலன p q↔  எனக் குறிபபிடுவர். p  ெற்றும்  
q -க்கு ஒயை ெொதிரியொன தெய ெதிபபுகள் இருநதொல் ெடடுயெ p q↔  -ன் தெயெதிபபு  
T ஆகும். அவ்வொறில்லை எனில், அது F ஆகும்.

p q« -ன் கேய்ளே அட்ட்ளை
p q p q«

T T T
T F F
F T F
F F T

அட்ட்ளை 12.8

விைக்கி லவத்தல (Exclusive OR (EOR)[∨∨ ]) (OR (XOR))

வலையல்ற 12.15

 p  ெற்றும் q  ஏயதனும் இரு கூற்றுகள் என்க. p EOR q  என்ெது ஒரு கூடடுக் கூற்று ஆகும். 
இதன் தெயெதிபலெ p  அல்ைது q  சரியொக இருக்லகயில் ‘சரி’ என்றும் அவ்வொறு இல்லையயல் 
‘தவறு’ என்றும் தீர்ெொனிக்கபெடும். p ⊽ q  என இது குறிக்கபெடும். p  அல்ைது q  -ன் தெய ெதிபபு 
T எனும்தெொழுது p ⊽ q  -ன் தெயெதிபபு T ஆகும். அவ்வொறில்லை எனில், அது F ஆகும்.  
p ⊽ q  -ன் தெயலெ அடடவலண கீயை தைபெடடுள்ளது.

p p q���� �� q-ன் கேய்ளே அட்ட்ளை 

p q p p q���� �� q
T T F
T F T
F T T

F F F

அட்ட்ளை 12.9
எடுத்துக்கோட்டு 12.16
 p q p q�� � � ��� � -ன் தெயலெ அடடவலணலயத் தருக.

p q ¬ q r : p q���� �� s: p q������ �� r Ù s

T T F F T F

T F T T F F

F T F T F F

F F T F T F

அட்ட்ளை 12.10
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 யெற்கொணும் முடிலவ தெயலெ அடடவலணகலள ெயன்ெடுத்தொெல் நிரூபிக்க முடியும். 
இதலனத் தர்க்க செொனெொனலவ ெற்றி அறிநத பி்றயக வைஙக முடியும்.

12.3.3  சேய்ேம், முைண்போடு ேறறும் நிச்ெயமின்லே

            (Tautology, Contradiction, and Contingency)

வலையல்ற 12.16
 ஒரு கூற்ல்ற அதன் கூடடுக் கூற்றுகளின் தெய ெதிபலெ தெொருடெடுத்தொெல் கேய்ேம் எனக் 
கூ்றயவணடுெொனொல் அதன் தெயெதிபபு எல்ைொ நிலையிலும் T  ஆக இருக்க யவணடும். இலத 𝕋 
எனக் குறிபபிடுவர்.

வலையல்ற 12.17
 ஒரு கூற்ல்ற அதன் கூடடுக் கூற்றுகளின் தெய ெதிபலெப தெொருடெடுத்தொெல் “முேண்பாடு” 
எனக் கூ்ற யவணடுெொனொல் அதன் தெயெதிபபு எபதெொழுதும் F ஆக இருக்கயவணடும். இலத 𝔽 
எனக் குறிபபிடுவர்.

வலையல்ற 12.18
 ஒரு கூற்று தெயெமுயும் அல்ை ெற்றும் முைணெொடும் அல்ை எனில், அதற்கு “நிச்ெயமின்ளே” 
என்று தெயர்.

உறறு ந�ோக்கி அறிந்தலவ

 1. ஒரு தெயெத்துக்குரிய தெயலெ அடடவலணயில் கூற்றுக் யகொலவக்குரிய நிைலில் உள்ள 
உறுபபுகள் அலனத்தும் T ஆக இருக்கும். 

 2. ஒரு முைணெொடுக்குரிய தெயலெ அடடவலணயில் கூற்றுக் யகொலவக்குரிய நிைலில் உள்ள 
உறுபபுகள் அலனத்தும் F ஆக இருக்கும். 

 3. ஒரு தெயெத்தின் ெறுபபு ஒரு முைணெொடொகும். ஒரு முைணெொடடின் ெறுபபு ஒரு தெயெம் 
ஆகும். 

 4. ெறுபபுடன் கூடிய ஒரு கூற்றின் பிரிபபிலணவு ஒரு தெயெம் ஆகும். ெறுபபுடன் கூடிய ஒரு 
கூற்றின் இலணயல் ஒரு முைணெொடொகும். அதொவது p p∨¬  ஒரு கேய்ேம் ஆகும். p p∧¬  
ஒரு முேண்பா்டாகும். இவற்றின் தெயலெ அடடவலணகலள அலெத்து எளிதில் புரிநது 
தகொள்ளைொம்.

சேய்ேத்திறகு எடுத்துக்கோட்டு

    p ¬p p p����

T F T

F T T

அட்ட்ளை 12.11
 p p�� இன் தெயலெ அடடவலணயில் கலடசி நிைலில் T ெடடுயெ உள்ளதொல்  p p��  ஒரு 
தெயெம் ஆகும்.
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முைண்போடுக்கோை எடுத்துக்கோட்டு

p ¬ p p∧∧ ¬p

T F F

F T F

அட்ட்ளை 12.12
 யெற்கொணும் தெயலெ அடடவலணயில் கலடசி நிைலில் F ெடடுயெ உள்ளதொல், p p��  ஒரு 
முைணெொடொகும்.
குறிப்பு

 அடடவலண 12.10 ல், கலடசி நிைல் முழுவதும் F ஆக இருபெதொல் p q p q�� � � ��� �  ஒரு 
முைணெொடொகும்.

நிச்ெயமின்லேக்கு எடுத்துக்கோட்டு

p q p q↔↔ ¬ q p q����¬ q ¬ �� ����( )p q¬ q) ( )p q↔↔  ∧∧  ¬ �� ����( )p q¬ q)

T T T F F T T
T F F T T F F
F T F F T F F
F F T T T F F

அட்ட்ளை 12.13
 யெற்கணட தெயலெ அடடவலணயில் கலடசி நிைலில் T ெற்றும் F கைநது வருவதொல் 
தகொடுக்கபெடட கூற்றுகள் தெயெமும் அல்ை ெற்றும் முைணெொடும் அல்ை. எனயவ, இது ஒரு 
நிச்சயமின்லெ. 

12.3.4  இருலே இயலபு அலைது இைட்லைத் தன்லே (Duality)

வலையல்ற 12.19
 ஒரு கூற்று வொயெொடடினுலடய இருளே ஆனது ∨ , ∧ , T  ஆகியலவகளுக்கு முல்றயய ∧ , ∨ , 
F  கலள ெதிலிடுவதன் மூைம் தெ்றபெடுகி்றது. ஓர் இருலெ ஆனது 𝕋 (tautology / கேய்ேம்) க்கு 
ெதிைொக 𝔽-ஐயும்,  𝔽 (contradiction / முேண்பாடு)-க்குப ெதிைொக 𝕋ஐயும் ெதிலிடுவதன் மூைம் 
தெ்றபெடுகி்றது.

குறிப்புலை
 (1) இருலெ கொணும்தெொழுது ¬  என்்ற குறியீடு ெொற்்றபெடொது.

 (2) ஓர் இருெத்தின் இருெம் அயத கூற்றுதொன் ஆகும்.

 (3) சி்றபபு கூற்றுகளொன 𝕋 (தெயெம்) ெற்றும் 𝔽 (முைணெொடு) ஆகியலவகள் ஒன்றுக்தகொன்று 

  இருெம் ஆகின்்றன.

 (4) T , F  ஆக ெொற்்றபெடுகி்றது. இதன் ெறுதலையும் உணலெ. 

இருலே இயலபின் நகோட்போடு

 ஒரு கூடடுக் கூற்று S1  ஆனது ¬ , ∧ , ெற்றும் ∨  ஆகியலவகலள ெடடும் தகொணடுள்ளது எனில் 
S1 -லிருநது ∧ -க்குப ெதிைொக ∨ -லவயும் ெற்றும் ∨ -க்குப ெதிைொக ∧ -லவயும் ெதிவிடுதன் மூைம் S2  
என்்ற புதிய கூற்று தெ்றைொம். S2 என்ெது ஒரு முைணெொடொக இருநதொல் ெடடுயெ  S1  என்ெது ஒரு 
தெயெம் ஆகும்.
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எடுத்துக்கோட்ைோக,

 (i) ( ) ( )p q r s� � � �𝔽–ன் இருெம் ( ) ( )p q r s� � � �                          𝕋.

 (ii) p ∧ [¬ q p q� � �( )  ¬ r ]  –ன் இருெம் p∨  [¬ q p q� � �( ) ¬ r ] ஆகும்.

12.3.5  தர்க்க ெேோைத் தன்லே (Logical Equivalence)

வலையல்ற 12.20
 A  ெற்றும் B  என்கி்ற இைணடு கூடடுக் கூற்றுகளின் தெயலெ அடடவலணகளின் கலடசி 
நிைல்கள் ஒயை ெொதிரியொன தெய ெதிபபுகலளப தெற்றிருபபின் அலவ தர்க்க செொனெொனலவ 
எனபெடும். இதலன A B≡  அல்ைது A B⇔  என்்ற குறியீடடொல் குறிபபிடுவர்.

 யெற்கணட வலையல்றயிலிருநது A -ம் B -ம் தர்க்க செொனெொனலவ எனில் A B⇔   கணடிபெொக 
ஒரு கேய்ேம் என்ெது ததளிவொகி்றது.

ெேோைேோைலவகளின் சிை விதிகள்

1. தன்ே்டகக விதிகள்
 (i) p p p� �  (ii) p p p� � .
நிரூபணம்

p p p p∨∨ p p∧∧

T T T T

F F F F

அட்ட்ளை 12.14

 யெற்கணட தெயலெ அடடவலணயில் p , p p∨  ெற்றும் p p∧  ஆகியலவகள் ஒயை தெய 
ெதிபபுகலளப தெற்றுள்ளது. எனயவ, p p p� �  ெற்றும் p p p� � .

2. பரிோறறு விதிகள்
 (i) p q q p� � �     (ii) p q q p� � � .

நிரூபணம்
p q p q∨∨ q p∨∨

T T T T
T F T T
F T T T
F F F F

அட்ட்ளை 12.15

 p q∨  ெற்றும் q p∨  களின் தெய ெதிபபுகள் ஒயை ெொதிரியொக உள்ளன. எனயவ, p q q p� � � . 
 இயதயெொை, (ii) p q q p� � �  என நிரூபிக்கைொம்.

3. னெர்ப்பு விதிகள்
 (i) p q r p q r� �� � � �� ��  (ii) p q r p q r� �� � � �� � � .
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நிரூபணம்  (i)
 யசர்பபு விதிலய நிரூபிக்க ஏதுவொக தெயலெ அடடவலண கீயை தைபெடடுள்ளது.

p q r p q∨∨ q r∨∨ p q r���� �� �� p q r�� ���� ��

T T T T T T T

T T F T T T T

T F T T T T T

T F F T F T T

F T T T T T T

F T F T T T T

F F T F T T T

F F F F F F F

அட்ட்ளை 12.16

  தெயலெ அடடவலணயில் p q r�� ��  ெற்றும் p q r� �� �  ஆகியவற்றிற்கொன நிைல்கள் ஒயை 
ெொதிரியொக உள்ளன.
 எனயவ, p q r p q r� �� � � �� �� . 
 இயதயெொை, (ii) p q r p q r� �� � � �� � �  என நிரூபிக்க முடியும்.

4. பஙகீடடு விதிகள்
 (i) p q r p q p r� � � � � �( ) ( ) ( )  (ii) p q r p q p r� � � � � �( ) ( ) ( )

நிரூபணம் (i)

p q r q r∧∧ p q r�� ��( ) p q∨∨ p r∨∨ ( ) ( )p q p r�� �� ��

T T T T T T T T

T T F F T T T T

T F T F T T T T

T F F F T T T T

F T T T T T T T

F T F F F T F F

F F T F F F T F

F F F F F F F F

அட்ட்ளை 12.17

 தெயலெ அடடவலணயில் p q r� �( )  ெற்றும் ( ) ( )p q p r� � �  ஆகியவற்றிற்கொன  நிைல்கள் 

ஒயை ெொதிரியொக உள்ளன. எனயவ, p q r p q p r� � � � � �( ) ( ) ( ) . 

 இயதயெொை, (ii) p q r p q p r� � � � � �( ) ( ) ( )  என நிரூபிக்க முடியும்.
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5. ெேனி விதிகள்
 (i) p∨ 𝕋≡𝕋 ெற்றும் p∨ 𝔽≡ p (ii) p ∧   𝕋≡ p     ெற்றும் p ∧    𝔽≡𝔽
நிரூபணம்

p 𝕋 𝔽 p∨∨𝕋 p∨∨𝔽
T T F T T

F T F T F

அட்ட்ளை 12.18
 (i) தெயலெ அடடவலணயில் p∨ 𝕋 ெற்றும் 𝕋 ஆகியவற்றிற்கொன நிைல்கள் ஒயை 

ெொதிரியுள்ளதொல் அலவ இைணடும் தர்க்க செொனெொனலவ. p∨ 𝔽 ெற்றும் p 
ஆகியவற்றிற்கொன நிைல்கள் ஒயை ெொதிரியுள்ளதொல் அலவ இைணடும்  
தர்க்க செொனெொனலவ. 

 (ii) p ∧𝕋≡ p     ெற்றும் p ∧   𝔽≡𝔽 என நிரூபிக்கமுடியும்.

6. நிேப்பு விதிகள்
 (i) p p�� � 𝕋  ெற்றும் p p�� �             𝔽 (ii) ¬𝕋 ≡  𝔽 ெற்றும் ¬𝔽 ≡  𝕋
நிரூபணம்

p ¬p 𝕋 ¬𝕋 𝔽 ¬𝔽 p p���� p p����

T F T F F T T F
F T T F F T T F

அட்ட்ளை 12.19

 (i) தெயலெ அடடவலணயில் p p��  ெற்றும் 𝕋 ததொடர்ெொன நிைல்கள் ஒயை ெொதிரியுள்ளதொல் 
அலவ தர்க்க செொனெொனலவ ஆகும். p p��  ெற்றும் 𝔽 ததொடர்ெொன நிைல்கள் ஒயை 
ெொதிரியுள்ளதொல் அலவ தர்க்க செொனெொனலவ ஆகும்.

 (ii) தெயலெ அடடவலணயில் ¬𝕋 ெற்றும் 𝔽 ததொடர்ெொன நிைல்கள் ஒயை ெொதிரியொக உள்ளது. 
எனயவ அலவ தர்க்க செொனெொனலவ ஆகும். இயதயெொன்று ¬𝔽 ெற்றும் 𝕋 ததொடர்ெொன 
நிைல்கள் ஒயை ெொதிரியொக உள்ளன.  எனயவ, அலவ தர்க்க செொனெொனலவ ஆகும்.

7. உடசுழறசி விதி அல்ைது இேடள்ட ேறுப்பு விதி

 ¬(¬ p) ≡  p
நிரூபணம்

p ¬ p ¬(¬ p)

T F T

F T F

அட்ட்ளை 12.20

 தெயலெ அடடவலணயில் � �� �p ெற்றும் p  –ன் நிைல்கள் முழுவதும் ஒயை ெொதிரியொக உள்ளது. 

எனயவ அலவ செொனெொனலவ ஆகும்.
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8. டீ ோர்கனின் விதிகள்
 (i) � �� �p q º  � ��p q  (ii) � �� � � � ��p q p q

நிரூபணம் (i)
p q ¬p ¬q p q∧∧ �� ���� ��p q �� ����p q

T T F F T F F
T F F T F T T
F T T F F T T
F F T T F T T

அட்ட்ளை 12.21
 தெயலெ அடடவலணயில் � �� �p q  ெற்றும் � ��p q  ஆகியவற்றிற்கொன நிைல்கள் ஒயை 
ெொதிரியொக உள்ளன.  எனயவ அலவ செொனெொனலவ. � �� �p q � ��p q . 
 இருலெயொக (ii) � �� � � � ��p q p q  என்ெலத நிரூபிக்க முடியும்.

9. ஈர்ப்பு விதிகள்
 (i) p p q p� � �( )  (ii) p p q p� � �( )

நிரூபணம்

p q p q∧∧ p q∨∨ p p q�� ���� �� p p q�� ���� ��

T T T T T T

T F F T T T

F T F T F F

F F F F F F
அட்ட்ளை 12.22

 (i) தெயலெ அடடவலணயில் p p q� �� �ெற்றும் p ஆகியவற்றிற்கொன நிைல்கள் முழுவதும் 
ஒயை ெொதிரியொக உள்ளன.  எனயவ அலவ செொனெொனலவ.

 (ii) தெயலெ அடடவலணயில் p p q� �� �ெற்றும்  p ஆகியவற்றிற்கொன நிைல்கள் முழுவதும் 
ஒயை ெொதிரியொக உள்ளன. எனயவ அலவ செொனெொனலவ.

எடுத்துக்கோட்டு 12.17
 p q p q� �� � -க்கு செொனெொனலவ ெணலெ நிறுவுக.

தீர்வு

p q ¬p p → q �� ��p q

T T F T T

T F F F F

F T T T T

F F T T T

அட்ட்ளை 12.23

 தெயலெ அடடவலணயில் p q→  ெற்றும் � �p q  ஆகியவற்றிற்கொன நிைல்கள் முழுவதும் ஒயை 
ெொதிரியொக உள்ளது. எனயவ அலவ செொனெொனலவ ஆகும்.
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எடுத்துக்கோட்டு 12.18
 இரு நிெநதலனக் கூற்ல்ற நிெநதலனக் கூற்றுடன் இலணத்து 
 p q p q q p� � � � �( ) ( )  என்்ற செொனெொனலவ ெணலெ நிரூபிக்க.

தீர்வு

p q p q→→ q p→→ p q↔↔ ( ) ( )p q q p�� �� ��

T T T T T T

T F F T F F

F T T F F F

F F T T T T

அட்ட்ளை 12.24

 தெயலெ அடடவலணயில் p q↔  ெற்றும் ( ) ( )p q q p� � �  ஆகியவற்றிற்கொன நிைல்கள் 
முழுவதும் ஒயை ெொதிரியொக உள்ளன. எனயவ அலவ செொனெொனலவ.

எடுத்துக்கோட்டு 12.19
 செொனெொனலவ ெணபுகலளப ெயன்ெடுத்தி p q p q p q� � � � � ��( ) ( )  எனக் கொடடுக.

தீர்வு

 இக்தகொள்லகலய எடுத்துக்கொடடுகள் 12.17 ெற்றும் 12.18ஐப ெயன்ெடுத்தி தருவிக்க முடியும்.

  p q↔  ≡  ( ) ( )� � � � �p q q p  ... (1)

   ≡  ( ) ( )¬ ∨ ∧ ∨¬p q p q  (ெரிெொற்றுப ெணபின்ெடி) ... (2)

   ≡  ( ( )) ( ( ))� � �� � � ��p p q q p q (ெஙகீடடுப ெணபின்ெடி)

   ≡  ( ) ( ) ( ) ( )� � � � �� � � � ��p p p q q p q q  (ெஙகீடடுப ெணபின்ெடி)

   ≡  𝔽� � �� � � �( ) ( )p q q p                                      𝔽; (நிைபபு விதிபெடி)

   ≡  ( ) ( )� �� � �p q q p ; (செனி விதிபெடி)

   ≡  ( ) ( )p q p q∧ ∨ ¬ ∧¬ ; (ெரிெொற்று விதிபெடி)

 இறுதியொக, p q«  º  ( ) ( )p q p q∧ ∨ ¬ ∧¬ .

பயிறசி 12.2
 1. p  என்ெது “ஜுபிடர் ஒரு யகொளொகும்” ெற்றும் q என்ெது “இநதியொ ஒரு தீவு”.  பி ன் வ ரு ம் 

கூற்றுகளுக்குரிய வொர்த்லதகளுடன் கூடிய வொக்கியஙகலள அலெக்க.

  (i) ¬p (ii) p q��  (iii) � �p q  (iv) p q��  (v) p q↔  
 2. p  ெற்றும் q  என்்ற கூற்று ெொறிகலளக் தகொணடு பின்வரும் ஒவ்தவொரு வொக்கியத்லதயும் 

குறியீடடு அலெபபில் எழுதுக.

  (i) 19 ஒரு ெகொ எண அல்ை ெற்றும் ஒரு முக்யகொணத்தின் அலனத்து யகொணஙகள் செம்.
  (ii) 19 ஒரு ெகொ எண அல்ைது ஒரு முக்யகொணத்தின் அலனத்து யகொணஙகளும் செெல்ை.
  (iii) 19 ஒரு ெகொ எண ெற்றும் ஒரு முக்யகொணத்தின் அலனத்து யகொணஙகளும் செம்.
  (iv) 19 ஒரு ெகொ எண அல்ை.
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தனி நிலைக் கணிதம்265

 3. பின்வரும் கூற்றுகளுக்கு தெயெதிபலெ தீர்ெொனிக்க.

  (i) 6 2 5� �  எனில், ெொலின் நி்றம் தவணலெ.
  (ii) சீனொ ஐயைொபெொவில் உள்ளது அல்ைது 3  ஒரு முழு எண.

  (iii) 5 5 9� �  என்ெது தெயயல்ை அல்ைது பூமி ஒரு யகொள்.
  (iv) 11 ஒரு ெகொ எண ெற்றும் ஒரு தசவ்வகத்தின் எல்ைொ ெக்கஙகளும் செம்.

 4. பின்வரும் வொக்கியஙகளில் எது கூற்று?

  (i) 4 7 12� �  (ii) நீ என்ன தசயது தகொணடிருக்கி்றொய? (iii) 3 81n n� �, 

  (iv) ெயில் நெது யதசிய ெ்றலவ (v) இநத ெலை எவ்வளவு உயைம்!

 5. பின்வரும் கூற்றுகள் சம்ெநதெொன ெறுதலை, எதிர்ெல்ற ெற்றும் யநர்ெொறுகலள எழுதுக.

  (i) x , y  என்்ற எணகள் x y=  என்்றவொறு உள்ளது எனில், பின்னர் x y2 2= .
  (ii) ஒரு நொற்கைம் ஒரு சதுைம் எனில், பின்னர் இது ஒரு தசவ்வகெொகும்.

 6. பின்வரும் கூற்றுகளுக்கு தெயலெ அடடவலணகலள அலெக்க.

  (i) ¬ ∧¬p q  (ii) ¬ ∧¬( )p q  (iii) ( )p q q∨ ∨¬  (iv) ( ) ( )¬ → ∧ ↔p r p q

 7. பின்வரும் கூடடு கூற்றுகளில் எலவகள் தெயெம் அல்ைது முைணெொடுகள் அல்ைது 
நிச்சயமின்லெ என்று கொணக.

  (i) ( ) ( )p q p q∧ ∧¬ ∨  (ii) ( )p q p q∨ ∧¬( )→
  (iii) ( ) ( )p q p q→ ↔ ¬ →  (iv) ( ) ( ) ( )p q q r p r→ ∧ →( )→ →

 8. (i) ¬ ∧ ≡¬ ∨¬( )p q p q     (ii) ¬ → ≡ ∧¬( )p q p q  எனக் கொடடுக.
 9. q p p q→ ≡¬ →¬  என நிறுவுக.

 10. p q→  ெற்றும் q p→  ஆகியலவகள் செொனெற்்றலவ எனக் கொடடுக.

 11. ¬ ↔ ≡ ↔¬( )p q p q  எனக் கொடடுக.

 12. தெயலெ அடடவலணலயப ெயன்ெடுத்தொெல் p q p→ →( )  என்ெது ஒரு தெயெம் அல்ைது 
ஒரு முைணெொடு எனச் யசொதிக்க.

 13. தெயலெ அடடவலணலயப ெயன்ெடுத்தி ¬ ∨ ∨ ¬ ∧( ) ( )p q p q  ெற்றும் ¬p என்்ற கூற்றுகள் 

தர்க்க செொனெொனலவ எனச் யசொதிக்க.
 14. தெயலெ அடடவலணலயப ெயன்ெடுத்தொெல் p q r p q r→ →( )≡ ∧ →( )  என நிரூபிக்க.

 15. p q r p q r→ ¬ ∨ ¬ ∨ ¬ ∨≡( ) ( ) என்ெலத தெயலெ அடடவலணலயப ெயன்ெடுத்தி நிறுவுக.

பயிறசி 12.3

ககாடுககப்பட்ட �ான்கு ோறறு விள்டகளிலிருநது ெரியாே அல்ைது மிகவும்  
ஏறபுள்டய விள்டயிளே னதர்நகதடுககவும் :

 1. ஓர் ஈருறுபபுச் தசயலி S  என்்ற ஒரு கணத்தின் மீது ஒரு சொர்ெொக பின்வருவனவற்றிலிருநது 
  தெ்றபெடுகி்றது

  (1) S S®  (2) S S S×( )→  (3) S S S→ ×( ) (4) S S S S×( )→ ×( )
 2. கழித்தலின் கீழ பின்வரும் கணம் அலடவு தெ்றவில்லை.

  (1)   (2)   (3)   (4) 
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 3. பின்வருெலவகளில் எது   -ன் மீது ஓர் ஈருறுபபுச் தசயலி ஆகும்.
  (1) கழித்தல் (2) தெருக்கல் (3) வகுத்தல் (4) அலனத்தும்
 4. தெய எணகளின் கணம்  -ன் மீது ‘* ’ பின்வருெொறு வலையறுக்கபெடுகி்றது. இதில் எது   -ன் 

மீது ஈருறுபபுச் தசயலி அல்ை? 
  (1) a b∗ =min ( )a b×  (2) a b∗ =  max ( , )a b
  (3) a b a∗ =   (4) a b ab∗ =

 5. ∗  என்்ற ஈருறுபபுச் தசயலி a b ab
� �

7
 என வலையறுக்கபெடுகி்றது. ∗  எதன் மீது ஈருறுபபுச்  

  தசயலி ஆகொது?

  (1) +  (2)   (3)   (4) 

 6.   என்்ற கணத்தில் a b a b ab � � �  என வலையறு. பின்னர் 3 5 7 y� � �  -ன் தீர்வு

  (1) y =
2

3
 (2) y=−2

3
 (3) y=−3

2
 (4) y = 4

 7.  -ன் மீது  a b a b� � �2 2  எனில், ∗  ஆனது

  (1) ெரிெொற்று விதிக்கு கடடுபெடும் ஆனொல் யசர்பபு விதிலய நில்றவு தசயயொது.
  (2) யசர்பபு விதிக்கு கடடுபெடும் ஆனொல் ெரிெொற்று விதிலய நில்றவு தசயயொது.
  (3) ெரிெொற்று விதி ெற்றும் யசர்பபு விதிகலள நில்றவு தசயயும்.
  (4) ெரிெொற்று விதி ெற்றும் யசர்பபு விதிகலள நில்றவு தசயயொது.

 8.  பின்வரும் கூற்றுகளில் எது T  தெயெதிபலெ தெற்றிருக்கும்?
  (1) sin x ஓர் இைடலடச் சொர்பு.
  (2) ஒவ்தவொரு சதுை அணியும் பூச்சியெற்்ற யகொலவ அணி ஆகும்.
  (3) ஒரு கைபதெண ெற்றும் அதன் இலண எணணின் தெருக்கற்ெைன் முற்றிலும் கற்ெலன.

  (4) 5 ஒரு விகிதமு்றொ எண

 9.  பின்வருெலவகளில் எது தெயெதிபபு F  ஐ தெற்றிருக்கும்?
  (1) தசன்லன இநதியொவில் உள்ளது அல்ைது 2  ஒரு முழு எண

  (2) தசன்லன இநதியொவில் உள்ளது அல்ைது 2  ஒரு விகிதமு்றொ எண

  (3) தசன்லன சீனொவில் உள்ளது அல்ைது 2  ஒரு முழு எண

  (4) தசன்லன சீனொவில் உள்ளது அல்ைது 2  ஒரு விகிதமு்றொ எண

 10. ஒரு கூடடுக் கூற்றில் 3 தனிக் கூற்றுகள் உடெடுத்தபெடடிருநதொல் அம்தெயலெ அடடவலணயின் 
நிலைகளின் எணணிக்லக

  (1) 9  (2) 8  (3) 6  (4) 3

 11. ( ) ( )p q p q∨ → ∧ -ன் எதிர்ெல்ற கூற்று எது?

  (1) ( ) ( )p q p q∧ → ∨  (2) ¬ ∨ → ∧( ) ( )p q p q

  (3) ( ) ( )¬ ∨¬ → ¬ ∧¬p q p q  (4) ( ) ( )¬ ∧¬ → ¬ ∨¬p q p q

 12.  ( )p q r∨ → -ன் யநர்ெொறுக் கூற்று எது?

  (1) ¬ → ¬ ∧¬r p q( )  (2) ¬ → ∨r p q( )

  (3) r p q→ ∧( )   (4) p q r→ ∨( )
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 13. ( )p q q∧ ∨¬ -ன் தெயலெ அடடவலண கீயை தைபெடடுள்ளது.

p q ( ) ( )p q ¬q∧ ∨

T T (a)

T F (b)

F T (c)

F F (d)

பின்வருெலவகளில் எது உணலெ?
   (a) (b) (c) (d)

  (1) T T T T

  (2) T F  T T

  (3) T T F T

  (4) T F  F F

 14. � ��� �p q  -ன் தெயலெ அடடவலணயில் கலடசி நிைலில் வரும் தெய ெதிபபு ' 'F  விலளவுகளின் 
எணணிக்லக

  (1) 1 (2) 2 (3) 3 (4) 4
 15. பின்வருெலவகளில் எது சரியல்ை? p  ெற்றும் q  ஏயதனும் இரு கூற்றுகளுக்கு பின்வரும் தர்க்க 

  செொனெொனலவகள் தெ்றபெடுகி்றது.

  (1) ¬ ¬ ∨ ≡¬ ∧¬( )p q p q  (2) ¬ ¬ ∧ ≡¬ ∨¬( )p q p q
  (3) ¬ ¬ ∨ ≡¬ ∨¬( )p q p q  (4) ¬ ¬ ¬ ≡( )p p

 16. 
p q p q p∧ →¬( )

T T (a)

T F (b)

F T (c)

F F (d)

  p q p∧( )→¬ ¬ p -ன் தெயலெ அடடவலணக்கு பின்வருெலவகளில் எது சரி?

   (a) (b) (c) (d)

  (1) T T T T
  (2) F T T T
  (3) F F T T
  (4) T T T F
 17. ¬ ¬ ∨ ∨ ∨ ∧¬( ) [ ( )]p q p p r  -ன் இருெம்

  (1)  ¬ ¬ ∧ ∧ ∨ ∧¬( ) [ ( )]p q p p r  (2) ( ) [ ( )]p q p p r∧ ∧ ∧ ∨¬

  (3)  ¬ ¬ ∧ ∧ ∧ ∧( ) [ ( )]p q p p r  (4) ¬ ¬ ∧ ∧ ∧ ∨¬( ) [ ( )]p q p p r
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 18.  p p q∧ ¬ ∨( )  என்்ற கூற்று

  (1) ஒரு தெயெம்  (2) ஒரு முைணெொடு
  (3) p qÙ -க்கு தர்க்க செொனெொனலவ (4) p qÚ -க்கு தர்க்க செொனெொனலவ

 19.  பின்வரும் ஒவ்தவொரு கூற்றிற்கும் அதன் தெய ெதிபலெ தீர்ெொனிக்க.
  (a) 4 2 5+ =  ெற்றும் 6 3 9+ =  (b) 3 2 5+ =   ெற்றும் 6 1 7+ =
  (c) 4 5 9+ =  ெற்றும் 1 2 4+ =  (d) 3 2 5+ =   ெற்றும் 4 7 11+ =

   (a) (b) (c) (d)

  (1) F T F T
  (2) T F T F
  (3) T  T F F
  (4) F F T T

 20. பின்வருெலவகளில் எது உணலெயல்ை?
  (1) ஒரு கூற்றின் ெறுபபின் ெறுபபு அக்கூற்ய்றயொகும்.
  (2) ஒரு தெயலெ அடடவலணயில் இறுதி நிைல் முழுவதும் T  எனில் அது ஒரு தெயெெொகும்.
  (3) ஒரு தெயலெ அடடவலணயில் இறுதி நிைல் முழுவதும் F எனில் அது ஒரு முைணெொடொகும்.
  (4) p ெற்றும் q ஏயதனும் இரு கூற்றுகள் எனில் p q↔  என்ெது ஒரு தெயெெொகும்.

போைச்சுருக்கம்

 (1) S  என்ெது தவற்்றற்்ற கணம் என்க. S –ன் மீது வலையறுக்கபெடும் ∗  என்்ற ஈருறுபபுச் 
தசயலியொனது S -ல் உள்ள உறுபபுகளின் ஒவ்தவொரு வரிலசயிடட யசொடி ( , )a b -யுடனும்  
S -ல் a b∗  என்்ற ஒயை ஒரு உறுபலெ ததொடர்புெடுத்தும் ஒரு விதி ஆகும்.

 (2) ெரிெொற்றுப ெணபு: ஒரு தவற்்றற்்ற கணம் S -ன் மீதொன ஈருறுபபுச் தசயலி ∗  ஆனது ெரிெொற்றுத் 
தன்லெயுலடயதொயின் a b b a a b S� � � ��, ,  என்ெது உணலெயொக யவணடும்.

 (3) யசர்பபுப ெணபு: ஒரு தவற்்றற்்ற கணம் S  -ன் மீதொன ஈருறுபபுச் தசயலி ∗  ஆனது யசர்பபுப 
ெணபுலடயதொயின், a b c a b c a b c S� � � � � ��( ) ( ) , , , .

 (4) செனிப ெணபு : � �a S � �e S  � � � �a e a e a a� �  இஙகு e என்ெது S –ன் செனி உறுபெொகும்.

 (5) எதிர்ெல்றப ெணபு:  � �a S � �b S � � �a b e  ெற்றும் b a e� � . இஙகு b  ஆனது a –ன் 
எதிர்ெல்ற உறுபபு எனபெடும். b a� �1  என நொம் எழுதைொம்.

 (6) செனியின் ஒருலெத்தன்லெ (uniqueness) :  இயற்கணித அலெபபில் செனி உறுபபு (இருபபின்) 
ஒருலெத்தன்லெ வொயநத்து.

 (7) எதிர்ெல்றயின் ஒருலெத்தன்லெ (uniqueness) : இயற்கணித அலெபபில் ஓர் உறுபபின் 
எதிர்ெல்ற (இருபபின்) ஒருலெத்தன்லெ வொயநத்து.

 (8) 0  அல்ைது 1 ஐ உறுபெொக தகொணட ஒரு தெய அணிக்கு பூலியன் அணி (Boolean Matrix) 
என்று தெயர். 

 (9) ெடடு எணகணிதம்:  n ஒரு மிலக முழு எண > 1 என்க. இஙகு n என்ெது ‘ெடடு எண’ என 
அலைக்கபெடும். a ெற்றும் b ஆகிய இைணடு முழுக்களுக்கு இலடயயயுள்ள வித்தியொசம் n –ன் 
ெடஙகு எனில், ெடடு n –ன் அடிபெலடயில் a –ம் b –ம் ஒருஙகிலசவு உலடயதொகும். 
யவறுவிதெொகச் கூறினொல் a b≡ (ெடடு n) என்ெதன் தெொருள்  a b n k k� � � �,   ெற்றும் a ஐ 
n ஆல் வகுக்கும்தெொழுது கிலடக்கும் மீதி b ஆனது மிகக் குல்றநத மிலக முழு எண ஆகும். 
( )0 1� � �b n
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தனி நிலைக் கணிதம்269

 (10) தர்க்கக் கணிதம் என்ெது கணிதக் குறியீடுகள் மூைம் தர்க்க கல்வி அறிலவ கற்்றல் ஆகும்.

 (11) p  ஒரு தனிக் கூற்று என்க. p  -ன் ெறுபபு என்ெது p  -ன் தெய ெதிபபின் எதிர்ெல்ற உலடய 
கூற்்றொகும். இலத ¬ p என்்ற குறியீடடொல் குறிபபிடுவர். p -ன் தெயெதிபபு F   எனில், ¬ p-ன் 
தெயெதிபபு T  ஆகும். அவ்வொறில்லை எனில், அது F ஆகும்.

 (12) p , q  ஏயதனும் இரு தனிக் கூற்றுகள் என்க. இவற்ல்ற ‘ெற்றும் (and)’ என்்ற வொர்த்லதயொல் 
இலணக்கபெடும்தெொழுது ‘ p ெற்றும் q ’ என்்ற கூடடுக் கூற்ல்ற அலடகிய்றொம். இதலன p q∧  
என்்ற குறியீடடொல் குறிபபிடுவர். இதலன p  இலணயல் (conjunction) q  அல்ைது p   
ததொபபி (hat) q எனப ெடிக்கைொம். p-ம், q-ம் T ஆக இருக்கும்தெொழுது p q∧  -ன் தெய ெதிபபு 
T ஆகும். அவ்வொறில்லை எனில் அது F ஆகும்.

 (13) இைணடு தனிக் கூற்றுகள் p  ெற்றும் q -ஐ அல்ைது (or) என்்ற வொர்த்லதயொல் இலணத்தைொல் 
தெ்றபெடும் கூடடுக் கூற்று. p , q  -ன் பிரிபபிலணவு (disjunction) எனபெடும். இதலன p q∨  
என்்ற குறியீடடொல் குறிபபிடுவர். இதலன p பிரிபபிலணவு (disjunction) q அல்ைது p கிணணம்  
(cup) q  எனப ெடிக்கைொம். p –ம், q-ம் F ஆக இருக்கும்தெொழுது p q∨  -ன் தெய ெதிபபு F
ஆகும். அவ்வொறில்லை எனில், அது T ஆகும்.

 (14) ஏயதனும் p , q  என்்ற இரு கூற்றுகளின் நிெநதலனக் கூற்்றொனது p எனில், q -லவ p q→  
எனக் குறிபபிடுவர். p –ன் தெய ெதிபபு T ஆக இருநது q –ன் தெய ெதிபபு F ஆகவும் இருநதொல் 
p q→  என்்ற கூற்றின் தெய ெதிபபு F ஆகும். அவ்வொறில்லை எனில், அது T ஆகும்.

 (15) p  ெற்றும் q  ஏயதனும் இரு கூற்றுகள் என்க. p q→  ெற்றும் q p→  -ன் கூடடுக் கூற்று இரு 
நிெநதலனக் கூற்று என அலைக்கபெடும். இதலன p q↔  எனக் குறிபபிடுவர். p  ெற்றும்  
q  -க்கு ஒயை ெொதிரியொன தெய ெதிபபுகள் இருநதொல் ெடடுயெ p q↔  -ன் தெய ெதிபபு T 
ஆகும். அவ்வொறில்லை எனில், அதன் தெய ெதிபபு F ஆகும்.

 (16) ஒரு கூற்ல்ற அதன் கூடடுக் கூற்றுகளின் தெய ெதிபலெ தெொருடெடுத்தொெல் கேய்ேம் 
(tautology) எனக் கூ்றயவணடுெொனொல் அதன் தெய ெதிபபு எபதெொழுதும் T  ஆக 
இருக்கயவணடும். இலத 𝕋 எனக் குறிபபிடுவர்.

 (17) ஒரு கூற்ல்ற அதன் கூடடுக் கூற்றுகளின் தெய ெதிபலெ தெொருடெடுத்தொெல் முேண்பாடு 
(contradiction) எனக் கூ்றயவணடுெொனொல் அதன் தெய ெதிபபு எபதெொழுதும் F ஆக 
இருக்கயவணடும். இலத 𝔽 எனக் குறிபபிடுவர்.

 (18) ஒரு கூற்று, தெயெமும் அல்ை முைணெொடும் அல்ை எனில், அதற்கு நிச்ெயமின்ளே 
(contingency) என்று தெயர்.

 (19) A  ெற்றும் B  என்கி்ற இைணடு கூடடுக் கூற்றுகளின் தெயலெ அடடவலணகளின் கலடசி 

நிைல்கள் ஒயை ெொதிரியொன தெய ெதிபபுகலளப தெற்றிருபபின் அலவ தர்க்க செொனெொனலவ 
அல்ைது சுருக்கெொக செொனெொனலவ எனபெடும். இதலன A B≡  அல்ைது A B⇔  எனக் 
குறிபபிடுவர். யெலும் குறிபெொக A  -ம் B  -ம் தர்க்க செொனெொனலவ எனில், A B↔  
கணடிபெொக ஒரு தெயெெொக இருக்கும்.

 (20) செொனெொனலவக்குரிய சிை விதிகள் :
  தன்ே்டகக விதிகள் 
  Idempotent Laws : (i) p p p� �  (ii) p p p� � .

  பரிோறறு விதிகள் 
  Commutative Laws: (i) p q q p� � �  (ii) p q q p� � � .
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  னெர்ப்பு விதிகள் 
  Associative Laws: (i) p q r p q r� �� � � �� ��

     (ii) p q r p q r� �� � � �� � � .

  பஙகீடடு விதிகள் 
  Distributive Laws:   (i) p q r p q p r� � � � � �( ) ( ) ( )  

     (ii) p q r p q p r� � � � � �( ) ( ) ( )

  ெேனி விதிகள் 
  Identity Laws:           (i) p∨ 𝕋 ≡𝕋 ெற்றும் p∨ 𝔽≡ p

     (ii) p ∧𝕋≡ p     ெற்றும் p ∧    𝔽≡ 𝔽

  நிேப்பு விதிகள் 
  Complement Laws :   (i) p p�� �𝕋 ெற்றும் p p�� �              𝔽

     (ii) ¬ 𝕋 ≡  𝔽  ெற்றும் ¬ 𝔽≡  𝕋

  உடசுழறசி விதி (அ) இேடள்ட ேறுப்பு விதி 

  Involution Law or Double Negation Law: ¬(¬p)≡  p

  டீ ோர்கன் விதிகள் 

  de Morgan’s Laws:  (i) � � � � ��( )p q p q  (ii) � � � � ��( )p q p q

  ஈர்ப்பு விதிகள் 

  Absorption Laws:       (i) p p q p� � �( )     (ii) p p q p� � �( )

இலணயச் செயலபோடு (ICT CORNER)

https://ggbm.at/dy9kwgbt அலைது  Scan the QR Code
 இலணய உைொவிலய தி்றக்கவும், தகொடுக்கபெடடுள்ள உைலி/விலைவுக் 

குறியீடலட தடடச்சு தசயயவும், GeoGebra-வின்  “12th Standard Mathematics 

Vol-2” ெக்கம் யதொன்றும். இபெணித்தொள் புத்தகத்தின் இடதுெக்கம் உஙகள் 
ெொடநூலுடன் ததொடர்புலடய ெை அத்தியொயஙகள் கொணபெடும். அவற்றில் 

“Discrete Mathematics” எனும் அத்தியொயத்லதத் யதர்வு தசயக. 
 இபதெொழுது இபெொடம் ததொடர்ெொன ெை ெணித்தொள்கலள இபெக்கத்தில் கொணபீர்கள்.  
அலனத்துப ெணித்தொள்கலளயும் தசயது ெொர்க்கவும்.
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271 விடைகள்

விடைகள்
அத்தியாயம் 7

பயிற்சி 7.1
 (1) (i) 21  மீ/வி (ii) 15 மீ/வி மற்றும் 27 மீ/வி 

 (2) (2)(i) 5 வினாடிகள் (ii) 128 அடி/வி (iii)160 அடி/வி

 (3) (i) 1,2 வினாடிகள் (ii) 34 மீட்டர் (iii) –6 மீ/ வி2, 6 மீ/ வி2

 (4) 75 அலகுகள்   (5) 1

2
கி.கி/மீ, 1

6
கி.கி/மீ  (6) 20p சதுர சச.மீ/வி  (7) 2p கி.மீ./வி

 (8) 9

10p
மீ/நிமி்டம்  (9) (i) −8

3
 மீ/வி  (ii) 26 83. சதுர மீ/வி (10) 70 கி.மீ/மணி.     

 பயிற்சி 7.2
 (1) (i) 7  (ii) ¥  (2) 1 0,( )   (3) 0 3,( )  மற்றும் 4 25, −( )  (4) 2 1, −( ) மற்றும் −( )2 1,

 (5) (i) 2 2x y+ = ; x y− =2 1  (ii) 2 2x y− = − ; x y+ =2 4  

  (iii) x y− = 0 ; x y+ = π   (iv) 4 2 5x y+ =  ; 2 4 5x y− = −  

 (6)  12 15x y− = ;12 17x y− = −  (7) x y+ =2 7 ; x y+ = −2 1 

 (8) 2 7 14cos sint x t y( ) + ( ) = ; 7 2 45sin cos sin cost x t y t t( ) − ( ) =  (9) tan− ( )1 3

பயிற்சி 7.3
 (1) (i) x = 0 -ல் ச�ா்டர்ச்சியற்்றது  (ii) x = π

2
-ல் ச�ா்டர்ச்சியற்்றது  (iii) f f2 7( ) ≠ ( )

 (2) (i) 1

2
 (ii) − +2 2 2  (iii) 9

4
  (3) (i) x = 0  -ல் ச�ா்டர்ச்சியற்்றது

  (ii) x = −1

3
-ல் வககயி்டத�ககது அல்ல  (4) (i) ± 2

3
 (ii) 7   (6) 320  கி.மீ

 (8) அகமயாது. ஏன் எனில் 0 2,( ) -ல் எப்புள்ளிகளுககும் ′ ( )f x  ஆனது 2 5.  ஆகாது.

பயிற்சி 7.4

 (1) (i) e x xx = + + +1
1 2

2



 (ii) sin x x x x x= − + − +
3 5 7

3 5 7


 (iii) cos x x x x= − + − +1
2 4 6

2 4 6



 

  (iv) log 1
2 3 4

2 3 4

−( ) = − + + + +




x x x x x



  (v) tan− ( ) = − + − +1
3 5 7

3 5 7
x x x x x



  (vi) cos2
2 3 4 5 6

1
2

2

2

4

2

6
x x x x= − + − +   (2) log x x x x x= −( ) − −( ) + −( ) − −( ) +1

1

2
1

1

3
1

1

4
1

2 3 4
 

 (3) 2

2
1

1

1 4

1

2 4

1

3 4

2 3

+ −



 − −



 − −



 +







x x xπ π π


  (4) f x x x( ) = − −( ) + −( )1 1
2

பயிற்சி 7.5
 (1) 1

2
    (2) 2     (3) ¥     (4) 1    (5) 0    (6) 0  

 (7) -3

2
   (8) 1   (9) e    (10) 1    (11) 1

e
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பயிற்சி 7.6
 (1) (i) மீப்சபெரு சபெருமம்  = −1 , மீச்சிறு சிறுமம் = −26

  (ii) மீப்சபெரு சபெருமம்  = 16 , மீச்சிறு சிறுமம் = −1

  (iii) மீப்சபெரு சபெருமம் = 9 , மீச்சிறு சிறுமம்  = − 9

8

  (iv) மீப்சபெரு சபெருமம் = 3 3

2
, மீச்சிறு சிறுமம் = 0

 (2) (i) −∞ −( ), 2  மற்றும் 1,∞( )  -ல் திட்டமாக ஏறும், −( )2 1, -ல் திட்டமாக இ்றங்கும்

    இ்டஞசார்்ந� சபெருமம் = 20   இ்டஞசார்்ந� சிறுமம் = −7

  (ii) −∞( ),5 மற்றும் 5,∞( ) -ல் திட்டமாக இ்றங்கும். இ்டஞசார்்ந� அறுதிகள் இல்கல.

  (iii) −∞( ) ∞( ), , ,0 0 -ல் திட்டமாக ஏறும். இ்டஞசார்்ந� அறுதிகள் இல்கல.

  (iv) 0 1,( ) -ல் திட்டமாக இ்றங்கும், 1,∞( )-ல் திட்டமாக ஏறும். இ்டஞசார்்ந� சிறுமம் = 1

3
 

  (v) 0
4

,
π



 , 3

4

5

4

π π
,





 , மற்றும்  7

4
2

π π,




 ஆகியவற்றில் திட்டமாக ஏறும்.

    π π
4

3

4
,





 மற்றும் 5

4

7

4

π π
,





 -ல் திட்டமாக இ்றங்கும்.

   x = π
4

 , 5

4

p
-ல் இ்டஞசார்்ந� சபெருமம் =11

2
. x = 3

4

π , 7

4

p  -ல் இ்டஞசார்்ந� சிறுமம் = 9

2
.

பயிற்சி 7.7
 (1) (i) −∞( ), 2 மற்றும் 4,∞( ) -ல் மமல்மநாககி குழிவு. 2 4,( ) -ல் கீழமநாககி குழிவு

    2 16, −( ) மற்றும் 4 0,( ) ஆகியகவ வகைவு மாற்்றப் புள்ளிகள்

  (ii) 3

4

7

4

π π
,





 -ல் மமல்மநாககி குழிவு. 0

3

4
,

π



 மற்றும் 7

4
2

π π,




 -ல் கீழமநாககி குழிவு

    3

4
0

π
,





 மற்றும் 7

4
0

π
,





  ஆகியகவ வகைவு மாற்்றப் புள்ளிகள்

  (iii) 0,∞( )-ல் மமல்மநாககி குழிவு. −∞( ),0 -ல் கீழமநாககி குழிவு வகைவு மாற்்றப் புள்ளி 0 0,( )
 (2) (i) இ்டஞசார்்ந� சிறுமம் = −2  ;  இ்டஞசார்்ந� சபெருமம் = 2  (ii) இ்டஞசார்்ந� சிறுமம் = − 1

e
  (iii) இ்டஞசார்்ந� சிறுமம் = 0  ; இ்டஞசார்்ந� சபெருமம் = 1

2e

 (3) −∞ −( ), 1 மற்றும் 1

2
,∞



 -ல் திட்டமாக ஏறும் . −



1

1

2
, -ல் திட்டமாக இ்றங்கும்

  இ்டஞசார்்ந� சபெருமம் = 6  ,  இ்டஞசார்்ந� சிறுமம் = − 3

4

  −∞ −



,

1

4
-ல் கீழமநாககி குழிவு; − ∞





1

4
, -ல் மமல்மநாககி குழிவு

  வகைவு மாற்்றப் புள்ளி −





1

4

21

8
,  

பயிற்சி 7.8
 (1) 6, 6  (2) 2 5 2 5,    (3) 50    (4) 100மீ2  (5) 9 சச.மீ, 6 சச.மீ (6) 1200 மீ

 (7) 10 2 , 10 2   (9) 2r , r
2

  (10) 6 சச.மீ,  6 சச.மீ,  3 சச.மீ, (11) 32p , 0
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273 விடைகள்

பயிற்சி 7.9
 (1) (i) x = −1, x = 1, y = 1  (ii) x = −1, y x= −1, (iii) y = −3, y = 3 

  (iv) y x= −9 , x = −3     

பயிற்சி 7.10
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

(1) (2) (2) (2) (1) (2) (3) (4) (3) (1)
11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
(3) (4) (3) (4) (2) (3) (3) (1) (4) (3)

அத்தியாயம் 8
பயிற்சி 8.1

 1. (i) 3.0074 2. (i) 24.73 (ii) 1.9688 (iii) 2.963 3. (i) 7 4x −  (ii) 9 4

5

− x  (iii) x +1

4
  

	 4.	 (i)0.0225π	சச.மீ2  (ii) 0.006 சச.மீ2 (iii) 0.6% 
 5. (i) கன அைவு 80p  சச.மீ

3
குக்றகி்றது. (ii) மமற்பெரப்பொனது 16p  சச.மீ2 குக்றகி்றது 6. 1% 

பயிற்சி 8.2

 1. (i)  2 1 2 8 7

3 4

2

2

( ) ( )

( )

− −
−
x x
x

dx (ii) 4
3

2

3 2
1

3

cos

( sin )

x

x
dx

+
 (iii) e x x x x dxx x2 5 7 2 22 5 1 2 1− + − − − −[( ) cos( ) sin( )]  

 2. (i) 0.7  (ii) 0.18 3. (i) ∆f = 3 125. , df = 2 0.  (ii) ∆f = 0 11. , df = 0 1.

 4. 3.0013029  5. (i) 6
p

 சச.மீ (ii) 40

p
%   6. 30p  ம.மீ3 7. 0 4. p  ம.மீ2  8. 8000

 9. (i)  3  சசாற்கள்  (ii) 1 சசால்	 	 10.	 5.25π	,	4.76%	 	 11.	 60	சச.மீ
3 , 61.2 சச.மீ

3  

பயிற்சி 8.3
 1. 1

8
  2. 1 4. cos( )1  

 பயிற்சி 8.4
 1. (i) 27, −14    (ii) 11, −4    (iii) 2, 0, 4   (iv) e e2 22 1 1 8log , log( ) −( ) +( )  

 3. x y
x y

y x
y x

z
2 2

2

2 2

2

23
− − +, , 6yz 4. 

3 2 2 2

3 3 3

x y z

x y z

+ +( )
+ +( )  

 5. (i) e xy + 6 , 6y , xey , e xy + 6  (ii) −
+( )
15

5 3
2x y

, −
+( )
25

5 3
2x y

, −
+( )

9

5 3
2x y

, −
+( )
15

5 3
2x y

  (iii) 3, 2 25 5− cos x , 0, 3  10. (i)  72 84 0 04 0 05 0 05 20002 2x y xy x y+ + − − −. . .

  (ii) 24, −48 , y ஐ மாறிலியாக கவததுக சகாண்டு x ஐ அதிகரிககும் சபொழுது இலாபெம் அதிகரிககும்.

பயிற்சி 8.5
 1. 6 7 7x y− −  2.− + +( )x y20 16  3. 2

1

2
x y dx x y dy−( ) + − +







  4. y z dx x z dy y x dz+( ) + +( ) + +( )  

பயிற்சி 8.6
 1. e e t t e t t tt t t2 3 124 3sin sin cos sin cos+ + +( ) , 1

 2. 1 1 2 1 62
2

3 2 2 2 2+( ) +( ) − +( ) + e t e t t e e t tt t t tcos sin sin sin cos  
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274XII - கணிதவியல்

 3. 4 2e t   4. − −[ ]−e t tt2 2 2sin cos  5.18 3 3 43e e s e s s ss s s− + −cos sin sin cos , 15

 6. 3

1
2

2

1e
e

e
+

+ −tan , e
e1 2+

  7. te t s t s s tst2 2 22sin cos( ) + ( )  , 

  
du
dt

se t s t s s tst= + ( ) + ( ) 
2

2 2 2sin cos  , e sin cos1 2 1( ) + ( )  , e 2 1 1sin cos( ) + ( )   

 8. 3 3 53 3 2 2 2 2 2s e s e s e e e st t t t t( ), ( )+ −− −    9. 2 1 2u v+( ) , 2 2u v−( ) , 3, −3

2
 

பயிற்சி 8.7
 1. (i) சமபடித்தானது அல்ல (ii) சமபடித்தானது, படி .3
  (iii) சமபடித்தானது, படி.0 (iv) சமபடித்தானது அல்ல 6. 5

பயிற்சி 8.8
1 2 3 4 5 6 7 8

(2) (2) (2) (4) (3) (2) (4) (2)
9 10 11 12 13 14 15

(3) (1) (2) (3) (2) (4) (1)
அத்தியாயம் 9

பயிற்சி 9.1   பயிற்சி 9.2
 1. 0.6  2. 0.855  3. 0.375            1. (i) 13

2
   (ii) 25

3
 

பயிற்சி 9.3

 1. (i) 1

4

5

3
log   (ii) p

8
  (iii) p

2
1-  (iv) e

π
2  (v) 8

21
  (vi) 1

2
 

2. (i) 0  (ii) p  (iii) p-2

4
 (iv) 0 (v) 0 (vi) 13

10
 (vii) p

4
 (viii) π

8
2log  (ix) p p

2
2−( ) (x) p

8
 (xi) π2

2
பயிற்சி 9.4

 1. 3

8

19

8

2- -e   2. 1

2 12

1

9

p
+







   3. 1

4
14+ −





e
π π  4. -p

4
 

பயிற்சி 9.5    பயிற்சி 9.6

 1. (i) p
2 6

 (ii). p
6 5

   1. (i) 63

512

π  (ii) 16

35
 (iii) 5

64

p   (iv) 8

45
 (v) p

32
 (vi) 64

35
 (vii) 1

24
 (viii) 1

60

பயிற்சி 9.7
   1. (i) 5

36

!  (ii) 29  (2) 1

8
 

பயிற்சி 9.8
 1. 7.5 2. 2 3. 15 4. 36 5. 2 2  6. log 2 7. 9

2
 8. yes, 16

3
 9. 4

3
 10. 4

3
4 3π +( )

பயிற்சி 9.9
 1. 4

5

p   2. p
4

1 4−



−e   3. 8p   4. 2

15

π   5. 14

3

3πm   6. 1000

3

3πcm

பயிற்சி 9.10
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

(1) (3) (3) (4) (4) (3) (3) (3) (2) (1)
11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
(4) (2) (2) (4) (4) (4) (3) (4) (2) (1)
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அத்தியாயம் 10
பயிற்சி 10.1

 1. (i) 1,1   (ii) 3,2    (iii) 2, இருத்ல அல்ல    (iv) 1, 2   (v) 1,4 

  (vi) 2,2  (vii) 2,6   (viii) 2, இருத்ல அல்ல   (ix) 3,1  (x) 1, 1 

பயிற்சி 10.2

 1. (i) 
dQ
dt

kQ=  (ii) dP
dt

kP P= −( )500000  (iii) 
dP
dT

kP
T

= 2  (iv) dx
dt

x= +2

25
400  2. dr

dt
k= −  

பயிற்சி 10.3

 1. (i) 
d y
dx

2

2
0=    (ii) 

d x
dy

2

2
0=    2. r dy

dx
x dy
dx

y2

2 2

1+ 

















= −





  

 3. x xy dy
dx

y2 22 0+ − =   4. 2 03ay y′′ + ′ =   5. xy y′ − − =2 2 0  6. xy xyy yy′ + ′′ − ′ =2 0  

 7. 
d y
dx

y
2

2
64=   8. xy y x xy′′ + ′ + − − =2 2 02  

பயிற்சி 10.4
 2. (i) m = −2    (ii) m = 2 3,    3. 2 482y x= +  

பயிற்சி 10.5

 1. F F kV e
kt
M= −( )     2. k e v

gx
k2

2

21
2−







=

−
   3. y

x
x

= −
+

1
1  

 4. (i) sin sin− −= +1 1y x C  (ii) y x Ctan− =1  (iii) sin
y
x

a−





=1  (iv)e e x Cx y+ + =−
4

4
 

  (v)  e x Cy +( ) =1 sin  (vi) sin
x
y

enx c






= +  (vii) 3 25 32
3

2y x C= − −( ) +  (viii) sin logy e x Cx= +

   (ix) sec siny x C= +2   (x) 1

2
x y x y x y x C+( ) + +( ) +( )  = +sin cos  

பயிற்சி 10.6

 1. sin log
y
x

Cx





=   2. y e
x
y= C

3

33   3. e Cy
x
y = log   4. 3 22 3x y y C+ =  

 5. xy x y C2 2− =   6. C xe
y
x=





tan   7. y xe C

y
x+ =3   8. x e0 3= ±  

பயிற்சி 10.7
 1. y x C x= +sin cos  2. y

x
x

C x=
−

+ −( )
− −sin 1

2

2
1

2

1
1  3. y x x x C+( ) = +cos sin  

 4. y x
x x x x C2 2 21
2

4
1

2
4+( ) = + + + + +log  5. xy y C2 52= +  6. xy x x Csin cos+ =

 7. ye e Cx
x

sin
sin

−
−

= +
1

12

2
 8. y x

x
x x x C1

1

2

3

+
−







= + +  9. xy y C+ =−tan 1

 10. y x x Clog
cos+ =2

2
 11. 2 2

4 2y x a C x a= +( ) + +( )  12. y x x x C1
2

2

4

3+( ) = − +sin

 13. 4 2 42 2yx x x x C= − +log   14. x y x x x C2
4 4

4 16
= − +log  15. 2 33 2x y x= +
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பயிற்சி 10.8
 1.  10 மணி நேர முடிவில பதாக்டீரியதாக்்களின் எண்ணிக்்்க ஆனது த்தாடக்்கததில உள்ள்் 

விட 9 மடங்கதாகிறது. 2. P
t

= 





300000
4

3

40

  3. i Ce
Rt
L=

−
 4. v

e
= 10

2
 5. P e= 10000 0 075.  

  6.  1000 ஆண்டு்கள முடிவில ஆரமபததில ்கதாணபபடும ்கதிரியக்்க அணுக்்கருக்்களின் 

எண்ணிக்்்கயில 
9
10

10

8  % இருக்கும.   7. (i) 65 33. °C   (ii) 51.91 நிமிடங்கள

 8. (i)  T F151°  (ii) t = 22 523. . 10.22-க்கும 10.3-க்கும இ்டபபடட்தா்க இருக்குமநபதாது 

அவர் ்கதாபி்ய அருந் நவண்டும.  9. 20°    10. x e
t

= −






−

100 1
3

50  

பயிற்சி 10.9
Q 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
A (1) (2) (3) (2) (2) (3) (3) (2) (2) (3)
Q 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
A (3) (3) (1) (1) (2) (3) (2) (4) (2) (4)
Q 21 22 23 24 25
A (1) (1) (2) (2) (1)

அத்தியாயம் 11
பயிற்சி 11.1

(1) சமவதாய்பபு மதாறியின் மதிபபு்கள 0 1 2 3 தமதாத்ம
நேர்மதாறு பிமபங்களில உறுபபு்களின் எண்ணிக்்்க 1 3 3 1 8

(2) சமவதாய்பபு மதாறியின் மதிபபு்கள 0 1 2 தமதாத்ம
நேர்மதாறு பிமபங்களில உறுபபு்களின் எண்ணிக்்்க 325 676 325 1326

(3) சமவதாய்பபு மதாறியின் மதிபபு்கள 0 1 2 3 தமதாத்ம
நேர்மதாறு பிமபங்களில உறுபபு்களின் எண்ணிக்்்க 4 30 40 10 84

(4) சமவதாய்பபு மதாறியின் மதிபபு்கள –20 5 30 தமதாத்ம
நேர்மதாறு பிமபங்களில உறுபபு்களின் எண்ணிக்்்க 28 48 15 91

(5) சமவதாய்பபு மதாறியின் மதிபபு்கள 4 5 6 7 8 தமதாத்ம
நேர்மதாறு பிமபங்களில உறுபபு்களின் எண்ணிக்்்க 1 4 10 12 9 36

பயிற்சி 11.2

 (1) f x
x

x
( )=

=

=











1

8
0 3

3

8
1 2

, ,

, ,

 
(2) (i) x 2 4 6 8 10 தமதாத்ம

f x( ) 1

36

4

36

10

36

12

36

9

36
1

 (2) (ii) F x

x

x

x

x
( )=

<

≤ <

≤ <

≤ <

0 2

1

36
2 4

5

36
4 6

15

36
6 8

27

36

for 

for 

for 

for 

for 88 10

1 10

≤ <

≤ <∞











x

xfor 

    (iii) 13

18
   (iv) 31

36
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(3)  f x

x

x

x

( )

,

,=

=

=

=











1

4
1 3

1

16
0 4

3

8
2

for 

for 

for 

 , F x

x

x

x

x
( )=

<

≤ <

≤ <

≤ <

0 0

1

16
0 1

5

16
1 2

11

16
2 3

15

16

for 

for 

for 

for 

for 33 4

1 4

≤ <

≤ <∞











x

xfor 

  

(4) (i) 8   (ii)F x

x

x

x

x

( )=

<

≤ <

≤ <

≤ <∞











0 0

1

8
0 1

3

8
1 2

1 2

for 

for 

for 

for 



   (iii) 7

8

(5) (i) x -1 0 1 2 3

f x( ) 0.15 0.20 0.25 0.25 0.15
 (ii) P X <( )=1 0 35.  (iii) P X ≥( )=2 0 40.

(6) (i) 1

6
 (ii) 17

36
 (iii) 5

6
 

பயிற்சி 11.3

(1) 4  (2) (i)0.16 (ii) 0.3 (iii) 0.75 (3) (i) 1

400
 (ii)F x

x
x x

x

( )

,

,=

<

− ≤ ≤

>











0 200

400

1

2
200 600

1 600

 (iii) 1

2

 (4)  (i) 1

3
 (ii) 1 3-

-
e

x

 (iii)1 1- -e  (iv) e
-

5

3  (v) 1
4

3-
-

e

 (5) (i) F x

x
x x x

x x x

x

( )=

≤−

+ + − ≤ <

− + + ≤ <

≤











0 1

2

1

2
1 0

2

1

2
0 1

1 1

2

2



 (ii) 0.75

 (6) (i) f x F x

x

x x

x

( ) ( )= ′ =

<

+( ) ≤ <

≤











0 0

1

2
2 1 0 1

0 1

   (ii) 0 285.

(7) (a) x 0 1 2 3 4

f x( ) 1

2

1

10

1

5

1

10

1

10

(b) 4

5
 (c) 2

5
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பயிற்சி 11.4
 (1) (i) 2 3. , 2 81.   (ii)1 67. , 0 56.   (iii) 5

3
, 1

18
  (iv) 2,4

(2) 8

7

x 0 1 2 (3) 7 ,16

f x( ) 1

7

4

7

2

7

(4) 2 ,1 x 0 1 2 3 4
f x( ) 1

16

1

4

3

8

1

4

1

16

 (5) 15  நிமிடங்கள  (6) 1

3
  (7) 1

2
, 1

8
  (8) ேஷடம `.0 50.

பயிற்சி 11.5 

 (1) (i) 160

729
 (ii) 210

1

5

4

5

4 6










  (iii) 

9

7

1

2

1

2

7 2


















  (2) (i) 

10

4

1

4

3

4

4 6


















  (ii)1 3

4

10

10
-

 (3) (i) 50, 25  (ii) 40, 100

3
 (4) 270

1024
 (5) (i) 1 0 9510- .  (ii) 

10

2
0 05 0 952 8








( . ) ( . )

 (6) (i) 
12

10
0 9 0 110 2








( . ) ( . )  (ii) 2 1 0 9 11. ( . )  (iii) 1 2 1 0 9 11−


. ( . )
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பயிற்சி 11.6
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

(2) (4) (2) (4) (4) (2) (4) (3) (2) (1)
11 12 13 14 15 16 17 18 19 20

(4) (4) (1) (2) (1) (1) (4) (4) (2) (1)

அத்தியாயம் 12
பயிற்சி 12.1

 1. (i) ஆம, *  ஆனது ன் மீது அ்டவு தபற்றுள்ளது

  (ii) ஆம, *  ஆனது A ன் மீது அ்டவு தபற்றுள்ளது 

  (iii) இல்்ல, *  ஆனது   ன் மீது அ்டவு தபறவில்்ல

 2. இல்்ல, *  ஆனது   ன் மீது அ்டவு தபறவில்்ல 3. -88

15

 4. ஆம,  வழக்்கமதான தபருக்்கல  A ன் மீது அ்டவு தபற்றுள்ளது

 5. (i)  த்கதாடுக்்கபபடட தசயலி *  ஆனது   ன் மீதுஅ்டவுப பண்பு  மற்றும 
பரிமதாற்றுபபண்பு்க்்ள நி்றவு தசய்யும. ஆனதால நசர்பபு பண்்ப நி்றவு தசய்யதாது. 

  (ii) சமனி பண்பு இல்்ல எனநவ எதிர்ம்ற பண்பும இல்்ல.

6. * a b c

a b c a

b c b a

c a a c
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279 விடைகள்

 7.   இல்்ல. த்கதாடுக்்கபபடட தசயலி பரிமதாற்றுப பண்பு மற்றும நசர்பபு பண்பு்க்்ள நி்றவு 
தசய்யதாது

 8.  (i) A B∨ =



















1 1 1 1

1 1 1 1

1 0 0 1

 (ii) A B∧ =



















0 0 0 0

0 0 0 0

1 0 0 1

  (iii) A B C∨( )∧ =



















1 1 0 1

0 1 1 0

1 0 0 1

 (iv) A B C∧( )∨ =



















1 1 0 1

0 1 1 0

1 1 1 1

 10. (i) பரிமதாற்றுபபண்பு மற்றும நசர்பபுபபண்பு்க்்ள நி்றவு தசய்யும.
  (ii) சமனி உறுபபு உள்ளது மற்றும எதிர்ம்ற பண்பு உள்ளது.

பயிற்சி 12.2
 1. (i) ¬p : ஜூபிடர் ஒரு ந்கதாள  அல்ல 

  (ii) p q∧ ¬ : ஜூபிடர் ஒரு ந்கதாள  மற்றும இநதியதா ஒரு தீவு அல்ல.

  (iii) ¬ ∨p q : ஜூபிடர் ஒரு ந்கதாள  அல்ல அல்லது இநதியதா ஒரு தீவு. 

  (iv) p q→ ¬ : ஜூபிடர் ஒரு ந்கதாள  எனில பின்னர் இநதியதா ஒரு தீவு அல்ல.

  (v) p q↔  ஜூபிடர் ஒரு ந்கதாள  என்றதால மடடுநம இநதியதா ஒரு தீவு.

 2. (i) ¬ ∧p q    (ii) p q∨¬    (iii) p q∧  (iv) ¬p

 3. (i) p q®  ன் தமய் மதிபபு 𝕋   (ii) p qÚ       ன் தமய் மதிபபு 𝔽

  (iii) ¬ ∨p q  ன் தமய் மதிபபு 𝕋   (iv) p qÙ       ன் தமய் மதிபபு 𝔽

 4. (i), (iii) மற்றும (iv) ஆகிய்வ கூற்று்கள. மற்ற்வ கூற்று்கள அல்ல
 5. (i) மறுதலை:  x மற்றும y என்ற எண்்கள x y2 2=  என்றவதாறு உள்ளது எனில பின்னர் x y= .
     எதிரமலை:  x மற்றும y என்ற எண்்கள x y¹  என்றவதாறு உள்ளது எனில பின்னர் x y2 2¹ .
     நேரமமாறு: x மற்றும y என்ற எண்்கள x y2 2¹  என்றவதாறு உள்ளது எனில பின்னர் x y¹ . 
  (ii) மறுதலை: ஒரு ேதாற்்கரமதானது ஒரு தசவவ்கம எனில பின்னர் அது ஒரு  சதுரமதாகும.
  எதிரமலை: ஒரு ேதாற்்கரமதானது ஒரு சதுரம அல்ல எனில பின்னர் அது ஒரு தசவவ்கம அல்ல.
  நேரமமாறு: ஒரு ேதாற்்கரமதானது ஒரு தசவவ்கம அல்ல எனில பின்னர் அது ஒரு சதுரம அல்ல.

 6. (i) ¬ ∧¬p q  ன் தமய்்ம அடடவ்ண

p q ¬p ¬q ¬ ∧ ¬p q
T T F F F
T F F T F
F T T F F
F F T T T

  (ii) ¬ ¬ ∧¬( )p q  ன் தமய்்ம அடடவ்ண

p q ¬q p q∧ ¬ ¬ ¬ ∧ ¬( )p q

T T F F T
T F T T F
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F T F F T
F F T F T

  (iii) p q q∨( )∨¬  ன் தமய்்ம அடடவ்ண

p q ¬q p q∨ p q q∨( )∨ ¬
T T F T T
T F T T T
F T F T T
F F T F T

  (iv) ¬ →( )∧ ↔( )p r p q  ன் தமய்்ம அடடவ்ண

p q r ¬p ( )¬ →p r p q↔ ¬ →( ) ∧ ↔( )p r p q

T T T F T T T

T T F F T T T

T F T F T F F

T F F F T F F

F T T T T F F

F T F T F F F

F F T T T T T

F F F T F T F

 7. (i) முரண்பதாடு  (ii) தமய்மம  (iii) நிசசயமின்்ம  (iv) தமய்மம

 12. p q p→ →( )  என்பது ஒரு தமய்மம. 

 13. ஆம.  ்ர்க்்க சமதானமதான்வ.

பயிற்சி 12.3

Q 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

A (2) (3) (2) (4) (2) (2) (3) (4) (3) (2)

Q 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20

A (4) (1) (3) (3) (3) (2) (4) (3) (1) (4)
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கலைச்சொறகள்

அத்தியாயம் 7
வலக நுணகணிதத்தின் 

பயன்பொடுகள்

சார்ந்த வீ்தங்கள் Related rates

இடை மதிப்புத் 
த்தற்றம் Mean value theorem

த்த்றப்்பெ்றா்த 
வடிவங்கள் Indeterminate forms

நிடைப் புள்ளி்கள் Stationary points

மாறுநிடைப் 
புள்ளி்கள் Critical points

ஓரியல்புச் சாரபு்கள் Monotonicity of 
functions

மீப்்பெரு அறுதி Absolute extremum

இைஞசார்ந்த அறுதி Relative extremum

குழிவு Concave

குவிவு Convex

வடைவு மாற்றப் 
புள்ளி Point of inflection

சமச்சீரத் ்தனடம Symmetry

அத்தியாயம் 8
வலகயீடுகள் மறறும் பகுதி 

வலகக்கழுககள்

வட்கயீடு Differential

பெகுதி வட்கக்்கழு Partial derivatives

சீரான Harmonic

சமபெடித்்தான Homogeneous

்தனிப் பிடை Absolute error

சார பிடை Relative error

ச்தவீ்த பிடை Percentage error

அத்தியாயம் 9
்தொலக நுணகணிதத்தின் 

பயன்பொடுகள்

வடரயறுத்்தத் 
்்தாட்க Definite integral

குட்றப்பு சூத்திரம் Reduction formula

்காமா 
்்தாட்கயிைல் Gamma integral

இடைப்பெடை பெகுதி Bounded region

அத்தியாயம் 10
சொதொரண வலகக்கழுச 

சமன்பொடுகள்

வரிடச Order

தேரியல் Linear

பெடி Degree

ஏத்தனு்மாரு 
மாறிலி Arbitrary constant

சார்ந்த மாறி Dependent variable

சாரா மாறி Independent variable

்்தாட்கயீடடுக 
்காரணி Integrating factor

சமபெடித்்தான சாரபு Homogeneous 
function
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அத்தியாயம் 11
நிகழதகவு பரவலகள்

்பெரதனாலி  
சமவாய்ப்பு மாறி

Bernoulli random 
variable

ஈருறுப்பு பெரவல் Binomial distribution

ஈருறுப்பு சமவாய்ப்பு 
மாறி

Binomial random 
variable

்்தாைரநிடை 
சமவாய்ப்பு மாறி

Continuous random 
variable

குவிவு பெரவல் சாரபு Cumulative 
distribution function

்தனிநிடை 
சமவாய்ப்பு மாறி

Discrete random 
variable

்கணி்த எதிரபொரப்பு Mathematical 
expectation

நி்கழ்த்கவு அைரத்திச் 
சாரபு

Probability density 
function

நி்கழ்த்கவு 
நிட்றச்(்சறிவு) சாரபு

Probability mass 
function

சமவாய்ப்பு மாறி Random variable

அத்தியாயம் 12
தனிநிலைக கணிதம் 

ஈரப்பு விதி Absorption law

இயற்கணி்த 
அடமப்பு Algebraic structure

இரு நிபெ்ந்தடனக 
கூறறு

Biconditional 
statement

ஈருறுப்பு ்சயலி Binary operation
பூலியன 
இயற்கணி்தம் Boolean algebra

பூலியன அணி Boolean matrix
குறியீடடுக 
த்காடபொடு Coding theory

கூடடுக கூறறு Compound statement

நிபெ்ந்தடனக கூறறு Conditional statement

இடையல் Conjunction

முரணபொடு Contradiction

தேரமாறு Contra positive

பிரிப்பிடையல் Disjunction
இருடம இயல்பு (அ) 
இரடடைத் ்தனடம Duality

்கருதுத்காள் Hypothesis

உடசுைறசி விதி Involution law

்தரக்க இடைப்பு்கள் Logical connectives

்தரக்க 
சமானமானடவ

Logical equivalent

மறுப்பு Negation

முரணபெடு ்மய்டம Paradox

்தனிககூறறு Simple statement

்மய்மம் Tautology

்மய்டம 
அடைவடை Truth table
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மேறமகோள் நூலகள்

 (1) Larson R.E. Larson, B.H. Edwards, and R.P. Hostetle. Calculus with Analytical Geometry, 

Fifth Edition. D.C. Heath and Company, (1994).
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கணிதவியல் - மேல்நிலை இரண்டாேடாணடு

பாடநூல் உருவாக்கக குழு - த�ாகுதி - 2

படா் வல்லுநரகள்

முனைவர் S. உதயபடாஸகரன்,
பேராசிரியர், கணிதத் துறை,
பேல் டெக் ரஙகராஜன் முறைேர் சகுநதலா
அறிவியல் மற்றும் டதாழில்நுடே ஆராய்ச்சி மற்றும்
பமம்ோடடு நிறுேைம்,
(நிகர்நிறல ேல்கறலக் கழகம்)
ஆேடி, டசன்றை.

முனைவர் R. மூரத்தி,
முதல்ேர் (ஓய்வு)
அரசு கறல கல்லூரி,
உத்திரபமரூர், காஞ்சிபுரம்.

முனைவர் E. சந்திரமசகரன்,
பேராசிரியர், கணிதத் துறை,
பேல் டெக் ரஙகராஜன் முறைேர் சகுநதலா
அறிவியல் மற்றும் டதாழில்நுடே ஆராய்ச்சி மற்றும்
பமம்ோடடு நிறுேைம்,
(நிகர்நிறல ேல்கறலக் கழகம்)
ஆேடி, டசன்றை.

முனைவர் G.P யுவரடாஜ்,
முன்ைால்  இயக்குநர் (ஓய்வு), கணிதத் துறை,
RIASM,  டசன்றை ேல்கறலக் கழகம்,
டசன்றை.

முனைவர் T.N. சணமுகம்,
பேராசிரியர்  (ஓய்வு),
கணிதத்துறை, அண்ா ேல்கறலக் கழகம்,
டசன்றை.

முனைவர் A. ரகீம் படாடசடா,
இற்ப் பேராசிரியர் (ஓய்வு),
கணிதத் துறை, மாநிலக் கல்லூரி (தன்ைாடசி),
டசன்றை.

முனைவர் G. பழனி,
உதவிப் பேராசிரியர், கணிதத் துறை,
ொக்ெர் அம்பேத்கார் அரசு கறலக் கல்லூரி,
வியாசர்ோடி, டசன்றை.

ஆமைடாசகரகள்

முனைவர் V. தஙகரடாஜ்,
முன்ைாள் இயக்குநர், 
RIASM, டசன்றை ேல்கறலக் கழகம்,
டசன்றை.

முனைவர் E.S. ஜம்புலிஙகம்,
முதல்ேர், 
அரசு கறலக் கல்லூரி,
திருத்தணி.

முனைவர் P.R. விட்ல்,
முதல்ேர் மற்றும் துறைத்தறலேர்,
கணிதத்துறை,
R.K.M, விபேகாைநதா கல்லூரி,
மயிலாப்பூர், டசன்றை.

படா் ஒருஙகிலைபபடாளர

B. தமிழ்சல்வி,
துற் இயக்குநர்,
மாநிலக்  கல்வியியல் ஆராய்ச்சி 
மற்றும் ேயிற்சி நிறுேைம், டசன்றை.

ஒருஙகிலைபபடாளர

நிமவதடா ்சல்வரடாஜ்,
உதவிப் பேராசிரியர்,
மாநிலக்  கல்வியியல் ஆராய்ச்சி 
மற்றும் ேயிற்சி நிறுேைம், டசன்றை.

படா்நூைடாசிரியரகள்

M. ேதிவடாைன்,
தறலறம ஆசிரியர்,
அரசு மாதிரி பமல்நிறலப்ேள்ளி,
காரிமஙகலம். தருமபுரி,

N. கலைச்சல்வம்,
முதுகறல ஆசிரியர்,
டசன்றை டேணகள் பமல்நிறலப்ேள்ளி,
நுஙகம்ோக்கம். டசன்றை,

A. படாைமுருகன்,
முதுகறல ஆசிரியர்,
அதியமான் அரசிைர் 
ஆணகள் பமல்நிறலப்ேள்ளி,
தருமபுரி.

S. பன்னீர்சல்வம்,
முதுகறல ஆசிரியர் (ஓய்வு)
அரசிைர் பமல்நிறலப்ேள்ளி,
G.K.M. காலனி, டசன்றை.

S.P. கடாரத்திமகயன்,
முதுகறல ஆசிரியர்,
காநதி நிறைவு பமல்நிறலப்ேள்ளி,
திருடேணற்நல்லூர்,  
விழுப்புரம்.

C.S. வீரரடாகவன்,
முதுகறல ஆசிரியர்,
� கிருஷ்ா டமடரிக் பமல்நிறலப்ேள்ளி,
T.V.S. நகர், பகாயம்புத்தூர்-25.

இலையச ்சயல்படாடு 
ஒருஙகிலைபபடாளர

D. வடாசுரடாஜ்,
முதுகறல கணித ஆசிரியர் 
மற்றும் துறைத்தறலேர்
K.R.M. டோதுப்ேள்ளி, டசம்பியம்,
டசன்றை.

இலையச ்சயல்படாடு 
ஒருஙகிலைபபடாளர

R. ்ஜகனடாதன்
SGT, PUMS - கப்சபுரம், போலூர்,
திருேண்ாமறல.

A. மதவி ்ஜசிந்தடா
B.T. Asst., அரசு உயர்நிறலப் ேள்ளி,
N.M. பகாவில், பேலூர், 

V. பத்ேடாவதி, 
B.T. Asst., அரசு உயர்நிறலப் ேள்ளி,
டேற்றியூர், திருமானூர்,
அரியலூர்.

கலை ேற்றும் வடிவலேபபுக் குழு

தட்சசு. கலை ேற்றும் வடிவலேபபு

S. ேமனடாகரன்,
V.V. கிராபிக்ஸ்
ேழேநதாஙகல்,
டசன்றை-114.

அடல் வடிவலேபபு

கதிர ஆறுமுகம்

தரக் கடடுபபடாடு

ப. மயடாமகஷ், டசன்றை

ப. அருண கடாேரடாஜ், க்க்கன் குப்ேம்

ரடாமஜஷ் தஙகபபன், டசன்றை

மவ. �தர, டசன்றை

ஒருஙகிலைபபு

ரமேஷ் முனிசடாமி

இநநூல் 80 ஜி.எஸ்.எம். எலிகணட பமப்லித்பதா 
தாளில் அச்சிெப்ேடடுள்்ளது.  
ஆப்டசட முறையில் அச்சிடபொர்:
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